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Впервые рассматривается задача оптимального слежения с заданной эталонной траекто-
рией и интегральным квадратичным критерием качества при наличии сингулярных воз-
мущений. Для анализа возникающих при решении этой задачи сингулярно возмущённых
дифференциальных систем применяется метод декомпозиции, в основе которого лежит
техника интегральных многообразий быстрых и медленных движений. Построено субопти-
мальное управление, применение которого приводит к отличию значений минимизируемо-
го функционала для отптимального и субоптимального управлений на величину порядка
второй степени малого параметра, характеризующего сингулярные возмущения.
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ВВЕДЕНИЕ
Задачи оптимального слежения относятся к числу традиционных задач как теории, так

и практики автоматического управления [1, 2]. Такие задачи возникают при управлении ма-
неврированием движущихся объектов, при управлении сменой режимов технологических про-
цессов, при прецизионном слежении антенной радиолокатора за летательными аппаратами
(см., например, [3]). Наличие переменных состояния, изменяющихся с разными скоростями,
приводит к необходимости рассмотрения динамических моделей с сингулярными возмущени-
ями. Исследованию различных задач управления с сингулярными возмущениями посвящено
значительное число публикаций (см. обзоры [4–6]). При этом в большинстве работ (см., на-
пример, [4, 5]) применяется метод пограничных функций Васильевой, это относится и к по-
следним публикациям в этой области (см. обзор [7] и оригинальные статьи [8, 9]). Наряду
с методом пограничных функций для исследования таких задач успешно применяются метод
усреднения, аппроксимация Паде [10], метод интегральных многообразий [11–14] и метод де-
композиции [14, 15]. При этом автору известна только одна публикация, посвящённая анализу
сингулярно возмущённой задачи слежения (не оптимального) [16], в которой рассматривает-
ся очень узкий специальный класс таких задач, а исследование основывается на применении
метода декомпозиции [14], который авторы называют методом Соболева.

Рассмотрим управляемую систему вида

εẋ = Ax+Bu. (1)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 21-11-00202).
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Здесь A = A(t, ε), B = B(t, ε), x ∈ Rn+m, u ∈ Rr, t ∈ [0, tf ], ε — положительный малый
параметр. Эталонное движение задаётся в явном виде η = η(t).

Функционал качества имеет вид

J =
1

2

tf∫
0

[eT (t)Qe(t) + uT (t)Ru(t)] dt,

где e(t) = x(t) − η(t), Q = Q(t) = QT (t) ⩾ 0, R = R(t) = RT (t) > 0. Пусть матричные и
векторные функции, входящие в (1) и функционал качества, могут быть записаны в блочной
форме следующим образом:

A =

(
εA1 εA2

A3 A4

)
, Q =

(
Q1 Q2

QT
2 Q3

)
, B =

(
εB1

B2

)
, x =

(
x1
x2

)
, η =

(
η1
η2

)
,

где A1, Q1 — (m×m)-матрицы, A2, Q2 — (m× n)-матрицы, A3 — (n×m)-матрица, A4, Q3 —
(n× n)-матрицы, B1 — (m× r)-матрица, B2 — (n× r)-матрица, а R — (r × r)-матрица; x1, x2
и η1, η2 — векторы размерностей m, n соответственно. Предполагается, что все матричные бло-
ки зависят только от t и векторы η1, η2 достаточное число раз непрерывно дифференцируемы
на отрезке [0, tf ].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для линейной нестационарной системы (1) рассматривается задача нахождения управля-
ющего воздействия u, которое минимизирует функционал качества J . Известно (см., напри-
мер, [2, 17]), что решение рассматриваемой задачи при точных измерениях координат вектора x
и отсутствии ограничений на управление даётся следующим выражением для оптимального
управления:

uopt = −ε−1R−1BT (Px− ζ),

здесь P — решение матричного дифференциального уравнения Риккати

Ṗ + ε−1PA+ ε−1ATP − ε−2PBR−1BTP +Q = 0, P (tf ) = 0, (2)

а ζ — решение линейной дифференциальной системы

ζ̇ = −ε−1(A− SP )T ζ −Qη = 0, ζ(tf ) = 0. (3)

Представим P и ζ в следующем виде:

P =

(
P1 εP2

εP T
2 εP3

)
, ζ =

(
ζ1
εζ2

)
.

Тогда для матриц P1, P2, P3 получается нелинейная система матричных уравнений вида

Ṗ1 = F1(P1, P2, t, ε),

εṖ2 = F2(P1, P2, P3, t, ε),

εṖ3 = F3(P2, P3, t, ε),

где

S1 = B1R
−1BT

1 , S2 = B1R
−1BT

2 , S3 = B2R
−1BT

2 ,

F1 = −P1A1 −AT
1 P1 − P2A3 −AT

3 P
T
2 + P1S1P1 + P1S2P

T
2 + P2S

T
2 P1 + P2S3P

T
2 −Q1,

F2 = −P1A2 − P2A4 − εAT
1 P2 −AT

3 P3 + P1S2P3 + P2S3P3 + ε
(
P1S1P2 + P2S

T
2 P2

)
−Q2,

F3 = −P3A4 −AT
4 P3 + P3S3P3 + ε

(
− P T

2 A2 −AT
2 P2 + εP T

2 S1P2 + P T
2 S2P3 + P3S

T
2 P2

)
−Q3
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с граничными условиями P1(tf ) = 0, P2(tf ) = 0, P3(tf ) = 0.
Для анализа этой сингулярно возмущённой системы матричных дифференциальных урав-

нений применяется метод декомпозиции, в основе которого лежит техника интегральных мно-
гообразий быстрых и медленных движений. Этот метод позволяет редуцировать данную си-
стему к одному матричному дифференциальному уравнению для блока, соответствующего
блоку медленных переменных P1 в уравнении Риккати.

Векторы ζ1 и ζ2 удовлетворяют линейной дифференциальной системе

ζ̇1 = −(A1 − S1P1)
T ζ1 −

(
A3 − ST

2 P1 − S3P
T
2

)T
ζ2 −Q1η1 −Q2η2, (4)

εζ̇2 = −(A2 − εS1P2 − S2P3)
T ζ1 −

(
A4 − εST

2 P2 − S3P3

)T
ζ2 −QT

2 η1 −Q3η2 (5)

с граничными условиями ζ1(tf ) = 0, ζ2(tf ) = 0.

2. АНАЛИЗ МАТРИЧНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
РИККАТИ

Уравнения системы матричных дифференциальных уравнений Риккати не зависят от ζ,
поэтому можно анализ начать с этой системы, следуя [14, 15]. Эта система имеет медленное ин-
тегральное многообразие, которое может быть найдено в виде разложений по степеням малого
параметра [14, 15, 18] в виде

P2 = L(P1, t) + εL1(P1, t) + ε2 . . . ,

P3 = H(P1, t) + εH1(P1, t) + ε2 . . . .

Положив ε = 0, получим следующущие соотношения для определения матричных функ-
ций L(P1, t) и H(P1, t):

0 = −P1A2 − LA4 −AT
3 H + P1S2H + LS3H −Q2,

0 = HTS3H −HA4 −AT
4 H −Q3.

Второе уравнение представляет собой матричное уравнение Лурье (в англоязычной литера-
туре применяется термин алгебраическое матричное уравнение Риккати), решение которо-
го H = M(t) представляет собой положительно определённую матрицу, если тройка матриц
(Q3, A4, B2) стабилизируема и полностью наблюдаема при всех t ∈ [0, 1], где Q

T
3 Q3 = Q3

(см., например, [13]). Напомним, что в этом случае матрица D = A4 −S3M является гурвице-
вой при всех t ∈ [0, tf ]. Теперь можно подставить H = M(t) в первое уравнение и найти

L = −
(
P1A2 +AT

3 M +Q2 − P1S2M
)
D−1.

Матричные функции L1 и H1 определяются из уравнений инвариантности, которые в рассмат-
риваемом случае c учётом равенства

Ṗ1 = F 1 = F1(P1, L(P1, t) + εL1(P1, t) + ε2, . . . , t, ε)

принимают вид

ε

[
∂

∂t
(L(P1, t) + εL1(P1, t) + ε2, . . . ) +

∂

∂P1
(L(P1, t) + εL1(P1, t) + ε2, . . . )F 1

]
= F2(P1, L+ εL1(P1, t) + ε2, . . . ,H +H1 + ε2, . . . , t, ε),
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ε

[
∂

∂t
(H(P1, t) + εH1(P1, t) + ε2 . . . ) +

∂

∂P1
(H(P1, t) + εH1(P1, t) + ε2, . . . )F 1

]
= F3(L+ εL1(P1, t) + ε2, . . . ,H(P1, t) + εH1 + ε2, . . . , t, ε).

Приравнивая коэффициенты при первой степени малого параметра, получаем линейные
относительно неизвестных матричных функций L1 и H1 соотношения

F 1(P1, L, t, 0)(−A2 + S2M)D−1 +
∂L

∂t
= −L1A4 −AT

1 L

−AT
3 H1 + P1S1L+ P1S2H1 + LST

2 L+ LS3H1 + L1S3M,

Ṁ = −LTA2 −AT
2 L−AT

4 H1 + LTS2M +MST
2 L+H1S3M +MS3H1,

из второго соотношения находим сначала H1, подставляем найденное выражение в первое
уравнение и находим L1. При необходимости аналогичным образом из соответствующих ли-
нейных уравнений находятся L2, H2, . . . .

Движение по медленному интегральному многообразию описывается матричным диффе-
ренциальным уравнением

Ṗ1 = −P1(A1 − S2L
T )−

(
AT

1 − LST
2

)
P1 − LA3 −AT

3 L
T + P1S1P1 −Q1

+ ε
(
P1S2L

T
1 + L1S

T
2 P1 − L1A3 −AT

3 L
T
1 + L1S

T
2 + LS3L

T
1

)
+ ε2 . . . . (6)

Заметим, что при ε = 0 это уравнение является матричным дифференциальным уравне-
нием Риккати

Ṗ1 = −P1Ã1 − ÃT
1 P1 + P1S1P1 −

(
Q1 − Q̃1 − Q̃T

1

)
,

где
Ã1 = A1 − S2L

T , Q̃1 = Q1 + LA3 +AT
3 L

T .

Чтобы исключить медленную матричную переменную P1 из быстрой подсистемы, вводят-
ся новые переменные Z2 и Z3 по формулам

P2 = Z2 + L+ εL1 + ε2 . . . , P3 = Z3 +M + εH1 + ε2 . . . .

В этом представлении функции Z2 и Z3 играют роль функций правого пограничного слоя,
а L+εL1 . . . и M +εH1 . . . соответствуют регулярным членам асимптотики представления ре-
шений [4]. Если ограничиться рассмотрением регулярной составляющей решений до порядка
O(ε) и правых пограничных функций Z2, Z3 до порядка O(1) включительно, то Z2 из уравне-
ния для P1 удалять не нужно. В противном случае можно использовать технику быстрых ин-
тегральных многообразий для удаления переменной Z2 с требуемой степенью точности [14, 15].

3. АНАЛИЗ ЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

Вернёмся к рассмотрению системы дифференциальных уравнений для ζ1 и ζ2. После ана-
лиза решений матричного дифференциального уравнения Риккати коэффициенты этой систе-
мы можно считать известными. Более того, как отмечалось выше, в рассматриваемых предпо-
ложениях матрица D является гурвицевой, и может сложиться впечатление, что для анализа
системы (4), (5) можно применить известную методику блочной диагонализации (см., напри-
мер, [13, 14]) соответствующей однородной системы. Однако при этом могут возникнуть два
препятствия, мешающие осуществить процедуру блочной диагонализации. Оба связаны с тем,
что матрица P3 представляет собой сумму матрицы M(t), главной части матрицы Z3 и слага-
емых, содержащих малый параметр в качестве множителя. Аргументом матрицы Z3 является
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(t − tf )/ε, что влечёт за собой проблемы, связанные с дифференцированием Z3 по t. Ска-
занное в равной степени относится и к матрице Z2. Второе препятствие связано с тем, что
матрица M + Z3 вырождается при t = tf . Если матрица A4 тоже вырожденная в этой точке,
то матрица D не будет иметь обратной при t = tf и процедура блочной диагонализации станет
нереализуемой. Можно предложить несколько способов преодоления этих препятствий. Пер-
вый из них — прямое применение метода пограничных функций Тихонова — Васильевой для
получения приближений решений. Учитывая то обстоятельство, что рассматриваемая диффе-
ренциальная система является линейной, такой подход представляется вполне естественным
и может быть эффективно реализован. В основе второго подхода лежит идея модификации
метода блочной диагонализации. Суть модификации состоит в следующем. Система (4), (5)
представляется в следующем виде:

ζ̇1 = −(A1 − S1P 1)
T ζ1 − (A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2 )

T ζ2 + f1, (7)

εζ̇2 = −(A2 − εS1P 2 − S2P 3)
T ζ1 − (A4 − εST

2 P 2 − S3P 3)
T ζ2 + f2. (8)

Здесь P 1, P 2, P 3 — регулярные компоненты матричных блоков, которые соответствуют реше-
нию, принадлежащему интегральному многообразию медленных движений, т. е. P 1 удовле-
творяет матричному дифференциальному уравнению (6):

P2 = L+ εL1 + ε2 . . . , P3 = M + εH1 + ε2 . . . ,

а функции f1, f2 задаются равенствами

f1 = εZ1S1ζ1 + (εZ1S2 + Z2S3)ζ2 −Q1η1 −Q2η2,

f2 =
(
εZT

2 S1 + Z3S
T
2

)
ζ1 +

(
εZT

2 S2 + Z3S3

)
ζ2 −QT

2 η1 −Q3η2,

в которых учтено, что матричный блок P1 представим в виде суммы P 1 и функции типа пра-
вого пограничного слоя εZ1, и рассматриваются как неоднородные члены линейной системы.
К соответствующей однородной системе

ζ̇1 = −(A1 − S1P 1)
T ζ1 −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
ζ2,

εζ̇2 = −(A2 − εS1P 2 − S2P 3)
T ζ1 −

(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T
ζ2

применим известный метод приведения к блочно-диагональной форме. Детальное изложение
можно найти, например, в [13, 15]. С этой целью сначала вводится новая быстрая переменная
y2 = ζ2 − Lζ1. Используемая этой формуле матричная функция L = L(t, ε) удовлетворяет
несимметричному матричному дифференциальному уравнению Риккати

εL̇+ εL[−(A1 − S1P 1)
T −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L]

= −(A2 − εS1P 2 − S2P 3)
T −

[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T ]
L,

из которого она может быть легко найдена в виде разложения по степеням малого параметра

L = L0(t) + εL1(t) + ε2 . . . ,

где
L0(t) = −[DT (t)]−1(A2 − S2M)T ,

L1(t) = −[DT (t)]−1
[
L̇0 + L0

(
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3L̄
T
)T

L0)

− LTS1 −H1S
T
2 − (ST

2 L+ S3H1

)T
L0

]
.
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Для переменных ζ1, y2 получаем систему

ζ̇1 = [−(A1 − S1P 1)
T −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L]ζ1 − (A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2 )

T y2, (9)

εẏ2 = −
[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T
+ εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
y2. (10)

На следующем шаге вводится новая медленная переменная y1 = ζ1 − εHy2. При этом
матричная функция H = H(t, ε) удовлетворяет линейному матричному дифференциальному
уравнению

εḢ +H
[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3)
T + εL(A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
= −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
,

из которого она может быть легко найдена в виде разложения по степеням малого параметра

H = H0(t) + εH1(t) + ε2 . . . ,

где
H0(t) = −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
[DT (t)]−1.

В результате получаются две независимые подсистемы

ẏ1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L
]
y1,

εẏ2 = −
[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T
+ εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
y2.

Если применить преобразование y2 = ζ2 − Lζ1, y1 = ζ1 − εHy2 к неоднородной систе-
ме (7), (8), то получится дифференциальная система вида

ẏ1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L
]
y1 + f̃1, (11)

εẏ2 = −
[
(A4 − εST

2 P 2 − S3P 3)
T + εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
y2 + f̃2, (12)

где
f̃1 = (I + εHL)f1 −Hf2, f̃2 = f2 − εLf1.

Здесь I — единичная матрица.
Поскольку правые части уравнений (11), (12) разнотипны, имеет смысл представить пе-

ременные y1, y2 в виде сумм переменных v1, v2 и z1, z2, т. е. y1 = v1 + z1, y2 = v2 + z2. Для
этих переменных получаются уравнения

v̇1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L
]
v1 + g11, (13)

εv̇2 = −
[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T
+ εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
]v2 + g12, (14)

ż1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L
]
z1 + g21, (15)

εż2 = −
[
(A4 − εST

2 P 2 − S3P 3)
T + εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
z2 + g22. (16)

Здесь

g11 =
[
HQT

2 − (I + εHL)Q1

]
η1 + [HQ3 − (I + εHL)Q2]η2,

g12 =
(
εLQ1 −QT

2

)
η1 + (εLQ2 −Q3)η2,

g21 = [εZ1S1 + (εZ1S2 + Z2S3)L](v1 + z1) + [ε2Z1S1H + (εZ1S2 + Z2S3)(I + εLH)](v2 + z2),

g22 =
[
εZT

2 S1 + Z3Z
T
2 +

(
εZT

2 S2 + Z3Z3

)]
(v1 + z1)

+
[
ε
(
εZT

2 S1 + Z3S
T
2

)
H + (εZ2S2 + Z3S3)(I + εHL)

]
(v2 + z2).
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Вектор v1 может быть найден с любой степенью точности как решение независимого ли-
нейного дифференциального уравнения (13). Ещё проще ситуация с вектором v2, который
может быть найден из независимого линейного дифференциального уравнения (14) при по-
мощи только алгебраических операций. После того, как найдены v1 и v2, линейные уравне-
ния (15), (16) можно рассматривать как независимые и находить векторы z1 и z2 с любой
степенью точности.

Таким образом, применение техники интегральных многообразий позволило осуществить
декомпозицию задачи построения оптимального управления (2), (3) на несколько независимых
подзадач, каждая из которых может быть решена с любой степенью точности по отношению
к степеням малого параметра.

4. ПОСТРОЕНИЕ СУБОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

При построении субоптимального управления ограничимся вычислением регулярной со-
ставляющей решений до порядка O(ε) и главных членов правых пограничных функций Z2, Z3

(Z1 имеет множителем малый параметр).
Из уравнений (13) и (14) переменные v1 и v2 могут быть найдены с любой степенью точ-

ности в виде асимптотических разложений без особых затруднений в силу линейности уравне-
ний. В уравнении (13) достаточно учитывать члены нулевого и первого порядков по малому
параметру. Тогда это уравнение принимает вид

v̇1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3(L+ εL1)
T
)T

L
]
v1 + g11,

Из уравнения (14), которое можно представить в виде

εv̇2 = −
[(
D − εST

2 L− S3εH
)T

+ εL
(
A3 − ST

2 P 1 − S3L
T
)T ]

v2 + g12,

последовательно находим

v2 = L0 + εL1, L0 = −D−1(QT
2 η1 +Q3η2),

L1 = D−1
[
L0(Q1η1 +Q2η2)] +D−1

[
L̇+

(
ST
2 L+ S3H)− L0

((
A3 − ST

2 P 1 − S3L
T
)T )]

L.

Для вектора z2 приходим к уравнению

εż2 = −Dz2 +
(
Z3Z

T
2 + Z3Z3

)
v1,+Z3S3(v2 + z2),

так как в пределах выбранной степени точности вектором z1 можно пренебречь.
Это означает что и функции ζ1, ζ2 могут быть найдены с любой степенью точности на

основании формул
ζ1 = y1 + εHy2, ζ2 = Ly1 + (I + εLH)y2.

Учитывая введённые выше ограничения на точность вычислений, можно сделать вывод о том,
что при вычислении переменной y1 правыми пограничными функциями можно пренебречь,
а для вычисления ζ1, ζ2 можно использовать следующие формулы:

ζ1 = y1 + εH0y2, ζ2 = (L0 + εL1)y1 + (I + εL0H0)y2.

Для главного члена y2 имеем задачу

εẏ2 = −D(t)y2 + Z3S3y2,

где Z3 является решением задачи

εŻ3 = −Z3D −DTZ3 + Z3S3Z3, Z3(tf ) = −M(tf ).
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Заметим, что решение этого матричного уравнения сводится к построению фундаментальной
матрицы для линейной однородной системы с матрицей ε−1DT [15].

Формула для субоптимального управления может быть представлена следующим обра-
зом:

usubopt = −R−1
[(
BT

1 P1 +BT
2 P

T
2

)
x1 +

(
εBT

1 P2 +BT
2 P3

)
x2 −BT

1 ζ1 −BT
2 ζ2
]
. (17)

Здесь P1 — решение матричного дифференциального уравнения (6) при ε = 0, P2 = L+εL1+Z2,
где Z2 является решением задачи

εŻ2 = Z2S3H + Z2S3Z3 + P1S2Z3 −AT
3 Z3 − LS3Z3, Z2(tf ) = −L(tf ),

а при вычислении P1 достаточно ограничиться приближением нулевого порядка.
Пусть величина Jopt соответствует оптимальному значению функционала качества, а зна-

чение Jsubopt получается при использовании субоптимального управления (17). Тогда получен-
ные результаты позволяют сформулировать следующее утверждение.

Теорема. Существуют такие положительные числа C и ε0, что при 0 < ε < ε0 спра-
ведлива оценка Jsubopt − Jopt ⩽ Cε2.

Доказательство. Доказательство проводится по стандартной схеме (см., напри-
мер, [19, 20]) и основывается на том очевидном факте, что интеграл от пограничной функции
представляет собой величину порядка O(ε) при ε → 0. □

Пример. Рассмотрим управляемую систему вида

εẍ = u, x ∈ R.

Функционал качества имеет вид

J =
1

2

1∫
0

[x2(t) + (1 + ε2)ẋ2(t) + u2(t)] dt.

В рассматриваемом случае имеем

A =

(
0 1
0 0

)
, S = ε−2

(
0 0
0 1

)
, Q =

(
1 0
0 1 + ε2

)
, B =

(
0
1

)
, R = (1).

Формула для субоптимального управления принимает вид

usubopt = −[p2x+ p3ẋ− ζ2].

Матричное дифференциальное уравнение Риккати для элементов матрицы

P =

(
p1 εp2
εp2 εp3

)
может быть записано в виде системы трёх скалярных дифференциальных уравнений

ṗ1 = p22 − 1,

εṗ2 = p2p3 − p1,

εṗ3 = p23 − 2εp2 − 1− ε2.

Эта система имеет точное инвариантное многообразие p2 = p1−ε, p3 = εp1+1−ε2, т. е. L = P1,
L1 = −1, H = 1, H1 = P1, движение на котором описывается скалярным дифференциальным
уравнением Риккати ṗ1 = p21 − 2εp1 − (1 + ε2).
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Преобразование p2 = p1 − ε+ Z2, p3 = 1 + εp1 − ε2 + Z3 приводит эту систему к виду

ṗ1 = (p1 − ε+ Z2)
2 − 1,

εŻ2 = Z2Z3 + Z2(1 + εp1 + ε2 − ε2p1) + Z3(p1 − ε),

εŻ2 = Z2
3 + 2Z3(1− ε2 + εp1)− 2εZ2.

Ограничимся рассмотрением регулярных компонентов [4] решений до порядка O(ε) и правых
пограничных функций Z2, Z3 до порядка O(1) включительно. Заметим, что Z2(1) = O(ε); это
позволяет не принимать во внимание значения Z2 и перейти к рассмотрению следующих двух
уравнений:

ṗ1 = (p1 − ε)2 − 1, εŻ3 = Z2
3 + 2Z3

с граничными условиями
p1(1) = 0, Z3(1) = −1.

Это уравнения с разделяющимися переменными, поэтому их интегрирование представляет
собой простое упражнение. Для p1, Z3 имеем

p1(t, ε) = ε+
1− ε− (1 + ε) exp(2(t− 1))

1− ε+ (1 + ε) exp(2(t− 1))
, p1(t, 0) =

1− exp(2(t− 1))

1 + exp(2(t− 1))
,

Z3 = − 2 exp(2(t− 1)/ε)

1 + exp(2(t− 1)/ε)
.

Следовательно, имеем p2 = p1(t, ε) − ε, P3 = 1 + εp1(t, 0) + Z3. Отметим равенства D = −1,
L = 1 + O(ε2), H = p1 + O(ε2). Переход к переменным y1, y2 совершается по формулам
ζ1 = y1 + εP1y2, ζ2 = y1 + y2.

Уравнение для v1, v2 принимает в рассматриваемом случае вид

v̇1 = p1v1 − (1 + p1(t, 0))η1 + p1(t, 0)η2.

Это скалярное линейное дифференциальное уравнение, решение которого представимо в виде

v1(t, ε) = −
1∫

t

V1(t, s, ε)[−(1 + P1(s, 0))η1(s) + P1(s, 0)η2(s)] ds.

Здесь

V1(t, s, ε) = exp

( t∫
s

p1(τ, ε) dτ

)
= φ(t, ε)/φ(s, ε),

где

φ(t, ε) =
exp(t− 1)

1− ε+ (1 + ε) exp(2(t− 1))
.

Из уравнения (14), которое можно представить в виде

εv̇2 = [1 + ε(1 + p1(t, 0))]v2 + εη1 − η2,

последовательно находим

v2 = ϕ0 + εϕ1, ϕ0 = η2,

ϕ1 = η̇2 − (1 + p1(t, 0))η2 − η1.



Декомпозиция сингулярно возмущённых задач оптимального слежения . . . 121

Для вектора z2 приходим к уравнению

εż2 = z2 + Z2
3v1 + Z3(v2 + z2) = (1 + Z3)z2 + Z2

3v1 + Z3v2,

так как в пределах выбранной степени точности вектором z1 можно пренебречь. Решение этого
уравнения может быть представлено в форме

V2(t, 1, ε)(−η(1))− ε−1

1∫
t

V2(t, s, ε)[Z
2
3 (s, ε)v1(s, 0) + Z3(s, ε)η2(s)] ds.

Здесь

V2(t, s, ε) = exp

( t∫
s

th(2(t− 1)/ε) d(τ/ε)

)
=

ch((t− 1)/ε)

ch((s− 1)/ε)
.

Разумеется, можно применить асимптотический метод Тихонова — Васильевой и упростить
выражение под знаком интеграла, что позволит вычислить его в аналитическом виде.

В результате для функции ζ2 получено следующее приближённое выражение:

ζ2 = y1 + y2 = v1 + v2 + z2,

для каждого из слагаемых в котором получена соответствующая формула, содержащая функ-
ции, задающие эталонную траекторию. Таким образом, все необходимые для построения суб-
оптимального управления компоненты найдены. Следует отметить, что решение исходной пя-
тимерной системы дифференциальных уравнений в итоге свелось к решению четырёх незави-
симых скалярных уравнений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе для исследования сингулярно возмущённых задач оптимального сле-
жения с заданной эталонной траекторией применяется метод декомпозиции, основанный на
геометрическом подходе к анализу дифференциальных систем с быстрыми и медленными пе-
ременными. Показано, что применение метода декомпозиции позволяет существенно понизить
размерность систем матричных дифференциальных уравнений, возникающих при решении за-
дач оптимального слежения и тем самым упрощает анализ этих задач. Следует заметить, что
при наличии случайных возмущений типа гауссовского белого шума в случае точных измере-
ний вектора состояния закон оптимального управления сохраняет свой вид.
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13. Kokotović P.V., Khalil H.K., O’Reily J. Singular Perturbations Methods in Control. Analysis and Design.
N. Y.: Acad. Press, 1986.

14. Sobolev V.A. Integral manifolds and decomposition of singularly perturbed system // Syst. Control
Lett. 1984. N 5. P. 169–179.

15. Воропаева Н.В., Соболев В.А. Геометрическая декомпозиция сингулярно возмущённых систем.
М.: Физматлит, 2009.

16. Prasov A., Khalil H.K. Tracking performance of a highgain observer in the presence of measurement
noise // Internat. J. Adapt. Control Signal Proc. 2016. V. 30, N 8–10. P. 1228–1243.

17. Sobolev V. Dimensional reduction of optimal tracking problems with a given reference trajectory //
16th Internat. Conf. Stability and Oscillations of Nonlinear Control Systems (Pyatnitskiy’s Conference).
Moscow. 2022. P. 1–3; DOI: 10.1109/STAB54858.2022.9807563

18. Кононенко Л.И., Соболев В.А. Асимптотические разложения медленных интегральных многооб-
разий // Сиб. мат. журн. 1994. Т. 35, № 6. С. 1264–1278.

19. O’Malley R. E. Jr. On two methods of solution for a singularly perturbed linear state regulator problem //
SIAM Rev. 1975. V. 17, N 1. P. 16–37.
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10. Danik Y., Dmitriev M. Padé Approximations and the SDRE technique in the design of parametric
families of feedback laws. Internat. Russian Automation Conference (RusAutoCon). Sochi, 2022,
pp. 587–594; DOI: 10.1109/RusAutoCon54946.2022.9896329

11. O’Malley R.E., Mortell M.P., Pokrovskii A., Sobolev V.A. Singular Perturbations and Hysteresis.
Philadelphia: SIAM, 2005.

12. Ghorbel F., Spong M. W. Integral manifolds of singularly perturbed systems with application to rigid-
link flexible-joint multibody systems. Internat. J. Non-Linear Mech., 2000, Vol. 35, pp. 133–155.
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