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Изучается математическая модель конкуренции двух популяций, описываемая системой
нелинейных дифференциальных уравнений реакции-диффузии-адвекции. Учитываются
локальное взаимодействие, диффузионное распространение и таксис вследствие неодно-
родности общего ресурса и неравномерности распределения обоих видов. Проанализиро-
вана роль таксиса на заполняемость ареала и рассчитаны карты миграционных парамет-
ров, отвечающих различным вариантам конкурентного исключения и сосуществования
видов. С использованием теории косимметрии находятся параметрические зависимости,
при которых возникает мультистабильность. В вычислительном эксперименте проанали-
зированы популяционные сценарии при нарушении косимметрии.
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ВВЕДЕНИЕ

Изменение климата и урбанизация являются угрозами естественной среде обитания био-
логических видов. Для изучения антропогенных воздействий на экосистемы необходимы на-
дёжные инструменты анализа и прогноза, развитие математических моделей пространственно-
временного взаимодействия видов [1]. В моделях на основе уравнений реакции-диффузии-
адвекции [2, 3] важным фактором является учёт направленной миграции — таксиса. Например,
при моделировании популяционных систем с антогонистическими видами таксис использует-
ся, чтобы учесть поисковую активность хищника [4, 5]. При этом пренебрегается реакцией
жертв на неравномерность распределения хищников и других видов. При исследовании моде-
лей конкурирующих популяций обычно учитывается только их диффузионное распростране-
ние и неоднородное распределение ресурсов [6, 7]. В ряде работ помимо описания локального
взаимодействия и диффузии учитывается линейная адвекция вследствие миграции в речных
и океанических течениях [8, 9]. Для системы параболических уравнений с линейной адвекцией
в [10] были найдены условия, при которых возникает мультистабильность решений.

Одним из инструментов для анализа задач с мультистабильностью в виде семейств ста-
ционарных решений является аппарат теории косимметрии [11]. Модели конкурирующих по-
пуляций на основе уравнений реакции-диффузии-адвекции, допускающие косимметрию, рас-
сматривались в работах [12–15]. Динамика двух конкурирующих видов при наличии хищника
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анализировалась в [13], а в работе [14] изучались сценарии конкуренции в условиях биологи-
ческой инвазии.

В настоящей работе исследуется модель конкуренции двух популяций с учётом многофак-
торного таксиса, описывающего внутривидовое и межвидовое взаимодействие и миграцию, вы-
званную неоднородностью распределения ресурса. Определяются условия на параметры, при
которых система косимметрична и имеется семейство стационарных распределений популяций.
Численно анализируется динамика при разрушении семейства и реализация популяционных
сценариев. Проводится вычислительный эксперимент по влиянию таксиса на конкурентную
борьбу видов.

1. МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ ПРОСТРАНСТВЕННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ПОПУЛЯЦИЙ

Анализируется модель распределения двух видов в неоднородной среде обитания [13],
включающая описание локальной динамики, диффузию и направленную миграцию, вызван-
ную неравномерностью распределения ресурса и видов:

u̇ =
(
k1u

′ − uφ′
1

)′
+ η1uf0, f0 = 1− u+ v

p
, (1)

v̇ = (k2v
′ − vφ′

2)
′ + η2vf0, ˙( ) =

∂

∂t
( ), ( )′ =

∂

∂x
( ). (2)

Здесь u(x, t) и v(x, t) — плотности популяций, p(x) — неоднородная по ареалу Ω = [0, a] функ-
ция ресурса (ёмкость среды), kj , j = 1, 2, — коэффициенты диффузии, ηj — параметры роста.
Направленная миграция определяется линейными по плотностям функциями φj :

φ1 = α1p+ β11u+ β12v, (3)

φ2 = α2p+ β21u+ β22v, (4)

где β12, β21 — коэффициенты межвидового, а β11, β22 — внутривидового таксисов. Положи-
тельность коэффициента βij отвечает стремлению вида к большей концентрации популяции.
Отрицательность коэффициента βij означает отток от скопления видов. Миграция, вызванная
неоднородностью распределения ресурса, определяется слагаемыми с коэффициентами αj . На
границах ареала Ω ставятся условия отсутствия потоков:(

− k1u
′ + uφ′

1

)∣∣
x=0,a

=
(
− k2v

′ + vφ′
2

)∣∣
x=0,a

= 0. (5)

Система (1)–(5) дополняется начальными распределениями плотностей популяций:

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x). (6)

2. АНАЛИЗ МОДЕЛИ

В [14] для системы двух конкурирующих видов установлено существование однопарамет-
рического семейства стационарных распределений популяций при учёте таксиса, вызванного
неоднородностью ресурса. Эта мультистабильность является следствием косимметрии зада-
чи при дополнительных соотношениях на параметры системы. В данном разделе проводится
анализ модели с учётом межвидового и внутривидового таксиса.

Лемма 1. Вектор-функция L = exp(−φ1/k1)(γv,−u) является косимметрией систе-
мы (1)–(6), если выполняются следующие условия:

γ = k2/k1 = φ2/φ1 = η2/η1. (7)
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Доказательство. По определению косимметрии [11] вектор L должен быть ортогонален
правой части системы (1)–(6) для любых функций u(x, t) и v(x, t), т. е.

a∫
0

exp(−φ1/k1)
([(

k1u
′ − uφ′

1

)′
+ η1uf0

]
γv −

[(
k2v

′ − vφ′
2

)′
+ η2vf0

]
u
)
dx = 0.

После интегрирования по частям и учёта краевых условий (5) данное равенство может быть
переписано в виде: I1 + I2 = 0, где

I1 =

a∫
0

{
−
[
k1u

′ − uφ′
1

]
[exp(−φ1/k1)γv]

′ +
[
k2v

′ − vφ′
2

]
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′} dx,

I2 =

a∫
0

{η1uf0[exp(−φ1/k1)γv]− η2vf0[exp(−φ1/k1)u]} dx.

После приведения подобных для выражения I1 получаем

I1 =

a∫
0

uv exp(−φ1/k1)

(
−γφ′

1φ
′
1
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+

φ′
2φ

′
2

k2

)
dx.

Так как коэффициенты диффузии kj и таксисные функции φj удовлетворяют условию (7), то
I1 = 0. Учёт (7) для коэффициентов ηj даёт I2 = 0, что доказывает лемму. □

Лемма 2. Таксисные функции φj удовлетворяют (7), если для миграционных коэффици-
ентов выполнены соотношения

α2 = γα1, β21 = γβ11, β22 = γβ12. (8)

Доказательство. Подстановка (3), (4) в отношение φ2/φ1 и учёт равенств (8) доказывает
лемму. □

Лемма 3. Если выполняются условия на параметры (7), (8), то задача (1)–(6) имеет
семейство стационарных решений:

u = (1− θ)w(x, θ), v = θw(x, θ), θ ∈ [0, 1], (9)

где w(x) есть решение краевой задачи

(k1w
′ − w(α1p

′ + (1− θ)β11w
′ + θβ12w

′))′ + η1w(1− w/p) = 0, (10)

(k1w
′ − w(α1p

′ + (1− θ)β11w
′ + θβ12w

′))|x=0,a = 0. (11)

Доказательство. Стационарное решение задачи (1)–(6) удовлетворяет уравнениям

(k1u
′ − u(α1p

′ + β11u
′ + β12v

′))′ + η1u

(
1− u+ v

p

)
= 0,

(k2v
′ − v(α2p

′ + β21u
′ + β22v

′))′ + η2v

(
1− u+ v

p

)
= 0.

После подстановки (9) получаем

(1− θ)[(k1w
′ − w(α1p

′ + β11(1− θ)w′ + β12θw
′))′ + η1w(1− w/p)] = 0,

θ[(k2w
′ − w(α2p

′ + β21(1− θ)w′ + β22θw
′))′ + η2w(1− w/p)] = 0.

Первое из этих уравнений следует из (10) умножением на 1 − θ, а второе — умножением на
θ/γ и использованием соотношений (7), (8). Аналогичные выкладки проводятся и для краевых
условий (11). □
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Следствие. При β11 = β12 и β21 = β22 семейство стационарных решений (9) находится
из не зависящей от θ краевой задачи

(k1w
′ − w(α1p

′ + β11w
′))′ + η1w(1− w/p) = 0,

(k1w
′ − w(α1p

′ + β11w
′))|x=0,a = 0.

Лемма 4. При отсутствии внутривидового таксиса (β11 = β22 = 0) и выполнении
условий

k2/k1 = α2/α1 = η2/η1 = γ, β12β21 > 0 (12)

система (1)–(6) имеет решение

u = (1− θ)w, v = θw, θ = β21/(β21 + γβ12), (13)

где w определяется из краевой задачи

(k1w
′ − w(α1p

′ + θβ12w
′))′ + η1w(1− w/p) = 0, (14)

(k1w
′ − w(α1p

′ + θβ12w
′))|x=0,a = 0. (15)

Доказательство. Стационарное решение задачи (1)–(6) при β11 = β22=0 удовлетворяет
уравнениям

(k1u
′ − u(α1p

′ + β12v
′))′ + η1u

(
1− u+ v

p

)
= 0,

(k2v
′ − v(α2p

′ + β21u
′))′ + η2v

(
1− u+ v

p

)
= 0

вместе с соответствующими краевыми условиями. После подстановки в данные уравнения
соотношений (13) и учёта (12) получаем

(1− θ)[(k1w
′ − w(α1p

′ + θβ12w
′))′ + η1w(1− w/p)] = 0,

γθ[(k1w
′ − w(α1p

′ + θβ12w
′))′ + η1w(1− w/p)] = 0.

Это доказывает лемму, так как 0 < θ < 1 в силу второго условия (12). □

Таким образом, значения параметров βij определяют число стационарных решений си-
стемы (1)–(6). При выполнении условий на параметры системы (7), (8) (лемма 3) имеется
континуальное семейство стационарных распределений. При нарушении условий косиммет-
рии (7), (8) остаются полуположительные решения (θ=0, θ=1), и при выполнении условий лем-
мы 4 получается решение, отвечающее сосуществованию видов. В частности, при β21/β12 = γ
реализуется решение с идентичными распределениями видов (u = v). Далее представлены ре-
зультаты вычислительных экспериментов по изучению влияния таксисных коэффициентов на
формирование устойчивых стационарных распределений популяций.

3. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПОПУЛЯЦИОННЫХ СЦЕНАРИЕВ

Для численного решения задачи (1)–(6) применялся метод прямых с дискретизацией на
основе смещённых сеток аналогично [12, 13]. Компьютерные эксперименты были проведены
в MATLAB с использованием метода Рунге — Кутты 4-го порядка.

Далее представлены результаты расчётов распределений популяций на ареале Ω = [0, a],
a = 2. Вычисления проводились для различных значений параметров миграции αi, βij при
фиксированных коэффициентах диффузии k1 = 0.03, k2 = 0.04 и роста η1 = 3, η2 = 4.
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Таким образом, мультистабильность решений получается при выполнении условий (7), (8)
c γ = k2/k1 = 4/3. Функция ресурса даётся формулой, соответствующей ареалу с одной бла-

гоприятной зоной: p(x) = 3

[
sin

πx

a

]3
+ 0.1. Результаты расчётов по формированию семейств

стационарных распределений далее представляются на плоскости среднеквадратичных откло-
нений распределений популяций σu и σv, вычисляемых по формулам

σu =

√√√√ 1

n+ 2

n+1∑
r=0

(ur − ū)2, ū =
1

n+ 2

n+1∑
r=0

ur.

Здесь ur, vr — плотности распределения популяций в узлах сетки, n — количество внутренних
узлов.

Согласно лемме 3 для коэффициентов миграции, удовлетворяющих соотношениям (8),
система (1)–(6) имеет семейства стационарных распределений популяций. Данную мультиста-
бильность иллюстрирует рис. 1, где на плоскости (σu, σv) представлены полученные в резуль-
тате численного эксперимента линии 1 и 2, отвечающие семействам при различных коэффи-
циентах таксиса.

Рис. 1. Семейства стационарных распределений (линии 1, 2)
и установление отдельных стационарных распределений
из различных начальных данных (ромбы, квадраты):

β11 = β12 = −0.03, β22 = β21 = −0.04 (линия 1);
β11 = β12 = 0.006, β22 = β21 = 0.008 (линия 2);

α1 = 0.009, α2 = 0.012

Для случая βij < 0 начальные распределения популяций находились в локализованных
зонах:

u0(x) =

{
U, x ∈ lu,

0, x ∈ Ω \ lu,
v0(x) =

{
V, x ∈ lv,

0, x ∈ Ω \ lv.

Для различных амплитуд U , V и интервалов lu, lv в ходе численного эксперименты устанавли-
вались стационарные распределения, входящие в непрерывное семейство решений (линия 1).
Ромбы на рис. 1 отвечают нескольким начальным распределениям популяций.

Также на рис. 1 представлены результаты по инвазии при βij > 0. Начальные распреде-
ления популяции резидента u0(x) отвечали полному заполнению экологической ниши и нахо-
дились в результате установления при численном решении системы (1)–(6) для v = 0. Началь-
ные распределения инвайдера были локализованы: v0(x) = V sin(2πx/a), x ∈ lv = [0.63, 1.63],
v0(x) = 0, x ∈ Ω \ lv. В зависимости от амплитуды V начальной плотности инвайдера проис-
ходит реализация одного из распределений на семействе (линия 2 на рис. 1).
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Рис. 2 демонстрирует эволюцию во времени плотностей распределения популяций, соот-
ветствующую V = 1.6 (см. точку S на рис. 1). В начале установления происходит резкий
спад плотности популяции резидента за счёт появления инвайдера, а затем плавный выход на
стационарное решение, входящее в семейство стационарных распределений (линия 2 на рис. 1).

Рис. 2. Установление стационарного распределения из начальных данных, соответствующих
точке S на рис. 1: β11 = β12 = 0.006, β22 = β21 = 0.008; α1 = 0.009, α2 = 0.012

Сценарий, соответствующий лемме 4, демонстрирует рис. 3, где приведены результаты
разрушения семейств стационарных распределений при отсутствии внутривидового таксиса
(β11=β22=0).

Рис. 3. Разрушение семейств стационарных решений, приведённых на рис. 1:
(a) β12 = −0.03, β21 = −0.04; (b) β12 = 0.006, β21 = 0.008; точки — начальные распределения,

кружки — финальные распределения; β11 = β22 = 0, α1 = 0.009, α2 = 0.012

Для отрицательных коэффициентов β12, β21 (рис. 3(a)) решение, отвечающее сосущество-
ванию видов, неустойчиво и происходит вытеснение одного вида другим в зависимости от
начальных данных. В случае положительных коэффициентов β12, β21 (рис. 3(b)) наблюдается
выход на устойчивое решение (точка C на рис. 3(b)), отвечающее сосуществованию видов.
Видно, что выбор начальных данных (точки на рис. 3) не влияет на финальное состояние,
а траектории (пунктир) следуют вдоль линии семейства.

Для анализа влияния таксисных параметров на конкуренцию видов проводился вычисли-
тельный эксперимент при различных β12, β21 и фиксированных начальных распределениях,
отвечающих точкам на рис. 3. В результате интегрирования по времени получалось одно из
трёх стационарных решений — сосуществование видов (точка на рис. 3(b)) и одно из по-
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луположительных решений (см. рис. 3(a)). Распределения, отвечающие точкам A и B, ис-
пользуются в качестве начальных данных для численных экспериментов, представленных на
рисунках 4, 5, 7.

На рис. 4(a, b) представлены карты параметров β12 и β21 c зонами, соответствующими
сосуществованию видов (III) и выживанию одной из популяций (I и II).

Рис. 4. Карты миграционных параметров с областями,
отвечающими сосуществованию видов (III) и выживанию популяции u (I) или v (II):
для начальных распределений, соответствующих точкам A (a) и B (b) (см. рис. 3),

β11 = β22 = 0, α1 = 0.009, α2 = 0.012;
β11=β22=0.01 (сплошная линия), β11=β22=0 (пунктир), α1=0.009, α2=0.012 (c)

Расчёты показывают, что линия, разделяющая зоны I и II, смещается при изменении на-
чального распределения видов. Так, значения параметров миграции β12 = −0.03, β21 = −0.04
попадают в область I при выборе точки A в качестве начальной и в область II — при выборе
точки B (см. рис. 3(a)). При β12 β21 > 0 получается сосуществование видов вне зависимости
от начальных данных. Следует отметить, что случай β12=β21=0 соответствует косимметрии
системы и данная точка является общей для всех областей. В соответствии с расчётами было
установлено, что при ненулевых коэффициентах внутривидового таксиса βjj общая точка для
областей смещается (см. рис. 4(c)).

Проблема заполняемости ареала популяцией при учёте миграции, вызванной неравномер-
ностью распределения ресурса, изучалась в [16], где установлено существование оптимального
значения миграционного параметра. При заданных k1 = 0.03 и η1 = 3 на рис. 5 представлена



Моделирование конкуренции популяций с учётом многофакторного таксиса 21

зависимость от параметра миграции α1 средней по ареалу плотности популяции u. Видно, что
максимум достигается при положительном значении параметра α1 = αopt ≈ 0.0147. Аналогич-
ный результат получается для второго вида при α2 = γα1. Отметим, что на рис. 1–5 приведены
результаты расчётов для параметров α1, α2, которые были меньше оптимальных значений.

Рис. 5. Влияние параметра направленной миграции на заполняемость ареала

На рис. 6(a) представлена карта для коэффициентов β12 и β21 при значениях параметров
миграции αj , которые больше оптимальных значений.

Рис. 6. Карты миграционных параметров с областями, отвечающими сосуществованию
видов (III) и выживанию популяции u (I) или v (II); β11 = β22 = 0; α1 = 0.03, α2 = 0.04 (a);

α1 = αopt = 0.0147, α2 = γα1 = 0.0196 (b)

В данном случае наблюдается ситуация, обратная приведённой на рис. 4, когда сосуще-
ствованию видов отвечает третий координатный угол (β12, β21 < 0), а линия, разделяющая об-
ласти параметров, для которых происходит установление к различным полуположительным
решениям, находится в первом квадранте. Рисунок отвечает расчётам при фиксированном
начальном распределении видов u и v, соответствующим точке A на рис. 3(a).

Карта миграционных параметров при оптимальных значениях α1 = 0.0147, α2 = 0.0196
приведена на рис. 6(b). Данный случай характеризуется отсутствием области параметров,
отвечающей сосуществованию видов. Исключением является общая точка для областей β12 =
β21 = 0, которая отвечает случаю косимметрии и существованию непрерывного семейства
стационарных распределений обеих популяций.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучено влияние миграционных эффектов на формирование распределений плотностей
популяций. Рассмотрена модель, описывающая эволюцию двух конкурирующих видов с учё-
том пространственного распределения по ареалу. Анализируется случай, когда миграционные
потоки зависят от внутривидового и межвидового таксиса, а также неравномерности распреде-
ления ресурса. Модель формулируется в виде двух нелинейных уравнений в частных производ-
ных. Найдены условия на параметры, при которых данная система является косимметричной
и имеется мультистабильность решений. Сформулированы леммы об условиях на миграци-
онные параметры системы, при которых существует и разрушается непрерывное семейство
стационарных распределений популяций. На основе вычислительного эксперимента проана-
лизированы популяционные сценарии в случае нарушения условия косимметрии. Построены
карты миграционных параметров межвидового таксиса, описывающие различные сценарии
конкурентной борьбы. Изучено влияние коэффициентов миграции, вызванной неоднородно-
стью ресурса, и начального распределения популяций на конкурентное исключение видов.
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