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Задачи о равновесии упругих тел с тонкими включениями различной природы являются
предметом анализа большого числа работ. При этом включения могут быть упругими, жёст-
кими, полужёсткими и т. д. Исследование тонких жёстких включений, расположенных в упру-
гих телах, можно найти в [1–10]; тонкие упругие и полужёсткие включения анализировались
в [11–13], где, в частности, можно найти обоснование возможности перехода к пределу по па-
раметру жёсткости тонкого включения, а также дифференцирование функционала энергии
по длине отслоения тонких включений. Можно отметить также статьи, касающиеся вопро-
сов усреднения для моделей подобного рода [14, 15]. Имеются и другие работы, примыкающие
к данной тематике (см., например, [16, 17]). В случае отслоения тонкого включения от окружа-
ющего упругого тела приходится иметь дело с трещиной, на берегах которой следует задавать
подходящие краевые условия. С физической точки зрения наиболее правильными являют-
ся такие краевые условия, которые обеспечивают взаимное непроникание противоположных
берегов трещины [18, 19]. Как правило, такой подход приводит к необходимости исследовать
краевые задачи с неизвестными областями контакта.

Данная работа посвящена анализу краевой задачи, описывающей равновесие двух упру-
гих тел с тонкой слабо искривлённой перемычкой. Для описания слабо искривленной перемыч-
ки используется модель Кирхгофа — Лява, с которой можно познакомиться по книге [20, с. 27].
Задача о равновесии двумерного упругого тела, содержащего слабо искривлённое включе-
ние, впервые исследовалась в [21]. Вопросы сопряжения для слабо искривлённых включений,
расположенных в упругом теле, и асимптотические свойства решений представлены в рабо-
тах [22, 23]. Анализ задач равновесия упругих пластин с тонкой прямолинейной перемычкой
выполнен в [24, 25].

Структура работы следующая. Во первом разделе обсуждается постановка задачи и дока-
зывается её разрешимость. Разделы 2, 3 посвящены исследованию предельных переходов при
стремлении параметра жёсткости перемычки к бесконечности и к нулю. Для всех рассмат-
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риваемых моделей приводятся как вариационные, так и дифференциальные формулировки
задач и доказывается их эквивалентность.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть ΩL,ΩR ⊂ R2 — две ограниченные области с липшицевыми границами Γ1, Γ2 со-
ответственно, такие что ΩL ∩ ΩR = ∅. Предположим, что каждая из границ Γ1, Γ2 делится
на две гладкие части Γi

N и Γi
D, meas Γi

D > 0, i = 1, 2. Через s, s0, s1, s2 обозначим соответ-
ственно интервалы (−2, 2), (−1, 1), (−2,−1), (1, 2) на оси x1. Пусть φ — заданная функция
из пространства H1(s), такая что φ′′ ∈ L∞(s). Для простоты будем считать, что график γ

функции x2 = φ(x1), x1 ∈ s, пересекает границы Γ1, Γ2 в точках (−1, 0), (1, 0). Графики
функции x2 = φ(x1) при x1 ∈ si обозначим соответственно через γi, i = 0, 1, 2. Считаем так-
же, что угол между γ и Γi в точках пересечения ненулевой, i = 1, 2 (см. рисунок). Через
ν = (ν1, ν2), n = (n1, n2) будем обозначать единичные нормальные векторы к γ и Γi соответ-
ственно; τ = (ν2,−ν1), Ω = ΩL ∪ΩR, Ωγ = Ω \γ̄. Считаем, что области ΩL, ΩR соответствуют
упругим телам в естественном состоянии, а γ соответствует срединной линии тонкой слабо
искривлённой перемычки.

Геометрия задачи

Обозначим через A = {aijkl}, i, j, k, l = 1, 2, заданный положительно определённый тензор
модулей упругости:

aijkl = ajikl = aklij ∈ L∞(Ω), i, j, k, l = 1, 2,

Aξ · ξ ⩾ c0|ξ|2 ξ = {ξij}, c0 = const > 0.

Все величины с двумя нижними индексами считаются симметричными по этим индексам.
Постановка задачи равновесия упругих тел с тонкой слабо искривлённой перемычкой γ

состоит в следующем. Найти вектор перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ =

{σij}, i, j = 1, 2, упругих тел, определённые в Ωγ , и перемещения v, w точек перемычки,
определённые на s, такие что выполняются уравнения

−div σ = f ; σ = Aε(u) в Ωγ , (1)

w,1111 + k(v,1 + kw) = [σν ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (2)

−v,11 − (kw),1 = [στ ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (3)
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и краевые условия

u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (4)

w,11 = w,111 = v,1 + kw = 0 при x1 = −2, 2, (5)

[uν ] ⩾ 0, v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2, (6)
σ+ν ⩽ 0, σ+τ = 0, σ+ν [uν ] = 0 на γ1 ∪ γ2, (7)

[v(±1)] = [w(±1)] = [w,1(±1)] = 0, (8)

[(v,1 + kw)(±1)] = [w,11(±1)] = [w,111(±1)] = 0. (9)

Здесь [h] = h+ − h− — скачок функции h на γ1 ∪ γ2, где знаки ± соответствуют положи-
тельному и отрицательному направлениям нормали ν; p =

√
1 + φ2

,1; q0 = 0, q1 = q2 = 1;
ε(u) = {εij(u)} — тензор деформаций, εij(u) = (ui,j + uj,i)/2, i, j = 1, 2; σ n = (σ1j nj , σ2j nj),
σν = σij νjνi, στ = σ ν · τ , uν = uν, uτ = uτ ; [g(b)] = g(b+) − g(b−) — скачок функции g
в точке b ∈ s. По повторяющимся индексам проводится суммирование. Второе и третье
равенства (6) следует понимать так: v(x1) = uτ (x1, φ(x1)), x1 ∈ s1 ∪ s2. При этом уравне-
ние (1) — уравнение равновесия упругого тела и уравнение состояния (закон Гука), а урав-
нения (2), (3) представляют уравнения равновесия тонкой слабо искривлённой перемычки.
Правые части уравнений (2), (3) описывают силы, действующие на неё со стороны упругого
тела; f = (f1, f2) ∈ L2(Ω)2 — заданный вектор внешних сил, действующих на упругие тела,
а k ∈ L∞(s) — кривизна срединной линии перемычки. Для простоты коэффициенты упруго-
сти в (2), (3) приняты равными единице. В дальнейшем зависимость от этих коэффициентов
будет исследована подробно.

Второе и третье соотношения (6) обеспечивают равенство смещений для точек упругого
тела и тонкой перемычки на γ−1 ∪ γ−2 . Что касается краевых условий (5), то они соответствуют
нулевому моменту, нулевой перерезывающей силе и нулевой деформации растяжения (сжа-
тия) в концевых точках перемычки. Наконец, краевые условия (8), (9) являются условиями
сопряжения в точках пересечения перемычки с внешней границей упругих тел. В целом мо-
дель (1)–(9) соответствует задаче с неизвестной областью контакта между берегами трещин.
Первое краевое условие (6) описывает взаимное непроникание между противоположными бе-
регами; при этом выполнены краевые условия (7) (см. [19]).

Как будет показано ниже, соотношения (1)–(9) в точности эквивалентны вариационной
формулировке задачи минимизации функционала энергии на подходящем пространстве функ-
ций. При этом функционал энергии содержит слагаемые, соответствующие энергии деформи-
рования упругого тела, работе внешних сил, энергии изгиба и растяжения тонкой перемычки.

На первом этапе приведём вариационную формулировку задачи (1)–(9) и докажем суще-
ствование решения. Введём для этого пространство функций

H1
D(Ωγ)

2 =
{
u ∈ H1(Ωγ)

2 | u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D

}
и функционал энергии E :W → R,

E(u, v, w) =
1

2

∫
Ωγ

σ(u) ε(u)−
∫
Ωγ

fu+
1

2

∫
s

w2
,11 +

1

2

∫
s

(v,1 + kw)2,

где пространство W с нормой

∥(u, v, w)∥2W = ∥u∥2H1
D(Ωγ)2

+ ∥(v, w)∥2H1(s)×H2(s)

определяется следующим образом:

W =
{
(u, v, w) ∈ H1

D(Ωγ)
2 ×H1(s)×H2(s) | v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2

}
.
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Здесь σ(u) ε(u) = σij(u) εij(u), fu = fiui, а σ(u) определяется из (1), т. е. σ(u) = Aε(u). Отме-
тим, что введённое пространство W является подпространством в рефлексивном пространстве
H1

D(Ωγ)
2 × H1(s) × H2(s). Особенность этого подпространства состоит в том, что оно состо-

ит из функций, следы которых uτ , uν на γ−1 ∪ γ−2 являются более гладкими по сравнению со
стандартной гладкостью H1/2(γ1 ∪ γ2). Эта гладкость обеспечивается выполнением равенств
v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2 при (v, w) ∈ H1(s)×H2(s).

Введём множество допустимых перемещений

S = {(u, v, w) ∈W | [uν ] ⩾ 0 на γ1 ∪ γ2}.

Заметим далее, что задача минимизации

E(u, v, w) → inf
S
E, (u, v, w) ∈ S,

эквивалентна следующему вариационному неравенству:

(u, v, w) ∈ S, (10)

∫
Ωγ

σ(u) ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) +

∫
s

(v,1 + kw)(v̄,1 − v,1)

+

∫
s

{w,11(w,11 − w,11) + k(v,1 + kw)(w − w)} ⩾ 0 для всех (ū, v̄, w) ∈ S. (11)

Для доказательства существования решения задачи (10), (11) сначала докажем следую-
щее

Утверждение 1. Существует постоянная c > 0, такая что∫
s1∪s2

(v2 + w2) +

∫
s

{
w2
,11 + (v,1 + kw)2

}
⩾ c∥(v, w)∥2H1(s)×H2(s)

для всех (v, w) ∈ H1(s)×H2(s).

Доказательство. Предположим, что утверждение не верно. Тогда существует последо-
вательность (vm, wm) ∈ H1(s)×H2(s), такая что при m→ ∞

∥(vm, wm)∥H1(s)×H2(s) = 1, (12)∫
s1∪s2

{(vm)2 + (wm)2}+
∫
s

{(
wm
,11

)2
+
(
vm,1 + kwm

)2} → 0. (13)

Выбирая при необходимости подпоследовательность с прежним обозначением, считаем что
при m→ ∞

(vm, wm) → (v, w) слабо в H1(s)×H2(s), сильно в L2(s)× L2(s). (14)

Из (13), (14) следует
v ≡ w ≡ 0 на s1 ∪ s2. (15)

Кроме того, ∫
s0

{
w2
,11 + (v,1 + kw)2

}
= 0.
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Это означает, что

w(x1) = a0 + a1x1 = 0, v(x1) = a2, x1 ∈ s0, ai ∈ R, i = 1, 2, 3.

C учётом (15) получаем
(v, w) ≡ (0, 0) на s. (16)

Далее,

∥(vm, wm)∥2H1(s)×H2(s) = ∥(vm, wm)∥2L2(s)×L2(s) +

∫
s

{(
vm,1

)2
+
(
wm
,11

)2}
.

В силу (13), (14), (16) имеем ∫
s

{(vm,1 )2 + (wm
,11)

2} → 0.

Тогда согласно (16) получим∫
s

{(
vm,1

)2
+
(
wm
,11

)2} →
∫
s

{(v,1)2 + (w,11)
2}

и поэтому

∥(vm, wm)∥2H1(s)×H2(s) → ∥(v, w)∥2L2(s)×L2(s) +

∫
s

{
v2,1 + w2

,11

}
= ∥(v, w)∥2H1(s)×H2(s).

Учитывая (14), будем иметь

(vm, wm) → (v, w) сильно в H1(s)×H2(s),

что в силу (16) приводит к противоречию, поскольку из (12) следует

∥(v, w)∥H1(s)×H2(s) = 1.

Утверждение 1 доказано. □

Теорема 1. Задача (10), (11) имеет единственное решение.

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно установить коэрцитивность
функционала E на S. Слабая полунепрерывность снизу функционала E очевидна. Учитывая
первое неравенство Корна, имеем для β > 0 с положительными постоянными ci:

E(u, v, w) ⩾ c0∥u∥21,Ωγ
− c1∥u∥1,Ωγ ± β

2

(
∥v∥2L2(s1∪s2) + ∥w∥2L2(s1∪s2)

)
+

1

2

∫
s

w2
,11 +

1

2

∫
s

(v,1 + kw)2, (17)

где ∥ · ∥1,Ωγ — норма в H1
D(Ωγ)

2. В силу соотношений v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2 и теорем
вложения для малых β > 0 получим

c0
2
∥u∥21,Ωγ

− β

2

(
∥v∥2L2(s1∪s2) + ∥w∥2L2(s1∪s2)

)
⩾ 0.

Таким образом, с учётом утверждения 1, из (17) при малых β > 0 следует неравенство

E(u, v, w) ⩾ c2∥u∥21,Ωγ
− c1∥u∥1,Ωγ + c3

(
∥v∥2H1(s) + ∥w∥2H2(s)

)
,
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что и доказывает коэрцитивность функционала E на W , т. е. E(u, v, w) → ∞ при
∥(u, v, w)∥W → ∞. Таким образом, получаем доказательство существования решения, удо-
влетворяющего (10), (11).

Можно доказать, что система соотношений (1)–(9) эквивалентна (10), (11) на гладких ре-
шениях. Это означает, что соотношения (1)–(9) следуют из (10), (11) и, наоборот, из (10), (11)
можно получить все соотношения (1)–(9). Соответствующие рассуждения полностью приво-
дить не будем, так как в целом они повторяют идеи работы [23]. Обоснования требуют лишь
условия сопряжения (9). Итак, пусть выполнены (10), (11) и соотношения (1)–(7) уже получе-
ны из (10), (11). Подставим в (11) тестовую функцию (ū, v̄, w) = (u, v, w)±(ũ, ṽ, w̃), где [ũν ] = 0,
(ṽ, w̃) = (u−τ , u

−
ν ) на γ1 ∪ γ2. Получим∫

Ωγ

σ(u) ε(ũ)−
∫
Ωγ

f(ũ) +

∫
s

(v,1 + kw)ṽ,1 +

∫
s

{w,11w̃,11 + k(v,1 + kw)w̃} = 0.

Интегрируя здесь по частям и пользуясь уравнением равновесия для упругих тел, будем иметь

−
∫

s1∪s2

[σν ũν + στ ũτ ]−
2∑
0

∫
si

(v,1 + kw),1ṽ +

2∑
0

∫
si

w,1111w̃

+

∫
s

k(v,1 + kw)w̃ + (v,1 + kw)ṽ|x1=−1
x1=−2 + (v,1 + kw)ṽ|x1=1

x1=−1

+ (v,1 + kw)ṽ|x1=2
x1=1 + w,11w̃,1|x1=−1

x1=−2 − w,111w̃|x1=−1
x1=−2 + w,11w̃,1|x1=1

x1=−1

− w,111w̃|x1=1
x1=−1 + w,11w̃,1|x1=2

x1=1 − w,111w̃|x1=2
x1=1 = 0. (18)

Воспользуемся уравнениями равновесия тонкой перемычки (2), (3) и краевыми условиями (5).
Тогда из (18) получим

(v,1 + kw)ṽ|x1=−1 + (v,1 + kw)ṽ|x1=1
x1=−1 + (v,1 + kw)ṽ|x1=1

+ w,11w̃,1|x1=−1 − w,111w̃|x1=−1 + w,11w̃,1|x1=1
x1=−1 − w,111w̃|x1=1

x1=−1

+ w,11w̃,1|x1=1 − w,111w̃|x1=1 = 0. (19)

Функции ṽ, w̃, w̃,1 могут принимать произвольные значения в точках ±1. Это обстоятельство
позволяет получить из (19) условия сопряжения (9). Таким образом, из (10), (11) вытекают
все соотношения (1)–(9). Можно доказать и обратное. Из (1)–(9) следует (10), (11).

Отметим также, что решение задачи (10), (11) единственно. □

2. ПЕРЕХОД К ПРЕДЕЛУ ПРИ СТРЕМЛЕНИИ ПАРАМЕТРА ЖЁСТКОСТИ
ПЕРЕМЫЧКИ К БЕСКОНЕЧНОСТИ

В этом разделе мы исследуем поведение решения задачи (1)–(9) при стремлении парамет-
ра жёсткости α тонкой перемычки к бесконечности. Для простоты этот параметр равнялся
единице в (1)–(9); в данном случае зависимость от этого параметра будет явно указана в моде-
ли. Решение соответствующей краевой задачи будем снабжать символом α. Постановка задачи
равновесия при заданном параметре α > 0 состоит в следующем. Найти вектор перемещений
uα =

(
uα1 , u

α
2

)
и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определённые в Ωγ , и перемещения

vα, wα точек тонкой перемычки, определённые на s, такие что выполняются уравнения

−div σ = f ; σ = Aε(uα) в Ωγ , (20)

αwα
,1111 + αk

(
vα,1 + kwα

)
= [σν ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (21)

−αvα,11 − α(kwα),1 = [στ ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (22)
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и краевые условия

uα = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (23)

wα
,11 = wα

,111 = vα,1 + kwα = 0 при x1 = −2, 2, (24)[
uαν

]
⩾ 0, vα =

(
uατ

)−
, wα =

(
uαν

)− на γ1 ∪ γ2, (25)
σ+ν ⩽ 0, σ+τ = 0, σ+ν [u

α
ν ] = 0 на γ1 ∪ γ2, (26)

[vα(±1)] = [wα(±1)] = [wα
,1(±1)] = 0, (27)[(

vα,1 + kwα
)
(±1)

]
=

[
wα
,11(±1)

]
=

[
wα
,111(±1)

]
= 0. (28)

Как и в предыдущем разделе, задача (20)–(28) допускает вариационную формулировку.
Именно, рассмотрим функционал энергии

Eα(u, v, w) =
1

2

∫
Ωγ

σ(u) ε(u)−
∫
Ωγ

fu+
α

2

∫
s

w2
,11 +

α

2

∫
s

(v,1 + kw)2.

Тогда задача минимизации этого функционала на множестве S имеет решение, удовлетворя-
ющее вариационному неравенству

(uα, vα, wα) ∈ S, (29)

∫
Ωγ

σ(uα) ε(ū− uα)−
∫
Ωγ

f(ū− uα) + α

∫
s

(vα,1 + kwα)(v̄,1 − vα,1)

+ α

∫
s

{
wα
,11

(
w,11 − wα

,11

)
+ k

(
vα,1 + kwα

)
(w − wα)

}
⩾ 0 для всех (ū, v̄, w) ∈ S. (30)

На первом этапе получим априорные оценки решений в задаче (29), (30). Сначала заметим,
что из (29), (30) следует равенство∫

Ωγ

σ(uα) ε(uα)−
∫
Ωγ

fuα + α

∫
s

(
vα,1 + kwα

)2
+ α

∫
s

(
wα
,11

)2
= 0. (31)

Так же, как и при доказательстве коэрцитивности функционала E в предыдущем разделе,
отсюда получаем равномерно по α ⩾ α0 > 0

∥(uα, vα, wα)∥W ⩽ c.

Выбирая подпоследовательность, можно считать, что при α→ ∞

(uα, vα, wα) → (u, v, w) слабо в W. (32)

Кроме того, из (31) следует ∫
s

(
vα,1 + kwα

)2
+

∫
s

(
wα
,11

)2
⩽ c/α.

Это означает, что для предельных функций будем иметь∫
s

(v,1 + kw)2 +

∫
s

w2
,11 = 0.
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Отсюда следует, что (v, w) ∈ L(s), где

L(s) = {(v, w) | w(x1) = a0 + a1x1, v,1(x1) + k(x1)w(x1) = 0, x1 ∈ s; a0, a1 ∈ R}.

Введём далее множество допустимых перемещений с произвольными (v̄, w)

Sr =
{
ū ∈ H1

D(Ωγ)
2 | [ūν ] ⩾ 0 на γ1 ∪ γ2; (ū−τ , ū−ν )|γ1 ∪ γ2 = (v̄, w), (v̄, w) ∈ L(s)

}
и возьмём произвольный элемент ū ∈ Sr. Тогда существуют функции v̄, w, такие что
(ū, v̄, w) ∈ S. Подставим (ū, v̄, w) в качестве тестовой функции в (30) и перейдём к пределу
при α→ ∞. В результате получим

u ∈ Sr, (33)∫
Ωγ

σ(u) ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) ⩾ 0 для всех ū ∈ Sr. (34)

Итак, доказано следующая
Теорема 2. Решения задачи (29), (30) сходятся в смысле (32) при α → ∞ к решению

задачи (33), (34).
Предельная задача (33), (34) допускает дифференциальную формулировку. Требуется

найти функции u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, определённые в Ωγ , и функции (v, w) ∈ L(s),
такие что

−div σ = f ; σ = Aε(u) в Ωγ , (35)

u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (36)

[uν ] ⩾ 0 на γ1 ∪ γ2;
(
u−τ , u

−
ν

)
|γ1 ∪ γ2 = (v, w), (37)∫

γ1 ∪ γ2

[σ ν · u] = 0,

∫
γ1 ∪ γ2

[σ ν · ū] ⩽ 0 для всех ū ∈ Sr. (38)

Можно привести ещё одну дифференциальную формулировку задачи (33), (34). Именно, тре-
буется найти функции u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, определённые в Ωγ , и функции
(v, w) ∈ L(s), такие что

−div σ = f ; σ = Aε(u) в Ωγ , (39)

u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (40)

[uν ] ⩾ 0, v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2, (41)
σ+ν ⩽ 0, σ+τ = 0, σ+ν [uν ] = 0 на γ1 ∪ γ2, (42)∫

γ1 ∪ γ2

[στ ]v̄ +

∫
γ1 ∪ γ2

[σν ]w = 0 для всех (v̄, w) ∈ L(s). (43)

Теорема 3. На классе гладких решений формулировки (33), (34), (35)–(39) и (39)–(43)
эквивалентны.

Доказательство. Покажем эквивалентность (33), (34) и (39)–(43). Пусть выполнено (39)–
(43). Умножим первое уравнение (39) на ū− u, где ū ∈ Sr, и проинтегрируем по Ωγ . Получим∫

γ1 ∪ γ2

[σ ν(ū− u)] +

∫
Ωγ

σ(u) ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) = 0. (44)
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Заметим, что если ∫
γ1 ∪ γ2

[σ ν(ū− u)] ⩽ 0, (45)

то из (44) вытекает (34). Однако проверка справедливости (45) с учётом краевых условий (41)–
(43) трудностей не доставляет.

В обратную сторону. Пусть выполнено (33), (34). Выбирая в (34) тестовую функцию
ū = u ± ψ, ψ ∈ C∞

0 (Ωγ)
2, легко получим уравнение равновесия в Ωγ . Краевые условия (42)

являются типичными для отслоившихся тонких включений при краевых условиях взаимного
непоникания противоположных берегов; их вывод мы опустим. Подставим теперь в (34) те-
стовую функцию вида ū = u± ũ, где ũ — произвольная функция из Sr, такая что [ũν ] = 0 на
γ1 ∪ γ2. Получим ∫

Ωγ

σ(u) ε(ũ)−
∫
Ωγ

fũ = 0. (46)

Интегрирование по частям в (46) с учётом справедливости уравнения равновесия приводит
к тождеству ∫

γ1 ∪ γ2

[σ ν · ũ] = 0. (47)

Тождество (47) в точности совпадает с (43), что и требуется. Второе краевое условие (40)
можно получить из (34) стандартным образом. Таким образом, из (33), (34) вытекают все
соотношения (39)–(43).

Доказательство эквивалентности (33), (34) и (35)–(38) проще, и мы его опустим. □

3. ПЕРЕХОД К ПРЕДЕЛУ ПРИ СТРЕМЛЕНИИ ПАРАМЕТРА ЖЁСТКОСТИ
ПЕРЕМЫЧКИ К НУЛЮ

Цель данного раздела — исследовать переход к пределу по параметру жёсткости тонкой
перемычки при стремлении этого параметра к нулю. Будем предполагать, что параметр жёст-
кости меняется на интервале s0, а на множестве s1∪s2 параметр фиксирован и равен единице.
В указанном случае решение соответствующей краевой задачи при каждом фиксированном
параметре жёсткости α удовлетворяет вариационному неравенству

(uα, vα, wα) ∈ S, (48)

∫
Ωγ

σ(uα) ε(ū− uα)−
∫
Ωγ

f(ū− uα)

+ α

∫
s0

{
wα
,11

(
w,11 − wα

,11

)
+
(
vα,1 + kwα

)(
v̄,1 − vα,1 + k(w − wα

)}
+

∫
s1∪s2

{
wα
,11

(
w,11 − wα

,11

)
+
(
vα,1 + kwα

)(
v̄,1 − vα,1

)
+ k(w − wα)

}
⩾ 0

для всех (ū, v̄, w) ∈ S. (49)

Задача (48), (49) соответствует минимуму функционала энергии

Eα(u, v, w) =
1

2

∫
Ωγ

σ(u) ε(u)−
∫
Ωγ

fu+
α

2

∫
s0

{w2
,11 + (v,1 + kw)2}+ 1

2

∫
s1∪s2

{
w2
,11 + (v,1 + kw)2

}
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на множестве S. Можно выписать дифференциальную формулировку задачи (48), (49). Имен-
но, требуется найти вектор перемещений uα =

(
uα1 , u

α
2

)
и тензор напряжений σ = {σij},

i, j = 1, 2, определённые в Ωγ , и перемещения vα, wα точек тонкой перемычки, определён-
ные на s, такие что выполняются уравнения

−div σ = f ; σ = Aε(uα) в Ωγ , (50)

αβwα
,1111 + αβk(vα,1 + kwα) = [σν ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (51)

−αβvα,11 − αβ(kwα),1 = [στ ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (52)

и краевые условия

uα = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (53)

wα
,11 = wα

,111 = vα,1 + kwα = 0 при x1 = −2, 2, (54)

[uαν ] ⩾ 0, vα = (uατ )
−, wα =

(
uαν

)− на γ1 ∪ γ2, (55)
σ+ν ⩽ 0, σ+τ = 0, σ+ν

[
uαν

]
= 0 на γ1 ∪ γ2, (56)

[vα(±1)] = [wα(±1)] = [wα
,1(±1)] = 0, (57)(

vα,1 + kwα)
(
∓ 1∓) = α

(
vα,1 + kwα

)
(∓1±);wα

,11(∓1∓) = αwα
,11(∓1±), (58)

wα
,111(∓1∓) = αwα

,111(∓1±), (59)

где β = 0 для i = 1, 2; β = 1 для i = 0. В формулах (58), (59) следует одновременно брать
верхние и нижние знаки.

Сначала получим априорные оценки решений в задаче (48), (49). Как и в предыдущем
разделе, из (48), (49) следует соотношение∫

Ωγ

σ(uα) ε(uα)−
∫
Ωγ

fuα + α

∫
s0

{(
wα
,11

)2
+
(
vα,1 + kwα

)2}
+

∫
s1∪s2

{(
wα
,11

)2
+
(
vα,1 + kwα

)2}
= 0. (60)

Повторяя рассуждения, которые использовались при доказательстве коэрцитивности функци-
онала E в разд. 1, из (60) получим равномерную по α оценку

∥uα∥2H1
D(Ωγ)2

+ ∥(vα, wα)∥2H1(s1∪s2)×H2(s1∪s2) ⩽ c. (61)

Кроме того,

α

∫
s0

{(
wα
,11

)2
+
(
vα,1 + kwα

)2}
⩽ c. (62)

Из (61) заключаем, что величины vα(±1), wα(±1), wα
,1(±1) равномерно ограничены по α.

Пользуясь утверждением 2, доказанным ниже, и (62), получаем что равномерно при ма-
лых α

∥
√
α(vα, wα)∥H1(s0)×H2(s0) ⩽ c. (63)

Выбирая при необходимости подпоследовательность, с учётом (61), (63) можно считать, что
при α→ 0

uα → u слабо в H1
D(Ωγ)

2, (64)

(vα, wα) → (v, w) слабо в H1(s1 ∪ s2)×H2(s1 ∪ s2), (65)

(
√
αvα,

√
αwα) → (ṽ, w̃) слабо в H1(s0)×H2(s0). (66)
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Введём в рассмотрение множество допустимых перемещений для предельной задачи

S0 =
{
(u, v, w) ∈ H1

D(Ωγ)
2 ×H1(s1 ∪ s2)×H2(s1 ∪ s2) |

(u−τ , u
−
ν ) = (v, w), [uν ] ⩾ 0 на γ1 ∪ γ2

}
.

Возьмём произвольный элемент (ū, v̄, w) ∈ S0, считая, что функции v̄, w продолжены в s0
с сохранением гладкости, и подставим его в качестве тестового в (49). Отметим при этом, что
это допустимый элемент, т. е. (ū, v̄, w) ∈ S. После перехода к пределу при α→ 0 на основе (64)–
(66) получим

(u, v, w) ∈ S0, (67)∫
Ωγ

σ(u) ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) +

∫
s1∪s2

(v,1 + kw)(v̄,1 − v,1)

+

∫
s1∪s2

{w,11(w,11 − w,11) + k(v,1 + kw)(w − w)} ⩾ 0 для всех (ū, v̄, w) ∈ S0. (68)

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 4. Решения задач (48), (49) сходятся в смысле (64)–(66) при α→ 0 к решению

задачи (67), (68).
Приведём дифференциальную формулировку задачи (67), (68). Требуется найти вектор

перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, упругих тел, определённые
в Ωγ , и перемещения v, w точек перемычки, определённые на s1 ∪ s2, такие что

−div σ = f ; σ = Aε(u) в Ωγ , (69)

w,1111 + k(v,1 + kw) = [σν ]p на s1 ∪ s2, (70)

−v,11 − (kw),1 = [στ ]p на s1 ∪ s2, (71)

u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (72)

w,11 = w,111 = v,1 + kw = 0 при x1 = ±1,±2, (73)

[uν ] ⩾ 0, v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2, (74)
σ+ν ⩽ 0, s+τ = 0, s+ν [uν ] = 0 на γ1 ∪ γ2 . (75)

Видно, что краевая задача (69)–(75) распадается на две независимые задачи, сформулирован-
ные в областях ΩL, ΩR. Каждая из этих задач описывает равновесие упругого тела с тонким
слабо искривлённым включением.

Имеет место следующая
Теорема 5. На классе гладких решений формулировки (67), (68) и (69)–(75) эквивалент-

ны.
В заключение этого раздела докажем утверждение, которое использовалось при доказа-

тельстве теоремы 4.
Для гладких функций v, w, заданных на s0, обозначим

h2(v, w) = v2(1) + v2(−1) + w2(1) + w2(−1) + w2
,1(1) + w2

,1(−1).

Утверждение 2. Существует постоянная c > 0, такая что∫
s0

{
w2
,11 + (v,1 + kw)2

}
+ h2(v, w) ⩾ c∥(v, w)∥2H1(s0)×H2(s0)

для всех (v, w) ∈ H1(s0)×H2(s0).
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Доказательство. Предположим, что сформулированное утверждение не верно. В этом
случае существует последовательность (vm, wm) ∈ H1(s0)×H2(s0), такая что при m→ ∞

∥(vm, wm)∥H1(s0)×H2(s0) = 1, (76)∫
s0

{(
wm
,11

)2
+
(
vm,1 + kwm

)2}
+ h2(vm, wm) → 0. (77)

Можно считать, выбирая при необходимости подпоследовательность, что при m→ ∞

(vm, wm) → (v, w) слабо в H1(s0)×H2(s0), сильно в L2(s0)×H1(s0). (78)

Для предельных функций в силу (77), (78) имеем

w,11 = 0, v,1 + kw = 0 на s0; h2(v, w) = 0. (79)

Тогда, учитывая (79), получаем
v ≡ w ≡ 0 на s0. (80)

В силу (77), (78), (80) будем иметь

∥(vm, wm)∥2H1(s0)×H2(s0)
= ∥(vm, wm)∥2L2(s0)×H1(s0)

+

∫
s0

{(
vm,1

)2
+
(
wm
,11

)2}
→ ∥(v, w)∥2L2(s0)×H1(s0)

+

∫
s0

{v2,1 + w2
,11} = ∥(v, w)∥2H1(s0)×H2(s0)

.

Таким образом, имеем сходимость норм

∥(vm, wm)∥H1(s0)×H2(s0) → ∥(v, w)∥H1(s0)×H2(s0).

Учитывая (78), заключаем

(vm, wm) → (v, w) сильно в H1(s0)×H2(s0),

что силу (80) приводит к противоречию, поскольку из (76) следует

∥(v, w)∥H1(s0)×H2(s0) = 1.

Утверждение 2 доказано. □
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