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ВВЕДЕНИЕ

Исчерпывающее изложение биологических и медицинских аспектов, лежащих в основе по-
строения математических моделей в онкологии, можно найти в цитируемой литературе [1–36]
и ссылках в ней.

В настоящей работе мы получаем точные аналитические решения системы трёх нелиней-
ных дифференциальных уравнений второго порядка в частных производных типа реакция-
диффузия-таксис. Эта система основана на непрерывной математической модели роста и ин-
вазии солидных опухолей (solid tumour), предложенной в работе [4], являясь некоторой её
модификацией, позволяющей точно решать уравнения системы в переменной бегущей волны.

Исходная модель [4] описывает пространственно-временное поведение и эволюцию опу-
холевых клеток с плотностью c(t, r⃗), плотность внеклеточного матрикса (ВКМ) v(t, r⃗) и кон-
центрацию протеазы (активатора плазминогена, uPA) u(t, r⃗). Предполагается, что плотность
числа клеток изменяется из-за дисперсии, возникающей в результате случайного движения,
и направленного миграционного ответа опухолевых клеток на градиенты диффундирующих
(uPA) и недиффундирующих (ВКМ) макромолекул [4]. Также предполагается, что в отсут-
ствие какого-либо внеклеточного матрикса пролиферация раковых клеток подчиняется логи-
стическому закону роста и внеклеточный матрикс не движется и изменяется исключительно
за счёт ухудшения из-за контакта с протеазой uPA и его реконструкции раковыми и другими
клетками; слагаемыми, отвечающими за пролиферацию и восстановление, являются послед-
ние слагаемые в первых двух уравнениях ниже. Полная система обезразмеренных уравнений
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имеет вид [4]

ct = Dc∇2c− χc∇(c∇u)− ξc∇(c∇v) + µ1c(1− c− v),

vt = −δuv + µ2v(1− c− v),

ut = Du∇2u+ αc− βu,

(1)

где постоянные положительные модельные параметры Dc и Du — коэффициенты диффузии
клеток и uPA соответственно; χc и ξc — коэффициенты хемотаксиса и гаптотаксиса; δ — ско-
рость разрушения ВКМ под действием uPA; α и β — скорости образования и распада uPA.
Преобразование переменных и параметров в уравнениях (1) в безразмерные величины такое
же, как и в работах [2–4]:

t → t/τ, x → x/L, c → c/c0, v → v/v0, u → u/u0;

Dc → Dc/D, Du → Du/D, χ → χcu0/D, ξ → ξcv0/D, α → ατc0/u0;

β → βτ, δ → δτu0;µ1 → µ1τ, µ2 → µ2τ,

где c0, v0 и u0 являются соответствующей эталонной плотностью опухолевых клеток, плот-
ностью внеклеточного матрикса и эталонной концентрацией uPA соответственно; τ = L2/D,
L = 0.1−1 см — максимальное расстояние инвазии раковых клеток на ранней стадии инвазии,
а D = 10−6 см2/с — эталонный коэффициент химической диффузии [4]. Поскольку предпо-
лагается, что опухолевые клетки и ферменты, разрушающие матрикс, остаются в пределах
рассматриваемой области ткани [3], новая переменная x ∈ [0; 1]. Новые параметры обозна-
чаются теми же символами. Следовательно, значения параметров равны: Dc ∼ 10−5 − 10−3,
Du ∼ 10−3 − 1, χc ∼ ξc ∼ 10−3 − 1, α ∼ 0.05 − 1, β ∼ 0.13 − 0.95, δ ∼ 1 − 20, µ1 ∼ 0.05 − 2

и µ2 ∼ 0.15− 2.5.

Эта модель, её расширения и обобщения плодотворно изучаются. Однако в большинстве
работ анализ подобных систем и их решений проводится численно. Существование решений
в переменной бегущей волны для различных моделей опухолевой инвазии с гаптотаксисом
было установлено в результате численных расчётов в работе [4], а также в работах [37–40], где
проведено детальное исследование поведения бегущей волны. Однако, насколько нам известно,
рассмотренные в настоящей статье модели и представленные здесь решения являются новыми.

Становится интересным, можно ли решить эту систему аналитически и получить точные
решения, в том числе допускающие удовлетворительную биологическую интерпретацию. Нам
представляется, что ответ на этот вопрос отрицательный и, к сожалению, модель (1) не может
быть решена аналитически даже в случае одной пространственной переменной.

Целью данной статьи является рассмотрение моделей, которые, по нашему мнению, мак-
симально приближены к модели, представленной выше, и которые могут быть решены точно;
мы будем рассматривать модели в одном пространственном измерении. Следуя примеру ав-
торов [4], системы исследуются в предположении, что они безразмерны. При определённых
значениях параметров модели мы получаем точные аналитические решения в терминах пере-
менной бегущей волны при скорости, зависящей от этих параметров. Представленные решения
содержат как биологически приемлемые, так и решения, не пригодные для биологического
анализа. Эти последние решения могут представлять интерес как точные решения систем
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных.
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1. PАССМАТРИВАЕМЫЕ МОДЕЛИ И ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ

1.1. Модель без учёта пролиферации

Нам хотелось бы начать с модификации модели, предложенной в работе [3]. Мы исследу-
ем эту модель с логарифмическими функциями хемотактической и гаптотактической чувстви-
тельности, без членов, описывающих пролиферацию и восстановление и с немного изменённым
уравнением для ВКМ. Можно видеть, что модель (1) более сложная и содержит член, опи-
сывающий пролиферацию. Тем не менее, сначала кажется интересным точно решить систему,
в которой «пролиферация клеток не учитывалась, чтобы сосредоточиться исключительно на
роли миграции раковых клеток в инвазии» [5].

Итак, рассматриваемая нами модель в общем случае имеет вид

ct = Dc cxx − χc

(
c
ux
u

)
x

− ξc

(
c
vx
v

)
x

,

vt = −δuvp,

ut = Du uxx + αc− βu,

(2)

где переменные и параметры модели определены выше. Второе уравнение в (2) отличается
от [3, 4] наличием степени p у функции v, и мы считаем, что 0 < p < 1. Для p = 1 мы не полу-
чаем биологически приемлемых решений, однако, как мы увидим ниже, p может быть взято
очень близко к единице, например, p = 0.95. Здесь преобразование переменных и параметров
в безразмерные величины такое же, как и выше, за исключением δ, χc и ξc: δ → δτu0v0

p−1,
поэтому δ ∼ 10−5(p−1) − 20× 10−6(p−1); что касается χc и ξc, мы берём безразмерные величины
как в [4], т. е. χc ∼ ξc ∼ 10−3 − 1.

В переменной бегущей волны вида y = x− νt, ν = const эта система имеет вид

νc+Dc cy − χcc(lnu)y − ξcc(ln v)y = λ,

ν vy − δuvp = 0,

ν uy +Duuyy + αc− βu = 0,

(2′)

где c = c(y), v = v(y), u = u(y) и λ — постоянная интегрирования. Далее мы берём λ = 0. Если
ввести функцию

F =
v1−p

1− p
, (3)

первые два уравнения в (2′) дают

c = Cc (e
−νyvξcuχc)1/Dc ,

u =
ν

δ
Fy,

(4)

где постоянная Cc > 0. Подставляя (3) и (4) в третье уравнение системы (2′), получаем

DuFyyy + νFyy − βFy + C1 e
− ν

Dc
y F

χc
Dc
y F

ξc
Dc(1−p) = 0, (5)

C1 = Ccα(ν/δ)
χc
Dc

−1(1− p)
ξc

Dc(1−p) , и далее мы будем исследовать это уравнение.
Как нам кажется, при произвольных значениях параметров системы невозможно полу-

чить точное решение в явном виде. Поэтому мы накладываем ряд ограничений на эти пара-
метры. Так, пусть

χc/Dc = 1, (6)
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т. е. χc = Dc ∼ 10−3. Тогда есть «выбранное» значение скорости бегущих волн, для которого
мы получаем два класса различных решений. Пусть

ν2 =
βD2

c

Du −Dc
. (7)

Это можно сделать, поскольку Du ⩾ Dc и мы не рассматриваем случай Du = Dc. Тогда можно
показать, что уравнение (5) приводится к виду

Fyy −
ν(Du −Dc)

DuDc
Fy +

C1Dc(1− p)

Du(ξc +Dc(1− p))
e−

ν
Dc

yF
ξc

Dc(1−p)
+1

= 0 (8)

с постоянной интегрирования, равной нулю. Для интегрирования этого уравнения восполь-
зуемся методом групп Ли инфинитезимальных преобразований [41]. Находим групповой ин-
вариант второго продолжения вектора однопараметрической группы симметрии (8) и с его
помощью преобразуем уравнение (8) в уравнение первого порядка. Оказывается, существуют
две нетривиальные группы симметрии, зависящие от соотношения параметров, которые дают
два разных типа решений. Рассмотрим первое из них.

1.2. Точное решение

Возможность свести уравнение (8) к уравнению первого порядка и решить его требует
выполнения следующего условия:

1− p =
ξc(Du −Dc)

2DuDc
. (9)

Введём новую переменную z и новую функцию w:

z = F e
− ν(1−p)

ξc
y
,

w = −Dc

ν
Fye

− ν(1−p)
ξc

y
,

(10)

тогда после элементарного интегрирования уравнение (8) превращается в квадратное уравне-
ние на w(z):

w2 +
2(1− p)Dc

ξc
zw + C2z

ξc
Dc(1−p)

+2
= 0, (11)

где постоянная интегрирования равна нулю и C2 = 2CcD4
c (1−p)

ξc
Dc(1−p)

+2

ν2(ξc+Dc(1−p))(ξc+2Dc(1−p))
. Возвращаясь

к исходной функции F и переменной y и интегрируя (11), получаем решение для F :

F = C3(e
− ν

Dc
y + CF )

− 2Dc(1−p)
ξc , (12)

где CF — положительная постоянная и

C3 =

(
CF

2ν2Du(ξc +Dc(1− p))(ξc + 2Dc(1− p))(1− p)
− ξc

Dc(1−p)

CcαD2
cξ

2
c

)Dc(1−p)
ξc

.

Подставляя это в уравнения (3) и (4), получаем первый тип решений системы (2) в форме

c(y) = CCe
− 2ν

Dc
y(e−

ν
Dc

y + CF )
−Du(ξc+2Dc(1−p))

ξc
−2

,

v(y) = Cv(e
− ν

Dc
y + CF )

− 2Dc
ξc ,

u(y) = Cue
− ν

Dc
y(e−

ν
Dc

y + CF )
−Du(ξc+2Dc(1−p))

ξc ,

(13)
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где постоянные имеют вид

Cv =

(
CF

Cc

β(ξc +Dc(1− p))(ξc + 2Dc(1− p))

αDcξc(1− p)

)Dc/ξc

,

Cu = Cv

1
1−p

βDc

δDu(1− p)
,

CC = CcCuCv
ξc/Dc .

(14)

Как видно из уравнений (13), эти решения являются положительными функциями, опре-
делёнными для всех значений y. Несмотря на то, что в силу биологического контекста нас
интересуют решения в ограниченной пространственно-временной области, легко видеть, что
при Du > Dc функции c(y) и u(y) обращаются в нуль при y → ±∞; функция v(y) → CvC

−2Dc/ξc
F

при νy → +∞ и v(y) → 0 при νy → −∞. Также видно, что c(y) и u(y) имеют единственный
максимум; его значения, а также асимптотическое значение v(y) при νy → +∞ зависят от
выбранных параметров. Эти функции представлены на рис. 1 при ν > 0 и разных значениях
параметров.

1.3. Модель с учётом пролиферации

Рассмотрим теперь модель с членами, описывающими пролиферацию и восстановление,
модифицированную следующим образом:

ct = Dccxx − χc(c(ux + λuu))x − ξc

(
c
vx
vp

)
x

+ µ1c(1− c),

vt = −δuvp + µ2v
p(1− λcc− v1−p),

ut = Duuxx + αc− βu,

(15)

где мы снова ввели степень p функции v, 0 < p < 1, и постоянную λc > 0; другие пере-
менные и параметры модели определены выше, за исключением µ2: µ2 → µ2τv0

p−1, поэтому
µ2 ∼ 0.15× 10−5(p−1) − 2.5× 10−6(p−1). Но главным отличием системы (1) от этой является на-
личие дополнительного члена λu(cu)x, λu — постоянная. Этот член изначально был добавлен в
первое уравнение (15), чтобы можно было точно решить систему. Однако графики полученных
решений очень близки к графикам численных решений, представленных на рис. 4, 5 в работе [4]
для бегущих волн, распространяющихся в ткани. Это предполагает, что добавление вышеука-
занного члена не сильно искажает исходную модель, несмотря на то, что коэффициент λu

нельзя сделать сколь угодно малым; как видно из следующего изложения, λu ⩾ Dc.
В переменной бегущей волны y = x− νt, ν = const эта система принимает вид

Dccyy + νcy − χc(c(uy + λuu))y − ξc

(
c
vy
vp

)
y

+ µ1c(1− c) = 0,

νvy − δu vp + µ2v
p(1− λc c− v1−p) = 0,

Du uyy + νuy + αc− βu = 0,

(15′)

где уже c = c(y), v = v(y), u = u(y). Везде ниже мы считаем ν > 0.
Как и в случае предыдущей модели (2′), мы должны наложить ряд условий на параметры

модели, чтобы получить точные решения в явном виде. Итак, степень p и постоянная λu

выражаются через другие параметры модели соотношениями

1− p =
ξc(δα+ βµ2λc)

µ2(χcα+ ξcµ2λc)
, λu =

β
√
ξcµ2λc − Dcµ1

χcα
, (16)
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Рис. 1. Графики функций u(y), v(y), c(y) при ν > 0 и разных значениях параметров:
(a) p = 0.9, Dc = χc = 8× 10−3, Du = 10−2, ξc = 8× 10−3,

α = 0.25, β = 0.3, δ = 100.5, CF = 15.84, Cc = 1;
(b) p = 0.95, Dc = χc = 5× 10−3, Du = 10−2, ξc = 10−3,

α = 0.1, β = 0.95, δ = 101.25, CF = 71.25, Cc = 1

где мы ограничены условием ξcµ2λc−Dcµ1 > 0. «Выбранное» значение скорости бегущих волн
равно

ν =
ξcµ2λc√

ξcµ2λc −Dcµ1
. (17)

И ещё одно необходимое условие, которое надо наложить на константы модели для полу-
чения точных решений, имеет вид

Du (δα+ βµ2λc)(ξcµ2λc −Dcµ1) = χcαµ2λc(χcα+ ξcµ2λc). (18)

Тогда второе уравнение (15′) можно проинтегрировать, и мы получим

v(y) =

(
1− µ2λcDu(1− p)

αν
uy −

δα+ βµ2λc

αµ2
u

) 1
1−p

. (19)
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Далее введём функцию

F = cy +K(c− c2), K =
ξcµ2λc

Dcν
. (20)

Прямой подстановкой можно проверить, что первое уравнение (15′) можно привести к виду

Fy +
µ1ν

ξcµ2λc
F = 0. (21)

1.4. Точное решение

Линейное уравнение первого порядка (21) имеет очевидное решение:

F = CF e
− µ1ν

ξcµ2λc
y
. (22)

Рассмотрим случай CF = 0 или F = 0. Тогда функция c(y) должна быть решением уравнения
Риккати

cy +K(c− c2) = 0, (23)

где левая часть уравнения (23) одновременно представляет собой уравнение Бюргерса, проин-
тегрированное в переменной бегущей волны. Таким образом, функция c(y) является хорошо
известным решением уравнения Бюргерса, и нас интересует решение ограниченной «ударной
волны»:

c =
1

1 + CceKy
, (24)

где Cc — положительная постоянная. Подставляя это выражение в третье уравнение системы
(15′) и выбирая постоянную интегрирования так, чтобы функция u(y) была ограниченной, мы
получаем

u(y) =
α

Du∆k k+

(
C

k+
K
c Γ

(
1− k+

K

)
Γ

(
1 +

k+
K

)
ek+ y − 2F1

(
− k+

K
, 1, 1− k+

K
,−Cce

K y

))
+

α

Du∆k k−

(
2F1(−

k−
K

, 1, 1− k−
K

,−Cce
K y)

)
, (25)

где
k± =

1

2Du
(−ν ±

√
ν2 + 4βDu), ∆k = k− − k+; (26)

Γ и 2F1 — гамма-функция и гипергеометрическая функция Гаусса соответственно. Наконец,
подставляя уравнение (24) в (19), получаем явное выражение для функции v(y).

Легко видеть из уравнения (24), что c(y) → 0 при y → ∞ и c(y) → 1 при y → −∞.
Также при определённом выборе постоянных модели функция u(y) из (25) является гладкой
положительно определённой функцией; u(y) → 0 при y → ∞ и u(y) → α/β при y → −∞.
Что касается функции v(y), то из уравнения (19) можно видеть, что v(y) → 1 при y → ∞

и v(y) → 1 − δα+ βµ2λc

βµ2
при y → −∞ и выбор параметров модели должен обеспечивать

условие v(y) ⩾ 0. Эти функции представлены на рис. 2.
Можно заметить, что полученные графики очень близки к графикам на рис. 4, 5 рабо-

ты [4], показывающих эволюцию c(x, t), u(x, t) и v(x, t).

2. ДРУГИЕ РЕШЕНИЯ

Нам представляется, что других точных решений, приемлемых с биологической точки
зрения, нет. Приведём теперь решения, которые могут быть интересны как точные решения
систем нелинейных уравнений в частных производных.
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Рис. 2. Графики функций u(y), v(y) и c(y) для различных значений постоянной Cc:
p = 0.868, Dc = 10−5, Du = 1, χc = 0.475, ξc = 3.4× 10−2,

α = 0.5, β = 0.95, δ = 4.6, µ1 = 0.05, µ2 = 2.5

2.1. Решения модели без учёта пролиферации
Вернёмся к уравнению (8) и рассмотрим соотношение, аналогичное (9):

1− p =
ξc(Du −Dc)

Dc(2Dc −Du)
. (27)

Следует отметить, что условия (9) и (27) не совпадают ни при каких значениях параметров,
так как Du > Dc. Далее, как видно из уравнения (27), ограничение на Du и Dc становится более
строгим: Dc < Du < 2Dc. Как и в случае первого класса решений, введём новую переменную z
и новую функцию w:

z = Fe−
ν(Du−Dc)

DuDc
y, w = F − DuDc

ν(Du −Dc)
Fy. (28)

Тогда уравнение (8) превращается в квадратное уравнение относительно w(z):

w2 + C4z
Du

Du−Dc − Cw = 0, (29)

где Cw > 0 — постоянная интегрирования, C4 = 2Ccα(Du−Dc)(1−p)
ξc

Dc(1−p)

βDc
. Затем мы находим

решения уравнения (29) в параметрической форме с параметром τ :

τ2 + 1 =
Cw

C4
z−

Du
Du−Dc . (30)

Анализ асимптотик решений при ±∞ (см. [42]) и требование положительности функций c(y),
v(y) и u(y) определяют одну из констант интегрирования. Полученные формулы достаточно
сложны, поэтому введём обозначения

Θ(τ) = −τ 2F1

(1
2
;
3

2
− Dc

Du
;
3

2
;−τ2

)
+

√
π Γ(1−Dc/Du)

2Γ(3/2−Dc/Du)
(31)

и выразим наши решения через Θ(τ). Мы также приводим решения для ν > 0. Это даёт
следующие выражения для второго типа решений:

y(τ) = − Du√
β(Du −Dc)

ln

(
Cw

1
2
−Dc

Du

C4
1−Dc

Du

2(Du −Dc)

Du
Θ(τ)

)
, (32)

v(τ) =
(Cw

1
2Du(1− p)

2(Du −Dc)

) 1
1−p

(τ2 + 1)
− Du−Dc

Du(1−p) (Θ(τ))
− 1

1−p , (33)
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u(τ) = −Cw
1/2βDc

δDu
τ(τ2 + 1)−2+Dc/Du

(
2F1

(
1

2
;
3

2
− Dc

Du
;
3

2
;−τ2

)
− τ2

(
1− 2Dc

3Du

)
2F1

(
3

2
;
5

2
− Dc

Du
;
5

2
;−τ2

))−1

+
Cw

1/2βDc

2δ(Du −Dc)
(τ2 + 1)−1+Dc/Du(Θ(τ))−1. (34)

С учётом формулы (4) выражение для функции c(τ) имеет вид

c(τ) =
2βDc(Du −Dc)

αDu
2 (τ2 + 1)1−

2Dc
Du

(
Θ(τ)

)2
u(τ). (35)

Здесь 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса, Γ — гамма-функция. Из выраже-
ний (31), (33)–(35) видно, что функции v(τ), u(τ) и c(τ) являются гладкими положительно
определёнными функциями для всех τ . Функция c(τ) → 0 при τ → ±∞, функция u(τ) → u0
при τ → −∞ и u(τ) обращается в нуль при τ → +∞; функция v(τ) → 0 при τ → −∞
и v(τ) → v0 при τ → +∞, где значения u0 и v0 могут быть получены из выражений (33), (34).
Однако, как видно из (31), (32), y → y0 при τ → −∞, где y0 — конечное значение, которое
может быть сделано < 0 (или ⩾ 0) выбором постоянных интегрирования. Это приводит к то-
му, что решения, полученные как функции от y, можно рассматривать только в ограниченном
интервале времени. Другими словами, поскольку x ∈ [0; 1] и t ⩾ 0, формально y ∈ [−νt; 1− νt]
(при ν > 0). Но так как y ограничен слева величиной y0, то для каждого y0 существует зна-
чение времени t0, после которого никакие решения не определены. Графики этих решений
представлены на рис. 3.

2.2. Решения модели с учётом пролиферации

Рассмотрим снова уравнение (22), и пусть CF ̸= 0:

cy +K(c− c2) = CF e
−My, M =

µ1ν

ξcµ2λc
. (36)

Как и ожидалось, преобразование Коула — Хопфа линеаризует это уравнение. Вводя новую
функцию c̃ и новую переменную ξ как

c = − 1

K

c̃y
c̃
, (37)

ξ =
2
√
CFK

M
e−

M
2

y, (38)

получаем уравнение Бесселя при CF > 0 и модифицированное уравнение Бесселя при
CF < 0 с порядком ν̃2 = (K/M)2. Нас интересует только гладкое решение, и мы рассмат-
риваем функции Инфельда Iν̃ и Макдональда Kν̃ . В результате решение для функции c(y)
имеет вид

c(y) =
1

2

(
1 +

|ν̃|
ν̃

)
+

√
|CF |
K

e−
M
2

y CIIν̃+1(ξ)− CKKν̃+1(ξ)

CIIν̃(ξ) + CKKν̃(ξ)
. (39)

Легко видеть, что c → ∞ при y → −∞. Нельзя утверждать, что при произвольных значе-
ниях ν̃ функция c(y) всегда будет неотрицательной и не будет расходиться при y → ∞, но,
по-видимому, можно исправить это путём подходящего выбора CI и CK . Тем не менее, экс-
поненциальный рост при y → −∞ является общим свойством полученных решений. Из (15′)
можно ожидать, что функция u(y) также будет экспоненциально расти при y → −∞. Решая
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Рис. 3. Графики функций u(y), v(y) и c(y):
p = 0.9, Dc = χc = 8× 10−3, Du = 10−2, ξc = 2.4× 10−3,

α = 0.5, β = 0.4, δ = 4, Cw = 100, Cc = 1

третье уравнение в (15′), получаем интегралы, которые можно взять точно только для полуце-
лых ν̃. В частности, для ν̃ = 1/2 или ξcµ2λc = 1, 5Dcµ1 при CI = πCK получаем очень простые
выражения для c(y) и u(y):

c(y) =
√
|CF |/Ke−K y,

u(y) = C+ ek+y + C−e
k−y −

√
|CF |/K

α

Du(k+ +K)(k− +K)
e−K y,

(40)

где C± являются постоянными; можно положить одну из них или обе равными нулю. Не
очевидно, могут ли одновременно выполняться требование u ⩾ 0 и условия (16)–(18). Но это
не главная проблема данного решения. Наиболее сомнительным в нём является выражение
для функции v(y); как видно из выражения (19) она либо расходится при y → −∞, либо
равна единице для всех y. Всё это даёт основание полагать, что эти решения не отвечают
разумным требованиям.

Следующее решение ещё менее реалистично. Выражение для c(y) легко получить подста-
новкой c = e−Ky c̃, ξcµ2λc = 1, 5Dcµ1, но при этом функция u(y) не может быть полностью
точно проинтегрирована. Так,

c(y) = e−Ky

√
|CF |
K

1− C̃ce
−2

√
|CF |
K

e−Ky

1 + C̃ce
−2

√
|CF |
K

e−Ky
. (41)

Как и решение выше, эта функция очевидно расходится при y → −∞. Однако выражение для
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u(y) содержит интегралы вида ∫
(ln(t− C̃c))

k±/K dt

t
,

которые выражаются через полилогарифм для ограниченного набора k+ и не могут быть взяты
точно для k −. Кроме того, мы предполагаем, что u(y) ↛ экспоненциально при y → −∞,
приводя к расходимости v(y), как в решении выше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе мы рассматриваем систему трёх нелинейных дифференциальных урав-
нений второго порядка в частных производных типа реакция-диффузия-таксис с одним про-
странственным измерением. Мы получаем точные аналитические решения этой системы, за-
висящие от переменной бегущей волны. Благодаря тому, что решения выражаются через из-
вестные функции и имеют достаточно простой вид, их легко анализировать. Рассматриваемая
система является модификацией непрерывной математической модели роста и инвазии опу-
холи, предложенной в изначальной форме в работах [3, 4]. Авторы решали систему численно,
и, как нам представляется, её нельзя решить аналитически. Поэтому мы несколько модифи-
цировали модель, что позволило получить решения в явном виде точно. Приведённые нами
графики некоторых полученных решений близки к графикам, полученным численными ме-
тодами в рамках исходной системы; это позволяет сделать вывод о том, что введённые нами
модификации не сильно повлияли на существо первоначальной модели.
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