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ВВЕДЕНИЕ

В динамике твёрдого тела с неподвижной точкой важное значение имеют как классиче-
ские случаи полной интегрируемости (Эйлера, Лагранжа и Ковалевской), так и случаи ча-
стичной интегрируемости, когда удаётся получить дополнительный частный интеграл [1–3].
Один из таких частично интегрируемых случаев для уравнений движения тяжёлого твёрдого
тела вокруг неподвижной точки был найден Д. Н. Горячевым [4], который показал существо-
вание четвёртого по счёту интеграла на инвариантном множестве нулевого уровня интеграла
площадей. Интегрирование дифференциальных уравнений движения с использованием этого
интеграла было выполнено С. А. Чаплыгиным [5], установившим, что решения в общем случае
представляются гиперэллиптическими функциями времени. Эти результаты были распростра-
нены Л. Н. Сретенским [6] на более общие по сравнению с твёрдым телом уравнения движения
гиростата, содержащие дополнительный параметр — вектор гиростатического момента.

Исследования случая Горячева — Чаплыгина для твёрдого тела и гиростата Горячева —
Сретенского, а также их аналогов и обобщений успешно продолжаются и в настоящее время по
нескольким направлениям. Изучались [7] эргодические свойства решений волчка Горячева —
Чаплыгина, показано, что собственное вращение и прецессия обладают главным движени-
ем, а нутация является квазипериодической функцией времени. Были установлены [8] свой-
ства движения линии узлов для волчка Горячева — Чаплыгина. Обобщение случая Горячева-
Чаплыгина, где в гамильтониане присутствует ряд новых дополнительных параметров, изу-
чалось в [2], при этом сохраняется вывод об интегрируемости на нулевом уровне интеграла
площадей. Доказана [9] периодичность движений тела в случае Горячева при малых значениях
энергии.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-29-00819).
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Были найдены [10] стационарные решения уравнений гиростата Горячева — Сретенско-
го, лежащие на инвариантном множестве нулевого уровня интеграла площадей, но анализ их
устойчивости не проводился. Изучалась [11] орбитальная устойчивость периодических дви-
жений твёрдого тела в случае Горячева — Чаплыгина показана их неустойчивость в первом
приближении. Затем эта неустойчивость была подтверждена [12] и в строгой нелинейной по-
становке применением теоремы Четаева.

Объектом исследования в данной статье являются уравнения движения гиростата Горяче-
ва — Сретенского. Статья организована следующим образом. В разд. 1 приводятся уравнения
движения, их первые интегралы и формулируются цели и задачи исследования. В разд. 2
найдены все стационарные решения, лежащие в множестве нулевого уровня интеграла площа-
дей. В разд. 3 получены условия устойчивости найденных стационарных решений. В разд. 4
рассматривается случай совпадения точки подвеса с центром масс, но при этом действуют
гироскопические моменты специального вида. Выполнено интегрирование уравнений движе-
ния в квадратурах, приведены примеры явного представления решений элементарными или
специальными функциями времени. В заключении кратко отмечены возможные направления
развития полученных результатов.

1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ. ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ПОСТАНОВКА
ЗАДАЧИ

Рассмотрим векторную форму уравнений движения гиростата с неподвижной точкой под
действием момента сил

Iω̇ = (Iω + λ)× ω +M, (1)

γ̇ = γ × ω. (2)

Здесь ω = col{p, q, r} — вектор угловой скорости, γ = col{γ1, γ2, γ3} — единичный век-
тор оси симметрии силового поля, заданные проекциями на оси связанной системы коор-
динат, I = IT > 0 — симметричная положительно определённая матрица тензора инерции
относительно неподвижной точки, λ = col{λ1, λ2, λ3} — вектор гиростатического момента,
M = M(t, γ, ω) — вектор момента сил, действующих на гиростат. Будем, следуя [13–15], рас-
сматривать в качестве первых интегралов следующие функции:

J1 = J1(γ, ω) = ωT Iω + 2U(γ) = c1 = const, (3)

J2 = J2(γ, ω) = γT (Iω + λ) +
1

2
γTSγ = c2 = const, (4)

J3 = J3(γ) = γTγ = 1, (5)

где S = ST — некоторая симметричная матрица.
Отметим, что геометрический интеграл (5) имеет место при любом выборе момента

M = M(t, γ, ω). Но для того чтобы у системы (1), (2) существовали интеграл энергии (3)
и интеграл площадей (4), момент M = M(t, γ, ω) не может быть произвольным, а должен
удовлетворять определённым условиям. Эти необходимые и достаточные условия даются сле-
дующим утверждением, доказанным в [16].

Утверждение 1. Для того чтобы функции (3) и (4) были первыми интегралами для
системы (1), (2), необходимо и достаточно, чтобы момент M был представим в виде

M = γ × ∂U

∂γ
− ω × Sγ + L(t, γ, ω)ω × γ, (6)

где L(t, γ, ω) — произвольная функция.
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Данное утверждение показывает, что первые интегралы (3) и (4) определяют момент M
в правой части (1) единственным образом с точностью до циркулярно-гироскопической со-
ставляющей L(t, γ, ω)ω×γ. Первые два слагаемых в формуле момента (6) представляют собой

соответственно момент потенциальных сил γ × ∂U

∂γ
с потенциалом U(γ) и момент гироскопи-

ческих сил ω × Sγ, определяемый матрицей S.
Далее всюду будем считать матрицу инерции диагональной I = diag(A,B,C), потенциал

линейным U(γ) = aγ1 + bγ2 + cγ3 (это соответствует тяжёлому твёрдому телу) и задающую
момент гироскопических сил матрицу также диагональной S = diag(k1, k2, k3). Запишем си-
стему (1), (2) в координатной форме:

Aṗ = (B − C)qr + λ2r − λ3q + cγ2 − bγ3 + k2γ2r − k3γ3q + L(qγ3 − rγ2),

Bq̇ = (C −A)pr + λ3p− λ1r + aγ3 − cγ1 + k3γ3p− k1γ1r + L(rγ1 − pγ3),

Cṙ = (A−B)pq + λ1q − λ2p+ bγ1 − aγ2 + k1γ1q − k2γ2p+ L(pγ2 − qγ1),

(7)

γ̇1 = rγ2 − qγ3, γ̇2 = pγ3 − rγ1, γ̇3 = qγ1 − pγ2. (8)

Здесь L(t, γ, ω) — некоторая непрерывная функция по t, γ, ω.
Далее считаем, что моменты инерции и потенциал удовлетворяют условиям Горячева [4]

A = B = 4C, b = c = 0. (9)

а вектор гиростатического момента удовлетворяет условиям Сретенского [6]

λ1 = λ2 = 0. (10)

В качестве объекта исследования мы будем рассматривать систему (7), (8) при предпо-
ложениях (9), (10), причём в двух вариантах. В первом варианте считается, что моменты
гироскопических и циркулярно-гироскопических сил не действуют, т. е. k1 = k2 = k3 = 0
и L(t, γ, ω) ≡ 0. Тогда уравнения (7) совпадают с уравнениями гиростата Горячева — Сретен-
ского [6]

4Cṗ = 3Cqr − λ3q, 4Cq̇ = −3Cpr + λ3p+ aγ3, Cṙ = −aγ2. (11)

Для системы (8), (11) первые интегралы (3) и (4) записываются в виде

J1 = 4C(p2 + q2) + Cr2 + 2aγ1 = c1 = const, (12)

J2 = 4C(pγ1 + qγ2) + γ3(Cr + λ3) = c2 = const . (13)

В [6] установлено, что на инвариантном множестве J2 = 0, задаваемом нулевым уровнем
интеграла площадей (13), система (8), (11) имеет первый интеграл

J4 = (Cr − λ3)(p
2 + q2)− apγ3 = c4 = const (14)

с произвольной постоянной c4 = const. Наличие четырёх известных первых интегралов (5),
(12)–(14) позволяет выполнить на множестве J2 = 0 интегрирование в квадратурах [6]. Одна-
ко выяснение поведения решений, расположенных на множестве J2 = 0, и их свойства устой-
чивости, в том числе и по отношению к близким решениям, лежащим вне этого множества,
представляют несомненный интерес.

Во втором варианте считается, что действуют моменты гироскопических сил с k1 = k2 = k
и циркулярно-гироскопических сил с L = L(γ3) ̸= 0, но центр масс гиростата совпадает с
точкой подвеса и, значит, a = 0. Тогда уравнения (7) примут вид

4Cṗ = 3Cqr − λ3q + kγ2r − k3γ3q + L(qγ3 − rγ2),

4Cq̇ = −3Cpr + λ3p+ k3γ3p− kγ1r + L(rγ1 − pγ3),

Cṙ = kγ1q − kγ2p+ L(pγ2 − qγ1).

(15)
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Отметим, что момент вида Lω × γ, L = const возникает при вращении ферромагнитного тела
в постоянном и однородном магнитном поле [17].

Задачи исследования в данной статье состоят в том, чтобы:
1) выявить все стационарные решения, которые лежат в множестве нулевого уровня J2 = 0

интеграла площадей (13) и задаются постоянными, обращающими правые части уравнений
движения (8), (11) в нуль;

2) используя первые интегралы (5), (12), (13), получить методом интегральных связок
Четаева [18] условия устойчивости либо первым методом Ляпунова условия неустойчивости
по отношению ко всем переменным для стационарных решений, являющихся состояниями
покоя;

3) используя вместе с интегралами (5), (12), (13) также и условный интеграл (4), тем же
методом связок Четаева получить достаточные условия условной устойчивости относительно
множества J2 = 0 для стационарных решений системы (8), (11), являющихся перманентными
вращениями;

4) для случая отсутствия момента потенциальных сил при действии момента гироско-
пических и циркулярно-гироскопических сил специального вида выполнить интегрирование
системы (8), (15) в квадратурах;

5) построить примеры точных решений системы (8), (15), представленные в явном виде
элементарными или специальными функциями.

2. ПОСТРОЕНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ НА МНОЖЕСТВЕ J2 = 0

Стационарные решения (т. е. такие постоянные (p̄, q̄, r̄, γ̄1, γ̄2, γ̄3) = const, которые обра-
щают правые части в нуль), лежащие на инвариантном множестве J2 = 0, для приведённой
к безразмерной форме (в которой только один параметр λ3, а остальные параметры C и a
можно считать равными единице) системы (8), (11) были найдены в [10]. Анализ устойчи-
вости стационарных решений при этом не проводился. В этом разделе статьи получим все
стационарные решения системы (8), (11), лежащие в множестве J2 = 0, выраженные в яв-
ном виде через все параметры C, a, λ3. Это позволит в дальнейшем выявить влияние всех
параметров на устойчивость стационарных решений.

Легко видеть, что для всех стационарных решений выполняются равенства q̄ = γ̄2 = 0.
Для других компонент стационарного решения, лежащего на инвариантном множестве J2 = 0,
получаем систему трёх уравнений

−3Cp̄r̄ + λ3p̄+ aγ̄3 = 0, p̄γ̄3 − r̄γ̄1 = 0, 4Cp̄γ̄1 + γ̄3(Cr̄ + λ3) = 0. (16)

Из (16) сразу следует, что стационарными решениями системы (8), (11) будут два положения
покоя (на них все компоненты угловой скорости равны нулю)

p̄ = q̄ = r̄ = γ̄2 = γ̄3 = 0, γ̄1 = σ = ±1. (17)

Из второго и третьего уравнений системы (16) с учётом геометрического интеграла (5) находим

γ̄23 =
4Cr̄

3Cr̄ − λ3
, (18)

а из первого уравнения (16) следует

p̄ =
aγ̄3

3Cr̄ − λ3
. (19)

Умножая (19) на γ̄3 и используя (18) и второе уравнение (16), получим уравнение для нахож-
дения r̄:

4aC

(3Cr̄ − λ3)2
= ±

√
1− 4Cr̄

3Cr̄ − λ3
.
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Это уравнение сводится к отысканию корней полинома четвёртой степени

F4(r̄) = (Cr̄ + λ3)(3Cr̄ − λ3)
3 + 16a2C2 = 0,

удовлетворяющих неравенствам

0 ⩽
4Cr̄

3Cr̄ − λ3
⩽ 1,

Cr̄ + λ3

3Cr̄ − λ3
⩽ 0. (20)

Дискриминант полинома F4(r̄) равен D4 = 128995088
(
16a2C2−9λ4

3

)
. Если параметры системы

удовлетворяют неравенству
16a2C2 − 9λ4

3 > 0, (21)

то дискриминант положителен, значит, все четыре корня полинома F4(r̄) различны и либо все
вещественные, либо все комплексные. Первый случай исключается тем фактом, что производ-
ная полинома F4(r̄) имеет кратный корень. Таким образом, при условии (21) система (8), (11)
не имеет на множестве J2 = 0 других стационарных решений, кроме состояний покоя (17).

Если параметры системы удовлетворяют равенству 16a2C2 − 9λ4
3 = 0, то полином F4(r̄)

имеет двукратный корень r̄ = −2λ3/(3C) и соответствующие стационарные решения находятся
в явном виде. При a = −3λ2

3/(4C) < 0 система (8), (11) имеет два стационарных решения:

p̄ = ±λ3

√
2

6C
, q̄ = 0, r̄ = −2λ3

3C
, γ̄1 = −1

3
, γ̄2 = 0, γ̄3 = ±2

√
2

3
. (22)

При a = 3λ2
3/(4C) > 0 система (8), (11) также имеет два стационарных решения:

p̄ = ∓λ3

√
2

6C
, q̄ = 0, r̄ = −2λ3

3C
, γ̄1 =

1

3
, γ̄2 = 0, γ̄3 = ±2

√
2

3
. (23)

Если параметры системы удовлетворяют неравенству

16a2C2 − 9λ4
3 < 0, (24)

то полином F4(r̄) имеет два различных вещественных корня и для получения стационарных
решений по формулам (18), (19) и (16) необходимо отбирать только те из корней, для которых
выполнены неравенства (20).

Например, при значениях параметров a = C = 1, λ3 = 3/2 полином F4(r̄) имеет два веще-
ственных корня, которые оба удовлетворяют неравенствам (20) и порождают четыре стацио-
нарных решения системы (8), (11), лежащих на множестве J2 = 0. А для значений параметров
a = C = 1, λ3 = 2 условиям (20) удовлетворяет только один корень полинома F4(r̄), который
порождает два стационарных решения.

Таким образом, при условии (24) на инвариантном множестве J2 = 0 имеется либо два,
либо четыре стационарных решения, являющихся, как и решения (22) и (23), перманентными
вращениями (на них все компоненты вектора угловой скорости постоянны).

По отношению к неподвижной системе координат стационарные решения (17) означают
состояния покоя, в которых центр масс гиростата занимает нижнее или верхнее положение.
Другие стационарные решения (p̄, 0, r̄, γ̄1, 0, γ̄3) соответствуют перманентным вращениям с по-
стоянной угловой скоростью ω0 = p̄/γ̄1 = r̄/γ̄3 вокруг вертикальной оси, положение которой
в связанной системе координат задаётся вектором с компонентами (γ̄1, 0, γ̄3).
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3. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ

Перейдём теперь к анализу устойчивости стационарных решений. Введём обозначения
для отклонений от невозмущённого стационарного движения:

x1 = p− p̄, x2 = q − q̄, x3 = r − r̄, x4 = γ1 − γ̄1, x5 = γ2 − γ̄2, x6 = γ3 − γ̄3.

В этих переменных интегралы уравнений возмущённого движения для положений покоя (17)
выпишутся следующим образом:

J1 − J̄1 = 4C
(
x21 + x22

)
+ Cx23 + 2ax4, J3 − J̄3 = 2σx4 + x24 + x25 + x26.

Здесь и далее J̄i означает значение выбранного интеграла на невозмущённом движении. Функ-
цию Ляпунова по методу Четаева [18] строим в виде связки (линейной комбинации) интегралов

V (x) = J1 − J̄1 + α3(J3 − J̄3).

С целью уничтожения линейных слагаемых в связке выберем число α3 следующим образом:
α3 = −aσ, тогда функция V (x) будет квадратичной формой

V (x) = 4C
(
x21 + x22

)
+ Cx23 − aσ

(
x24 + x25 + x26

)
.

В случае σ = −sign(a) эта квадратичная форма является положительно определённой по
отношению ко всем переменным x = col(x1, . . . , x6). Тем самым доказано следующее

Утверждение 2. Состояние покоя (17), соответствующее значению σ = −sign(a),
устойчиво по Ляпунову.

Для анализа устойчивости второго состояния покоя (17), которому соответствует σ =
sign(a), воспользуемся теоремой Ляпунова о неустойчивости по линейному приближению. Для
этого состояния покоя характеристическое уравнение линейного приближения имеет вид

z2(z4 + a2z
2 + a0) = 0, (25)

где

a2 =
λ2
3 − 20C|a|
16C2

, a0 =
|a|(4C|a| − λ2

3)

16C3
. (26)

Для того чтобы уравнение (25) не имело корней с положительной вещественной частью, оба
коэффициента (26) должны быть неотрицательны, что приводит к противоречивым условиям
λ2
3 ⩾ 20C|a|, 4C|a| ⩾ λ2

3. Это означает, что один из коэффициентов (26) отрицателен и уравне-
ние (25) имеет корень с положительной вещественной частью. Тем самым доказано следующее

Утверждение 3. Состояние покоя (17), соответствующее значению σ = sign(a),
неустойчиво по Ляпунову.

Перейдём теперь к анализу устойчивости стационарных решений, являющихся перма-
нентными вращениями. В этом случае интегралы уравнений возмущённого движения записы-
ваются в виде

J1 − J̄1 = 8Cp̄x1 + 2Cr̄x3 + 2ax4 + 4C
(
x21 + x22

)
+ Cx23,

J2 − J̄2 = 4Cγ̄1x1 + Cγ̄3x3 + 4Cp̄x4 + (Cr̄ + λ3)x6 + 4Cx1x4 + 4Cx2x5 + Cx3x6,

J3 − J̄3 = 2γ̄1x4 + 2γ̄3x6 + x24 + x25 + x26,

J4 − J̄4 = (2p̄(Cr̄ − λ3)− aγ̄3)x1 + Cp̄2x3 − ap̄x6 + (Cr̄ − λ3)
(
x21 + x22

)
− ax1x6 + o(∥x∥2).
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Для анализа устойчивости перманентных вращений будем использовать все четыре интеграла,
в том числе условный интеграл J4. Поэтому будут получены достаточные условия устойчиво-
сти только относительно инвариантного множества J2 = 0, т. е. условной устойчивости.

Функцию Ляпунова по методу Четаева [18] строим в виде связки интегралов

V (x) = J1 − J̄1 + α2(J2 − J̄2) + α3(J3 − J̄3)

+ α4(J4 − J̄4) + β2(J2 − J̄2)
2 + β3(J3 − J̄3)

2 + β4(J4 − J̄4)
2.

С целью уничтожения линейных слагаемых в связке числа α2 и α3 выберем следующим обра-
зом:

α2 = − p̄2

γ̄3
α4 −

2r̄

γ̄3
, α3 =

r̄(Cr̄ + λ3)

γ̄23
+

(
ap̄

2γ̄3
+

p̄2(Cr̄ + λ3)

2γ̄23

)
α4.

При этом число α4 будем рассматривать как свободный параметр, значение которого мож-
но выбирать с целью обеспечения положительной определённости связки интегралов. Тогда
квадратичную часть функции Ляпунова можно записать в виде

V2(x) = V1346(x1, x3, x4, x6) + V25(x2, x5) + β2(J2 − J̄2)
2 + β3(J3 − J̄3)

2 + β4(J4 − J̄4)
2,

где
V25(x2, x5) = (4C + α4(Cr̄ − λ3))x

2
2 + 4α2Cx2x5 + α3x

2
5,

V1346(x1, x3, x4, x6) = (4C + α4(Cr̄ − λ3))x
2
1 + Cx23

+ α2(4Cx1x4 + Cx3x6) + α3

(
x24 + x26

)
− α4ax1x6.

Так как положительные числа β2, β3 и β4 можно брать как угодно большими, то для положи-
тельной определённости квадратичной части функции Ляпунова необходимо и достаточно [19],
чтобы квадратичная форма V1346(x1, x3, x4, x6)+V25(x2, x5) была положительно определённой
на линейном множестве

Θ = {γ̄1x4 + γ̄3x6 = 0, 4Cγ̄1x1 + Cγ̄3x3 + 4Cp̄x4 + (Cr̄ + λ3)x6 = 0,

(2p̄(Cr̄ − λ3)− aγ̄3)x1 + Cp̄2x3 − ap̄x6 = 0}.

Поскольку переменные x2 и x5 не входят в линейные ограничения Θ, то квадратичная фор-
ма V25(x2, x5) должна быть положительно определена, для чего в соответствии с критерием
Сильвестра необходимо и достаточно, чтобы

∆25(α4) = m2α
2
4 +m1α4 +m0 > 0, (27)

где коэффициенты mi квадратного трёхчлена ∆25(α4) выражаются по явным формулам через
параметры системы C, a, λ3 и через компоненты исследуемого на устойчивость перманентного
вращения (p̄, 0, r̄, γ̄1, 0, γ̄3).

На линейном множестве Θ переменные x3, x4, x6 можно выразить через x1. Тогда, подстав-
ляя эти выражения в квадратичную форму V1346(x1, x3, x4, x6), на множестве Θ представим
её как форму от одной переменной V1346 = K(α4)x

2
1, коэффициент которой K будет линейной

функцией K(α4) = n1α4+n0 свободного параметра α4. Поэтому для положительной определён-
ности формы V1346(x1, x3, x4, x6) на множестве Θ необходимо и достаточно положительности
K(α4).

Поскольку m2 = −4Cp̄4/γ̄23 < 0, то для того чтобы существовало такое значение сво-
бодного параметра α4, на котором одновременно выполнены неравенства K(α4) > 0 и (27),
необходимо и достаточно, чтобы трёхчлен (27) имел два вещественных корня α41 < α42 и что-
бы для них выполнялось неравенство

max{K(α41),K(α42)} > 0. (28)

Тем самым доказано
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Утверждение 4. Каждое перманентное вращение, для которого выполнено неравен-
ство (28), является условно устойчивым по Ляпунову относительно инвариантного мно-
жества J2 = 0.

Пример 1. Пусть параметры системы (8), (11) имеют значения C = 1, λ3 = 2,
a = −3λ2

3/4C = −3. Тогда в соответствии с (22) система имеет два стационарных решения,
являющихся перманентными вращениями:

p̄ = ±
√
2/3, q̄ = 0, r̄ = −4/3, γ̄1 = −1/3, γ̄2 = 0, γ̄3 = ±2

√
2/3. (29)

Полином (27) для обоих стационарных решений (29) будет одинаковым:

∆25(α4) = −2

9
α2
4 −

32

3
α4 − 36,

поэтому α41 = −2− 3
√
46, α42 = −2 + 3

√
46. Функции K(α4) соответственно будут такими:

K(α4) =
∓64

9(3
√
2± 2)2

((6
√
2± 11)α4 ∓ 33).

Для обоих стационарных решений (29) получаем max{K(α41),K(α42)} = 168, 344 . . . > 0, нера-
венство (28) выполнено. Поэтому в соответствии с утверждением 4 они оба являются условно
устойчивыми по Ляпунову относительно инвариантного множества J2 = 0.

В этом примере ∆25(0) = −36 < 0, поэтому построить положительно определённую связку
Четаева из трёх интегралов J1, J2, J3 невозможно. Характеристическое уравнение системы ли-
нейного приближения для стационара (29) имеет вид z4(z2+3) = 0, и корней с положительной
вещественной частью у него нет. Поэтому вопрос о том, является ли условная устойчивость
безусловной или же имеет место неустойчивость стационаров (29), в данном примере остаётся
открытым.

4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ (8), (15) В КВАДРАТУРАХ
Система (8), (15) имеет четыре первых интеграла

J1 = 4C(p2 + q2) + Cr2 = c1 ≡ const, (30)

J2 = 4C(pγ1 + qγ2) + (Cr + λ3)γ3 +
1

2

(
kγ21 + kγ22 + k3γ

2
3

)
= c2 ≡ const, (31)

J3 = γ21 + γ22 + γ23 = 1, (32)

J4 = Cr + L(γ3) = c4 ≡ const, (33)

где

L(γ3) = −kγ3 +

γ3∫
0

L(s) ds. (34)

Из выражения для первого интеграла (33) имеем

r =
1

C
(c4 − L(γ3)). (35)

C учётом формулы (35) уравнения системы (8), (15) перепишем как

4Cṗ = f(γ3)q − g(γ3)γ2, (36)

4Cq̇ = −f(γ3)p+ g(γ3)γ1, (37)

γ̇3 = qγ1 − pγ2, (38)

γ̇1 =
1

C
(c4 − L(γ3))γ2 − qγ3, (39)

γ̇2 = pγ3 −
1

C
(c4 − L(γ3))γ1, (40)



64 А. А. Косов, Э. И. Семенов

где введены следующие обозначения:

f(γ3) = 3(c4 − L(γ3))− λ3 + (L(γ3)− k3)γ3, (41)

g(γ3) =
1

C
(L(γ3)− k)(c4 − L(γ3)). (42)

Введём полярные координаты (Ω, φ):

p = Ωcosφ, q = Ωsinφ, где Ω = Ω(t), φ = φ(t).

При этом из выражения для первого интеграла (30) находим

Ω2 =
c1
4C

− 1

4C2
(c4 − L(γ3))2. (43)

Из соотношений (36), (37) имеем

4CΩ̇ cosφ− 4CΩφ̇ sinφ = f(γ3)Ω sinφ− g(γ3)γ2, (44)

4CΩ̇ sinφ+ 4CΩφ̇ cosφ = −f(γ3)Ω cosφ+ g(γ3)γ1. (45)

Складывая равенства (44), (45), умножив предварительно первое на cosφ, второе на sinφ,
получим

4CΩ̇ = g(γ3)(γ1 sinφ− γ2 cosφ). (46)

Теперь вычтем из (45), умножив его на cosφ, равенство (44), умножив его на sinφ. В итоге
получим

4CΩφ̇ = −Ωf(γ3) + g(γ3)(γ1 cosφ+ γ2 sinφ). (47)

Из выражения для первого интеграла (31) находим

4CΩ(γ1 cosφ+ γ2 sinφ) = W (γ3), (48)

где

W (γ3) = c2 − (c4 − L(γ3) + λ3)γ3 −
1

2

(
k + (k3 − k)γ23

)
. (49)

Из равенств (47), (48) получим

φ̇ = −f(γ3)

4C
+

g(γ3)W (γ3)

16C2Ω2
. (50)

Таким образом, мы получили выражение для нахождения функции φ(t) путём интегрирования
правой части равенства (50), которая, с учётом формулы (43), зависит только от функции γ3(t).

Уравнение (38) перепишем как

γ̇3 = Ω(γ1 sinφ− γ2 cosφ). (51)

Из соотношений (48), (51), рассматриваемых как система линейных алгебраических уравнений
относительно неизвестных γ1, γ2, находим

γ1 =
W (γ3)

4CΩ
cosφ+

γ̇3
Ω

sinφ, (52)

γ2 =
W (γ3)

4CΩ
sinφ− γ̇3

Ω
cosφ. (53)



Об интегрируемости и устойчивости стационарных решений гиростата Горячева — Сретенского 65

Осталось получить дифференциальное уравнение для нахождения функции γ3(t). Для этого
возведём в квадрат равенство (51)

γ̇23 = Ω2
(
γ21 sin

2 φ+ γ22 cos
2 φ− 2γ1γ2 sinφ cosφ

)
. (54)

Также возведём в квадрат выражение (48)

γ21 cos
2 φ+ γ22 sin

2 φ+ 2γ1γ2 sinφ cosφ =
W 2(γ3)

16C2Ω2
.

Выразим из этого соотношения слагаемое, содержащее смешанное произведение γ1γ2, и под-
ставим его в формулу (54), которая примет вид

γ̇23 = Ω2
(
1− γ23

)
− W 2(γ3)

16C2
.

C использованием формул (43), (49) окончательно получим дифференциальное уравнение для
нахождения функции γ3(t) следующего вида:

γ̇23 = P (γ3)L2(γ3) +Q(γ3)L(γ3) +R(γ3), (55)

где P (γ3), Q(γ3), R(γ3) — многочлены от γ3 соответственно второй, третьей и четвёртой сте-
пени:

P (γ3) = − 5γ23
16C2

+
γ3
2C2

− 1

4C2
, Q(γ3) =

k3 − k

16C2
γ33 +

λ3 + 5c4
8C2

γ23 +
k − 2c2 − 16c4

16C2
γ3 +

c4
2C2

,

R(γ3) = −(k3 − k)2

64C2
γ43 −

(c4 + λ3)(k3 − k)

16C2
γ33(

− c24
4C2

+
c1
4C

+
0.5(k − 2c2)(k3 − k)− (c4 + λ3)

2

16C2

)
γ23

+

(
c24
2C2

− c1
2C

− (c4 + λ3)(k − 2c2)

16C2

)
γ3 +

c1
4C

− c24
4C2

− (k − 2c2)
2

64C2
.

Если квадратура (34) сводится к элементарной функции, то решение уравнения (55) сводит-
ся к квадратуре. В частности, этот случай реализуется тогда, когда функция L(γ3) является
полиномом. Покажем на примерах, что в некоторых случаях решения могут быть получены
в виде параметрических семейств, задаваемых в явной форме элементарными или специаль-
ными функциями времени.

5. ПРИМЕРЫ

Пример 2. Пусть k = 0, L(γ3) = L ≡ const, L(γ3) = Lγ3. Тогда формулы (35), (43), (50),
(52), (53) примут вид

r =
1

C
(c4 − Lγ3), Ω2 =

c1
4C

− (c4 − Lγ3)
2

4C2
,

φ̇ =
(2L+ k3)γ3 + λ3 − 3c4

4C
+

Θ1(γ3)

16C2Ω2
, (56)

γ1 =
sinφ

Ω
γ̇3 +

cosφ

4CΩ
Θ2(γ3), γ2 = −cosφ

Ω
γ̇3 +

sinφ

4CΩ
Θ2(γ3), (57)
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где введены обозначения

Θ1(γ3) = −L2(2L− k3)

2C
γ33 +

L(c4(4L− k3) + 2Lλ3)

2C
γ23 −

L
(
c24 + c4λ3 + Lc2

)
C

γ3 +
Lc2c4
C

,

Θ2(γ3) =
1

2
(2L− k3)γ

2
3 − (c4 + λ3)γ3 + c2.

При этом уравнение (55) для функции γ3 сводится к квадратуре

Φ(γ3) = t− t0. (58)

Здесь

Φ(γ3) =

∫
dγ3√

a4γ43 + a3γ33 + a2γ23 + a1γ3 + a0
, (59)

где t0 — константа интегрирования и введены следующие обозначения:

a4 =
4Lk3 − 20L2 − k23

64C2
, a3 =

L2

2C2
+

(λ3 + 5c4)L

8C2
− (c4 + λ3)k3

16C2
,

a2 = −c2k3 + (c4 + λ3)
2 + 2(c2 + 8c4)L

16C2
− L2

4C2
− c24

4C2
+

c1
4C

,

a1 =
c4L

2C2
+

(c4 + λ3)c2
8C2

+
c24
2C2

− c1
2C

, a0 = − c22
16C2

− c24
4C2

+
c1
4C

.

Интеграл в правой части равенства (59) в общем случае вычисляется в эллиптических функ-
циях. Приведём пример, когда интеграл (59) вычисляется в элементарных функциях и при
этом уравнение (58) разрешимо относительно γ3. Пусть, например, выполнены условия c2 ̸= 0,
c4 ̸= 0 и имеют место следующие равенства:

c1 =
c22 + 4c24

4C
, λ3 = c2 − c4 −

4c4L

c2
, k3 = −

2L
(
2L

(
c22 + 4c24

)
+ (c2 + 4c4)c

2
2

)
c32

,

тогда получим a0 = a1 = a2 = 0. В этом случае интеграл (59) легко вычисляется и из уравне-
ния (58) находим

γ3(t) =
H0

H1(t− t0)2 +H2
,

где коэффициенты H0, H1, H2 зависят от постоянных c2, c4, L и являются слишком
громоздкими. Поэтому придадим постоянным c2, c4, L конкретные значения. Пусть выпол-
нены равенства

c2 =
3

C
, c4 =

2

C
, L =

1

C
, c1 =

25

4C3
, k3 = − 298

27C
, λ3 = − 5

3C
.

Тогда получим

γ3(t) =
185976C4

82369 t2 + 305028C4
. (60)

Для функции γ3(t) вида (60) функция φ(t) находится по формуле (56) простым интегрирова-
нием по времени t. Из формулы (56) находим

φ(t) = φ0 −
5

4C2
t− 68√

8473
arctg

(
287

√
8473

50838C2
t

)
− 89

√
293

1465
arctg

(
287

√
293

8790C2
t

)
− 259√

18805
arcth

(
287

√
18805

112830C2
t

)
,

где φ0 — постоянная интегрирования.
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Пример 3. Пусть k = 0, k3 = 8, C = 2, L = 4, L(γ3) = 4γ3,

λ3 = −2 · 61/3 − 62/3

4
− 1, c1 =

3 · 61/3

64
− 1

4
, c2 = −62/3

4
, c4 = 1.

Тогда ОДУ (55) для определения функции γ3(t) примет вид

γ̇23 = (1− γ3)(γ3 − 3/4)(γ3 − 1/2)(γ3 − 1/4). (61)

Легко видеть, что ОДУ (61) имеет следующие стационарные решения: γ3 = 1, γ3 = 3/4,
γ3 = 1/2, γ3 = 1/4.

Для нахождения нестационарного решения запишем уравнение (61) в виде равенства∫
dγ3√

(1− γ3)(γ3 − 3/4)(γ3 − 1/2)(γ3 − 1/4)
= t− t0,

где t0 — постоянная интегрирования. Интеграл в левой части этого равенства является таб-
личным [20], вычисляя который при условии 1 > γ3 > 3/4, получим∫

dγ3√
(1− γ3)(γ3 − 3/4)(γ3 − 1/2)(γ3 − 1/4)

= 4F

(
arcsin

√
4γ3 − 3

2γ3 − 1
,
1

2

)
.

Здесь F (ϕ, κ) — эллиптический интеграл первого рода, ϕ — амплитуда, κ — модуль эллипти-
ческой функции. Обращая равенство

4F

(
arcsin

√
4γ3 − 3

2γ3 − 1
,
1

2

)
= t− t0,

находим

γ3(t) =

sn2
(
(t− t0)/4, 1/2

)
− 3

2 sn2
(
(t− t0)/4, 1/2

)
− 4

. (62)

Здесь sn(·, ·) — эллиптический синус Якоби с модулем κ = 1/2. Функция (62) является огра-
ниченной периодической. Для функции γ3(t) вида (62) из формулы (56) находим

φ(t) =

(
3

4
− 61/3

4
− 62/3

32

)
t+ 2arctg

(
sn((t− t0)/4, 1/2)

2cn((t− t0)/4, 1/2) dn((t− t0)/4, 1/2)

)
+Φ(t),

где cn(·, ·) — эллиптический косинус Якоби, dn(·, ·) — дельта амплитуды Якоби и введено
обозначение

Φ(t) =

t∫
0

(sn2(τ/4, 1/2)− 4)((61/3 − 8) sn2(τ/4, 1/2) + 24− 61/3) dτ

3(61/3 − 16) sn4(τ/4, 1/2) + (320− 12 · 61/3) sn2(τ/4, 1/2) + 12(61/3 − 48)
.

Здесь для краткости записи мы положили t0 = 0.

Пример 4. Пусть k ̸= 0, L(γ3) = L ≡ const, L(γ3) = (L − k)γ3. Тогда форму-
лы (35), (43), (50), (52), (53) примут вид

r =
1

C
(c4 − (L− k)γ3), Ω2 =

c1
4C

− (c4 − (L− k)γ3)
2

4C2
,

φ̇ =
(2L+ k3 − 3k)γ3 + λ3 − 3c4

4C
+

Θ1(γ3)

16C2Ω2
, (63)

γ1 =
sinφ

Ω
γ̇3 +

cosφ

4CΩ
Θ2(γ3), γ2 = −cosφ

Ω
γ̇3 +

sinφ

4CΩ
Θ2(γ3), (64)
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где введены обозначения

Θ1(γ3) = −(L− k)2(2L− k − k3)

2C
γ33 +

(L− k)(c4(4L− 3k − k3) + 2λ3(L− k))

2C
γ23

+
(L− k)((L− k)(k − 2c2)− 2c4(c4 + λ3))

2C
γ3 −

(L− k)c4(k − 2c2)

2C
,

Θ2(γ3) =
1

2
(2L− k − k3)γ

2
3 − (c4 + λ3)γ3 −

1

2
(k − 2c2).

При этом уравнение (55) для функции γ3 сводится к следующей квадратуре:∫
dγ3√

b4γ43 + b3γ33 + b2γ23 + b1γ3 + b0
= t− t0, (65)

где t0 — константа интегрирования и введены обозначения

b4 =
(L− k)(k3 − k)

16C2
− 5(L− k)2

16C2
− (k3 − k)2

64C2
,

b3 =
(L− k)2

2C2
+

(λ3 + 5c4)(L− k)

8C2
− (c4 + λ3)(k3 − k)

16C2
,

b2 =
0.5(k − 2c2)(k3 − k)− (c4 + λ3)

2 + (k − 2c2 − 16c4)(L− k)

16C2
− (L− k)2

4C2
− c24

4C2
+

c1
4C

,

b1 =
c4(L− k)

2C2
− (c4 + λ3)(k − 2c2)

16C2
+

c24
2C2

− c1
2C

, b0 = −(k − 2c2)
2

64C2
− c24

4C2
+

c1
4C

.

При значениях постоянных

c1 =
153k2

6C
, c2 = 2k, c4 = 3k, k3 = −74k, λ3 =

21k

2
, L = −k

2

из формулы (65) получим γ3(t) =
1696C2

25281k2t2 + 2320C2
. А из равенства (63) находим

φ(t) = φ0−
21k

8C
t− 28√

145
arctg

(
159

√
145 k

580C
t

)
+

(
√
17− 6)√

212
√
17− 703

arcth

(
159k

4C
√

212
√
17− 703

t

)
+

7(
√
17 + 6)√

212
√
17 + 703

arcth

(
159k

4C
√
212

√
17 + 703

t

)
,

где φ0 — постоянная интегрирования.

Пример 5. Пусть k ̸= 0, L(γ3) = Lγ3 + l0, L(γ3) =
1

2
Lγ23 + (l0 − k)γ3, L ̸= 0, l0 —

произвольные постоянные. Тогда формулы (35), (43) примут вид

r =
1

C

(
c4 − γ23L/2− (l0 − k)γ3

)
, Ω2 =

c1
4C

−
(
c4 − γ23L/2− (l0 − k)γ3

)2
4C2

.

Формулы (50), (52), (53) приводить не будем ввиду их громоздкости. При значениях постоян-
ных

c1 = k2/C, c2 = k/2, c4 = −k, λ3 = −k, L = −k, l0 = k, k3 = 5k

получим

γ3(t) =
4C√

k2t2 + 20C2
.
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Полагая C = 1, k = 2, для функции γ3(t) =
2√

t2 + 5
находим

φ(t) = φ0 + 2t+ 2arcsin(t/
√
5)− 3/

√
5 arctg(t/

√
5) + arctg

(
t

2
√
t2 + 5

)
,

где φ0 — постоянная интегрирования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем кратко основные результаты статьи и возможные направления их даль-
нейшего развития. В работе найдены все стационарные решения гиростата Горячева — Сре-
тенского, лежащие на инвариантном множестве J2 = 0 нулевого уровня интеграла площадей.
Максимальное количество таких решений равно шести (два положения покоя и не более че-
тырёх перманентных вращений). Доказано, что одно состояние покоя устойчиво, а другое
неустойчиво. Получены достаточные условия условной устойчивости перманентных вращений
относительно множества J2 = 0. Представляет интерес выяснить, в каких случаях условная
устойчивость является на самом деле безусловной, требуются ли какие-либо дополнительные
ограничения на параметры системы. Для случая совпадения точки подвеса с центром масс
(a = 0) и действия специального вида гироскопического момента выполнено интегрирование
в квадратурах, для ряда примеров получены параметрические семейства решений, представи-
мые элементарными или специальными функциями времени. Представляет интерес выяснить,
используя метод малого параметра, сохраняются ли эти семейства решений при достаточно
малом |a| ≠ 0.
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