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Исследуется существование решений краевой задачи для системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений с частными производными второго порядка относительно обобщён-
ных перемещений при заданных нелинейных граничных условиях, описывающей состоя-
ние равновесия упругих непологих изотропных неоднородных оболочек нулевой гауссовой
кривизны с незакреплёнными краями в рамках сдвиговой модели Тимошенко. В основе
метода исследования лежат интегральные представления для обобщённых перемещений,
содержащие произвольные функции, которые позволяют исходную краевую задачу све-
сти к нелинейному операторному уравнению относительно обобщённых перемещений в
соболевском пространстве. Разрешимость операторного уравнения устанавливается с ис-
пользованием принципа сжатых отображений.

Ключевые слова: непологая оболочка типа Тимошенко нулевой гауссовой кривизны,
нелинейная краевая задача, дифференциальные уравнения с частными производными,
обобщённое решение, голоморфная функция, операторное уравнение, теорема существо-
вания.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.411

В настоящее время достаточно глубоко изучена разрешимость плоских задач теории упру-
гости [1, 2]. Исследования разрешимости пространственных краевых задач теории упругости
ведутся по двум основным направлениям. Первое направление основано на применении теории
сингулярных интегральных уравнений [3–6], а также метода сведения пространственных задач
к плоским [7] с последующим использованием теории аналитических и обобщённых аналитиче-
ских функций. На этом пути получены теоремы существования линейных краевых задач для
однородных и кусочно-однородных изотропных и анизотропных упругих тел. Второе направ-
ление исследований связано с использованием методов функционального анализа, которые
позволяют исследовать существование обобщённых решений задач теории упругости в Собо-
левских пространствах для более широкого класса упругих тел [8–13]. Здесь используются
такие методы, как метод гильбертовых пространств, вариационные методы [8–11], теорема о
неявной функции и метод Джона Болла, основанный на понятиях слабой сходимости и слабо
полунепрерывного снизу функционала [12, 13]. Эти же методы применялись к исследованию
разрешимости нелинейных краевых задач равновесия упругих оболочек и пластин в рамках
простейшей модели Кирхгофа—Лява ( [14–19] и цитированная литература) и задач термоупру-
гости для оболочек в рамках гипотез Григолюка—Чулкова [20,21]. Вопросы существования ре-
шений нелинейных задач в рамках более общих моделей теории оболочек вошли в известный
список нерешённых проблем математической теории оболочек И. И. Воровича [14]. В насто-
ящее время имеется немало работ, посвящённых построению новых неклассических моделей
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теории оболочек и нахождению в рамках этих моделей решений конкретных задач различны-
ми численными и численно-аналитическими методами (см., например, [22–27] и цитированная
литература). Разрешимость линейных краевых задач для упругих микрополярных оболочек
исследовалась в [28]. Однако, вопросы обоснования применяемых методов и анализа разре-
шимости статических задач для более сложных нелинейных уравнений до недавнего времени
оставались открытыми. На сегодняшний день имеется ряд работ [29–33], в которых в рамках
сдвиговой модели С. П. Тимошенко [22] исследовалась разрешимость нелинейных краевых за-
дач для упругих пологих оболочек. Для исследования этих задач разработан новый метод,
в основе которого лежат интегральные представления для обобщённых перемещений, содер-
жащие произвольные функции. Построение интегральных представлений является одним из
существенных моментов метода исследования. Произвольные функции находятся таким обра-
зом, чтобы обобщённые перемещения удовлетворяли линейной системе уравнений равновесия и
линейным граничным условиям. В результате исходная краевая задача сводится к нелинейно-
му операторному уравнению относительно обобщённых перемещений в Соболевском простран-
стве. Существенным моментом метода исследования также является исследование разреши-
мости операторного уравнения. В настоящей статье метод работ [29–33] развивается на случай
непологих неоднородных изотропных оболочек типа Тимошенко нулевой гауссовой кривизны,
отнесённых к евклидовой системе координат. Переход к непологим оболочкам существенно
усложняет исследование краевой задачи.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В плоской односвязной ограниченной области Ω рассматривается система нелинейных
дифференциальных уравнений вида

T jλ
αλ − κjT

jµωµ − κjT
j3 +Rj = 0, j = 1, 2,

(T λµωµ)αλ + T λ3
αλ + κ1T

11 +R3 = 0, M jλ
αλ − T j3 + Lj = 0, j = 1, 2,

(1)

при выполнении на границе Γ области Ω условий

T j1dα2/ds− T j2dα1/ds = P j(s), j = 1, 2,

T 13dα2/ds− T 23dα1/ds+ (T 1λdα2/ds− T 2λdα1/ds)ωλ = P 3(s),

M j1dα2/ds−M j2dα1/ds = N j(s), j = 1, 2.

(2)

В (1), (2) и ниже используются следующие обозначения:

T ij ≡ T ij(γ) = Dijkn
λ−1γ

λ−1
kn , M ij ≡M ij(γ) = Dijkn

λ γλ−1
kn ,

γ = (γ0, γ1), γk = (γk11, γ
k
12, γ

k
13, γ

k
22, γ

k
23, γ

k
33), k = 0, 1;

Dijkn
m = Dijkn

m (α1, α2) =

h0/2∫
−h0/2

Bijkn(α1, α2, α3)(α3)mdα3, m = 0, 2, i, j, k, n = 1, 3;

B1111 = B2222 = E/(1− ν2), B1122 = νE/(1− ν2), B1212 = E/(2(1 + ν)),

B1313 = B2323 = Eκ2/(2(1 + ν)); ωj = w3αj + κjwj , j = 1, 2;

γ0jj = wjαj − κjw3 + ω2
j /2 (j = 1, 2), γ012 = w1α2 + w2α1 + ω1ω2, γ1jj = ψjαj (j = 1, 2),

γ112 = ψ1α2 + ψ2α1 , γ0j3 = ωj + ψj (j = 1, 2), γ033 = γ1k3 ≡ 0, k = 1, 3;

(3)

остальные Bijkn равны нулю, αj = αj(s) (j = 1, 2) — уравнения кривой Γ, s — длина дуги Γ;
нижний индекс αλ в (1)–(3) и далее означает дифференцирование по αλ, λ = 1, 2.
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Система (1) совместно с граничными условиями (2) описывает состояние равновесия упру-
гой непологой изотропной неоднородной оболочки с незакреплёнными краями в рамках сдви-
говой модели Тимошенко [22], стр. 164–173, отнесённой к евклидовой системе координат. При
этом: T ij — усилия, M ij — моменты; γkij (i, j = 1, 3, k = 0, 1) — компоненты деформаций сре-
динной поверхности S0 оболочки, отождествляемой с областью Ω; wj (j = 1, 2) и w3 — соот-
ветственно тангенциальные и нормальное перемещения точек S0; ψi (i = 1, 2) — углы поворота
нормальных сечений S0;κj (j = 1, 2) — главные кривизны поверхности S0; Rj , P j (j = 1, 3), Lk,
Nk(k = 1, 2) — компоненты внешних сил, действующих на оболочку; ν — коэффициент Пуас-
сона, E — модуль Юнга, κ2 — коэффициент сдвига, h0 = const — толщина оболочки; α1, α2 —
декартовы координаты точек области Ω. Предполагается, что гауссова кривизна K = κ1κ2 = 0,
поэтому далее будем считать κ2 = 0, κ1 ̸= 0 в области Ω.

В (1)–(3) и в дальнейшем по повторяющимся латинским индексам ведётся суммирование
от 1 до 3, по повторяющимся греческим индексам — от 1 до 2.

Задача (1), (2). Требуется найти решение системы (1),удовлетворяющее граничным усло-
виям (2).

Краевую задачу (1), (2) будем изучать в обобщённой постановке. Пусть выполнены сле-
дующие условия:

(a) имеют место включения Bijkn(α1, α2, α3) ∈ (W
(1)
p (Ω) ∩ Cβ(Ω)) × L1[−h0/2, h0/2],

i, j, k, n = 1, 3;
(b) главная кривизна κ1(α1, α2) принадлежит пространству C1(Ω);
(c) компоненты внешних сил Rj (j = 1, 3) и Lk (k = 1, 2) принадлежат пространству

Lp(Ω), а компонентыP j (j = 1, 3), Nk (k = 1, 2) — пространству Cβ(Γ);
(d) Ω — произвольная односвязная область с границей Γ ∈ C1

β .
Здесь и далее везде: 2 < p < 4/(2− β), 0 < β < 1.
Определение. Назовём вектор обобщённых перемещений a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) обоб-

щённым решением задачи (1), (2), если a принадлежит пространству W
(2)
p (Ω), почти всюду

удовлетворяет системе (1) и поточечно граничным условиям (2).

Здесь W (j)
p (Ω) (j = 1, 2) — пространства Соболева. В силу теорем вложения для Соболев-

ских пространств W (2)
p (Ω) c p > 2 обобщённое решение a принадлежит пространству C1

α(Ω).
Здесь и везде далее α = (p−2)/p. Заметим, что при 2 < p < 4/(2−β) справедливо неравенство
α < β/2.

Соотношения для компонент деформаций в (3) для удобства в дальнейших исследованиях
запишем в виде

γkij = eksij + ekcij + χk
ij , i, j = 1, 3, k = 0, 1, (4)

где приняты обозначения:

e0sjj = wjαj , e0sj3 = w3αj + ψj , e1sjj = ψjαj , j = 1, 2, e0s12 = w1α2 + w2α1 ,

e1s12 = ψ1α2 + ψ2α1 , e0c11 = −κ1w3, e0c13 = κ1w1, χ0
jj = ω2

j /2, j = 1, 2, χ0
12 = ω1ω2;

(5)

остальные eksij , e
k
cij , χ

k
ij равны нулю.

2. ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ДЛЯ
ОБОБЩЁННЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Введём в рассмотрение две комплексные функции

υj = υj(z) = D1111
j−1 (w1α1 + w2α2) +D1111

j (ψ1α1 + ψ2α2)+

+i[D1212
j−1 (w2α1 − w1α2) +D1212

j (ψ2α1 − ψ1α2)], j = 1, 2, z = α1 + iα2.
(6)
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В системе (1) усилия T jk, моменты M jk и компоненты деформаций γnjk заменим их выра-
жениями из (3), (4). Прибавляя после этого к первому уравнению в (1) второе, умноженное на
мнимую единицу i, а к четвёртому уравнению — пятое, умноженное также на i, систему (1)
при помощи функций υj(z) из (6) представим в удобной для дальнейших исследований форме

υjz + hj(a) = f jc (a) + f jχ(a)− F j(z), j = 1, 2,

D1313
0 (w3α1α1 + w3α2α2) + h3(a) = f3c (a) + f3χ(a)− F 3(z), z ∈ Ω,

(7)

где приняты следующие обозначения:

υjz = (υjα1 + iυjα2)/2, j = 1, 2,

hj(a) = (−1)µ−1(D1212
j+λ−2α3−µνλ2αµ + iD1212

j+λ−2αµνλ1α3−µ)− (j − 1)D1313
0 (e0s13 + ie0s23)/2,

ν1j = wj , ν2j = ψj , j = 1, 2; h3(a) = D1313
0αλ w3αλ + (D1313

0 ψλ)αλ ;

f jc (a) = (fc3j−2 + ifc3j−1)/2, f jχ(a) = (fχ3j−2 + ifχ3j−1)/2, j = 1, 2,

f3c (a) = fc3(a), f3χ(a) = fχ3(a), fcj(a) = −T jj
αj (ec) + κjT

j3(γ),

fc3+j(a) = −M jj
αj (ec) + (2− j)T j3(ec), j = 1, 2, fc3(a) = −T λ3

αλ (ec)− κ1T
11(e),

fχj(a) = −T jλ
αλ(χ) + κjT

jµ(γ)ωµ, fχ3+j(a) = −M jλ
αλ(χ), j = 1, 2,

fχ3(a) = −(T λµωµ)αλ − κ1T
11(χ), F 1 = (R1 + iR2)/2, F 2 = (L1 + iL2)/2,

F 3 = R3; e = es + ec, es = (e0s, e
1
s), ec = (e0c , e

1
c),

eks = (eks11, e
k
s12, e

k
s13, e

k
s22, e

k
s23, e

k
s33), ekc = (ekc11, e

k
c12, e

k
c13, e

k
c22, e

k
c23, e

k
c33),

k = 0, 1; χ = (χ0
11, χ

0
12, χ

0
22);

(8)

eksij , e
k
cij , χ

k
ij определены в (5).

Отметим, что через e и χ обозначены соответственно линейные и нелинейные части ком-
понент деформации γ, поэтому справедливо представление γ = e+ χ.

Аналогично, граничные условия (2) запишем в виде

Re[(−i)jt′ωk(t)] + 2(−1)jD1212
k+δ−2νδ3−jαλdαλ/ds = φc3(k−1)+j(a)(t) + φχ3(k−1)+j(a)(t)−

−F 3k+j(s), k, j = 1, 2,

D1313
0 [(w3α2 + ψ2)dα

1/ds− (w3α1 + ψ1)dα
2/ds] = φc3(a)(t) + φχ3(a)(t)− F 6(s),

(9)

где
φcj(a)(t) = T j2(ec)dα

1/ds− T j1(ec)dα
2/ds,

φc3+j(a)(t) =M j2(ec)dα
1/ds−M j1(ec)dα

2/ds, φc3(a)(t) = T 13(ec)dα
2/ds;

φχj(a)(t) = T j2(χ)dα1/ds− T j1(χ)dα2/ds,

φχ3+j(a)(t) =M j2(χ)dα1/ds−M j1(χ)dα2/ds, j = 1, 2,

φχ3(a)(t) = [(T 11(γ)ω1 + T 12(γ)ω2]dα
2/ds− [T 22(γ)ω2 + T 12(γ)ω1]dα

1/ds;

F 3+j = −P j , j = 1, 2, F 6(s) = P 3(s), F 6+k = −Nk, k = 1, 2;

(10)

t′ = dt/ds, ds — элемент длины дуги кривой Γ, усилия T jk, моменты M jk определены в (2).
В основе исследования системы уравнений (7) при граничных условиях (9) лежат инте-

гральные представления для обобщённых перемещений wj (j = 1, 3), ψk (k = 1, 2). Для их
вывода введём в рассмотрение уравнения

υjz = ρj(j = 1, 2), D1313
0 (w3α1α1 + w3α2α2) = ρ3, (11)
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где ρ1 = ρ1 + iρ2, ρ2 = ρ4 + iρ5, ρ3 = ρ3 — произвольно фиксированные функции, принадлежа-
щие пространству Lp(Ω).

Первые два уравнения в (11) представляют собой неоднородные уравнения Коши—
Римана. Их общие решения даются формулами [34], cтр. 29

υj(z) = Φj(z) + Tρj(z) ≡ υj(Φj ; ρ
j)(z),

Tρj(z) = − 1

π

∫∫
Ω

ρj(ζ)

ζ − z
dξdη, j = 1, 2, ζ = ξ + iη,

(12)

где Φj(z) — произвольные голоморфные функции, принадлежащие пространству Cα(Ω).
Известно [34], cтр. 39–41, 46, что T — вполне непрерывный оператор в пространствах

Lp(Ω) и Ck
α(Ω), отображающий их в пространства Cα(Ω) и Ck+1

α (Ω) соответственно. Кроме
того, существуют обобщённые производные

∂Tf

∂z̄
= f,

∂Tf

∂z
≡ Sf = − 1

π

∫∫
Ω

f(ζ)

(ζ − z)2
dξ dη, (13)

где S — линейный ограниченный оператор в Lp(Ω), p > 1 и Ck
α(Ω).

Представления (12) в свою очередь при помощи функций υ01 = w2 + iw1, υ02 = ψ2 + iψ1

запишем в виде неоднородных уравнений Коши—Римана

υ0jz̄ = i(d2j−1[υ1] + d2j [υ2]) ≡ iTjυ, j = 1, 2, υ = (υ1, υ2), (14)

общие решения которых имеют вид

υ0j (z) = Ψj(z) + iTTjυ(z), j = 1, 2. (15)

В (14), (15) приняты обозначения:

d2j+λ−2[υλ] = d12j+λ−2υλ + (−1)j+λd22j+λ−2υλ, j, λ = 1, 2,

dj3k−2 =
1

4

(
D1111

4−2k

δ0
+ (−1)j

D1212
4−2k

δ1

)
,

dj2 = dj3 =
1

4

(
D1212

1

δ1
+ (−1)j

D1111
1

δ0

)
, k, j = 1, 2,

δ0 = D1111
0 D1111

2 −
(
D1111

1

)2
, δ1 = D1212

0 D1212
2 −

(
D1212

1

)2
;

(16)

Ψj(z) ∈ C1
α(Ω) — произвольные голоморфные функции.

Третье уравнение в (11) представим в виде

w3zz̄ = ρ̃3/4, ρ̃3 = ρ3/D
1313
0 , w3z = (w3α1 − iw3α2)/2,

откуда получим

w3(z) = ReΨ3(z)− T̃ ρ̃3, T̃ ρ̃3 = − 1

2π

∫∫
Ω

ρ̃3(ζ) ln

∣∣∣∣1− z

ζ

∣∣∣∣ dξ dη, (17)

где Ψ3(z) ∈ C1
α(Ω) — произвольная голоморфная функция.
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Соотношения (15), (17) представляют собой искомые интегральные представления для
обобщённых перемещений. Для их частных производных первого и второго порядков при по-
мощи формул (12)–(17) и (8.20) из [34], cтр. 58 получаем представления

νjkαk = Im[υ0jz − (−1)kυ0jz], νjkαn = Re[υ0jz + (−1)kυ0jz], k ̸= n, j, k, n = 1, 2;

υ0jz = Ψ′
j(z) + iSTjυ(z), υ0jz = iTjυ, w3αj = 2Re

(
ij−1w3z

)
, j = 1, 2,

w3z = Ψ′
3(z)/2 + T ρ̃3(z)/4; νknαjαj = −Re{in[υ0kzz + (−1)j(υ0kzz + υ0kzz)]},

νknα1α2 = Re{in−1(υ0kzz − υ0kzz)}, w3αjαj = 2[w3zz + (−1)j−1Rew3zz], k, n, j = 1, 2,

w3α1α2 = −2Imw3zz; υ0kzz = Tk1υ + Sk1(Φ
′
0; ρ0), υ0kzz = Tk2υ + Sk2(Φ

′
0; ρ0),

υ0kzz = Ψ′′
k(z) + Sυ0

kζζ
(z)− 1

2π

∫
Γ

Tkυ(τ)

(τ − z)2
dτ, k = 1, 2, Φ′

0 = (Φ′
1,Φ

′
2), ρ0 = (ρ1, ρ2),

w3zz = Ψ′′
3(z)/2 + Sρ̃3/4, w3zz = ρ̃3/4, Tjkυ = i[d12j+µ−2,kυµ + (−1)j+µd22j+µ−2,kυµ],

Sjk(Φ
′
0; ρ0) = i[d12j+µ−2υµ,k + (−1)j+µd22j+µ−2υµ,3−k], υj,1 ≡ υjz = Φ′

j(z) + Sρj(z),

υj,2 ≡ υjz = ρj , djm,1 ≡ djmz, djm,2 ≡ djmz, j, k = 1, 2, m = 1, 4.

(18)

3. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ (1), (2) К ОПЕРАТОРНОМУ УРАВНЕНИЮ

Интегральные представления (15), (17) для обобщённых перемещений a = (w1, w2, w3,
ψ1, ψ2) содержат произвольные голоморфные функции Φj(z) (j = 1, 2), Ψk(z) (k = 1, 3) и
произвольные функции ρj(z) (j = 1, 3). Их найдём так, чтобы обобщённые перемещения удо-
влетворяли системе (7) и граничным условиям (9), при этом правые части уравнений (7) и гра-
ничных условий (9) временно считаем известными. С этой целью соотношения (15), (17), (18)
подставим в левые части системы (7) и граничных условий (9). В результате система уравне-
ний (7) запишется в виде

ρj(z) + hj1(ρ)(z) + hj2(Φ)(z) = f jc (a)(z) + f jχ(a)(z)− F j(z), j = 1, 3, z ∈ Ω, (19)

где через hj1(ρ)(z) и hj2(Φ)(z) обозначены те части выражения оператора hj(a) в (8), которые
содержат функции ρ = (ρ1, ρ2, ρ3) и Φ = (Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2,Ψ3) соответственно.

Граничные условия (9) с учётом представлений

S(TjΦ0)
+(t) = −(t

′
)2[d12j−1(t)Φ1(t) + d12j(t)Φ2(t)] +K0j(Φ0)(t), Φ0 = (Φ1,Φ2),

K0j(Φ0)(t) = −
d12j+µ−2(t)

2πi

∫
Γ

ψ(τ, t)− ψ(t, t)

τ − t
Φµ(τ)dτ − (−1)j+µ

d22j+µ−2(t)

2πi
×

×
∫
Γ

ψ(τ, t)− ψ(t, t)

τ − t
Φµ(τ)dτ −

1

π

∫∫
Ω

d12j+µ−2(ζ)− d12j+µ−2(t)

(ζ − t)2
Φµ(ζ)dξdη−

−(−1)j+µ

π

∫∫
Ω

d22j+µ−2(ζ)− d22j+µ−2(t)

(ζ − t)2
Φµ(ζ)dξdη, j = 1, 2,

ψ(τ, t) = (τ − t)/(τ − t), ψ(t, t) = (t
′
)2,

(20)

получаемых при помощи соотношений (12)–(14), формул (4.7), (4.9) из [34], cтр. 28 и формул
Сохоцкого [35], cтр. 66, преобразуются к виду

(−1)jdkλ(t)Re[i
jt′Φλ(t)]− 2D1212

λ+k−2(t)Re[i
j−1t′Ψ′

λ(t)]− 2D1212
λ+k−2(t)Re[i

jt′K0λ(Φ0)(t)]+

+H3(k−1)+jρ(t) = φc3(k−1)+j(a)(t) + φχ3(k−1)+j(a)(t)− F 3k+j(s), k, j = 1, 2,

D1313
0 (t)Re[it′Ψ′

3(t)] +K03(Φ)(t) +H3ρ(t) = φc3(a)(t) + φχ3(a)(t)− F 6(s),

(21)
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где приняты следующие обозначения:

H3(k−1)+jρ(t) = Re[(−i)jt′Tρk(t)]− 2D1212
k+λ−2(t)Re{ijt′(I + S)(TλTρ0)

+(t)}, k, j = 1, 2,

H3ρ(t) = D1313
0 (t)Re[it′(T ρ̃3(t)/2 + TT2Tρ0(t))],

K03(Φ)(t) = D1313
0 (t)Re{t′[Ψ2(t) + iTT2Φ0(t)]};

dkj(t) = (−1)j−1[2(−1)λD1212
λ+k−2(t)d

2
2λ+j−2(t) + 3− k − j], k, j = 1, 2,

(22)

I — тождественный оператор, операторы T , S, Tλ и функции dkj (t) определены в (12), (13),
(14), (16) соответственно; Φλ(t) ≡ Φ+

λ (t), t ∈ Γ; символ Φ+
λ (t) здесь и далее означает предел

функции Φλ(z) при z → t ∈ Γ изнутри области Ω.
Таким образом, для определения функций ρj ∈ Lp(Ω) (j = 1, 3), Φk(z) ∈ Cα(Ω) (k = 1, 2),

Ψj(z) ∈ C1
α(Ω) (j = 1, 3) получили систему уравнений (19), (21). Голоморфные функции будем

искать в виде интегралов типа Коши с действительными плотностями:

Φk(z) = Θ(µ2k)(z) ≡ Φk(µ2k)(z), k = 1, 2, Ψ′
j(z) = i(j−1)(j−2)/2Θ(µ2j−1)(z) ≡

≡ Ψ′
j(µ2j−1)(z), j = 1, 3, Θ(f)(z) =

1

2πi

∫
Γ

f(τ) dτ

τ ′(τ − z)
,

(23)

где µj(t) ∈ Cα(Γ) (j = 1, 5) — произвольные действительные функции, τ ′ = dτ/dσ, dσ —
элемент длины дуги кривой Γ.

Для функций Ψj(z) (j = 1, 3) имеем представления:

Ψj(z) = i(j−1)(j−2)/2Θ0(µ2j−1)(z) + c2j−1 + ic2j ≡ Ψj(µ2j−1)(z) + c2j−1 + ic2j , j = 1, 3,

Θ0(f)(z) = − 1

2πi

∫
Γ

f(τ)

τ ′
ln
(
1− z

τ

)
dτ, (24)

где cj (j = 1, 6) — произвольные действительные постоянные, под ln(1 − z/τ) понимается
однозначная ветвь, обращающаяся в нуль при z = 0 ∈ Ω.

Постоянную c2 определим так, чтобы w1(0, 0) = 0. Тогда с учётом соотношений (24) пред-
ставления (15), (17) можно записать в виде

υ0j (z) = υ0j (µ
j ; ρ0)(z) + c2j−1 + i(j − 1)c2j , j = 1, 2,

w3(z) = w3(µ5; ρ3)(z) + c5, µj = (µ2j−1, µ2, µ4),

υ0j (µ
j ; ρ0)(z) = Ψj(µ2j−1)(z) + iTTjυ(µ0; ρ0)(z)− i(2− j)Re[TT1υ(µ0; ρ0)(0)], j = 1, 2,

µ0 = (µ2, µ4), ρ0 = (ρ1, ρ2), w3(µ5; ρ3)(z) = Re[Ψ3(µ5)(z)]− T̃ ρ̃3,

υ(µ0; ρ0) = (υ1(µ2; ρ
1), υ2(µ4; ρ

2)), υj(µ2j ; ρ
j) ≡ υj(Φj(µ2j); ρ

j), j = 1, 2,

(25)

где оператор υj(Φj ; ρ
j) определён в (12).

Используя формулы Сохоцкого [35], cтр. 66, находим Φk(t) (k = 1, 2), Ψ′
j(t) (j = 1, 3),

t ∈ Γ. Подставляя их выражения, а также представления (24), (25) в систему (19), (21), после
несложных преобразований приходим к следующей системе уравнений относительно функций
ρ ∈ Lp(Ω) и µ = (µ1, µ2, µ3, µ4, µ5) ∈ Cα(Γ):

ρj(z) + hj1(ρ)(z) + hj2(µ)(z) = f jc (a)(z) + f jχ(a)(z) + gjc(z)− F j(z), z ∈ Ω, j = 1, 3,

5∑
n=1

ajn(t)µn(t) + bjn(t)

∫
Γ

µn(τ)

τ − t
dτ

+Kj µ(t) +Hjρ(t) =

= φcj(a)(t) + φχj(a)(t) + g3+j
c (t)− F 3+j(t), t ∈ Γ, j = 1, 5,

(26)
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в которой приняты обозначения:

K3(n−1)+jµ(t) = (−1)jdnλ(t){Re[ijt′Θ(µ2λ)(t)]− iRe(ij−1)Θ(τ ′µ2λ)(t)}+
+2D1212

λ+n−2(t){Re[ij+1t′Θ(µ2λ−1)(t)]− iRe(ij)Θ(τ ′µ2λ−1)(t)−Re[ijt′K0λ(µ0)(t)]},
n, j = 1, 2, K3µ(t) = K03(µ)(t)−D1313

0 (t)Re[t′Θ(µ5)(t)];

g2c (z) = D1313
0 (c4 + ic3)/2, g

3
c (z) = −c4D1313

0α1 − c3D
1313
0α2 ,

g6c (t) = D1313
0 (t)(c4dα

2/ds− c3dα
1/ds), g1c (z) = g3+j

c (t) ≡ 0, j = 1, 2, 4, 5;

a3(k−1)+j 2λ(t) = (−1)jdkλ(t)Re(i
j)/2, b3(k−1)+j 2λ(t) = (−1)jdkλ(t)Re(i

j−1)/(2π),

a3(k−1)+j 2λ−1(t) = −D1212
λ+k−2(t)Re(i

j−1), b3(k−1)+j 2λ−1(t) = D1212
λ+k−2(t)Re(i

j)/π,

k, j, λ = 1, 2, a35(t) = −D1313
0 (t)/2;

(27)

остальные ajk, bjk равны нулю; здесь hj2(µ)(z) ≡ hj2(Φ(µ))(z), K0j(µ0)(t) ≡ K0j(Φ0(µ0))(t),
j = 1, 2; K03(µ)(t) ≡ K03(Φ(µ))(t), Φ(µ) = (Φ1(µ2),Φ2(µ4),Ψ1(µ1),Ψ2(µ3),Ψ3(µ5)); операторы
K0j (j = 1, 3) определены в (20), (22).

Справедлива следующая лемма [33].
Лемма 1. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда:
1) hj1(ρ) (j = 1, 3) — линейные вполне непрерывные операторы в Lp(Ω);
2) hj2(µ) (j = 1, 3) — линейные вполне непрерывные операторы из Cν′(Γ) ∀ν ′ ∈ (0, 1) в

Lp(Ω);
3) Kj µ (j = 1, 5) — линейные вполне непрерывные операторы из Cν′(Γ) ∀ν ′ ∈ (0, 1) в

Cγ(Γ) ∀γ < β/2;
4) Hj ρ (j = 1, 5) — линейные вполне непрерывные операторы из Lp(Ω) в Cα′(Γ) ∀α′ < α

и ограниченные операторы из Lp(Ω) в Cα(Γ);
5) имеют место включения f jc (a)(z), f jχ(a)(z), F j(z), gjc(z) (j = 1, 3) ∈ Lp(Ω); φcj(a)(t),

φχj(a)(t) ∈ Cα(Γ), F 3+j(t), g6c (t), ajk(t), bjk(t) ∈ Cβ(Γ), j, k = 1, 5.

Исследуем разрешимость системы уравнений (26) в пространстве Lp(Ω)× Cα′(Γ), α′ < α.
Заметим, что любое решение (ρ, µ) ∈ Lp(Ω) × Cα′(Γ) системы (26) в силу леммы 1 принадле-
жит пространству Lp(Ω)× Cα(Γ). Используя выражения для ajk(t), bjk(t) из (27), вычисляем
определитель

det[A(t)− πiB(t)] = D1313
0 δ1(a

2
1 − a0a2)/(32δ0), an = D1111

n +D1122
n , n = 0, 1, 2,

где δ0, δ1 определены в (16), а A = (ajk), B = (bjk) — квадратные матрицы пятого порядка.
Итак, det[A(t)− πiB(t)] ̸= 0 на Γ и для индекса системы (26) получаем

χ =
1

2π

[
arg

det(A− πiB)

det(A+ πiB)

]
Γ

= 0

(здесь символ [argφ]Γ означает приращение аргумента функции φ при обходе кривой Γ один
раз в положительном направлении). Следовательно, к системе (26) применима альтернатива
Фредгольма. Пусть (ρ, µ) ∈ Lp(Ω)×Cα′(Γ) — решение системы (26) при нулевой правой части.
Этому решению по формулам (23), (24), (25) с постоянными cj = 0 соответствуют функции
wj (j = 1, 3), ψk (k = 1, 2). Эти функции, как нетрудно видеть, удовлетворяют однородной
системе линейных уравнений (7) (f jc + f jχ − F j ≡ 0, j = 1, 3) и однородным линейным гранич-
ным условиям (9) (φcj + φχj − F 3+j ≡ 0, j = 1, 5). Действительную и мнимую части первого
уравнения однородной системы (7) умножим соответственно на w1 и w2, второго уравнения —
соответственно на ψ1 и ψ2, а третье уравнение — на w3. После этого проинтегрируем по области
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Ω и сложим получившиеся равенства. С учётом однородных граничных условий (9) получаем,
что wj(j = 1, 3), ψk(k = 1, 2) удовлетворяют системе

νj1α1 = 0, νj2α2 = 0, νj1α2 + νj2α1 = 0, w3αj + ψj = 0, j = 1, 2,

решение которой имеет вид

w1 = −c0α2 + c1, w2 = c0α
1 + c2, w3 = −c4α1 − c5α

2 + c6, ψ1 = c4, ψ2 = c5, (28)

где cj — произвольные действительные постоянные, функции νjk определены в (8).
Так как Ψj(0) = 0 (j = 1, 3), w3(0) = 0, то из (28) будем иметь: w1 = −c0α2 + c1, w2 =

c0α
1 + c2, w3 = ψ1 = ψ2 ≡ 0. Тогда υj(z) = 2ic0D

1212
j−1 , j = 1, 2 и из уравнений (11) следуют

равенства
ρj(z) = 2ic0D

1212
j−1z, j = 1, 2, ρ3(z) ≡ 0, z ∈ Ω. (29)

Используя формулы (12), (15), (17) и представление для υ0jz в (18), находим Φk(z)(k = 1, 2),
Ψ′

j(z) (j = 1, 3) и подставляя их в (23), получаем

µ1(t)/t
′ − c0(t

′
)2 = F−

1 (t), µ2j(t)/t
′ − 2ic0D

1212
j−1 (t) = F−

2j(t), j = 1, 2,

µ2j−1(t)/t
′ = F−

2j−1(t), j = 2, 3,

где F−
j (t) — граничные значения функции F−

j (z), голоморфной во внешности Ω и исчезающей
на бесконечности. Следовательно, для функции F−

j (z) во внешности области Ω приходим к
задаче Римана—Гильберта с краевым условием Re[it′ F−

j (t)] = f−j (t), j = 1, 5, где f−1 (t) =

c0Re(it
′), f−2j(t) = 2c0D

1212
j−1 (t)Ret

′, j = 1, 2, f−2j−1(t) = 0, j = 2, 3. Используя решение этой
задачи [36], cтр. 253, для функций µj(t) получаем представления

µj(t) = c0µ
0
j (t) + β0jµ

1
j (t), j = 1, 2, 4, µj(t) = β0jµ

1
j (t), j = 3, 5, (30)

где µkj (t) — известные действительные функции, принадлежащие пространству Cα(Γ); c0, β0j —
произвольные действительные постоянные.

Решения (29), (30) показывают, что однородная система уравнений (26) имеет шесть ли-
нейно независимых решений. Тогда союзная с ней система уравнений также будет иметь шесть
линейно независимых решений. Для вывода союзной системы действительные и мнимые ча-
сти левых частей уравнений в (19) умножим соответственно на действительные функции,
v1, v2, v3, v4, v5 ∈ Lq(Ω), 1/p + 1/q = 1 и проинтегрируем по области Ω, а левые части уравне-
ний в (21) умножим на действительные функции ν1, ν2, ν3, ν4, ν5 ∈ Cα(Γ), проинтегрируем по
кривой Γ. После этого их сложим и приравняем нулю. Заменяя голоморфные функции Φj(z),
Ψk(z), Ψ′

k(z) их выражениями из (23), (24) с постоянными, равными нулю, переставляя по-
рядок интегрирования в полученных повторных интегралах, при помощи традиционных рас-
суждений после несложных, но достаточно громоздких преобразований приходим к искомой
союзной системе уравнений

vj(z)− T3+jv(z) + 2Θ(τ ′νj)(z) = 0, j = 1, 2, ReT3v(z) = 0, z ∈ Ω,

Re{i[T3+jv(t)− 2Θ−(τ ′νj)(t)]} = 0, j = 1, 2, Re[Tg(v)(t) + Θ−(τ ′D1313
0 ν3)(t)] = 0,

Re{T [D1212
λ+j−2ζ

vλ](t)− 2Θ−(τ ′D1212
λ+j−2ν

λ)(t) + (j − 1)[iT 0g(v)(t)− T 0
Γ(D

1313
0 τ ′ν3)(t)]} = 0,

t ∈ Γ, j = 1, 2; vj = v3j−2 + iv3j−1, νj = ν3j−2 + iν3j−1, j = 1, 2,

v3 = v3, ν3 = ν3.

(31)

В уравнениях (31) приняты обозначения:

T3v(z) = −2Tg(v)(z) + 2D1313
0 (z)v3(z)− 2Θ(τ ′D1313

0 ν3)(z),
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T3+jv(z) = 2Tdj+2λ−2[Sλv](z) + Td2+j [T3v](z), v = (v1, v2, v3, v4, v5),

Sjv(z) = S[D1212
j+λ−2ζ

vλ](z)−D1212
j+λ−2zv

λ(z)− 2Θ′(τ ′D1212
j+λ−2ν

λ)(z), j = 1, 2,

g(v)(z) = D1313
0z (z)v3(z)−D1313

0 (z)v2(z)/4, T 0f(z) = − 1

πi

∫∫
Ω

f(ζ)ln

(
1− ζ

z

)
dξdη,

T 0
Γf(z) = − 1

2πi

∫
Γ

f(τ)ln
(
1− τ

z

)
dσ, Θ′(f)(z) =

1

2πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ ′(τ − z)2
;

Θ−(f)(t) — граничные значения функции Θ(f)(z) при z → t ∈ Γ извне Ω; операторы Tf , Sf ,
dj [f ], Θ(f) определены в (12), (13), (16), (23) соответственно.

Система (31), как отмечено выше, имеет шесть линейно независимых решений. Получим
их явные выражения. Далее в (31) под v ∈ Lq(Ω), 1/p + 1/q = 1, νj (j = 1, 5) ∈ Cα(Γ) будем
подразумевать некоторое её решение.

Пусть дополнительно выполнены условия

D1212
j (j = 0, 1, 2), D1313

0 ∈W (2)
p (Ω). (32)

Тогда получаем [33], что

vj(t) = −2νj(t), j = 1, 2, v3(t) = ν3(t), t ∈ Γ (33)

и вектор ṽ = (v1, v2, 2v3, v4, v5) есть решение однородной системы линейных уравнений в (7),
удовлетворяющее однородным линейным граничным условиям в (9). Следовательно, в соот-
ветствии с (28) для компонент вектора ṽ получим следующие представления:

v1 = −c0α2 + c1, v2 = c0α
1 + c2, v3 = (−c4α1 − c5α

2 + c6)/2, v4 = c4, v5 = c5,

где cj — произвольные действительные постоянные.
Функции νj(t) и vk связаны друг с другом формулами (33). Следовательно, решение

(v, ν̃)T , v = (v1, v2, v3, v4, v5), ν̃ = (ν1, ν2, ν3, ν4, ν5) союзной системы (31) можно представить
в виде (v, ν̃)T = c0γ1+ c1γ2+ c2γ3+ c4γ4+ c5γ5+ c6γ6, где γk = (γk1, γk2, ..., γk10) (k = 1, 6) — ли-
нейно независимые решения системы (31). Тогда для разрешимости системы (26) необходимо
и достаточно, чтобы выполнялись условия

∫∫
Ω

{Re[(f1c + f1χ + g1c − F 1)(z)(γk1 − iγk2)(z) + (f2c + f2χ + g2c − F 2)(z)(γk4 − iγk5)(z)]+

+(f3c + f3χ + g3c − F 3)(z)γk3(z)}dα1dα2+

+

5∑
j=1

∫
Γ

(φcj + φχj + g3+j
c − F 3+j)(t)γk,5+j(t)ds = 0, k = 1, 6,
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которые после несложных преобразований принимают вид∫∫
Ω

Rjdα1dα2 +

∫
Γ

P jds−
∫∫
Ω

κj [T
j3(γ) + T jµ(γ)ωµ]dα

1dα2 = 0, j = 1, 2,

∫∫
Ω

(R1α2 −R2α1)dα1dα2 +

∫
Γ

(P 1α2 − P 2α1)ds−

−
∫∫
Ω

α2κ1[T
1µ(γ)ωµ + T 13(γ)]dα1dα2 = 0,

∫∫
Ω

(αjR3 − Lj)dα1dα2 +

∫
Γ

(αjP 3 −N j)ds+

+

∫∫
Ω

αjκ1T
11(γ)dα1dα2 −

∫∫
Ω

T jµ(γ)ωµdα
1dα2 = 0, j = 1, 2,

∫∫
Ω

R3dα1dα2 +

∫
Γ

P 3ds+

∫∫
Ω

κ1T
11(γ)dα1dα2 = 0,

(34)

где Rj , P j (j = 1, 3), Lk, Nk (k = 1, 2) — компоненты внешних сил, γ — произвольно фиксиро-
ванный вектор деформации, ωµ — произвольно фиксированная функция.

При выполнении условий (34) общее решение системы (26) можно представить в виде

(ρ, µ) = (ρc, µc)(a) + (ρχ, µχ)(a) + (ρ∗, µ∗) + (ρF , µF ), (ρc, µc)(a) = Rfc(a),

(ρχ, µχ)(a) = Rfχ(a), (ρ∗, µ∗) = Rgc + (ρ̃, µ̃), (ρF , µF ) = −RF,
(35)

где

fc(a) = (f1c , f
2
c , f

3
c , φc1, ..., φc5), fχ(a) = (f1χ, f

2
χ, f

3
χ, φχ1, ..., φχ5), gc = (g1c , ..., g

8
c ),

F = (F 1, ..., F 8); R = (R1, ...,R8);

Rj (j = 1, 3) и Rk (k = 4, 8) — линейные ограниченные операторы из Lp(Ω) × Cα(Γ) в Lp(Ω)
и в Cα(Γ) соответственно; функции ρ̃ = (ρ̃1, ρ̃2, ρ̃3), µ̃ = (µ̃1, ..., µ̃5) определены формула-
ми (29), (30), а f jc , f jχ, φck4, φχk, gnc , Fn — формулами в (8), (10), (27).

Выражения вектор-функций µ(t), ρ(z) из (35) подставим в (25). Тогда задача (1), (2) све-
дётся к системе нелинейных уравнений относительно вектор-функции a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2),
которую представим в виде операторного уравнения

a− L(a)−G(a) = a∗ + ãF , (36)

где
L = (L1, ..., L5), G = (G1, ..., G5), a∗ = (w1∗, w2∗, w3∗, ψ1∗, ψ2∗),

ãF = (w̃1F , w̃2F , w̃3F , ψ̃1F , ψ̃2F ), L3(n−1)+j(a) = −Re[ijυ0n(µnc (a); ρ0c(a))],

G3(n−1)+j(a) = −Re[ijυ0n(µnχ(a); ρ0χ(a))], n, j = 1, 2; L3(a) = w3(µc5(a); ρc3(a)),

G3(a) = w3(µχ5(a); ρχ3(a)), wj∗ = −Re[ijυ01(µ1∗; ρ0∗)] + (j − 1)c1,

w̃jF = −Re[ijυ01(µ1F ; ρ0F )], ψj∗ = −Re[ijυ02(µ2∗; ρ0∗)] + c5−j , ψ̃jF = −Re[ijυ02(µ2F ; ρ0F )],

j = 1, 2, w3∗ = w3(µ∗5; ρ∗3), w̃3F = w3(µF5; ρF3); µjc = (µc2j−1, µc2, µc4),

µjχ = (µχ2j−1, µχ2, µχ4), µj∗ = (µ∗2j−1, µ∗2, µ∗4), µjF = (µF2j−1, µF2, µF4), j = 1, 2,
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ρ0c = (ρ1c , ρ
2
c), ρ0χ = (ρ1χ, ρ

2
χ), ρ0∗ = (ρ1∗, ρ

2
∗), ρ0F = (ρ1F , ρ

2
F );

операторы υ0j (µ
j ; ρ0) и w3(µ5; ρ3) определены в (12), (25).

Отметим, что функции wj∗(z) (j = 1, 3), ψk∗(k = 1, 2) и w̃jF (z) (j = 1, 3), ψ̃kF (k =
1, 2) зависят соответственно от произвольных постоянных и внешних сил, действующих на
оболочку. При этом, как нетрудно заметить, для функций wj∗(z) (j = 1, 3), ψk∗(z)(k = 1, 2)
имеют место представления (28).

4. ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРЕШИМОСТИ ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ (36)

Исследуем разрешимость уравнения (36) в пространстве W (2)
p (Ω).

Лемма 2. Пусть выполнены условия (a),(b),(c),(d). Тогда
1) L(a) — линейный вполне непрерывный оператор в W (2)

p (Ω);
2) G(a) — нелинейный ограниченный оператор в W (2)

p (Ω), причём для любых aj = (wj
1, w

j
2,

wj
3, ψ

j
1, ψ

j
2) ∈W

(2)
p (Ω) (j = 1, 2) справедлива оценка

∥G(a1)−G(a2)∥
W

(2)
p (Ω)

⩽ c(∥a1∥
W

(2)
p (Ω)

+ ∥a2∥
W

(2)
p (Ω)

+

∥w1
0∥2W (2)

p (Ω)
+ ∥w2

0∥2W (2)
p (Ω)

)∥a1 − a2∥
W

(2)
p (Ω)

,

∥wj
0∥

2

W
(2)
p (Ω)

= ∥wj
1∥

2

W
(2)
p (Ω)

+ ∥wj
3∥

2

W
(2)
p (Ω)

, j = 1, 2;

3) a∗, ãF ∈W
(2)
p (Ω).

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 2 из [32].
Уравнение a − L(a) = 0 имеет лишь нулевое решение в W

(2)
p (Ω). Действительно, если

a ∈ W
(2)
p (Ω) — ненулевое его решение, то, как нетрудно заметить, a является решением си-

стемы линейных уравнений равновесия, удовлетворяющим линейным однородным граничным
условиям. Тогда, рассуждая как и в случае системы (26), приходим к тому, что вектор a
удовлетворяет системе

w1α1 − κ1w3 = 0, w2α2 = 0, w1α2 + w2α1 = 0, ψjαj = 0, j = 1, 2,

ψ1α2 + ψ2α1 = 0, w3α1 + κ1w1 + ψ1 = 0, w3α2 + ψ2 = 0.
(37)

Решаем систему (37). При помощи четвёртого, пятого и шестого уравнений для ψ1, ψ2

получаем представления
ψ1 = c0α

2 + c1, ψ2 = −c0α1 + c2, (38)

где c0, c1, c2 — произвольные действительные постоянные.
Интегрируя последнее уравнение в (37), имеем

w3 = c0α
1α2 − c2α

2 + c3(α
1), (39)

где c3(α1) — произвольная действительная функция переменной α1.
Заметим, что из формул Петерсона—Кодацци [14], cтр. 19 следует κ1 = κ1(α

1), т. е. κ1(α1)
зависит только от α1. Принимая этот факт во внимание, предпоследнее уравнение в (37) диф-
ференцируем по α2, последнее уравнение — по α1 и полученные соотношения вычтем друг
из друга. В результате получим w1α2 = −2c0/κ1(α

1). Интегрируя это соотношение и второе
уравнение в (37) по переменной α2, будем иметь:

w1 = −2c0α
2/κ1(α

1) + c4(α
1), w2 = c5(α

1), (40)

где c4(α1), c5(α1) — произвольные действительные функции переменной α1.
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Выражения w1, w2 из (40) подставим в третье уравнение в (37). Получим c′5(α
1) −

2c0/κ1(α
1) = 0, откуда находим c5(α

1) = c0κ10(α
1) + c5, следовательно, для w2 имеем пред-

ставление

w2 = c0κ10(α
1) + c5, κ10(α

1) = 2

α1∫
0

dt/κ1(t), (41)

где c0, c5 — произвольные действительные постоянные.
Теперь выражения функций w1, w2, w3 из (39)–(41) подставим в первое и предпоследнее

уравнения системы (37). В результате получим систему

c′4(α
1)− κ1(α

1)c3(α
1) + α2[c0κ0(α

1) + c2κ1(α
1)] = 0, c′3(α

1) + κ1(α
1)c4(α

1) + c1 = 0,

которая, как нетрудно видеть, эквивалентна системе

c′4(α
1)− κ1(α

1)c3(α
1) = 0, c0κ0(α

1) + c2κ1(α
1) = 0, c′3(α

1) + κ1(α
1)c4(α

1) + c1 = 0, (42)

где κ0(α1) = 2κ′1(α
1)/κ21(α

1)− α1κ1(α
1) ∈ C(Ω).

Принимая во внимание условие (b), нетрудно показать, что функции κ0(α
1) и κ1(α

1)
линейно независимы. Тогда из второго уравнения в (42) получим c0 = c2 = 0. Теперь уравнения
в (42) интегрируем по переменной α1 и из полученных соотношений исключим функцию c3(α

1).
В результате относительно функции c4(α1) получим интегральное уравнение Вольтерра вида

c4(α
1) +

α1∫
0

κ(α1, t)c4(t)dt = f(α1), κ(α1, t) = κ1(t)

α1∫
t

κ1(τ)dτ,

f(α1) = c4(0) + c3(0)κ11(α
1)− c1κ12(α

1), κ1j(α
1) =

α1∫
0

tj−1κ1(τ)dτ, j = 1, 2.

(43)

Уравнение в (43) решаем методом последовательных приближений. Его решение даётся
формулой

c4(α
1) = f(α1) +

α1∫
0

Γ(α1, t)f(t)dt ≡ Af(α1), Γ(α1, t) =
∞∑
n=1

κ(n)(α1, t),

κ(n+1)(α1, t) = −
α1∫
t

κ(α1, τ)κ(n)(τ, t)dτ, n = 1, 2, ..., κ(1)(α1, t) = −κ(α1, t);

(44)

здесь Γ(α1, t) — резольвента ядра κ(α1, t).
Функция c3(α1) через функцию c4(α

1) выражается формулой

c3(α
1) = c3(0)− c1α

1 −
α1∫
0

κ1(t)c4(t)dt. (45)

Подставляя выражение c4(α1) из (44) в (45), с учётом выражения f(α1) в (43) для решения
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системы (42) получаем представления

c4(α
1) = c1β1(α

1) + c3β2(α
1) + c4β3(α

1), c3(α
1) = c1β4(α

1) + c3β5(α
1) + c4β6(α

1),

β1(α
1) = −Aκ12(α1), β2(α

1) = Aκ11(α
1), β3(α

1) = A1(α1),

β4(α
1) = −α1 −

α1∫
0

κ1(t)β1(t)dt, β5(α
1) = 1−

α1∫
0

κ1(t)β2(t)dt,

β6(α
1) = −

α1∫
0

κ1(t)β3(t)dt,

(46)

оператор A определён в (44); c1, c3 = c3(0), c4 = c4(0) — произвольные действительные посто-
янные.

Если выражения функций c3(α1), c4(α
1) из (46) и значения постоянных c0 = c2 = 0 подста-

вить в соотношения (38)–(41), то с учётом условия w1(0, 0) = 0 для обобщённых перемещений
будем иметь

w1 = c1β1(α
1) + c3β2(α

1), w2 = c5, w3 = c1β4(α
1) + c3β5(α

1), ψ1 = c1, ψ2 = 0, (47)

где c1, c3, c5 — произвольные действительные постоянные.
Так как Ψj(0) = 0, j = 1, 2, w3(0, 0) = 0, то используя формулы

Ψj(z) =
1

2πi

∫
Γ

υ0j (t)

t− z
dt, j = 1, 2,

вытекающие из соотношений (15), получаем c1 = c3 = c5 = 0, тогда wj = 0, j = 1, 3, ψk = 0,
k = 1, 2. Таким образом, уравнение a − L(a) = 0 имеет только нулевое решение в W

(2)
p (Ω).

Следовательно, существует обратный оператор (I−L)−1, ограниченный в W (2)
p (Ω), с помощью

которого уравнение (36) сведётся к эквивалентному уравнению

a−G∗(a) = ac + aF , (48)

где G∗(a) = (I − L)−1G(a), ac = (I − L)−1a∗, aF = (I − L)−1ãF .
Отметим, что вектор ac является решением однородной системы линейных уравнений рав-

новесия, удовлетворяющим однородным линейным граничным условиям. Поэтому для компо-
нент вектора ac справедливы представления (47). Также отметим, что вектор aF в (48) зависит
только от внешних сил и aF = 0, если внешние силы отсутствуют.

Лемма 3. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда
1) G∗(a) — нелинейный ограниченный оператор в W (2)

p (Ω), причём для любых aj = (wj
1, w

j
2,

wj
3, ψ

j
1, ψ

j
2) (j = 1, 2) справедлива оценка

∥G∗(a
1)−G∗(a

2)∥
W

(2)
p (Ω)

⩽ c∗(∥a1∥W (2)
p (Ω)

+ ∥a2∥
W

(2)
p (Ω)

+ ∥w1
0∥2W (2)

p (Ω)
+

+∥w2
0∥2W (2)

p (Ω)
)∥a1 − a2∥

W
(2)
p (Ω)

, ∥wj
0∥

2

W
(2)
p (Ω)

= ∥wj
1∥

2

W
(2)
p (Ω)

+ ∥wj
3∥

2

W
(2)
p (Ω)

, j = 1, 2,

где c∗ — известная положительная постоянная, зависящая от физико-геометрических ха-
рактеристик оболочки;

2) ac, aF ∈W
(2)
p (Ω).

Справедливость леммы вытекает из леммы 2 с учётом указанных выше свойств операто-
ров (I − L)−1, G.
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Исследуем разрешимость уравнения (48) в пространстве W (2)
p (Ω). Используя лемму 3, для

любых aj ∈W
(2)
p (Ω) (j = 1, 2), принадлежащих шару ∥a∥

W
(2)
p (Ω)

< r, получаем

∥G∗(a
1)−G∗(a

2)∥
W

(2)
p (Ω)

⩽ q∗∥a1 − a2∥
W

(2)
p (Ω)

, q∗ = 2c∗r(1 + r).

Предположим, что радиус r шара и внешние силы таковы, что выполняются неравенства

q∗ < 1, ∥ac + aF ∥W (2)
p (Ω)

< (1− q∗)r. (49)

Тогда к уравнению (48) можно применить принцип сжатых отображений [37], c. 146, согласно
которому уравнение (48) в шаре ∥a∥

W
(2)
p (Ω)

< r имеет единственное решение вида a = R(ac +

aF ) ∈W
(2)
p (Ω), которое можно представить в виде

a = a0 + a∗, a0 = R(ac + aF )− R(ac), a∗ = R(ac), (50)

где R — резольвента оператора G∗.
Заметим, что если внешняя нагрузка отсутствует, то a0 = 0, поэтому a = a∗. Если вектор

a∗ обращает в нуль компоненты деформации γnjk (j, k = 1, 3, n = 0, 1), то a = a∗ представляет
собой вектор "жёстких смещений"оболочки. Необходимо отметить, что эти "жёсткие смеще-
ния"отличаются от реальных жёстких перемещений оболочки как абсолютно твёрдого тела.

Вернёмся к условиям разрешимости (34), в которых под a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) ∈W
(2)
p (Ω)

будем подразумевать решение задачи (1), (2), а функции ωµ (µ = 1, 2) определены в (3).
Используя равенства (1) и (2), убеждаемся в том, что условия разрешимости (34), содержащие
обобщённые перемещения, выполняются. Поэтому условия (34) сводятся к одному условию∫∫

Ω

R2dα1dα2 +

∫
Γ

P 2ds = 0. (51)

Кроме того, если первое равенство в (2) умножить на функцию β2(α
1), третье равенство — на

функцию β5(α
1, определённые в (46), после этого интегрировать по области Ω и сложить, то

с учётом соотношений β′2 − κ1β5 = 0, β′5 + κ1β2 = 0 получим∫∫
Ω

(β2R
1 + β5R

3)dα1dα2 +

∫
Γ

(β2P
1 + β5P

3)ds = 0. (52)

Теперь первое равенство в (2) умножим на β1(α1), третье равенство — на β4(α1), предпослед-
нее — на единицу, интегрируем по области Ω и сложим. Используя соотношения β′1−κ1β4 = 0,
β′4 + κ1β1 + 1 = 0, будем иметь верное равенство∫∫

Ω

(β1R
1 + β4R

3 + L1)dα1dα2 +

∫
Γ

(β1P
1 + β4P

3 +N1)ds+

∫∫
Ω

T 1µωµdα
1dα2 = 0,

которое в случае линейной задачи принимает вид∫∫
Ω

(β1R
1 + β4R

3 + L1)dα1dα2 +

∫
Γ

(β1P
1 + β4P

3 +N1)ds = 0.

Отметим, что условие (52) является необходимым условием, а условие (51) — необходимым
и достаточным условием разрешимости задачи (1), (2).

Таким образом, доказана следующая теорема.
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Теорема. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d), (32), (49), (52). Тогда для разреши-
мости задачи (1), (2) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (51). В случае
его выполнения задача (1), (2) имеет обобщённое решение a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) ∈ W

(2)
p (Ω),

2 < p < 4/(2− β) вида (50).
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