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ВВЕДЕНИЕ

Внутривенная лазерная абляция (ВВЛА) представляет собой безопасную и минимально
инвазивную процедуру, обладающую высокой эффективностью в лечении варикозной болез-
ни вен [1, 2]. При проведении ВВЛА лазерное оптоволокно вводится в повреждённую вену.
Далее оптоволокно вытягивается из вены, при этом по нему передаётся лазерное излучение.
Торец оптоволокна, из которого выходит излучение, обычно покрыт карбонизированным сло-
ем, который разделяет поступающую энергию, в результате чего одна её часть поглощается
карбонизированным слоем, что вызывает его нагрев, другая часть идёт на излучение. Тепло от
нагретого карбонизированного слоя передаётся в кровь посредством кондуктивного теплооб-
мена. Теплообмен многократно усиливается за счёт потока пузырьков, образующихся на разо-
гретом торце оптоволокна. Излучение, поступающее в кровь и окружающую ткань, частично
поглощается, что сопровождается выделением тепла. В итоге образованная и поступившая
за счёт различных механизмов тепловая энергия вызывает значительный нагрев вены, что
приводит к её облитерации (закрытию сосуда).

Оптимизация параметров излучения при проведении ВВЛА позволяет осуществить
успешную облитерацию вены с минимальными осложнениями. Оптимальное излучение, с од-
ной стороны, должно обеспечивать достаточно высокую температуру внутри вены для осу-
ществления облитерации, с другой стороны, сгенерированное температурное поле должно
быть относительно безопасным для окружающей вену ткани. Основными параметрами, влия-
ющими на эффективность и безопасность процедуры лазерной абляции, являются мощность

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 23-21-00087).



Анализ и численное моделирование начально-краевой задачи . . . 181

лазера, длина волны лазерного излучения, скорость движения оптоволокна, соотношение до-
лей мощности лазера, идущих на излучение и на нагрев наконечника (карбонизированного
слоя) оптоволокна. Как правило, при проведении лазерной абляции используется лазер с дли-
ной волны от 810 до 1940 нм. Достаточно распространёнными являются диапазоны скорости
движения оптоволокна от 1 до 3 мм/с и мощности лазерного излучения от 10 до 15 Вт [3–7].

Классическая модель, описывающая взаимодействие оптического излучения с биологиче-
ской тканью, включает в себя уравнение переноса излучения и уравнение теплопроводности [8].
Соответственно, расчёт радиационных и температурных полей заключается в нахождении ре-
шения уравнения переноса, вычисление по нему объёмной плотности поглощённой энергии
излучения и последующее нахождение решения уравнения теплопроводности, в которое погло-
щённая энергия излучения входит в качестве источников тепла. С целью упрощения модели
уравнение переноса излучения иногда заменяется на его диффузионное приближение, кото-
рое также позволяет учитывать внутреннее тепловое излучение, индуцированное самой средой
(излучение чёрного тела), что приводит к нелинейной модели сложного теплообмена [9].

Основными эффектами, которые обычно учитываются при моделировании ВВЛА, явля-
ются кондуктивный теплообмен, перенос излучения и его поглощение с выделением тепла, а
также перенос тепла потоком пузырьков, образующихся на наконечнике оптоволокна. В ра-
ботах [5–7] на основе оценки экспериментальных данных перенос тепла потоком пузырьков
моделируется использованием кусочно-постоянного коэффициента теплопроводности, завися-
щего от температуры следующим образом: при достижении температуры в некоторой точке
95 ◦С и более коэффициент теплопроводности увеличивается в 200 раз. Также в указанных
работах оценка эффективности лазерной абляции осуществляется через анализ температур-
ных профилей в точках наблюдения, находящихся в различных зонах вычислительной области
(кровь, внутренняя и внешняя стенки вены, перивенозная ткань).

Отметим, что во многих работах, посвящённых моделированию ВВЛА (см., напри-
мер, [3–7]) при выборе оптимальных параметров излучения используется прямое многократное
моделирование, представляющее собой перебор различных вариантов с целью поиска некото-
рого оптимального решения. Данный подход не является эффективным. К тому же остаются
без ответа вопросы, связанные с существованием и единственностью оптимального решения.

В работах [10, 11] рассматривается принципиально другой подход, заключающийся в ре-
шении задачи оптимального управления для подбора параметров излучения с целью прибли-
зить температурный профиль в определённой точке модельной области к заданному графику,
характеристики которого (максимальная температура и продолжительность кипения) обес-
печивают успешное проведение процедуры ВВЛА. В качестве управления процессом берутся
мощности источника, идущие на излучение и нагрев наконечника оптоволокна.

Одним из этапов поиска оптимального управления и состояния является нахождение ре-
шения начально-краевой задачи для модели ВВЛА. Поэтому вопросы существования и един-
ственности решения начально-краевой задачи и обоснование сходимости итерационного ал-
горитма являются весьма актуальными. В работе [9] доказывается существование решения
начально-краевой задачи для модели ВВЛА, учитывающей внутреннее тепловое излучение, и
предлагается алгоритм нахождения её решения. Вопрос нелокальной единственности решения
оставался до сих пор открытым. В настоящей работе доказывается глобальная единственность
начально-краевой задачи для модели ВВЛА, учитывающей внутреннее тепловое излучение.
Поскольку для уравнения теплопроводности в отличии от [9] были рассмотрены граничные
условия Дирихле, это потребовало проведение отдельного доказательства глобальной разре-
шимости задачи. В серии вычислительных экспериментов оценивается влияние внутреннего
теплового излучения на решение начально-краевой задачи.

Статья организована следующим образом. В п. 1 формулируется начально-краевая зада-
ча, которая затем записывается в виде задачи Коши для уравнения с операторными коэффи-
циентами и выводятся основные априорные оценки решения. Далее устанавливается теорема
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единственности. В п. 2 и 3 доказана нелокальная однозначная разрешимость начально-краевой
задачи. Наконец, в п. 4 обсуждаются результаты численных экспериментов. В частности, при-
водится сравнение температурных профилей для моделей ВВЛА с учётом внутреннего тепло-
вого излучения и без него.

1. ПОСТАНОВКА И ФОРМАЛИЗАЦИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

В ограниченной трёхмерной области Ω с границей Γ = ∂Ω в интервале времени (0, T )
рассмотрим следующую начально-краевую задачу:

σ∂θ/∂t− div(k(θ)∇θ) + b(θ3|θ| − φ) = f, (1)

−div(α∇φ) + β(φ− θ3|θ|) = g, (2)

θ|Γ = θb, α∂nφ+ γ(φ− θ4b )|Γ = 0, θ|t=0 = θin. (3)

Здесь θ — нормализованная температура, φ — нормализованная интенсивность излучения.
При умножении θ и φ на соответствующие нормализующие множители Mθ и Mφ мы получа-
ем абсолютную температуру и полную интенсивность излучения. В частности, θC = Mθ θ−273
представляет собой температуру в градусах Цельсия (◦C). Описание радиационных и термо-
физических параметров b, α, β и γ, а также нормализующих множителей Mθ и Mφ можно
найти в [12]. Величина σ есть произведение плотности среды на удельную теплоёмкость, k(θ)
представляет собой коэффициент теплопроводности, зависящий от температуры, функции f, g
характеризуют мощности тепловых и радиационных источников.

В дальнейшем считаем, что Ω — липшицева ограниченная область, Γ = ∂Ω; Q = Ω×(0, T ),
Σ = Γ×(0, T ). Через Lp, 1 ⩽ p ⩽ ∞, обозначаем пространство Лебега, черезH1 — пространство
Соболева W 1

2 , H1
0 — подпространство в H1, состоящее из функций с нулевыми граничными

значениями, а через Lp(0, T ;X) — пространство Лебега функций класса Lp, определённых на
(0, T ), со значениями в банаховом пространстве X.

Будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям:
(i) α, β, σ ∈ L∞(Ω), b = rβ, r = Const > 0; α ⩾ α0, β ⩾ β0, σ ⩾ σ0, α0, β0, σ0 = Const > 0;

(ii) 0 < k0 ⩽ k(s) ⩽ k1, s ∈ R, kj = Const;

(iii) 0 ⩽ θb ∈ L∞(Σ), θb|Σ = θ̃, θ̃ ∈ H1(Q); 0 ⩽ θin ∈ L∞(Ω); γ0 ⩽ γ ∈ L∞(Γ), γ0 = Const > 0;

(iv) 0 ⩽ f, g ∈ L∞(Q).

Пусть H = L2(Ω), V0 = H1
0 (Ω), V = H1(Ω). Через V ′

0 и V ′ обозначаем пространства,
сопряжённые соответственно с V0 и V . Пространство H отождествляем с пространством H ′,
так что V0 ⊂ V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′ ⊂ V ′

0 . Обозначим через ∥ · ∥ стандартную норму в H, а
через (h, v) — значение функционала h ∈ V ′

0 (соответственно h ∈ V ′) на элементе v ∈ V0 (со-
ответственно v ∈ V ), совпадающее со скалярным произведением в H, если h ∈ H. Скалярное
произведение в V0 задаём как (u, v)0 = (∇u,∇v). Также будем использовать пространство

W = {y ∈ L2(0, T ;V0) : σy
′ = σdy/dt ∈ L2(0, T, V ′

0)}.

Введём следующее обозначение [s]q = |s|qsign s, q > 0, s ∈ R. Указанная функция является
монотонной. Отметим, что d[s]q/ds = q|s|q−1.

Определим операторы A1 : V → V ′
0 и A2 : V → V ′, используя равенства:

(A1(θ), v) = (k(θ)∇θ,∇v) = (∇h(θ),∇v) ∀v ∈ V0, (A2φ, v) = (α∇φ,∇v) +
∫
Γ

γφvdΓ ∀v ∈ V.

Здесь

h(s) =

∫ s

0
k(r)dr.

В дальнейшем в качестве нормы функции v в пространстве V будем использовать (A2v, v)
1/2.
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Определение. Пара θ = ζ + θ̃, ζ ∈ W , φ ∈ L2(0, T ;V ) называется решением задачи (1)–
(3), если

σθ′ +A1(θ) + b([θ]4 − φ) = f п. в. на (0, T ), θ(0) = θin; (4)

A2φ+ β(φ− [θ]4) = gb + g п. в. на (0, T ). (5)

Здесь

gb ∈ L2(0, T ;V ′), (gb, v) =

∫
Γ
γθ4bvdΓ ∀v ∈ V.

Замечание. Поскольку ζ ∈ W , то ζ ∈ C([0, T ];V ′
0) и поэтому начальное условие имеет

смысл.

Лемма 1. Пусть выполняются условия (i)–(iv), θ, φ — решение задачи (1)–(3). Тогда
θ, φ ∈ L∞(Q) и справедливы оценки:

0 ⩽ θ ⩽ w(t), 0 ⩽ φ ⩽ w4(t) +M2.

Здесь w(t) =M0 +M1t, t ∈ [0, T ], M1 = σ−1
0

(
∥f∥L∞(Ω) +max bM2

)
, M2 = β−1

0 ∥g∥L∞(Ω).

Доказательство. Пусть θ̂ = θ − w. Перепишем уравнения (4), (5) в виде

σθ̂′ +A1(θ) + b([θ̂ + w]4 − (φ−M2)) = f − σM1 + bM2 ⩽ 0, (6)

rA2φ− rgb + b(φ−M2 − [θ̂ + w]4) = rg − bM2 ⩽ 0. (7)

Умножим скалярно уравнение (6) на η = max{θ̂, 0} ∈ W , уравнение (7) на ξ = max{[φ −
M2]

1/4 − w, 0} ∈ L2(0, T ;V ) и сложим полученные равенства. Учтём, что значение правой
части неположительно, а также

(σθ̂′, η) = (ση′, η) =
d

2dt
(ση, η), (A1(θ), η) = (k(θ)∇η,∇η) ⩾ 0,

(A2φ− gb, ξ) =
1

4

∫
Ω, φ−M2>w4

α|∇φ|2|φ−M2|−3/4dx+

∫
Γ, φ−M2>w4

γ(φ− θ4b )ξdΓ ⩾ 0,

([θ̂ + w]4 − (φ−M2))(max{θ̂, 0} −max{[φ−M2]
1/4 − w, 0}) ⩾ 0.

Поэтому,
d

dt
(ση, η) ⩽ 0, η|t=0 = 0.

Следовательно, η = 0, θ̂ ⩽ 0, θ ⩽ w.
Далее, умножим уравнение (5) скалярно на ψ = max{φ−M2−w4, 0} ∈ L2(0, T ;V ), записав

результат в виде:

(A2φ− gb, ψ) + (β(φ−M2 − [θ]4), ψ) = (g − βM2, ψ) ⩽ 0.

Заметим, что с учётом оценки для θ справедливы неравенства

(A2φ− gb, ψ) = (α∇ψ,∇ψ) +
∫
Γ

γ(φ− θ4b )dΓ ⩾ (α∇ψ,∇ψ),

(β(φ−M2 − [θ]4), ψ) = (βψ, ψ) + (β(w4 − [θ]4), ψ) ⩾ (βψ, ψ).

Поэтому ψ = 0, φ ⩽ w4 +M2.
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Для получения оценок снизу, полагаем теперь для ε > 0

η = min{θ + ε, 0} ∈W, ξ = min{[φ]1/4 + ε, 0} ∈ L2(0, T ;V ), η, ξ ⩽ 0.

Умножим уравнение (4) скалярно на η, уравнение (5) на rξ и сложим полученные равенства.
Тогда

d

2dt
(ση, η) + (k(θ)∇η,∇η) + (b([θ]4 − φ),min{θ + ε, 0} −min{[φ]1/4 + ε, 0})+

r

4

∫
Ω, φ<−ε4

α|∇φ|2|φ|−3/4dx+ r

∫
Γ, φ<−ε4

γ(φ− θ4b )ξdΓ = (f, η) + (g, ξ) ⩽ 0.

Все слагаемые в левой части, начиная со второго, неотрицательны и поэтому

d

dt
(ση, η) ⩽ 0, η|t=0 = 0; η = 0, θ ⩾ −ε.

Следовательно, φ ⩾ −ε4. В силу произвольности ε получаем θ, φ ⩾ 0. Лемма доказана. □

2. ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда задача (1)–(3) имеет не более
одного решения.

Доказательство. Пусть {θ1, φ1}, {θ2, φ2} — решения задачи (1)–(3), θ = θ1 − θ2, φ =
φ1 − φ2. Тогда

σθ′ +A1(θ1)−A(θ2) + b([θ1]
4 − [θ2]

4 − φ) = 0 п. в. на (0, T ), θ(0) = 0; (8)

A2φ+ β(φ− ([θ1]
4 − [θ2]

4)) = 0 п. в. на (0, T ). (9)

Отметим сразу, что в силу леммы 1 справедливы оценки 0 ⩽ θ1,2 ⩽M =M0+M1T . Умножим
скалярно уравнение (9) на φ. Тогда

(A2φ,φ) + (βφ, φ) = (β([θ1]
4 − [θ2]

4), φ) ⩽ 4maxβM3∥θ∥∥φ∥.

Следовательно,
∥φ∥ ⩽ 4σ−1

0 maxβM3∥θ∥. (10)

Далее, определим функцию z ∈ L2(0, T ;V0) как решение следующей задачи, представляющей
собой задачу Дирихле для уравнения Пуассона:

(∇z,∇v) = (σθ, v) ∀v ∈ V0.

Заметим, что
(∇(h(θ1)− h(θ2)),∇z) = (h(θ1)− h(θ2), σθ) ⩾ σ0k0∥θ∥2, (11)

(σθ′, z) = (∇z′,∇z) = d

2dt
∥∇z∥2. (12)

Умножая скалярно уравнение (8) на z и пользуясь соотношениями (10)–(12), получаем нера-
венство

d

2dt
∥∇z∥2 + σ0k0∥θ∥2 ⩽ −(b([θ1]

4 − [θ2]
4 − φ), z) ⩽ 4maxβM3(r + σ−1

0 )∥θ|∥z∥.
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Оценим правую часть, используя неравенство ∥θ∥∥z∥ ⩽ ε
2∥θ∥

2 + 1
2ε∥z∥

2, где Kε = 2σ0k0, K =

4maxβM3(r + σ−1
0 ). Тогда

d

dt
∥∇z∥2 ⩽ K

ε
∥z∥2 ⩽ KC0

ε
∥∇z∥2,

где C0 — норма оператора вложения V0 → H. Поскольку z|t=0 = 0, из полученной оценки
следует, что ∇z = 0. Поэтому θ = 0 и, в силу (10), φ = 0, что доказывает теорему. □

3. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ

Рассмотрим предварительно задачу со “срезанной” нелинейностью. Задача заключается в
отыскании пары θ = ζ + θ̃, ζ ∈W , φ ∈ L2(0, T ;V ), такой что

σθ′ +A1(θ) + b(c(θ)− φ) = f п. в. на (0, T ), θ(0) = θin; (13)

A2φ+ β(φ− c(θ)) = gb + g п. в. на (0, T ). (14)

Здесь

c(θ) =


0, если θ < 0;
[θ]4, если 0 ⩽ θ ⩽ w(t);
w4(t), если θ > w(t).

Напомним, что w(t) =M0 +M1t, t ∈ [0, T ].

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда задача (13)–(14) имеет решение.

Доказательство. Определим галёркинские приближения θm решения задачи (13)–(14) и
выведем необходимые для доказательства разрешимости априорные оценки. В пространстве V0
рассмотрим ортонормированный в H базис w1, w2, . . . такой, что (∇wj ,∇v) = λ(wj , v) ∀v ∈ V0:
Vm = span{w1, ..., wm}. Пусть θm(t) = ζm(t) + θ̃, ζm(t) ∈ Vm, t ∈ (0, T ) Функция ζm является
решением следующей задачи Коши:

(σθ′m +A1(θm) + b(c(θm)− φm)− f, v) = 0 ∀v ∈ Vm, ζm|t=0 = ζ0m. (15)

Здесь φm является решением задачи

A2φm + β(φm − c(θm)) = gb + g, то есть φm = (A2 + βI)−1(βc(θm) + gb + g); (16)

ζ0m — ортогональная проекция в H функции θin − θ̃|t=0 на подпространство Vm.
Отметим, что в силу равенства

(A1(θm), wj) = (∇(h(θm)− h(θ̃)),∇wj) + (∇h(θ̃),∇wj) = λj(h(θm)− h(θ̃), wj) + (∇h(θ̃)),∇wj)

слагаемые в системе (15) непрерывно зависят от ζm и задача (15) разрешима локально по
времени.

Выведем необходимые для доказательства разрешимости априорные оценки. Уравне-
ние (16) умножим скалярно на φm. Тогда

(A2φm, φm) + (βφm, φm) = (βc(θm) + gb + g, φm).

В силу ограниченности функций c(θm) и g заключаем, что

(βc(θm) + g, φm) ⩽ C∥φm∥.
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Здесь и далее при доказательстве теоремы, через C обозначаем постоянные, не зависящие от
m. Далее,

(gb, φm) =

∫
Γ

γθ4bφmdΓ ⩽ C∥φm∥L2(Γ) ⩽ C∥φm∥V .

Следовательно,

∥φm∥2V + β0∥φm∥2 ⩽ C(∥φm∥+ ∥φm∥V ) ⩽
1

2
∥φm∥2V +

1

2
β0∥φm∥2 + C.

Поэтому
последовательность φm ограничена в L∞(0, T ;V ). (17)

Полагая v = ζm в (15), получим

(σζ ′m, ζm) + (σθ̃′, ζm) + (k(θm)∇ζm,∇ζm) + (k(θm)∇θ̃,∇ζm) + (b(c(θm)− φm)− f, ζm).

Используя ограниченность функций k(θm), c(θm), φm и f , получаем

(σζ ′m, ζm) + k0∥∇ζm∥2 ⩽ C(∥ζm∥2 + ∥∇ζm∥2).

Интегрируя по времени, приходим к неравенству

σ0∥ζm(t)∥2 + k0
2

t∫
0

∥∇ζm(s)∥2ds ⩽ C(1 +

t∫
0

∥ζm(s)∥2ds.

Следовательно, используя лемму Гронуолла, выводим для θm = ζm + θ̃ следующие оценки

∥θm∥L∞(0,T ;H) ⩽ C, ∥θm∥L2(0,T ;V ) ⩽ C, ∥h(θm)∥L2(0,T ;V ) ⩽ C. (18)

Получим оценку, гарантирующую компактность последовательности θm в L2(Q). Запи-
шем (15) в виде

(σζ ′m − Fm, v) = 0 ∀v ∈ Vm, (19)

где
−(Fm, v) = (σθ̃′, v) + (k(θm)∇θm,∇v) + (b(c(θm)− φm)− f, v).

Отметим, что, в силу полученных оценок, последовательность Fm ограничена в L2(0, T ;V ′
0). В

системе (19) положим v = ζm(t) − ζm(s) и проинтегрируем по t на промежутке (s, s + δ) и по
s на (0, T − δ), считая δ > 0 достаточно малым. Тогда

1

2

T−δ∫
0

∥
√
σ(ζm(s+ δ)− ζm(s))∥2ds =

T−δ∫
0

s+δ∫
s

cm(t, s)dtds,

где
cm(t, s) = (Fm(t), ζm(t)− ζm(s)) ⩽ ∥Fm(t)∥2 + ∥ζm(t)∥2 + ∥ζm(s)∥2.

Для оценки интегралов от слагаемых, зависящих от t, достаточно поменять порядок интегри-
рования. Используя ограниченность последовательностей ζm в L2(0, T ;V ) и Fm в L2(0, T ;V ′

0),
получаем оценку равностепенной непрерывности,

T−δ∫
0

∥ζm(s+ δ)− ζm(s)∥2ds ⩽ Cδ. (20)
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Полученные оценки (17), (18), (20) позволяют утверждать, переходя при необходимости
к подпоследовательностям, что существуют функции θ, φ такие, что

θm → θ слабо в L2(0, T ;V ), сильно в L∞(0, T ;H),

h(θm) → h(θ) слабо в L2(0, T ;V ), φm → φ слабо в L2(0, T ;V ).
(21)

Результатов о сходимости (21) достаточно для предельного перехода при m → ∞ в си-
стеме (15) и доказательства того, что предельные функции θ, φ ∈ L2(0, T ;V ) таковы, что,
σθ′ ∈ L2(0, T ;V ′) и выполняются равенства (13), (14). Теорема доказана. □

Покажем, что для θ-компоненты решения задачи (13), (14) справедливы неравенства 0 ⩽
θ ⩽ w(t), тогда c(θ) = [θ]4 и поэтому решение задачи (13), (14) является решением задачи (1)–
(3).

Лемма 2. Пусть выполняются условия (i)–(iv), θ, φ — решение задачи (13), (14). Тогда
0 ⩽ θ ⩽ w(t) п. в. в Q.

Доказательство. Запишем уравнение (14) в виде

A2φ− gb + β(φ−M2 − c(θ)) = g − βM2 ⩽ 0.

Умножим это уравнение на ψ = max{φ−M2 − w4, 0} ⩾ 0 и учтём, что

(A2φ− gb, ψ) = (α∇ψ,∇ψ) +
∫
Γ

γ(φ− θ4b )dΓ ⩾ 0,

(β(φ−M2 − c(θ)), ψ) = (βψ, ψ) + (β(w4 − c(θ)), ψ) ⩾ 0.

Поэтому ψ = 0, ψ ⩽M2+w
4. Аналогично, выбирая ψ = min{φ, 0}, выводим неравенство φ ⩾ 0.

Далее, умножая уравнение (13) скалярно на η = max{θ − w, 0}, выводим

(ση′, η) + (k(θ)∇η,∇η) + (b(c(θ) +M2 − φ), η) = (f − σM1 + bM2, η) ⩽ 0.

Поскольку второе и третье слагаемые в левой части неотрицательны и η|t=0 = 0 заключаем,
что η = 0, то есть θ ⩽ w. Аналогично, выбирая η = min{θ, 0}, выводим θ ⩾ 0. □

Таким образом, на основании доказанной леммы, теорем 1 и 2, заключаем, что справед-
лива

Теорема 3. Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда задача (1)–(3) однозначно раз-
решима.

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Перенос тепла и излучения будем рассчитывать в среде, состоящей из четырёх подобла-
стей, включающих кровь, стенки вены, перивенозную ткань и оптоволокно. Схема расчётной
области Ω с границей Γ в цилиндрической системе координат, при угловой симметрии, приве-
дена на рис. 1.

Чтобы найти решение начально-краевой задачи (1)–(3), мы дискретизируем временной
интервал (0, T ), 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tN = T . Для каждого момента времени t = tl = l∆t,
l = 1, 2, ..., N используется итерационный алгоритм нахождения решения соответствующей
краевой задачи. По аналогии с алгоритмом, предложенном в [9], запишем n-й шаг итерацион-
ной процедуры (n = 1, 2, ...,M) следующим образом

−div(α∇φn) + β(φn − θ3n−1|θn−1|) = g, (22)
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σ∂θn/∂t− div(k(θn−1)∇θn) + b(θ3n−1|θn| − φn) = f, (23)

θn|Γ = θb, α∂nφn + γ(φn − θ4b )|Γ = 0, (24)

где производная по времени в (23) аппроксимируется следующим образом

∂θn
∂t

≃
θn|t=tl − θM |t=tl−1

∆t
,

а функции θn, θn−1, φn в (22)–(24) являются приближениями решения, соответствующее мо-
менту времени t = tl. Нижний индекс у функций θn, θn−1 и φn означает номер итерации.

Для инициализации итерационной процедуры зададим начальное приближение темпера-
туры для каждого момента времени:

θ0|t=tl = θM |t=tl−1
, l = 1, 2, ..., N, θM |t=t0 = θin. (25)

Рис. 1. Расчётная область в мм: 1 — направление движения, 2 — оптоволокно, 3 —
карбонизированный слой, 4 — кровь, 5 — вена, 6 — перивенозная ткань, 7 — линия

наблюдения

В уравнениях (22) и (23), g = Pφχ/Mφ, f = Pθχ/Mθ, где Pφ — мощность источника,
идущая на излучение, Pθ — мощность источника, идущая на нагрев торца оптоволокна, χ —
характеристическая функция части среды, в которой находится торец оптоволокна, делённая
на его объём, Mφ и Mθ — нормализующие коэффициенты для получения из φ и θ интенсив-
ности излучения и абсолютной температуры.

Для выполнения каждого шага численного алгоритма (22)–(25) использовался метод ко-
нечных элементов, реализованный в программном пакета FreeFEM++ [13]. Оптические и теп-
лофизические параметры среды взяты из [5–7]. Параметры θb и θin соответствуют температуре
37 ◦C, а коэффициент γ равен 1. Во всех вычислительных экспериментах начальное положение
наконечника оптоволокна соответствует (r, z) = (0, 5), а скорость его вытягивания составля-
ет 2 мм/с. Толщина карбонизированного слоя равна 0.2 мм, мощность лазера составляет 10
Вт, Pθ/Pφ = 3/7. Следуя [5–7], перенос тепла потоком пузырьков, образующихся на конце
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Рис. 2. Температурные профили θC [◦C] по врмени t[с] для длины волны 1320 нм в точках
наблюдения: (1.5, 10) (сплошная линия), (2.5, 10) (штриховая линия), (3.5, 10)

(штрих-пунктирная линия)

Рис. 3. Температурные профили θC [◦C] по врмени t[с] для длины волны 1320 нм в точке
наблюдения (1.5, 10): с учётом внутреннего теплового излучения (сплошная линия), без

учёта (штриховая линия)
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оптоволокна, моделируем через коэффициент теплопроводности, зависящий от температуры
следующим образом: при достижении в некоторой точках температуры 95 ◦C и выше коэф-
фициент теплопроводности увеличивается в 200 раз.

Эффективность лазерной абляции можно оценить по поведению профилей температуры
в разных точках расчётной области. На рис. 2 демонстрируется поведение температурных про-
филей в 3-х точках наблюдения, расположенных на внутренней стенке вены, на внешней стенке
вены и в перивенозной ткани. Из анализа графиков можно сделать вывод, что сгенерирован-
ное температурное поле обеспечивает успешную облитерацию вены (см. для сравнения, [6,7]).
С другой стороны, оно является безопасным для окружающей вену ткани.

На рис. 3 приведены температурные профили для модели ВВЛА с учётом внутреннего
теплового излучения и без него. Максимально отклонение температур составляет 2.8%. Тем
самым показано, что вклад внутреннего теплового излучения не является значительным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложена квазилинейная модель для изучения процессов ВВЛА. Полученные
теоретические результаты включают новые априорные оценки решения начально-краевой за-
дачи для уравнений сложного теплообмена и теорему об однозначной нелокальной разреши-
мости. Подчеркнём, что условия на исходные данные отвечают физической постановке и не
содержат ограничений типа малости.

Представленные в работе результаты вычислительных экспериментов демонстрируют
перспективы использования предложенной математической модели для нахождения оптималь-
ных параметров излучения и оценки эффективности процедуры ВВЛА.
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