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Схема Русанова для решения гидродинамических уравнений является одной из самых
робастных в классе схем численного решения задачи Римана. В случае уравнений спе-
циальной релятивистской гидродинамики условие робастности схемы является наиболее
ключевым свойством, особенно при достаточно высоких значениях фактора Лоренца. В
то же время известно, что схема Русанова достаточно диссипативна. В статье предлага-
ется использование кусочно-параболического представления физических переменных для
уменьшения диссипации схемы Русанова. Использование такого подхода позволило полу-
чить схему с такими же диссипативными свойствами как схемы типа Рое и семейство схем
Хартена—Лакса—Ван Леера. На задаче о распаде релятивистского гидродинамического
разрыва показано преимущество авторского варианта схемы Русанова при воспроизве-
дении контактного разрыва. Проведена верификация схемы на классических задачах о
распаде разрыва и на задаче о взаимодействии двух релятивистских джетов в трёхмерной
постановке.
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ВВЕДЕНИЕ

Эволюция многих астрофизических объектов происходит со скоростями, сравнимыми со
скоростью света, или характерная величина гравитационного потенциала порядка квадрата
скорости света. В этих случаях исследование подобных процессов требует привлечения аппа-
рата релятивистской гидродинамики. К таким объектам исследования относятся релятивист-
ские джеты в активных ядрах галактик [1], их взаимодействие с межзвёздной средой [2, 3],
массивные [4] и нейтронные звёзды [5,6], сверхновые [7], гравитационные волны [8]. Несмотря
на то, что для ряда процессов можно поставить лабораторные эксперименты [9,10], основным
инструментом для их изучения являются аппарат математического моделирования [11].

Оригинальная схема Русанова [12] появилась вскоре после появления метода Годунова с
целью упростить решение задачи Римана. Простота и робастность метода позволила эффек-
тивно расширить применение схемы Русанова на уравнения мелкой воды с учётом двухфаз-
ности течения [13], уравнения магнитной гидродинамики [14], ультра-релятивистские урав-
нения Эйлера [15], транспортных потоков [16]. Использование схемы Русанова в методах
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Рое [17] и HLLC [18] позволяют избавить численное решение от карбункул-эффектов. Предло-
жены также подходы к минимизации диссипации схемы Русанова без использования кусочно-
полиномиальных реконструкций, которые состоят в определении местоположения контактных
разрывов относительно узлов расчётной сетки [19]. Схема Русанова успешно используется в
расчётах на треугольных сетках [20] и в составе метода сглаженных частиц [21]. В целом ана-
лиз и сравнение методов решения задач Римана на основе линеаризованного распада разрыва
приведён в работе [22].

Основным недостатком схемы Русанова является её высокая диссипативность. Это пла-
та за робастность схемы и возможность воспроизведения сложных гидродинамических те-
чений без особенностей. В работах [23–26] было показано, что использование кусочно-
параболического представления физических переменных позволяет построить малодиссипа-
тивную схему. В настоящей работе предлагается авторская конструкция схемы Русанова для
решения уравнений специальной релятивистской гидродинамики с использованием кусочно-
параболического представления решения для уменьшения диссипации. Эксперименты показа-
ли, что такой подход не только имеет такой же порядок схемы, как схемы типа Рое и схемы
семейства HLL, но и превосходит эти схемы в части воспроизведения отдельных компонентов
решения. При этом сохраняется робастность схемы Русанова, что экспериментально подтвер-
ждено на задаче о столкновении двух релятивистских джетов в трёхмерной постановке.

В первом разделе описаны уравнения специальной релятивистской гидродинамики и про-
цедура восстановления физических переменных из консервативных. Во втором разделе приве-
дена конструкция численного метода. Третий раздел посвящён верификации разработанного
численного метода на классических тестах и на астрофизическом приложении. В четвертом
разделе подняты некоторые дискуссионные моменты. Затем сформулировано заключение. Для
заинтересованных в использовании схемы Русанова для численного решения уравнений специ-
альной релятивистской гидродинамики читателей исходный код метода размещён на ресурсе
GitFlic: https://gitflic.ru/project/igorkulikov/rusanovrhd1d.

1. УРАВНЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНОЙ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

При описании уравнений специальной релятивистской гидродинамики будем предпола-
гать единичное значение скорости света c ≡ 1 и введём два класса переменных — физические
переменные: ρ — плотность, v⃗ — вектор скорости, p — давление, а также консервативные пе-
ременные: D = Γρ — релятивистская плотность, Mj = Γ2ρhvj — релятивистский импульс,
E = Γ2ρh− p — полная релятивистская энергия, где vj — компоненты вектора скорости v⃗ при
j = x, y, z, фактор Лоренца Γ определяется уравнением:

Γ =
1√

1− (v/c)2
=

1√
1− v2

.

Уравнения для специальной энтальпии h записывается в виде:

h = 1 +
γ

γ − 1

p

ρ
,

где γ — показатель адиабаты. В этом случае скорость звука cs определяется по формуле:

c2s =
γp

ρh
.

Запишем систему уравнений в векторной консервативной форме:

∂

∂t

 Γρ
Γ2ρhvj
Γ2ρh− p

+
3∑

k=1

∂

∂xk

 ρΓvk
ρhΓ2vjvk + pδjk

(Γ2ρh− p)vk + pvk

 = 0,
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где δjk — символ Кронекера. Если консервативные переменные тривиально пересчитываются
из физических переменных, то в обратную сторону требуется разрешение нелинейного урав-
нения:

f(p) = Γ2ρh− p− E = 0.

Для этого используется итерационный метод Ньютона:

pm+1 = pm − f(pm)

f ′(pm)
,

где производная рассматриваемой функции f ′(p) имеет вид:

f ′(p) =
γ

γ − 1
Γ2 − M2Γ3

(E + p)3

(
D + 2

γ

γ − 1
pΓ

)
− 1.

Итерационный процесс мы останавливаем при достижении требуемой точности. Далее для
одномерного аналога уравнений запишем численную схему.

2. КОНСТРУКЦИЯ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА

Будем конструировать численный метод для одномерной постановки задачи. Расширение
на многомерный случай производится тривиально. Введём вектор консервативных переменных
U и вектор потока консервативных переменных F по направлению x следующим образом:

U =


Γρ

Γ2ρhvx
Γ2ρhvy
Γ2ρhvz
Γ2ρh− p

 , F =


ρΓvx

ρhΓ2vxvx + p
ρhΓ2vyvx
ρhΓ2vzvx

(Γ2ρh− p)vx + pvx

 .

В этом случае уравнения специальной релятивистской гидродинамики в векторной форме
записываются в виде:

∂U

∂t
+

∂F

∂x
= 0.

Для решения системы уравнений введём на некотором интервале [a; b] равномерную сетку с
пространственным шагом ∆x, определив консервативные переменные в ячейках с дробным
индексом и потоки консервативных переменных на интерфейсах между ячейками целочис-
ленным индексом. Схема Годунова для такой дискретизации имеет следующий вид:

Un+1
i+1/2 − Un

i+1/2

τ
+

Fn
i+1 − Fn

i

∆x
= 0.

Для реализации схемы Годунова необходимо найти решение задачи Римана для величин Fn
i .

Для этого рассмотрим конфигурацию из левой (L) и правой (R) ячеек и запишем схему Руса-
нова для произвольной величины F для такой конструкции ячеек:

Fn =
Fn
L + Fn

R

2
+

λ

2
(Un

L − Un
R) ,

где λ — максимальный наклон характеристики на конфигурации двух соседних ячеек, вычис-
ляемая по формуле:

λ = max (|λmin,L|, |λmax,R|) ,

λmin = vx

(
1− c2s

)
− csΓ

−1ω

1− c2sv
2

,
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λmax = vx

(
1− c2s

)
+ csΓ

−1ω

1− c2sv
2

,

где ω =
√

1− v2x − cs
(
v2y + v2z

)
. Для уменьшения диссипации численного решения используется

кусочно-параболическое представление физических переменных. Интегрирование по параболе
на каждом интерфейсе между ячейками происходит по максимальному наклону характери-
стики λ. Подробное описание реконструкции было многократно описано (например, в рабо-
тах [11, 25, 26]), а также обосновано его применение именно для физических переменных [27].
Поэтому для полноты изложения опишем процедуру реконструкции в приложении.

Шаг по времени определяется из условия Куранта:

max
(
|λn

max,i+1/2|, |λ
n
min,i+1/2|

)
τ

∆x
= CFL < 1,

где CFL — число Куранта. Для проведения тестирования на одномерных задачах исполь-
зовалось число Куранта CFL = 0.1 для многомерных вычислительных экспериментов было
использовано CFL = 0.2.

3. ВЕРИФИКАЦИЯ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА

Верификация численного метода проведено на трёх задачах о распаде разрыва, на этих
задачах исследована сходимость численной схемы. В качестве астрофизического приложения
выбрана задача о взаимодействии двух релятивистских джетов.

3.1. Задача о распаде разрыва

В качестве первого теста рассмотрим задачу о распаде разрыва с образованием всех гидро-
динамических волн. Для этого на интервале [0; 1] рассмотрим разрывное в точке x0 = 0.5 в на-
чальный момент времени решение с параметрами газа слева: pL = 40/3 — давление, ρL = 10 —
плотность, vL = 0 — скорость, и справа: pR = 10−8 — давление, ρR = 1 — плотность, vR = 0 —
скорость. Решение приведено на момент времени t = 0.4. Показатель адиабаты γ = 5/3. Бы-
ли использованы неотражающие граничные условия и расчётная сетка 200 ячеек. В качестве
численной схемы решения задачи Римана были использованы: (a) — излагаемая в настоящей
статье схема Русанова, (b) — предельный случай схемы Русанова с λ ≡ c ≡ 1 или схема Лакса-
Фридрихса [28], (c) — схема HLL [29], (d) — схема Рое [30]. На рис. 1 изображена функция
плотности, полученная с помощью указанных схем.

При том, что все методы достаточно корректно воспроизвели все компоненты решения,
отметим важные особенности. Так, при использовании любой из схем на ударной волне дис-
сипация составляет всего две ячейки. В целом схемы Русанова и Лакса-Фридрихса более дис-
сипативны, чем схемы Рое и HLL. Это подтверждает число ячеек, на которых диссипирует
контактный разрыв: схемы Русанова — 6 ячеек, схема Лакса-Фридрихса — 8 ячеек, схема
HLL — 5 ячеек, схема Рое — 5 ячеек. На краю волны разрежения схема Лакса-Фридрихса
даёт дополнительную диссипацию. Следует также отметить, что схема Русанова свободна
от численных артефактов в области основания волны разрежения, в отличие от схем Рое и
HLL. Если схема Рое даёт небольшой ”провал” численного решения, то схема HLL приобретает
нефизичные осциллирующие свойства. Этот эффект имеет место и в функции давления (см.
рис. 2) и в функции скорости (см. рис. 3). Таким образом, схема Русанова при чуть более
диссипативных свойствах корректно воспроизвела все компоненты решения.

3.2. Задача о распаде разрыва с сильной ударной волной

В качестве второго теста на отрезке [0; 1] с первоначальным разрывом в точке x0 = 0.5
рассмотрим более сильную ударную волну с параметрами газа слева: pL = 1000 — давление,



Схема Русанова для уравнений специальной релятивистской гидродинамики 53

Рис. 1. Задача о распаде разрыва — функция плотности. Точное решение обозначено
сплошной линией, численное решение обозначено кружками для схем: (a) Русанова, (b)

Лакса-Фридрихса, (c) HLL, (d) Рое

Рис. 2. Задача о распаде разрыва — функция давления. Точное решение обозначено
сплошной линией, численное решение обозначено кружками для схем: (a) Русанова, (b)

Лакса-Фридрихса, (c) HLL, (d) Рое

ρL = 1 — плотность, vL = 0 — скорость. Справа от разрыва параметры газа: pR = 10−2 —
давление, ρR = 1 — плотность, vR = 0 — скорость. Решение приведено на момент времени
t = 0.4. Показатель адиабаты γ = 5/3. Были использованы неотражающие граничные усло-
вия и расчётная сетка 200 ячеек. Для численного решения задачи Римана используем схему
Русанова. Результаты моделирования показаны на рис. 4. Особенностью данного теста явля-
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Рис. 3. Задача о распаде разрыва — функция скорости. Точное решение обозначено
сплошной линией, численное решение обозначено кружками для схем: (a) Русанова, (b)

Лакса-Фридрихса, (c) HLL, (d) Рое

Рис. 4. Задача о распаде разрыва с сильной ударной волной. Точное решение обозначено
сплошной линией, численное решение обозначено кружками: (a) плотность, (b) давление, (c)

скорость

ется наличие за фронтом ударной волны тонкой оболочки. Заметим, что масса оболочки вос-
произведена достаточно корректно несмотря на диссипацию решения. Остальные компоненты
решения воспроизведены корректно и без лишней диссипации. Отметим, что из-за наличия до-
статочно тонкой оболочки в функции плотности имеет место формирование большей скорости
распространения ударной волны по сравнению с аналитическим решением. Разумеется увели-
чение пространственного разрешения позволяет уменьшить эту разницу, но такой численный
артефакт из-за недостаточности разрешения отдельных участков решения остаётся.

3.3. Задача о распаде разрыва с сильной ударной волной при ненулевой
тангенциальной скорости

Усложним второй тест на отрезке [0; 1] с первоначальным разрывом в точке x0 = 0.5
наличием ненулевой тангенциальной (поперечной) начальной скорости. Слева от разрыва па-
раметры газа: pL = 1000 — давление, ρL = 1 — плотность, vLx = 0 — нормальная компонента
скорости, vLy = 0 — тангенциальная компонента скорости. Справа от разрыва параметры га-
за: pR = 10−2 — давление, ρR = 1 — плотность, vRx = 0 — нормальная компонента скорости,
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vRy = 0.99 — тангенциальная компонента скорости. Решение приведено на момент времени
t = 0.4. Показатель адиабаты γ = 5/3. Были использованы неотражающие граничные условия
и расчётная сетка 200 ячеек. Для численного решения задачи Римана используем схему Руса-
нова. Результаты моделирования показаны на рис. 5. В связи с нелинейностью фактора Лорен-

Рис. 5. Задача о распаде разрыва с сильной ударной волной при ненулевой тангенциальной
скорости. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение обозначено

кружками: (a) плотность, (b) давление, (c) нормальная компонента скорости, (d)
тангенциальная компонента скорости

ца тангенциальная компонента скорости достаточно сильно влияет не только на нормальную
компоненту, но и на решение в целом. Сложность теста заключается в наличии тангенциаль-
ной скорости в холодном газе, что требует от метода корректного воспроизведения ударного
воздействия со стороны горячего газа. Предложенный численный метод с малой диссипацией
корректно справился с воспроизведением всех компонент решения. Отметим, что несмотря
на наличие в тесте оболочки плотного газа, её разрешение достаточно для корректного вос-
произведения скорости распространения ударной волны, что не имело место в предыдущем
тесте.

3.4. Исследование сходимости численной схемы

Приведём также результаты анализа порядка сходимости метода в норме L1:

L1 =
∑
i

∆x|ui − u(xi)|,

где u(xi) — точное решение в точке xi, ui — численный результат, ∆x — шаг равномерной
сетки. Порядок сходимости Q будем оценивать как логарифм по основанию два отношения
погрешности на последовательности измельчённых сеток.

Из таблицы видно, что в первой тестовой задаче воспроизведение профиля плотности
достаточно сложная численная проблема. Особенно эта проблема возникает в области основа-
ния контактного разрыва и на волне разрежения. Порядок сходимости в этом случае достигает
0.7, при этом порядок сходимости для функций давления и скорости соответствует величине
0.9. Во второй тестовой задаче функция плотности также имеет порядок сходимости 0.7 из-за
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Погрешность L1 и порядок сходимости Q воспроизведения
физических переменных для задач: (a) — о распаде разрыва, (b) —

о распаде разрыва с сильной ударной волной, (c) — о распаде
разрыва с сильной ударной волной при ненулевой тангенциальной

скорости

Физические Размер
La

1 Qa Lb
1 Qb Lc

1 Qc

переменные сетки
Плотность 100 1.107× 10−1 2.126× 10−1 6.150× 10−1

200 6.385× 10−2 0.794 1.584× 10−1 0.425 3.348× 10−1 0.877
400 3.186× 10−2 1.003 1.024× 10−1 0.629 2.096× 10−1 0.675
800 1.999× 10−2 0.673 5.591× 10−2 0.873 1.306× 10−1 0.683
1600 1.177× 10−2 0.763 3.077× 10−2 0.861 6.573× 10−2 0.991
3200 7.257× 10−3 0.698 1.921× 10−2 0.680 3.630× 10−2 0.857

Давление 100 6.561× 10−2 5.116 8.466
200 3.575× 10−2 0.876 2.470 1.051 4.301 0.977
400 1.818× 10−2 0.975 1.139 1.116 2.215 0.957
800 1.003× 10−2 0.858 5.179× 10−1 1.137 1.141 0.956
1600 5.413× 10−3 0.890 2.594× 10−1 0.997 5.726× 10−1 0.996
3200 2.942× 10−3 0.879 1.292× 10−1 1.006 2.881× 10−1 0.991

Продольная 100 1.276× 10−2 4.658× 10−2 1.833× 10−2

скорость 200 7.047× 10−3 0.857 2.384× 10−2 0.966 9.720× 10−3 0.916
400 2.508× 10−3 1.490 1.286× 10−2 0.890 5.361× 10−3 0.858
800 1.686× 10−3 0.573 5.909× 10−3 1.122 3.144× 10−3 0.770
1600 9.092× 10−4 0.891 3.239× 10−3 0.867 1.514× 10−3 1.054
3200 5.054× 10−4 0.847 1.802× 10−3 0.845 8.396× 10−4 0.851

Поперечная 100 1.315× 10−2

скорость 200 7.089× 10−3 0.892
400 4.169× 10−3 0.766
800 2.434× 10−3 0.776
1600 1.176× 10−3 1.049
3200 6.482× 10−4 0.860

сложности воспроизведения тонкой оболочки, функция скорости воспроизводится чуть луч-
ше с порядком 0.9, а функция давления имеет первый порядок сходимости. В третьем тесте
при наличии тангенциальной составляющей скорости при более сложном характере течения
порядок сходимости для функций плотности и обеих компонент скорости соответствует вели-
чине 0.9, в то время как для функции давления достигается первый порядок. Отметим, что
в целом величины погрешности и порядки сходимости разработанного в статье численного
метода соответствуют результатам для методов Рое [11] и HLL [29], в которых используется
кусочно-параболическая реконструкция физических переменных. Отметим, что анализ поряд-
ка точности на разрывных решениях весьма условен и говорит о диссипативных свойствах
построенного метода, а не о порядке точности метода на гладких решениях. В работе [25] бы-
ло показано, что на достаточно гладких решениях достигается второй порядок точности при
использовании кусочно-параболической аппроксимации.

3.5. Задача о взаимодействии двух релятивистских джетов

Рассмотрим задачу о взаимодействии двух релятивистских струй, движущихся навстречу
друг другу с фактором Лоренца Γ = 10 и релятивистским числом Маха M = 8. Плотность
джетов ρJ = 10−3 см−3, радиус джетов RJ = 200 парсек. Атмосфера галактики имеет темпера-
туру TA = 107 Кельвинов и плотность ρA = 10−2 см−3. Показатель адиабаты выбран γ = 5/3.
На рис. 6 представлены результаты моделирования взаимодействия галактических струй. Из
рис. 6 видна характерная картина взаимодействующих джетов. В обеих джетах впереди идёт
сферическая ударная волна, распространяющаяся со скоростью света. Заметим, что числен-
ная методика не вносит артефактов вдоль координатных линий в виде ”карбункл”-эффектов.
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Рис. 6. Относительный шлирен плотности газа на момент времени 2000 лет

За ударным фронтом лежит оболочка с системой взаимодействующих ударных волн. Внут-
ри оболочки лежит разреженная область кокона. При взаимодействии струй область горячей
точки становится достаточно протяжённой и составляет порядка одного килопарсек.

4. ДИСКУССИЯ

Отметим следующие дискуссионные моменты, касающиеся построенной модификации
схемы Русанова:

1. Вне зависимости от использованной численной схемы решения задачи Римана (схемы
Русанова, Лакса-Фридрихса, HLL или Рое) диссипация на ударной волне происходит
всего на две ячейки. Это связано с тем, что основе влияние на диссипацию ударной вол-
ны оказывает тип использованной кусочно-полиномиальной реконструкции, а не схема
решения задачи Римана.

2. Диссипативность схемы Русанова достаточно хорошо компенсируется робастностью и
отсутствием численных артефактов. Тем не менее перспективным развитием схемы яв-
ляется её комбинация со схемой типа Рое [11] для получения робастной безартефактной
схемы с пониженной диссипативностью. Основной задачей является нахождение надёж-
ного (и робастного) подхода к определению весовых коэффициентов.

3. В статье предложена кусочно-параболическая реконструкция физических переменных.
Для дальнейшего уменьшения диссипации схемы планируется использовать кусочно-
кубическую реконструкцию на основе работы [31].

4. Результаты трёхмерных вычислительных экспериментов показали, что в численном ре-
шении отсутствуют артефакты вдоль координатных линий. Такой эффект наблюдается
даже в схемах типа HLLC [32].

5. Вычислительные эксперименты показали, что схема Русанова успешно может быть рас-
ширена на уравнения специальной релятивистской магнитной гидродинамики. С учётом
сложности построения устойчивого решения полной спектральной задачи Римана для
такой модели использование схемы Русанова позволит получить надёжный численный
метод для решения этих задач.



58 И. М. Куликов

6. Открытым остаётся вопрос об использовании дополнительного уравнения для энтро-
пии в уравнениях специальной релятивистской гидродинамики. Уравнение для энтро-
пии используется для достижения устойчивости численного решения при восстановле-
нии физических переменных [33] и в задачах коллапса при образовании чёрных дыр [34].
Использованию уравнения для энтропии при регуляризации уравнений гидродинамики
посвящены работы [35–37].

7. Также открытым остаётся вопрос о виде уравнения полной энергии. Как известно экви-
валентность энергии и массы позволяет записать уравнение энергии в различных фор-
мах [29]. По всей видимости требуется формулировка эталонного теста, который покажет
область применения различных форм уравнений полной энергии. Это применимо и для
озвученного выше энтропийного уравнения.

8. Традиционно диссипативные свойства численных методов верифицируются на задачах
о распаде разрыва. Для задач гидродинамики, магнитной гидродинамики, релятивист-
ской гидродинамики, магнитной релятивистской гидродинамики построены аналитиче-
ские решения, с которыми происходит сравнение и анализируется порядок точности.
Это апробированный подход лежит в основе многих статей. Однако, важно дисспатив-
ные свойства учитывать при развитии неустойчивостей. Такой анализ позволяет оценить
(хотя бы на качественном уровне) возможность метода не подавлять развитие как фи-
зической неустойчивости, так и оценивать масштаб численных артефактов, создаваемых
численным методом. В задачах релятивистской гидродинамики такими эталонными за-
дачами могут служить задача о развитии неустойчивости типа Кельвина-Гельмгольца
и задача о двумерном распаде разрыва с четырьмя различными состояниями газа. В
дальнейших работах на этих двух задачах планируется провести детальное сравнение
разработанных численных схем в части диссипативных свойств, влияющих на воспроиз-
ведение физических неустойчивостей и генерацию численных артефактов.

Разумеется приведённые моменты являются дискуссионными, отражают только личную пози-
цию автора и скорее являются планом возможного развития численной методики, приведённой
в настоящей статье.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье представлен новый вариант схемы Русанова на основе кусочно-параболического
представления физических переменных для уменьшения диссипации численного метода. Про-
ведена верификация разработанной схемы на классических задачах о распаде разрыва и на
задаче о взаимодействии двух релятивистских джетов в трёхмерной постановке. На первой
задаче о распаде разрыва показано преимущество разработанной схемы над схемами HLL и
Рое в части отсутствия численных артефактов в различных компонентах решения. На второй
и третьей задаче о распаде разрыва показана возможность метода воспроизводить течения с
”тонкими” областями высокой плотности, в том числе и при наличии тангенциальной скорости.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для уменьшения диссипации численного метода мы будем использовать кусочно-
параболическую реконструкцию физических переменных. Для определённости будем констру-
ировать кусочно-параболическую функцию физической переменной q(x) на регулярной сетке
с шагом ∆x, на интервале [xi, xi+1]. Для простоты будем использовать индекс i. В общем виде
парабола может быть записана как:

q(x) = qLi + ξ
(
△qi + q

(6)
i (1− ξ)

)
,
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где qi — значение в центре ячейки, ξ = (x−xi)∆x−1, △qi = qLi − qRi и q
(6)
i = 6(qi−1/2(qLi + qRi ))

при условии сохранения консервативности, то есть:

qi = ∆x−1

∫ xi+1

xi

q(x)dx.

Опишем конструирование параболы по шагам.
На первом шаге конструируем значения δqi = 1/2(qi+1−qi−1). Для избежания экстремумов

функций используем формулу:

δmqi =

{
min(|δqi|, 2|qi+1 − qi|, 2|qi − qi−1|)sign(δqi), (qi+1 − qi)(qi − qi−1) > 0,

0, (qi+1 − qi)(qi − qi−1) ⩽ 0.

После чего пересчитываем значения на границе с помощью интерполянта четвёртого порядка
точности:

qRi = qLi+1 = qi+1/2 = 1/2(qi + qi+1)− 1/6(δmqi+1 − δmqi).

На втором шаге алгоритма начинаем конструировать саму локальную параболу с помо-
щью формулы:

△qi = qLi − qRi , q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi )).

В случае немонотонности локальной параболы (такое имеет место на разрывах) перестраиваем
значения на границах qLi , q

R
i по формулам:

qLi = qi, q
R
i = qi, (q

L
i − qi)(qi − qRi ) ⩽ 0,

qLi = 3qi − 2qRi ,△qiq
(6)
i > (△qi)

2,

qRi = 3qi − 2qLi ,△qiq
(6)
i < −(△qi)

2.

Таким образом, граничные значения удовлетворяют условиям монотонности.
На третьем шаге перестроим параметры параболы с учётом новых значений на границах

ячеек:
△qi = qLi − qRi ,

q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi )).

Напомним, что локальные параболы используются как составная часть задачи Римана, так
как могут быть разрывны на интерфейсах.

На четвёртом шаге происходит финальная перестройка параболы с учётом новых значе-
ний на границах ячеек:

△qi = qLi − qRi ,

q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi )).

В результате локальная парабола в каждой ячейке [xi−1/2, xi+1/2] получена.
Левые и правые значения физических переменных пересчитываются по формулам:

qL(−λLτ) = qRi − λLτ

2h

(
△qi − q6i

(
1− 2λLτ

3∆x

))
,

в противном случае

qR(λRτ) = qLi +
λRτ

2h

(
△qi + q6i

(
1− 2λRτ

3∆x

))
,

где λL,R — соответствующее собственное число.
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Abstract. The Rusanov solver for solving hydrodynamic equations is one of the most robust
schemes in the class of Riemann solvers. For special relativistic hydrodynamics, the robustness
condition of the scheme is the most important property, especially for sufficiently high values
of the Lorentz factor. At the same time, the Rusanov solver is known to be very dissipative.
It is proposed to use a piecewise parabolic representation of physical variables to reduce the
dissipation of the Rusanov scheme. Using this approach has made it possible to obtain a scheme
with the same dissipative properties as Roe-type schemes and the family of Harten—Lax—van
Leer schemes. Using the problem of the decay of a relativistic hydrodynamic discontinuity, it
is shown that the present author’s version of the Rusanov scheme is advantageous in terms of
reproducing a contact discontinuity. The scheme is verified on classical problems of discontinuity
decay and on the problem of the interaction of two relativistic jets in the three-dimensional
formulation.
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