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В работе рассматриваются вопросы численного решения дробно-дифференциальных урав-
нений с интервальными параметрами в показателях производных, описывающих процес-
сы аномальной диффузии. Представлены вычислительные алгоритмы решения начально-
краевых задач, а также соответствующих обратных задач для уравнений, содержащих
интервальные дробные производные по времени и по пространству. В основе алгорит-
мов лежит ранее разработанный, теоретически обоснованный и апробированный на ряде
прикладных задач алгоритм адаптивной интерполяции для моделирования динамических
систем с интервальными параметрами, позволяющий в явном виде получать параметри-
ческие множества состояний динамических систем. На нескольких задачах продемонстри-
рована эффективность и работоспособность предлагаемых алгоритмов.
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ВВЕДЕНИЕ

Исторически вопрос обобщения производных на дробный порядок возник практически
сразу с появлением дифференциального исчисления. Первыми в этой области были Г. В. Лейб-
ниц, Г. Ф. Лопиталь, Л. Эйлер, П.-С. Лаплас, Н. Х. Абель. Существует несколько определений
дробных интегралов и производных, однако наиболее распространёнными являются определе-
ния Г. Ф. Б. Римана и Ж. Лиувилля. Левосторонняя и правосторонняя дробные производные
Римана—Лиувилля произвольного порядка α для функции f (x), заданной на отрезке [L,R],
определяются формулами [1]:

dαf (x)

dxα
=

1

Γ ([α] + 1− α)

d[α]+1

dx[α]+1

x∫
L

f (ξ)

(x− ξ)α−[α]
dξ,

dαf (x)

dxα
=

(−1)[α]+1

Γ ([α] + 1− α)

d[α]+1

dx[α]+1

R∫
x

f (ξ)

(x− ξ)α−[α]
dξ,

где Γ — гамма-функция, [α] — целая часть числа α. Отметим, что дробная производная яв-
ляется нелокальным оператором свёртки. Для левосторонней производной значение дробной
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производной зависит от значений функции во всех точках левее x, а для правосторонней —
правее x.

В основе семейства конечно-разностных методов решения дробно-дифференциальных
уравнений лежит подход, разработанный А. Грюнвальдом и А. В. Летниковым. А. В. Лет-
ников доказал [2], что дробная производная, задаваемая формулой:

dαf (x)

dxα
=

1

Γ (−α)
lim

M→∞

1

hα

M∑
k=0

Γ (k − α)

Γ (k + 1)
f (x− kh),

где M — положительное целое число и h =
x− L

M
, совпадает с соответствующим определением

дробной производной Римана—Лиувилля.
В настоящий момент дробно-дифференциальное исчисление применяется в задачах хи-

мической физики, математической экономики, теории гравитации, вязкоупругости и др. За-
частую прикладные задачи, описывающиеся дифференциальными уравнениями с дробными
производными, не имеют аналитического решения, поэтому перспективным является разви-
тие соответствующих численных методов. Вопросы аппроксимации и устойчивости конечно-
разностных схем решения дробно-дифференциальных уравнений обсуждались в работах [3,4].
В [5] исследуются дробно-пространственные уравнения адвекции-дисперсии с переменными
параметрами, в [6] дробно-дифференциальная модель процесса теплопроводности сегнетоэлек-
трических материалов в условиях интенсивного нагрева. Теоретический и численный анализ
модели сегнетоэлектрического гистерезиса Ландау—Халатникова выполняется в работе [7]. Ра-
бота [8] посвящена построению и программной реализации вычислительного алгоритма моде-
лирования процесса аномальной диффузии. Численное моделирование аномальной диффузии
бильярдного газа в полигональном канале представлено в [9]. В публикации [10] использует-
ся дробное уравнение Риккати для математического моделирования динамических процессов
с эффектом насыщения и памяти. В [11] разработан линеаризованный спектральный подход
Галеркина для нелинейных уравнений диффузии-реакции переменного дробного порядка с
фиксированным запаздыванием.

Как правило, для получаемых из эксперимента данных характерно наличие разброса в
значениях. В основном это связано с погрешностями проводимых измерений или с внешни-
ми факторами, влияние которых нельзя исключить. Наиболее простым описанием неопре-
делённости является интервальная оценка возможных значений. В связи с этим возникает
отдельный интервальный класс задач, для которого существует соответствующий математи-
ческий аппарат [12–15]. Традиционно рассматриваются математические модели динамических
систем с интервальными параметрами. Преимущество в использовании интервальных моде-
лей заключается в том, что они дают ограничения на интересующие величины, в отличие от
классических моделей, которые аппроксимируют их.

Можно выделить два типа задач. Первый тип — прямые задачи: когда все интерваль-
ные параметры модели определены и необходимо построить коридоры возможных значений
для интересующих величин. Для решения таких задач авторами работы ранее был разра-
ботан алгоритм адаптивной интерполяции [16–20], позволяющий в рамках заданной области
неопределённости параметров в явном виде получать параметрические множества состояний
динамической системы. Второй тип — обратные задачи: когда известна экспериментальная ин-
формация относительно состояний динамической системы, но при этом неизвестными являют-
ся интервальные параметры. В работах [18,19] на основе алгоритма адаптивной интерполяции
был разработан подход для решения таких задач интервальной параметрической идентифи-
кации.

Существует несколько подходов к решению интервальных задач: одни основаны на ис-
пользовании классической интервальной арифметики [12–15], другие — на аппроксимации
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множества решений с помощью геометрических примитивов [20–22], а в основе третьих ле-
жит определение явной зависимости решения задачи от значений интервальных парамет-
ров [26–30]. Алгоритм адаптивной интерполяции относится к последней группе. Вопросы реше-
ния задач интервальной параметрической идентификации рассматриваются в работах [28–30].
В [28] представлен итеративный интервальный метод для прогнозирования границ парамет-
ров заданной модели в условиях неопределённости измеренных данных. В диссертационном
исследовании [29] предлагается структурно-параметрическая идентификация линейных ли-
бо допускающих линеаризацию динамических объектов по интервальным исходным данным.
Работа [30] посвящена развитию методов параметрической идентификации на основе нейрон-
ных сетей, применяемых для решения обратных задач теплофизики в условиях интервальной
неопределённости параметров.

В контексте дробно-дифференциальных уравнений интерес представляют уравнения, в
которых порядок производной является интервальным параметром. В настоящей работе рас-
сматривается уравнение аномальной диффузии с интервальными порядками производных по
времени и по пространству. Выполняется построение методов, являющихся комбинацией ранее
разработанных интервальных подходов [13, 18] c явной и неявной конечно-разностной схемой
решения уравнения аномальной диффузии [31].

1. УРАВНЕНИЕ АНОМАЛЬНОЙ ДИФФУЗИИ

Приведём описание уравнения аномальной диффузии в соответствии с работой [31]. Урав-
нение аномальной диффузии записывается следующим образом:

∂γc (x, t)

∂tγ
= d (x)

∂αc (x, t)

∂xα
+ q (x, t) , (1)

и получается из классического дифференциального уравнения диффузии

∂c (x, t)

∂t
= d (x)

∂2c (x, t)

∂x2
+ q (x, t)

заменой производной второго порядка по пространственной координате на дробную производ-
ную порядка 1 < α ⩽ 2 и производной по времени первого порядка на дробную производную
порядка 0 < γ ⩽ 1. Здесь c (x, t) — функция концентрации вещества на отрезке L ⩽ x ⩽ R;
q (x, t) — функция источника (стока) на данном отрезке; d (x) ⩾ 0 — коэффициент диффузии.
Уравнение (1) дополняется начальным условием c (x, t = 0) = F0 (x) и граничными условиями
c (x = L, t) = FL (t) и c (x = R, t) = FR (t) для всех t ⩾ 0.

В случае с интервальными порядками производных имеем α ∈ [α, α], γ ∈
[
γ, γ

]
, где 1 <

α ⩽ α ⩽ 2, 0 < γ ⩽ γ ⩽ 1 — нижние и верхние границы интервалов. Концентрация в каждой
точке x в момент времени t является параметрическим множеством:

C (x, t) =
{
c (x, t, ξα, ξγ)

∣∣ξα ∈ [α, α] , ξγ ∈
[
γ, γ

]}
, (2)

где c (x, t, ξα, ξγ) — значение концентрации в точке x в момент времени t, найденное при зна-
чениях порядков дробных производных α = ξα и γ = ξγ .

Интервальную оценку концентрации можно записать следующим образом:

c (x, t) ∈ [c (x, t) , c (x, t)] , (3)

где c (x, t) = min
ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

c (x, t, ξα, ξγ), c (x, t) = max
ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

c (x, t, ξα, ξγ).
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2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ АНОМАЛЬНОЙ ДИФФУЗИИ

Сначала приведём описание явной и неявной схемы решения уравнения (1) для нахожде-
ния c (x, t) для неинтервальных значений α и γ, а далее — алгоритм адаптивной интерполяции
для построения (2) и (3).

Воспользуемся формулой Грюнвальда—Летникова определения дробной производной:

∂γf (x, t)

∂tγ
=

1

Γ (−γ)
lim

M→∞

1

τγ

M∑
k=0

Γ (k − γ)

Γ (k + 1)
f (x, t− kτ),

∂αf (x, t)

∂xα
=

1

Γ (−α)
lim

N→∞

1

hα

N∑
i=0

Γ (i− α)

Γ (i+ 1)
f (x− ih, t).

Для схемы численной аппроксимации введём следующие обозначения: τ — шаг по вре-
мени; tk = kτ на рассматриваемом отрезке 0 ⩽ tk ⩽ T ; n — число отрезков, на которое

делится исходный отрезок [L,R]; h =
R− L

n
> 0 — шаг сетки по пространственной коорди-

нате; xi = L + ih, i = 0, ..., n; cki = c (xi, tk), di = d (xi) и qki = q (xi, tk) — для сокращения
записи.

Используются следующие конечно-разностные операторы:

∂γc (xi, tk)

∂tγ
≈ 1

τγ

k∑
l=0

gγ,lc
k−l
i ,

∂αc (xi, tk)

∂xα
≈ 1

hα

i+1∑
j=0

gα,jc
k
i−j+1,

где gα,j =
Γ (j − α)

Γ (−α) Γ (j + 1)
и gγ,l =

Γ (l − γ)

Γ (−γ) Γ (l + 1)
— нормированные веса Грюнвальда—

Летникова.
Явная схема для решения уравнения (1) имеет вид:

c0i = F0 (xi) ,

ck+1
0 = FL (tk+1) ,

1

τγ

k+1∑
l=0

gγ,lc
k+1−l
i =

di
hα

i+1∑
j=0

gα,jc
k
i−j+1 + qk+1

i , i = 1, ..., n− 1,

ck+1
n = FR (tk+1) .

(4)

Согласно теоремам 1 и 3 из работы [31] конечно-разностная схема (4) при условии F0(x) =
0 и FL(t) = 0 аппроксимирует дифференциальную задачу (1) с порядком O (h+ τ) и является

условно устойчивой при
τγ

hα
max

i
di ⩽

γ

α
.

Для дальнейшего удобства выразим ck+1
i из выражения (4):

ck+1
i = di

τγ

hα

i+1∑
j=0

gα,jc
k
i−j+1 −

k+1∑
l=1

gγ,lc
k+1−l
i + τγqk+1

i , i = 1, ..., n− 1.

И запишем схему в матричном виде:

ck+1 = Aexc
k −

k+1∑
l=2

gγ,lc
k+1−l + τγqk+1, (5)
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где ck =
(
ck0, c

k
1, ..., c

k
n

)T, qk =
(
qk0 , q

k
1 , ..., q

k
n

)T, Aex — матрица размера (n+ 1) × (n+ 1), эле-
менты которой определяются следующим образом:

ai,j =


0 j ⩾ i+ 2,

gα,0diτ
γ/hα, j = i+ 1,

− gγ,1 + gα,1diτ
γ/hα, j = i,

gα,i+1−jdiτ
γ/hα, j ⩽ i− 1,

i = 1, ..., n− 1, j = 0, ..., n,
a0,0 = an,n = 1,

a0,j = 0, j = 1, ..., n,
an,j = 0, j = 0, ..., n− 1.

Неявная схема имеет вид:

c0i = F0 (xi) ,

ck+1
0 = FL (tk+1) ,

1

τγ

k+1∑
l=0

gγ,lc
k+1−l
i =

di
hα

i+1∑
j=0

gα,jc
k+1
i−j+1 + qk+1

i , i = 1, ..., n− 1,

ck+1
n = FR (tk+1) .

(6)

Данная схема является абсолютно устойчивой и, так же как и явная схема, имеет порядок
аппроксимации O (h+ τ) при условии F0(x) = 0 и FL(t) = 0. Представленный подход применим
и при неоднородных начальных и граничных условиях, но в этом случае асимптотические
свойства схемы требуют специального рассмотрения в силу нелокального характера дробных
производных.

Запишем (6) в матричном виде:

Aimck+1 = −
k+1∑
l=1

gγ,lc
k+1−l + τγqk+1, (7)

где ck =
(
ck0, c

k
1, ..., c

k
n

)T, qk =
(
qk0 , q

k
1 , ..., q

k
n

)T, Aim — матрица размера (n+ 1) × (n+ 1), эле-
менты которой определяются следующим образом:

ai,j =


0 j ⩾ i+ 2,

− gα,0diτ
γ/hα, j = i+ 1,

1− gα,1diτ
γ/hα, j = i,

− gα,i+1−jdiτ
γ/hα, j ⩽ i− 1,

i = 1, ..., n− 1, j = 0, ..., n,
a0,0 = an,n = 1,

a0,j = 0, j = 1, ..., n,
an,j = 0, j = 0, ..., n− 1.

Выразим из уравнения (7) вектор ck+1:

ck+1 = A−1
im

(
τγqk+1 −

k+1∑
l=1

gγ,lc
k+1−l

)
. (8)

В рамках интервальной постановки задачи далее вектор ck будем рассматривать как
вектор-функцию ck (ξα, ξγ) =

(
ck0 (ξα, ξγ) , c

k
1 (ξα, ξγ) , ..., c

k
n (ξα, ξγ)

)T, а матрицы Aex и Aim —
как матрицы функций Aex (ξα, ξγ) и Aim (ξα, ξγ), где ξα ∈ [α, α] , ξγ ∈

[
γ, γ

]
.
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Решение в каждый k-й момент времени можно представить в виде прямого произведения
интервалов:

Ck =
[
ck0, c

k
0

]
×
[
ck2, c

k
2

]
× ...×

[
ckn, c

k
n

]
, (9)

где
cki = min

ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]
cki (ξα, ξγ) ,

cki = max
ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

cki (ξα, ξγ) ,

i = 0, ..., n.

Цель алгоритма адаптивной интерполяции заключается в построении вектор-функции
Pk (ξα, ξγ) =

(
P k
0 (ξα, ξγ) , P

k
1 (ξα, ξγ) , ..., P

k
n (ξα, ξγ)

)T, интерполирующей ck (ξα, ξγ) с контроли-
руемой точностью.

Дальнейшее построение (9) сводится к задачам условной оптимизации для явных функ-
ций, которые можно решить, например, с помощью методов, представленных в работах [32–34].

Построение вектор-функций Pk (ξα, ξγ), k ⩾ 0 происходит последовательно. P0 (ξα, ξγ)
определяется явным образом:

P0 (ξα, ξγ) = (F0 (x0) , F0 (x1) , ..., F0 (xn))
T.

Отметим, что P0 не зависит от ξα и ξγ . Построим Pk+1 (ξα, ξγ) для произволь-
ного k. Получение Pk+1 (ξα, ξγ) заключается в интерполяции функции fk (ξα, ξγ) =(
fk
0 (ξα, ξγ) , f

k
1 (ξα, ξγ) , ..., f

k
n (ξα, ξγ)

)T, заданной в соответствии или с явной схемой (5):

fk (ξα, ξγ) = Aex (ξα, ξγ)P
k (ξα, ξγ)−

k+1∑
l=2

gξγ ,lP
k+1−l (ξα, ξγ) + τ ξγqk+1,

или с неявной схемой (8):

fk (ξα, ξγ) = A−1
im (ξα, ξγ)

(
τ ξγqk+1 −

k+1∑
l=1

gξγ ,lP
k+1−l (ξα, ξγ)

)
,

где fk
0 (ξα, ξγ) = FL (tk+1) и fk

n (ξα, ξγ) = FR (tk+1).
Традиционно интерполяционный полином Pk строится по определённому набору узлов,

которые образуют сетку. Поэтому сначала выполняется перенос решений, которые соответ-
ствуют узлам, на k + 1 временной слой, а далее в зависимости от значения погрешности ин-
терполяции происходит адаптация. Погрешность для любой точки (ξα, ξγ) оценивается как
max

i

∣∣∣P k+1
i (ξα, ξγ)− fk

i (ξα, ξγ)
∣∣∣. В тех местах сетки, где погрешность большая, происходит до-

бавление новых узлов, а в тех местах, где погрешность приемлемая, — разрежение сетки.
Процедура адаптации останавливается, когда max

i

∣∣∣P k+1
i (ξα, ξγ)− fk

i (ξα, ξγ)
∣∣∣ < ε, где ε — неко-

торое заранее определённое значение, характеризующее точность.
В общем случае интерполяционный полином P может быть любым, необходимо только,

чтобы была возможность контролировать погрешность интерполяции.

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ
ИДЕНТИФИКАЦИИ УРАВНЕНИЯ АНОМАЛЬНОЙ ДИФФУЗИИ

Задача параметрической идентификации возникает, когда модель того или иного физи-
ческого процесса уже определена, но неизвестными остаются параметры этой модели. Будем
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предполагать, что в уравнении аномальной диффузии (1) неизвестными являются границы
интервальных оценок порядков производных [α, α],

[
γ, γ

]
.

Пусть известна экспериментальная информация о концентрации в моменты времени tk,
заданная в виде интервальных оценок:

Ĉk =
[
ĉk0, ĉ

k
0

]
×
[
ĉk2, ĉ

k
2

]
× ...×

[
ĉkn, ĉ

k
n

]
.

Отметим, что здесь для упрощения изложения предполагается, что информация известна в
узлах схемы аппроксимации.

Задача интервальной параметрической идентификации заключается в нахождении таких
границ интервалов α, α, γ, γ, чтобы Ĉk ⊆ Ck или чтобы степень непересечения Ck и Ĉk была
минимальна.

Выполним переход к задаче минимизации отклонения модельного решения от экспери-
ментальных данных. Минимизируется следующая целевая функция:

J
(
α, α, γ, γ

)
=
∑
k

ρ
(
Ck, Ĉk

)
, (10)

где ρ
(
Ck, Ĉk

)
характеризует степень непересечения множеств Ck и Ĉk, и если Ĉk ⊆ Ck, то

ρ
(
Ck, Ĉk

)
= 0. Так как Ck и Ĉk являются многомерными прямоугольными параллелепипеда-

ми, то в качестве ρ удобно использовать сумму квадратов расстояний по каждому i = 0, ..., n

между интервалом
[
cki , c

k
i

]
и каждой из границ интервала

[
ĉki , ĉ

k
i

]
:

ρ
(
Ck, Ĉk

)
=

n∑
i=0

[
ρ
([

cki , c
k
i

]
, ĉki

)2
+ ρ
([

cki , c
k
i

]
, ĉki

)2]
,

где

ρ
([

cki , c
k
i

]
, b
)
= min

c∈
[
cki ,c

k
i

] |c− b| (11)

— расстояние между интервалом
[
cki , c

k
i

]
и скаляром b.

При построении градиента целевой функции ключевую роль играют прообразы точек
минимума (11) в пространстве параметров [α, α] ×

[
γ, γ

]
. Поэтому важным является явное

представление ck (ξα, ξγ), которое возможно получить с помощью алгоритма адаптивной ин-
терполяции. Выражение (11) запишется следующим образом:

ρ
([

cki , c
k
i

]
, b
)
= min

ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

∣∣∣P k
i (ξα, ξγ)− b

∣∣∣ ,
и целевая функция (10) примет итоговый вид:

J
(
α, α, γ, γ

)
=
∑
k

n∑
i=0

 min
ξα∈[α,α],
ξγ∈[γ,γ]

[
P k
i (ξα, ξγ)− ĉki

]2
+ min

ξα∈[α,α],
ξγ∈[γ,γ]

[
P k
i (ξα, ξγ)− ĉki

]2. (12)
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Определим выражения для градиента:

dJ

dα
= 2

∑
k

n∑
i=0

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξα

)[+]

+

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξα

)[+]

,

dJ

dα
= 2

∑
k

n∑
i=0

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξα

)[−]

+

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξα

)[−]

,

dJ

dγ
= 2

∑
k

n∑
i=0

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξγ

)[+]

+

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξγ

)[+]

,

dJ

dγ
= 2

∑
k

n∑
i=0

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξγ

)[−]

+

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξγ

)[−]

,

где (z)[+] = max (z, 0), (z)[−] = min (z, 0),

ξkα,i, ξ
k
γ,i = argmin

ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

[
P k
i (ξα, ξγ)− ĉki

]2
,

ξkα,i, ξ
k
γ,i = argmin

ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

[
P k
i (ξα, ξγ)− ĉki

]2
.

Приведём дополнительные правила сужения границ интервалов:

α = min
i=0,...,n,
k

(
ξkα,i, ξ

k
α,i

)
,

dJ

dα
= 0,

α = max
i=0,...,n,
k

(
ξkα,i, ξ

k
α,i

)
,

dJ

dα
= 0,

γ = min
i=0,...,n,
k

(
ξkγ,i, ξ

k
γ,i

)
,

dJ

dγ
= 0,

γ = max
i=0,...,n,
k

(
ξkγ,i, ξ

k
γ,i

)
,

dJ

dγ
= 0.

Таким образом, решение исходной задачи параметрической идентификации сводится к
минимизации целевой функции (12) с помощью градиентных методов. Сначала задаётся на-
чальное приближение

[
α(0), α(0)

]
,
[
γ(0), γ(0)

]
. На каждом шаге оптимизации решается прямая

задача, далее с использованием полученных интерполяционных полиномов Pk вычисляется
градиент и определяется новое приближение. Правила сужения применяются после каждого
шага оптимизации. Процесс останавливается, когда J < εJ или ∥∇J∥ < ε∇.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ

Выполним численное решение одномерного дифференциального уравнения с дробными
интервальными производными по пространству и времени:

∂γc (x, t)

∂tγ
= d (x)

∂αc (x, t)

∂xα
+ q (x, t) , (13)

где
α ∈ [1.2, 1.8] , γ ∈ [0.2, 0.8] ,

q(x, t) =
Γ (3)

Γ (2.3)
x2t1.3 − x2t2,

d (x) =
Γ (1.3)

Γ (3)
x1.7,

0 ⩽ x ⩽ 1, t ⩾ 0.
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Начальные и граничные условия:

c (x, t = 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ 1,
c (x = 0, t) = 0, t ⩾ 0,
c (x = 1, t) = t2, t ⩾ 0.

Решение задачи осуществлялось с помощью алгоритма адаптивной интерполяции с ис-
пользованием неявной схемы аппроксимации. Параметр ε, отвечающий за точность интерполя-
ции на каждом шаге в алгоритме, задавался равным 10−6. Параметры схемы аппроксимации:
h = 0.05 и τ = 0.05.

На рис. 1 представлены полученные интервальные значения концентраций в различные
моменты времени.

Рис. 1. Интервальная оценка решения задачи (13) в различные моменты времени

Интервальные значения порядков производных приводят к тому, что концентрация в каж-
дой точке, за исключением граничных, становится тоже интервальной. На начальных временах
на верхней границе оценки концентрации наблюдается выпуклость.

Далее рассмотрим задачу параметрической идентификации интервального порядка про-
изводной по времени γ. В качестве экспериментальных данных будут использоваться квази-
экспериментальные. Решается прямая задача со значениями порядков производных α = 1.7 и
γ ∈ [0.6, 0.9]. Из найденных интервальных оценок концентраций в моменты времени tk = 0.1k,
k = 1, ..., 10 выбираются случайные подынтервалы, которые далее используются в качестве
экспериментальных данных. На рис. 2 показаны полученные таким образом квазиэксперимен-
тальные значения для трёх моментов времени.

Начальное приближение в методе градиентного спуска γ(0) ∈ [0.2, 0.3], параметры оста-
новки εJ = ε∇ = 10−10. На рис. 3 показан процесс параметрической идентификации.

В процессе минимизации целевой функции модельное решение стремится покрыть экспе-
риментальные данные, о чём свидетельствует уменьшение отклонения между ними. На 26-й
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Рис. 2. Экспериментальные интервальные значения концентраций

Рис. 3. Интервальные значения концентраций, получающиеся в процессе параметрической
идентификации на разных итерациях градиентного спуска (светло-серый цвет), и

экспериментальные интервальные значения концентраций (тёмно-серый цвет) в различные
моменты времени. Переменная it обозначает номер итерации градиентного спуска
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итерации метод градиентного спуска завершает свою работу, так как достигнут минимум це-
левой функции, который равен 0. Полученная интервальная оценка γ(27) ∈ [0.6, 0.9] совпадает
с исходной.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен подход к решению дробно-дифференциальных уравнений с интер-
вальными параметрами в показателях производных, описывающих процессы аномальной диф-
фузии. Рассмотрена как прямая задача, заключающаяся в получении интервальной оценки
концентрации по известным интервальным значениям показателей производных, так и задача
интервальной параметрической идентификации, заключающаяся в определении интерваль-
ных оценок порядков дробных производных по известной экспериментальной информации о
концентрации, заданной в виде интервалов значений. Выполнено обобщение ранее разработан-
ных интерполяционных подходов на рассматриваемые классы задач. Описан вычислительный
алгоритм решения прямой задачи, являющийся комбинацией алгоритма адаптивной интерпо-
ляции c явной и неявной конечно-разностной схемой решения уравнения аномальной диффу-
зии. Задача интервальной параметрической идентификации сводится к задаче минимизации
определённой целевой функции, для которой получен градиент. На двух модельных примерах
продемонстрирована эффективность и работоспособность предлагаемых алгоритмов.
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