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Классическая линейная теория упругости не даёт удовлетворительного описания дефор-
мирования упругих тел при больших градиентах напряжений, для областей с угловыми точ-
ками, зернистых сред, полимерных материалов и других случаев деформирования. Чтобы
иметь возможность более адекватного описания деформирования упругих тел, была предло-
жена [1–6] модель моментной упругой среды, учитывающая, кроме силового взаимодействия,
ещё и вращательное взаимодействие между частицами. Упругая среда рассматривается как
совокупность частиц, положение которых в декартовой прямоугольной системе координат xi,
i = 1, 2, 3, определяется вектором смещений ui и независимым вектором поворотов φi. Прини-
мается, что вектор силовых напряжений pi на площадке с нормалью ni и вектор моментных
напряжений mi на этой площадке определяются формулами Коши (по повторяющимся индек-
сам проводится суммирование)

σijnj = pi, µijnj = mi, (1)

где σij ̸= σji — тензор силовых напряжений, µij ̸= µji — тензор моментных напряжений.
Уравнения равновесия для моментной среды имеют вид [1–6]

∂jσij + Fi = 0, (2)

∂jµij + εijkσkj +Mi = 0, (3)

где ∂j — производная по координате xj ; εijk — кососимметричный по любой паре индексов
тензор Леви-Чивиты; Fi — вектор объёмных сил; Mi — вектор объёмных моментов. В клас-
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сической теории упругости считают, что µij = 0, Mi = 0, тогда из (3) следует симметрия
напряжений σij = σji.

В качестве характеристик несимметричной деформации принимают несимметричные тен-
зоры деформации eij и кручения-изгиба κij [1–6]:

eij = ∂jui − φij = εij + ωij − φij , κij = ∂jφi = γij + βij , (4)

где

εij = εji =
1

2
(∂jui + ∂iuj), ωij =

1

2
(∂jui − ∂iuj),

γij = γji =
1

2
(∂jφi + ∂iφj), βij =

1

2
(∂jφi − ∂iφj)

(5)

и ωij = −ωji, φij = −φji, βij = −βji — кососимметричные тензоры. Запишем тензоры ωij , φij

в виде матриц и с помощью тензора Леви-Чивиты:

ωij =

 0 −ω21 −ω31

ω21 0 −ω32

ω31 ω32 0

 =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 ,
ωij = εikjωk, ωi =

1

2
εijk∂juk =

1

2
εijkωkj ;

(6)

φij =

 0 −φ21 −φ31

φ21 0 −φ32

φ31 φ32 0

 =

 0 −φ3 φ2

φ3 0 −φ1

−φ2 φ1 0

 ,
φij = εikjφk, φi =

1

2
εijkφkj .

(7)

Для тензора βij аналогичная запись имеет вид (6). Из формул (6), (7) видно, что компоненты
векторов ωi, φi являются переобозначением компонент тензоров ωij , φij :

ω1 = ω32, ω2 = ω13, ω3 = ω21; φ1 = φ32, φ2 = φ13, φ3 = φ21.

С учётом (6), (7) кососимметричный тензор в первой формуле (4) можно записать в виде

ψij = −ψji = ωij − φij = εikj(ωk − φk). (8)

Тензоры деформаций (4) являются несимметричными тензорами, напряжения также
несимметричные тензоры, т. е.

σij = σ(ij) + σ[ij], µij = µ(ij) + µ[ij], (9)

где

σ(ij) =
1

2
(σij + σji), σ[ij] =

1

2
(σij − σji),

µ(ij) =
1

2
(µij + µji), µ[ij] =

1

2
(µij − µji).

(10)

Круглые и квадратные скобки в индексах в (9), (10) означают симметричную и антисиммет-
ричную части тензоров по соответствующим индексам.

Связь напряжений и деформаций можно взять в виде обратимых линейных соотноше-
ний [2, 6–9]

σij = Aijklekl +Bijklκkl, µij = Cijklekl +Dijklκkl. (11)
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В работах [2, 6–9] считается, что тензоры четвёртого ранга в (11) имеют симметрию вида

Aijkl = Aklij , Dijkl = Dklij , Cijkl = Bklij , (12)

т. е. предполагается существование потенциала (удельной энергии деформации)

2Φ = Aijkleijekl + 2Bijkleijκkl +Dijklκijκkl. (13)

Допущения (12) в общем случае не обязательны, они следуют из (13), если за основу при-
нимают потенциал (13) (упругость по Грину). Но можно принять за основу линейные соот-
ношения (11) (упругость по Коши). Случай упругости по Коши без учёта вращений, когда
Aijkl ̸= Aklij , рассматривался, например, в [10, 11]. Тензоры четвёртого ранга в (11) считаем не
зависящими от координат xi. Если имеется такая зависимость, то для получения эффектив-
ных характеристик применяют методы осреднения [8, 12]. В [12] приведён обзор литературы
по моментной теории упругости.

Учитывая симметрию и несимметрию тензоров (4), (5) и (8)–(10), соотношения (11) можно
переписать в виде

σ(ij) = A(ij)(kl)εkl +A(ij)[kl]ψkl +B(ij)(kl)γkl +B(ij)[kl]βkl,

σ[ij] = A[ij](kl)εkl +A[ij][kl]ψkl +B[ij](kl)γkl +B[ij][kl]βkl,

µ(ij) = C(ij)(kl)εkl + C(ij)[kl]ψkl +D(ij)(kl)γkl +D(ij)[kl]βkl,

µ[ij] = C[ij](kl)εkl + C[ij][kl]ψkl +D[ij](kl)γkl +D[ij][kl]βkl.

(14)

В формулах (14) в явном виде выделены симметричные и кососимметричные составляющие
всех рассматриваемых тензоров. Уравнения равновесия (2), (3) записываются в аналогичном
виде:

∂j(σ(ij) + σ[ij]) + Fi = 0, ∂j(µ(ij) + µ[ij]) + εijkσ[jk] +Mi = 0. (15)

Связь между тензорами σij и µij рассмотрена в [13]. В работе [9] соотношения (11), (12) за-
писываются в матрично-блочном виде и ставится задача определения собственных модулей
и собственных тензоров блочной матрицы аналогично подходу Кельвина в классической ани-
зотропной упругости [10, 14]. С учётом известного равенства εijkεilm = δjlδkm−δjmδkl, где δkl —
символы Кронекера, второе уравнение (15) можно записать в виде [3, 13]

σ[ml] =
1

2
εilm[∂s(µ(is) + µ[is]) +Mi].

При подстановке напряжений (11) в уравнения равновесия (2), (3) или выражений (14)
в (15) получаются шесть уравнений для шести неизвестных uk, φk, k = 1, 2, 3. В качестве
граничных условий на поверхности тела принимаются заданными векторы pi и mi (1) или за-
даются значения самих функций uk и φk. Число независимых граничных условий обсуждается
в [3].

В определяющих соотношениях (11), (14) участвуют несколько тензоров четвёртого ранга,
задавая которые в определённом виде, можно получать различные варианты моментных упру-
гих сред. Задавая в (11), (12) материальные тензоры в виде изотропного тензора четвёртого
ранга

Aijkl = A1δijδkl +A2δikδlj +A3δilδjk,

получают определяющие соотношения изотропной моментной среды [2, 5, 6, 15]. Если среда
обладает центром симметрии, т. е. материальные тензоры не изменяются при изменении на-
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правления координатных осей, тогда в (11), (12) тензоры Bijkl = 0, Cijkl = 0, при этом соот-
ношения (11), (14) принимают вид [6]

σij = Aijklekl, µij = Dijklκkl;

σ(ij) = A(ij)(kl)εkl +A(ij)[kl]ψkl, σ[ij] = A[ij](kl)εkl +A[ij][kl]ψkl; (16)

µ(ij) = D(ij)(kl)γkl +D(ij)[kl]βkl, µ[ij] = D[ij](kl)γkl +D[ij][kl]βkl. (17)

Уравнения (16) упрощаются, если тензор ψkl = 0, т. е. в (8) вектор φk независимого вращения
равен вектору ωk = (1/2)εkjl∂jul стеснённого вращения (псевдоконтинуум Коссера [5]). В этом
случае из (4) получаем eij = εij = εji — симметричный тензор и тензор кручения-изгиба

κij = ∂jωi =
1

2
εimn∂jmun (18)

выражается через вторые производные от вектора смещения un [1]. Тензор (18) можно вы-
разить через тензор εij . Имеют место соотношение ∂kωij = ∂jεik − ∂iεjk [5] и формулы (6),
тогда

κij = ∂jωi = ∂j

(
1

2
εirsωsr

)
=

1

2
εirs(∂rεsj − ∂sεrj).

Симметричная часть γij = γji и кососимметричная часть βij = −βji тензора κij определяется
по формулам (5).

Если в (16), (17) тензоры

A(ij)[kl] = 0, A[ij](kl) = 0, D(ij)[kl] = 0, D[ij](kl) = 0, (19)

то (16), (17) примут вид обычного закона Гука

σ(ij) = A(ij)(kl)εkl, σ[ij] = A[ij][kl]ψkl, µ(ij) = D(ij)(kl)γkl, µ[ij] = D[ij][kl]βkl (20)

для симметричных и несимметричных частей тензоров напряжений. Рассмотрим первое ра-
венство (20). Тензор A(ij)(kl) имеет симметрию в первой паре индексов и во второй

A(ij)(kl) = A(ji)(kl), A(ij)(kl) = A(ij)(lk), (21)

но в случае упругости по Коши [10] этот тензор не обладает главной симметрией: A(ij)(kl) ̸=
A(kl)(ij) и в общем случае имеет 36 независимых компонент. Для симметричных по двум ин-
дексам тензоров (20), (21) будем использовать формулы перехода от двух индексов к одному
(переобозначение компонент тензоров)

σ(11) = σ1, σ(22) = σ2, σ(33) = σ3, (22)
√
2σ(23) =

√
2σ(32) = σ4,

√
2σ(13) =

√
2σ(31) = σ5,

√
2σ(12) =

√
2σ(21) = σ6.

Тогда с учётом (22) формулы (20) для симметричных тензоров принимают вид

σi = Aijεj , µi = Dijγj , i, j = 1, 6, σ = Aε, µ = Dγ. (23)

Невырожденные матрицы A, D в общем случае несимметричные: Aij ̸= Aji, Dij ̸= Dji.
Матрица A может быть представлена в виде [10]

A = TΛF ′, (24)

где штрих означает транспонирование матрицы, T = [tip], F = [fip] — ортогональные мат-
рицы, т. е. T ′T = E, F ′F = E (E — единичная матрица); Λ = diag(λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6) —
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диагональная матрица (λi > 0). Величины λi являются собственными модулями, а матрицы
tip, fip — собственными состояниями. Каждый столбец этих матриц в силу (22) соответству-
ет симметричному тензору второго ранга. Аналогичное представление вида (24) имеет место
и для матрицы D в (23).

С учётом (24) перепишем определяющее соотношение (23):

σ = TΛF ′ε, T ′σ = ΛF ′ε, σ̃ = Λε̃, (25)

где соответственно обозначили σ̃ = T ′σ, ε̃ = F ′ε. Обращение последних формул имеет вид σ =
T σ̃, ε = F ε̃. Последнее выражение в (25) представляет собой шесть отдельных независимых
равенств

σ̃1 = λ1ε̃1, σ̃2 = λ2ε̃2, σ̃3 = λ3ε̃3, σ̃4 = λ4ε̃4, σ̃5 = λ5ε̃5, σ̃6 = λ6ε̃6, (26)

которые являются инвариантной записью определяющих соотношений (23) или (20). В соот-
ветствии с (26) удельная энергия деформации записывается в каноническом виде

2Φ = σ̃pε̃p = λpε̃
2
p = λ1ε̃

2
1 + λ2ε̃

2
2 + λ3ε̃

2
3 + λ4ε̃

2
4 + λ5ε̃

2
5 + λ6ε̃

2
6 = λp(fipεi)

2 (27)

положительно определённой квадратичной формы. Для моментных напряжений (23) можно
выписать аналогичные соотношения вида (25)–(27). В [10] приведён общий вид матриц (тен-
зоров) A анизотропии для всех классов кристаллографических симметрий. Вид матрицы A
трансверсально-изотропной упругой по Коши среды (ось симметрии x3) следующий:

Aij = Cij +Bij =



C11 C21 C31 −B31 0 0 −B61

C21 C11 C31 −B31 0 0 B61

C31 +B31 C31 +B31 C33 0 0 0
0 0 0 C44 −B54 0
0 0 0 B54 C44 0
B61 −B61 0 0 0 C11 − C21

 , (28)

где Cij = Cji — симметричная часть, а Bij = −Bji — кососимметричная часть матрицы A.
Матрица (28) содержит восемь независимых компонент, в том числе три дополнительные ком-
поненты B31, B61, B54 кососимметричной части. Двумерная задача плоской деформации с ис-
пользованием матрицы вида (28) исследована в работе [11]. Такой же вид (28) имеет матрицаD
для моментных напряжений (23) в случае трансверсальной изотропии.

Для кососимметричных по первой и второй парам индексов тензоров A[ij][kl], D[ij][kl] (20)
также можно ввести собственные модули и состояния. Пусть тензор A[ij][kl] (или D[ij][kl]) имеет
симметрию индексов (далее для краткости квадратные скобки в индексах не пишем):

Aklij = Aijkl, Ajikl = −Aijkl, Aijlk = −Aijkl. (29)

При ортогональном преобразовании системы координат (δpq — единичная матрица, символ
Кронекера)

xi = αij x̂j , x̂j = αijxi, αipαiq = δpq, i, j, p, q = 1, 2, 3,

тензор Aijkl (29) преобразуется по формулам

Aijkl = αipαjqÂpqrsαkrαls, Âpqrs = αipαjqAijklαkrαls. (30)

Перепишем (30) с учётом антисимметрии (29):

Aijkl =
1

2
(αipαjq − αiqαjp)Âpqrs

1

2
(αkrαls − αksαlr) = αijpqÂpqrsαklrs, Âpqrs = αijpqAijklαklrs,
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где обозначили αijpq = (αipαjq − αiqαjp)/2, причём

αjipq = −αijpq, αijqp = −αijpq, αijpqαijrs =
1

2
(δprδqs − δpsδqr) = δ̃pqrs.

Тензор δ̃pqrs имеет симметрию (29) и является единичным в пространстве тензоров вида (29).
Если tji = −tij , то δ̃pqrstrs = tpq.

Для постоянного тензора вида (29) можно поставить задачу на собственные значения
и тензоры [16]:

Aijkltkl = 2λtij , (Aijkl − 2λδ̃ijkl)tkl = 0. (31)

Запишем антисимметричный тензор tij = −tji в виде (6):

tij =

 0 −t21 −t31
t21 0 −t32
t31 t32 0

 , (32)

который имеет три независимые компоненты. С учётом (29), (32) распишем уравнение (31):

2[(Aij21 − 2λδ̃ij21)t21 + (Aij31 − 2λδ̃ij31)t31 + (Aij32 − 2λδ̃ij32)t32] = 0. (33)

Все ненулевые компоненты тензора δ̃ijkl в (33) имеют значения 1/2. Далее в (33) нужно при-
давать все значения индексам i, j. Если i = j, то уравнения нулевые, если i ̸= j, то уравнения
с индексами ij и ji отличаются знаком. Таким образом, из (33) получаем однородную систему
уравнений

(A2121 − λ)t21 +A2131t31 +A2132t32 = 0,

A3121t21 + (A3131 − λ)t31 +A3132t32 = 0,

A3221t21 +A3231t31 + (A3232 − λ)t32 = 0

(34)

для определения собственных значений λ и тензоров tij (32). Матрица системы (34) яв-
ляется симметрической и её характеристическое уравнение имеет три действительных кор-
ня λ1, λ2, λ3, которым соответствуют три собственных тензора tij вида (32). В [16] по аналогии
с классификацией тензоров четвёртого ранга модулей упругости [14] проведена классифика-
ция тензоров вида (29) в четырёхмерном пространстве в зависимости от числа различных
собственных значений λi и их кратностей. Для тензоров D[ij][kl] (20) выписываются совершен-
но аналогичные уравнения вида (29)–(34) для определения собственных модулей и состояний.
В дальнейшем следует исследовать структуру тензоров четвёртого ранга вида (19).

Некоторые двумерные задачи для изотропной моментной среды решены, например, в ра-
ботах [17, 18]. Рассматривается случай плоской деформации, когда u1(x1, x2), u2(x1, x2), u3 = 0
и φ1 = 0, φ2 = 0, φ3(x1, x2). Для стеснённого вращения имеет место равенство φ3 = ω3 =
(1/2)(∂1u2 − ∂2u1).

Рассматривая плоскую деформацию анизотропной среды, не предполагаем, что двумер-
ные уравнения следуют из трёхмерных уравнений. При отсутствии объёмных сил и моментов
уравнения равновесия (2), (3) в двумерном случае принимают вид [17, 18]

∂1σ11 + ∂2σ12 = 0, ∂1σ21 + ∂2σ22 = 0; (35)

∂1µ31 + ∂2µ32 + σ21 − σ12 = 0. (36)

Обобщённые деформации (4) совпадают с классическими [18]:

e11 = ε11 = ∂1u1, e22 = ε22 = ∂2u2, e21 = e12 = ε21 = ε12 =
1

2
(∂1u2 + ∂2u1), (37)
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и кроме того

κ31 = ∂1ω3 =
1

2
(∂11u2 − ∂12u1), κ32 = ∂2ω3 =

1

2
(∂12u2 − ∂22u1). (38)

С учётом (37), (38) определяющие соотношения возьмём в виде, следующем из формул (11):

εij = aijklσkl = aij11σ11 + aij21σ21 + aij12σ12 + aij22σ22, aijkl = ajikl,

µ31 = D3131κ31 +D3132κ32, µ32 = D3231κ31 +D3232κ32.
(39)

Здесь тензор aijkl является обратным к тензору Aijkl в (11).
Рассмотрим случай чисто сдвиговых напряжений, при этом σ11 = 0, σ22 = 0. Тогда из (35)

следует, что σ21 = σ21(x2), σ12 = σ12(x1), и из (37), (39) получаем

ε11 = ∂1u1 = a1121σ21(x2) + a1112σ12(x1), ε22 = ∂2u2 = a2221σ21(x2) + a2212σ12(x1),

ε21 =
1

2
(∂1u2 + ∂2u1) = a2121σ21(x2) + a2112σ12(x1).

(40)

Для деформаций (40) условие совместности ∂22ε11 + ∂11ε22 − 2∂21ε21 = 0 [5] принимает вид

a1121∂22σ21(x2) + a2212∂11σ12(x1) = 0. (41)

Считаем, что a1121 ̸= 0, a2212 ̸= 0, тогда из (41) получаем напряжения

σ21(x2) =
1

a1121

(
c2x

2
2 + c1x2 + c0

)
, σ12(x1) =

1

a2212

(
− c2x

2
1 + k1x1 + k0

)
, (42)

где ci, ki — произвольные постоянные. Подставляем напряжения (42) в первые два уравне-
ния (40):

∂1u1 = c2x
2
2 + c1x2 + c0 +

a1112
a2212

(
− c2x

2
1 + k1x1 + k0

)
,

∂2u2 =
a2221
a1121

(
c2x

2
2 + c1x2 + c0

)
+
(
− c2x

2
1 + k1x1 + k0

)
,

отсюда получаем

u1 =
(
c2x

2
2 + c1x2 + c0

)
x1 +

a1112
a2212

(
−c2
3
x31 +

k1
2
x21 + k0x1

)
+ u1(x2),

u2 =
a2221
a1121

(
c2
3
x32 +

c1
2
x22 + c0x2

)
+
(
− c2x

2
1 + k1x1 + k0

)
x2 + u2(x1).

(43)

Далее подставляем (42), (43) в третье уравнение (40):

∂1u2(x1) + c1x1 − 2
a2112
a2212

(
− c2x

2
1 + k1x1 + k0

)
+ ∂2u1(x2) + k1x2 − 2

a2121
a1121

(
c2x

2
2 + c1x2 + c0

)
= 0.

Из этого уравнения находим

u1(x2) = 2
a2121
a1121

(
c2
3
x32 +

c1
2
x22 + c0x2

)
− k1

2
x22 − a1x2 + b0,

u2(x1) = 2
a2112
a2212

(
− c2

3
x31 +

k1
2
x21 + k0x1

)
− c1

2
x21 + a1x1 + a0,

(44)

где a1, a0, b0 — произвольные постоянные.



12 Б. Д. Аннин, Н. И. Остросаблин, Р. И. Угрюмов

Получив смещения (43), (44), найдём деформации (37), (40) и вращение φ3 = ω3 =
(1/2)(∂1u2 − ∂2u1), которые не выписываем. Далее находим компоненты (38) и моментные
напряжения (39):

µ31 = D3131

[
− 2c2x2 − c1 +

a2112
a2212

(−2c2x1 + k1)

]
+D3132

[
− 2c2x1 + k1 −

a2121
a1121

(2c2x2 + c1)

]
,

µ32 = D3231

[
− 2c2x2 − c1 +

a2112
a2212

(−2c2x1 + k1)

]
+D3232

[
− 2c2x1 + k1 −

a2121
a1121

(2c2x2 + c1)

]
.

(45)

Подставляем напряжения (42), (45) в уравнение (36):

D3131
a2112
a2212

(−2c2) +D3132(−2c2) +D3231(−2c2) +D3232
a2121
a1121

(−2c2)

+
1

a1121

(
c2x

2
2 + c1x2 + c0

)
− 1

a2212

(
− c2x

2
1 + k1x1 + k0

)
= 0.

Из последнего уравнения следует, что

c2 = 0, c1 = 0, k1 = 0, c0/a1121 = k0/a2212 = c. (46)

С учётом (46) из формул (40), (42)–(45) окончательно получаем

u1 = c(a1121 + a1112)x1 + (2a2121c− a1)x2 + b0,

u2 = c(a2221 + a2212)x2 + (2a2112c+ a1)x1 + a0,

ε11 = c(a1121 + a1112), ε22 = c(a2221 + a2212), ε21 = c(a2112 + a2121),

φ3 = ω3 = c(a2112 − a2121) + a1,

κ31 = 0, κ32 = 0, µ31 = 0, µ32 = 0, σ21 = σ12 = c.

(47)

Решение (47) соответствует классической упругости, нет моментных напряжений, сдвиговые
напряжения симметричны и постоянны. Возможно, такое решение получилось из-за того, что
задача рассматривалась как двумерная, а не как следствие трёхмерных уравнений.

Допустим, что начало координат x1 = 0, x2 = 0 не смещается и нет вращения, т. е. для
решения (47) получаем

u1(0, 0) = b0 = 0, u2(0, 0) = a0 = 0, ω3(0, 0) = c(a2112 − a2121) + a1 = 0. (48)

Если a2112 = a2121, то a1 = 0. С учётом (48) смещения (47) принимают вид

u1 = ε11x1 + ε21x2, u2 = ε21x1 + ε22x2. (49)

Решение (47) и формулы (49) имеют место и для двумерного случая трансверсальной
изотропии с несимметричной матрицей модулей упругости вида (28) [10, 11], при этом

ε11 = 2ca1121 =
−βc

2(µ2 + β2)
, ε22 = 2ca2221 =

βc

2(µ2 + β2)
, ε21 = 2ca2121 =

µc

2(µ2 + β2)
,

где µ, β — постоянные [11]; для случая изотропии β = 0.
Для изотропной среды имеем коэффициенты

a1121 = a1112 = 0, a2221 = a2212 = 0, a2121 = a2112 = 1/(4µ) (50)
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и моментные напряжения
µ31 = D2κ31, µ32 = D2κ32, (51)

где µ > 0, D2 > 0 — постоянные. С учётом (50) уравнения (40) принимают вид

ε11 = ∂1u1 = 0, ε22 = ∂2u2 = 0, ε21 =
1

2
(∂1u2 + ∂2u1) =

1

4µ
(σ21(x2) + σ12(x1)), (52)

причём условие совместности (41) выполняется. Из уравнений (52) получаем

u1 = u1(x2), u2 = u2(x1), σ21(x2) + σ12(x1) = 2µ[∂1u2(x1) + ∂2u1(x2)]. (53)

Далее, с учётом (38), (51), (53) находим

µ31 =
1

2
D1∂11u2(x1), µ32 = −1

2
D2∂22u1(x2)

и из уравнения (36) получаем

σ21(x2)− σ12(x1) = −1

2
D2(∂111u2(x1)− ∂222u1(x2)). (54)

Из уравнений (53), (54) выражаем напряжения

σ21(x2) = µ∂2u1(x2) +
1

4
D2∂222u1(x2) + µ∂1u2(x1)−

1

4
D2∂111u2(x1),

σ12(x1) = µ∂1u2(x1) +
1

4
D2∂111u2(x1) + µ∂2u1(x2)−

1

4
D2∂222u1(x2).

(55)

Так как напряжения слева в (55) зависят от одной переменной, то из (55) следует, что смещения
удовлетворяют уравнениям

µu1(x2)−
1

4
D2∂22u1(x2) = µ(c1x2 + c0), µu2(x1)−

1

4
D2∂11u2(x1) = µ(k1x1 + k0), (56)

где c0, c1, k0, k1 — произвольные постоянные. Решение уравнений (56) следующее:

u1(x2) = c0 + c1x2 + C1e
λ1x2 + C2e

−λ1x2 , u2(x1) = k0 + k1x1 +K1e
λ1x1 +K2e

−λ1x1 , (57)

где C1, C2, K1, K2 — произвольные постоянные; λ1 = 2
√
µ/D2.

Зная смещения (57), находим все остальные величины:

ε11 = 0, ε22 = 0, ε21 =
1

2
[k1 + c1 + λ1(K1e

λ1x1 −K2e
−λ1x1 + C1e

λ1x2 − C2e
−λ1x2)],

φ3 = ω3 =
1

2
[k1 − c1 + λ1(K1e

λ1x1 −K2e
−λ1x1 − (C1e

λ1x2 − C2e
−λ1x2))],

κ31 =
2µ

D2
(K1e

λ1x1 +K2e
−λ1x1), κ32 = − 2µ

D2
(C1e

λ1x2 + C2e
−λ1x2),

µ31 = 2µ(K1e
λ1x1 +K2e

−λ1x1), µ32 = −2µ(C1e
λ1x2 + C2e

−λ1x2),

σ21(x2) = µ(c1 + k1) + 2µ(C1e
λ1x2 − C2e

−λ1x2)λ1,

σ12(x1) = µ(k1 + c1) + 2µ(K1e
λ1x1 −K2e

−λ1x1)λ1.

(58)

Решение (57), (58) содержит восемь свободных постоянных, которые можно назначать
произвольно, тогда на границе рассматриваемой области значения функций (57), (58) будут
такими, какими получатся. Но можно задавать значения функций в каких-то точках или
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на границе, а затем находить постоянные. Допустим, что начало координат x1 = 0, x2 = 0 не
смещается и не вращается. Тогда для решения (57), (58) получаем три условия для постоянных:

u1(0, 0) = c0 + C1 + C2 = 0, u2(0, 0) = k0 +K1 +K2 = 0,

2ω3(0, 0) = k1 − c1 + λ1(K1 −K2 − (C1 − C2)) = 0.
(59)

Из выражений (58) для µ31, µ32 следует, что при отсутствии моментных напряжений постоян-
ные Ki, Ci равны нулю, тогда из (59) получаем c0 = 0, k0 = 0, k1 = c1, при этом

u1 = c1x2, u2 = c1x1, ε21 = c1, ω3 = 0, σ21 = σ12 = 2µc1.

Последние формулы соответствуют формулам (47), (49), но в (47), (49) присутствуют ещё
постоянные ε11, ε22. Для случая изотропии эти постоянные равны нулю.

Рассмотрим область V в виде прямоугольника −l1 ⩽ x1 ⩽ l1, −l2 ⩽ x2 ⩽ l2 и отнесём
смещения ui и xi к li: ui/li = ũi, xi/li = x̃i. Тогда коэффициенты в (57), (58) будут безраз-
мерными. Но можно положить l1 = l2 = 1 и считать функции ui и xi безразмерными, т. е.
знак «тильда» не писать.

Векторы усилий (1) в нашем случае записываются в виде

p1 = σ12n2, p2 = σ21n1, m3 = µ31n1 + µ32n2

и на границе области V принимают вид

p1(−1, x2) = 0, p2(−1, x2) = −σ21(x2); p1(1, x2) = 0, p2(1, x2) = σ21(x2);

p1(x1,−1) = −σ12(x1), p2(x1,−1) = 0; p1(x1, 1) = σ12(x1), p2(x1, 1) = 0;

m3(−1, x2) = −µ31(−1), m3(1, x2) = µ31(1),

m3(x1,−1) = −µ32(−1), m3(x1, 1) = µ32(1).

(60)

Выражения (60) дают значения усилий и моментов на границе области V , т. е. такие получа-
ются, если решение вида (57), (58).

Аналогично можно выписать значения смещений (57) на границе области V :

u1(−1, x2) = u1(x2), u2(−1, x2) = u2(−1); u1(1, x2) = u1(x2), u2(1, x2) = u2(1);

u1(x1,−1) = u1(−1), u2(x1,−1) = u2(x1); u1(x1, 1) = u1(1), u2(x1, 1) = u2(x1)
(61)

и значения поворотов ω3 [17, 18]. Координаты точек ai ∈ V0 тела до деформации определяются
по формуле ai = xi − ui(xs), xs ∈ V или в нашем случае

a1 = x1 − u1(x1, x2), a2 = x2 − u2(x1, x2), x1, x2 ∈ V. (62)

Например, граница x1 = 1 была до деформации линией

a1 = 1− u1(1, x2), a2 = x2 − u2(1, x2), x1 = 1;

далее, учитывая (57), (61), получаем другие линии

a1 = −1− u1(−1, x2), a2 = x2 − u2(−1, x2), x1 = −1,

a1 = x1 − u1(x1, 1), a2 = 1− u2(x1, 1), x2 = 1,

a1 = x1 − u1(x1,−1), a2 = −1− u2(x1,−1), x2 = −1.

Как тело из начального состояния V0 перешло в конечное состояние V , в рамках статики опре-
делить невозможно. Но в конечном состоянии V тело под действием усилий и моментов (60)
находится в равновесии [19].
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Если u2(x1) = 0, т. е. постоянные k0, k1, K1, K2 равны нулю, тогда из (62), (57) имеем

x1 = a1 + c0 + c1a2 + C1e
λ1a2 + C2e

−λ1a2 , x2 = a2.

Последние формулы соответствуют простому сдвигу с добавлением слагаемых, учитывающих
моментность.

Чтобы сравнить решение (57) с классическим решением без моментных напряжений, за-
дадим краевые условия для квадрата V со стороной l = 2. Кроме условий (59) полагаем, что
u2(x1) = 0 и u1(−x2) = −u1(x2) (это условие тождественно выполняется в классическом ре-
шении), и задаём смещение в одной точке, например u1(1, 1) = 0.1, тем самым определяется
постоянная c1. Выполняя эти требования, получаем, что решение (57) принимает вид

u1(x2) = c1x2+
c1
2λ1

(e−λ1x2 − eλ1x2) = c1(x2− (1/λ1) sh(λ1x2)), c1 =
1

10(1− (1/λ1) shλ1)
, (63)

а напряжения (58) будут следующие:

µ32 =
µc1
λ1

(eλ1x2 − e−λ1x2) =
2µc1
λ1

sh(λ1x2),

σ21(x2) = µc1 −
µc1
λ1

(eλ1x2 + e−λ1x2) = µc1 −
2µc1
λ1

ch(λ1x2), σ12(x1) = µc1.

На рис. 1 приведены границы квадрата V в соответствии с решением (63) (сплошные ли-
нии) для различных значений λ1. Пунктирные линии соответствуют классическому решению
u1 = c1x2, c1 = 0.1. При стремлении λ1 к нулю решение (63) не сходится классическому реше-
нию, а стремится к кубической функции u1(x2) = (1/10)x32+ . . . . При больших λ1 деформации
локализуются вблизи верхней и нижней граней квадрата.

Рис. 1. Сравнение классического решения (пунктирная линия)
с решениями (63) (сплошная линия) для различных значений λ1



16 Б. Д. Аннин, Н. И. Остросаблин, Р. И. Угрюмов

Кроме условий (59), для решения (57) можно с помощью краевых условий задавать пять
постоянных вместо одной в классическом случае. Зададим, например, смещения в двух точках
квадрата:

u1(1, 1) = 0.1, u2(1, 1) = 0.1; u1(−1,−1) = 0.1, u2(−1,−1) = 0.1.

Выполняя эти условия для решения (57), получим постоянные

c0 = k0 =
1

10(1− chλ1)
, k1 = c1,

C1 = K1 = −1

2

(
c0 +

c1
shλ1

)
, C2 = K2 =

1

2

(
− c0 +

c1
shλ1

)
.

(64)

Постоянная c1 характеризует сдвиг и остаётся свободным параметром. Форма деформирован-
ного квадрата, соответствующая решению (57), (64), при λ1 = 1 в зависимости от параметра
M = c1/(e− e−1), приведена на рис. 2.

Рис. 2. Форма деформированного квадрата, соответствующая решению (57), (64)

Таким образом, в работе представлены уравнения линейной моментной теории упругости
для случая произвольной анизотропии материальных тензоров четвёртого ранга. В определя-
ющих соотношениях выделяются симметричные и кососимметричные составляющие. Рассмот-
рены некоторые упрощённые варианты линейных определяющих соотношений. Допускается
возможность упругости по Коши, когда материальные тензоры четвёртого ранга не облада-
ют главной симметрией. Для материальных тензоров, определяющих силовые и моментные
напряжения, введены собственные модули и собственные состояния, которые являются инва-
риантными характеристиками упругой моментной среды. Для случая плоской деформации
и стеснённого вращения приведён пример полного решения двумерной задачи, когда имеются
только сдвиговые напряжения. Для анизотропной и изотропной упругих сред решения оказы-
ваются существенно различными.
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