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Получены эффективные коэффициенты вязкоупругости гетерогенной среды на основе
формализма обобщённой производной, отображающей внутренние границы гетерогенной
среды. Для найденного модифицированного оператора с учётом проведённого осредне-
ния и его последующего анализа ищется решение на осреднённую функцию Грина. На
основе полученного решения, выражающего решение задачи многих тел в гетерогенной
среде, эффективные коэффициенты вязкоупругости интегрально учитывают микрострук-
туру системы (физические свойства и характерные размеры фаз) в явном виде.
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ВВЕДЕНИЕ

Концепция обобщённой производной впервые введена в рамках функционального анализа
в работе [1]. Для аналитического моделирования гетерогенных сред обобщённая производная
впервые введена в работе [2] для анализа упругих свойств. Обобщённая производная наличием
сингулярной составляющей учитывает влияние конфигурации внутренних границ гетероген-
ной среды, разделяющих фазы с разными физическими свойствами, на распространение поля
по ней. В существующих на сегодняшний момент подходах [3–21] по моделированию гетероген-
ных сред границы раздела фаз либо не учитываются, либо вводятся упрощённо (через фено-
менологические коэффициенты или периодическую структуру [18]). Это ограничивает анализ
влияния коллективного взаимодействия фаз на распространяющееся по гетерогенной среде по-
ле, что имеет отношение к задаче многих тел в гетерогенной среде и необходимо для отображе-
ния её микроструктуры (характерных размеров фаз в среде и их физических свойств). Фор-
мализм обобщённой производной претендует на математический аппарат, необходимый для
формулирования задачи многих тел в гетерогенной среде. Данный математический аппарат
принципиален для анализа новых создаваемых гетерогенных материалов [22–27], обладающих
сложной микроструктурой, которая включает наномасштабные размеры фаз и геометриче-
ские особенности системы. Приведём также потенциально перспективные работы [28—30] для
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аналитического исследования гетерогенных сред, основанные на вероятностном формализме,
производящей функции и теории графов.

В работе [2] показано, что модифицированный обобщёнными производными оператор
приводит к функции Грина, характеризующей микроструктурные особенности гетерогенной
среды. В результате использования метода условных моментов, базирующегося на функции
Грина, в итоговых эффективных коэффициентах упругости интегрально учитывается микро-
структура системы. В данной работе предлагается найти осреднённую функцию Грина для
оператора линейного вязкоупругого уравнения. Для этого предлагается сформулировать за-
дачу многих тел для функции Грина в гетерогенной среде по аналогии с тем, как это делается
в работе [31]. Построение решения интегродифференциального уравнения с разрывами (на-
ходящихся в интегралах по поверхности) основано на преобразовании соответствующего опе-
ратора [31]. Найденное решение используется для получения эффективных коэффициентов
вязкоупругости, интегрально учитывающих микроструктуру системы в явном виде. Исполь-
зуемым подходом является метод условных моментов, базирующийся на формализме функций
Грина, условном осреднении и преобразовании Фурье.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим стационарное распределение упругого поля в микронеоднородной двухфаз-
ной среде в трёхмерном пространстве. Структуру среды считаем обладающей статистически
однородными и изотропными свойствами и заполняющей всё пространство. В качестве исход-
ной модели используем стационарную изотропную модель линейной теории упругости [2]:

∇jσij = 0, σij = λijαβεαβ, εαβ =
1

2
(∇βuα +∇αuβ),

∇j(λijαβ∇βuα) = 0,

λijαβ =

(
K − 2

3
µ

)
δijδαβ + 2µIijαβ, Iijαβ =

1

2
(δiαδjβ + δiβδjα).

(1)

Обобщение на распространение вязкоупругого поля по гетерогенной среде сделаем, базируясь
на структурной идентичности уравнений линейной теории упругости и вязкоупругости [12].
На основе данной аналогии между упругими и вязкоупругими свойствами объёмный K и сдви-
говый µ упругие модули системы должны быть заменены на K → K − iωζ и µ → µ − iωη,
где ζ и η являются объёмным и сдвиговым вязкими модулями системы соответственно, ω —
частота, возникшая в результате преобразования Фурье, i — мнимая единица.

В системе (1) обычная производная заменена на обобщённую производную [2], выражение
для которой имеет вид

∇jui(r) = ∂jui(r) +
∑
k

∫
Sk

[ui]xδ(r− x)dsj , (2)

где запись [ui]x характеризует скачок смещений фаз на границе [ui]x = ui(x+0)−ui(x−0). Син-
гулярная составляющая для обобщённой производной ∇ в (1) выражается в подынтегральном
выражении конфигурацией дельта-функций на поверхностях разрыва.

Координатами в модели (1) выступают микроточки, в каждой из которых находится одна
из фаз со своими физическими свойствами, т. е. объёмный K(r) и сдвиговый µ(r) упругие
модули системы являются функциями координат. Если в микроточке находится фаза 1 (с со-
ответствующими ей упругими свойствами K1, µ1), то материальные коэффициенты упругости
принимают значения K = K1, µ = µ1, аналогично и исследуемые поля смещений uα, дефор-
маций εαβ и напряжений σij при этом принимают значения, соответствующие фазе 1.
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Уравнения (1) следует дополнить заданием граничных условий на внутренних границах:
[σij ] = 0, [ui] = 0 и внешней границе [2]. (Граничное условие для внешней границы отобра-
жает гипотезу эргодичности об эквивалентности статистического осреднения и осреднения по
бесконечно удалённой внешней поверхности.)

Полученный модифицированный оператор в (1) учитывает конфигурацию областей и гра-
ниц, разделяющих фазы, и определяет обобщённую производную. В работе [31] показано, что
формула для обобщённой производной является следствием применения вариационного аппа-
рата к функционалу энергии для гетерогенной среды с учётом индикаторной функции, ха-
рактеризующей фазу в точке. Корректность уравнений (1) с модифицированным обобщённой
производной оператором также обсуждается и доказывается в работах [2] и [31]. В [2] на основе
формализма обобщённой производной получена пространственная теорема осреднения [17].

2. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ НА ОСРЕДНЁННУЮ ФУНКЦИЮ ГРИНА

Для нахождения эффективных коэффициентов упругости согласно работам [2, 31] следует
знать вид осреднённой функции Грина ⟨Gmp⟩(R1,R2), где R1,R2 — координаты, возникшие
в результате пространственного осреднения по координатам r1 и r2.

Поиск осреднённой функции Грина согласно работам [2, 3] осуществляется на основе пре-
образования уравнений (1) к виду

λ∗
ijαβ∇j∇βuα = −∇j(λijαβ − λ∗

ijαβ)∇βuα, (3)

где добавляется и отнимается искомый эффективный тензор λ∗
ijαβ , входящий в осреднённый

закон Гука и содержащий искомые эффективные сдвиговый µ∗ и объёмный K∗ коэффици-
енты линейной теории упругости. Правая часть уравнения (3) считается источником. Далее
уравнения (3) осредняются по объёму. В результате чего оператором λ∗

ijαβÂ∇j∇β , где Â —
оператор пространственного осреднения, определяется искомая осреднённая функция Грина
⟨Gmp⟩(R1,R2) в уравнении, имеющем вид

λ∗
ijml∂

(1)
j ∂

(1)
l ⟨Gmp⟩(R1,R2) + λ∗

ijml

∑
k

1

V

∫
Sk

[
∂
(y)
l Gmp(R1 + y,R2)

]
dsj = δipδ(R1 −R2), (4)

где ∂(1)
i — обычная производная по координате R1, V =

4

3
πR3 — объём осреднения. Осреднение

произведено по обеим координатам r1 и r2. В подынтегральном выражении функция Грина
осреднена по координате r2, вектор y выражает расстояние до поверхностей раздела фаз.

Для полной постановки задачи на осреднённую функцию Грина дополним уравнение (4)
условиями на внутренних границах:[

λijαβ∂
(y)
β Gαp(R1 + y,R2)

]
= 0, [Gmp(R1 + y,R2)] = 0

и условием на бесконечности ⟨Gmp⟩|∞ = 0. Условие [Gmp(R1 + y,R2)] = 0 учтено при выводе
уравнения (4).

Для построения решения интегродифференциального уравнения с разрывами (4) следует
провести преобразование члена λ∗

ijml

∑
k

1
V

∫
Sk

[
∂
(y)
l Gmp(R1 + y,R2)

]
dsj . В работе [31] примени-

тельно к исследованию электрических свойств гетерогенной среды представлен соответствую-
щий алгоритм действий, основная идея в рамках которого заключается в переходе от суммы
последовательности внутренних границ к интегралу.
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Основываясь на работе [31], приведём итоговое дифференциальное уравнение на осред-
нённую функцию Грина:(

λ∗
ijml +Dijml

)
∂
(1)
j ∂

(1)
l ⟨Gmp⟩(R1,R2)− ρDilml⟨Gmp⟩(R1,R2) = δipδ(R1 −R2),

Dijαβ = D1δijδαβ + 2D2Iijαβ,

D1 =
β

6π

a2

∆3

(
K∗ − 2

3
µ∗

)
(K1 −K2)(c1bK1 − c2aK2)

K1K2
,

D2 =
β

6π

a2

∆3
µ∗ (µ1 − µ2)(c1bµ1 − c2aµ2)

µ1µ2
,

(5)

где β — коэффициент формы (для половины поверхности сферы β = 2π), ∆ = a + b, b и a —
характерные масштабы фаз 1 и 2 соответственно, ρ = 3ε/∆2, ε — коэффициент [31], связан-
ный с отношением масштаба ∆ к масштабу пространственного осреднения R. Элементарным
структурным элементом фазы 2 также является шар с радиусом a.

Проведённые операции по получению уравнения (5) концептуально идентичны рабо-
те [31]. Отличие технического плана связано с тензорным видом уравнения (5), что отра-
жается при преобразовании члена λ∗

ijml

[
∂
(y)
l Gmp(R1 + y,R2)

]
на основе граничного условия[

λijαβ∂
(y)
β Gαp(R1 + y,R2)

]
= 0.

Для нахождения решения уравнения (5) осреднённую функцию Грина полагаем стати-
стически изотропной и однородной: ⟨Gip⟩(R1,R2) = ⟨Gip⟩(R1 − R2). Считам также, что вы-
полняются неравенства

(µ1 − µ2)(bµ1 − aµ2) ⩾ 0, (K1 −K2)(bK1 − aK2) ⩾ 0.

Решение уравнения (5) ищется с помощью преобразования Фурье и вычисления вычетов (пер-
вого порядка). Ответ имеет следующий вид:

⟨Gip⟩(r) = − 1

4π

δip
µ∗ +D2

e−δ1r

r
+

1

4π

1

ω(D1 + 4D2)
∂i∂p

e−δ1r − e−δ2r

r
,

δ21 =
ω(D1 + 4D2)

µ∗ +D2
, δ22 =

ω(D1 + 4D2)

K∗ + 4
3µ

∗ +D1 + 2D2
.

(6)

Решение (6) с входящими масштабами δ−1
1 и δ−1

2 является следствием модифицированного
обобщённой производной оператора, характеризующего конфигурацию границ раздела фаз
в гетерогенной среде (и обобщающего оператор работы [3]). Совокупность точек границ раз-
дела фаз в гетерогенной среде в определении обобщённой производной выражена конфигура-
цией дельта-функций, которые фактически являются конфигурацией зарядов (при этом раз-
ные знаки зарядов вызваны чередующейся сменой фаз). С учётом указанного представления
члены e−δ1r/r и e−δ2r/r имеют отношение к потенциалу Юкавы, выражающего переходный
слой, вызванный экранированием конфигурации зарядов (внутренних границ). Наличие двух
переходных масштабов δ−1

1 и δ−1
2 связано с продольными и поперечными деформациями. При-

сутствие данных масштабов в осреднённой функции Грина отображает разный вклад в отклик
поля в среде на приложенное воздействие от продольных и поперечных воздействий. Коэффи-
циенты D1 и D2 в знаменателях (6) также являются следствием конфигурации границ раздела
фаз и с точки зрения зарядов ими выражается эффективный заряд. Таким образом, найденное
на основе концепции обобщённой производной осреднённое решение описывает влияние кон-
фигурации границ раздела фаз в гетерогенной среде на поведение поля в системе (т. е. отоб-
ражает коллективное взаимодействие фаз при распространении поля по гетерогенной среде),
что является следствием рассмотрения производных в обобщённом смысле.
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Полученный результат на осреднённую функцию Грина является следствием нового под-
хода к конфигурации интегралов по поверхности. Анализ этих интегралов представляет ос-
новную проблему теории смесей [17].

3. НАХОЖДЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ
ВЯЗКОУПРУГОСТИ

В работе [2] в рамках метода условных моментов [3] получены эффективные коэффици-
енты линейной теории упругости, учитывающие формализм обобщённой производной и инте-
грально отображающие микроструктуру гетерогенной системы. Для получения эффективных
коэффициентов упругости используем основные выкладки работы [2].

Целью является получение из исходных уравнений (1) осреднённые, представимые в виде

∇j⟨σij⟩ = 0, ⟨σij⟩ = λ∗
ijαβ⟨εαβ⟩, λ∗

ijαβ∇j∇β⟨uα⟩ = 0.

Тензоры ⟨εαβ⟩ и ⟨σij⟩ являются осреднёнными тензорами деформаций и напряжений соответ-
ственно, ⟨εαβ⟩ = c1

〈
ε1αβ

〉
+c2

〈
ε2αβ

〉
; c1, c2 — объёмные концентрации фаз, c1 = V1/V , c1+c2 = 1.

Необходимая информация о гетерогенной структуре располагается в эффективных коэффи-
циентах K∗, µ∗, вид которых следует получить.

Итоговое выражение по вычислению эффективных коэффициентов упругости имеет вид

λ∗
jkαβ = ⟨λjkαβ⟩+ c1c2λ

′
jkmn

(
Iγδmn +Rγδpq

(
λ∗
pqmn − λ

′′
pqmn

))−1
Rγδrνλ

′
rναβ, (7)

λ
′
ijαβ = λ1

ijαβ − λ2
ijαβ, λ

′′
ijαβ = c2λ

1
ijαβ + c1λ

2
ijαβ.

Интегралы Rijpq вычисляются по формуле

Rijpq(k) = −
∫

∂q∂(j⟨Gi)p⟩(r)φ(r)e−ikr dr

и при k = 0 имеют итоговый вид

Rjkpq = − 1

3γ2

1

µ∗ Ijkpq +
1

15γ2

γ1K
∗ + (γ2 − 2

3γ1)µ
∗

µ∗(γ1K∗ + (2γ2 − 2
3γ1)µ

∗)
(δjkδpq + 2Ijkpq),

γ1 = 1 +
β

6π

a2

∆3

(K1 −K2)(c1bK1 − c2aK2)

K1K2
,

γ2 = 1 +
β

6π

a2

∆3

(µ1 − µ2)(c1bµ1 − c2aµ2)

µ1µ2
.

Функция φ(r) при этом взята в виде φ(r) = e−r/(αc1a) [32], где α — некоторый структурный
коэффициент, который для шара приближённо определим как α = π/2. Вычисление резуль-
тата действия вторых производных на осреднённую функцию Грина произведено с учётом
приближения

∂i∂p
e−δ1r − e−δ2r

r
∼=

1

2

(
δ21 − δ22

)
∂i∂pr,

характеризующего малость масштаба ∆ относительно масштаба осреднения R.
Подставив вычисленные Rjkpq в формулу (7), получим модифицированные эффективные

коэффициенты упругости

K∗ = c1K1 + c2K2 −
c1c2(K1 −K2)

2

c1K2 + c2K1 + 4/3γ2µ∗ ,

µ∗ = c1µ1 + c2µ2 −
c1c2(µ1 − µ2)

2

c1µ2 + c2µ1 + γ2
µ∗(3/2γ1K∗+(7/3γ2−γ1)µ∗)

γ1K∗+(8/3γ2−2/3γ1)µ∗

.

(8)
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В полученных коэффициентах (8) параметры γ1 и γ2 являются явно определёнными и инте-
грально учитывают микроструктуру среды: характерные размеры фаз неоднородной системы
и их физические свойства. Эти коэффициенты характеризуют объёмные и сдвиговые свойства
гетерогенной среды. В частном случае ∆ ≫ a, b или β = 0, параметры γ1 = γ2 = 1 и полу-
ченные эффективные коэффициенты согласуются с работами [3, 4, 7–9, 13, 16]. Этот частный
случай характеризует пренебрежение границами раздела фаз (либо их влияние на поле ин-
тегрально зануляется). Отметим, что в работе [2] в эффективных коэффициентах упругости
присутствует один параметр γ ̸= 1, который интегрально учитывает микроструктуру среды.

Для перехода к вязкоупругим эффективным коэффициентам в формуле (8) следует про-
вести следующие замены:

K∗ → K∗ − iωζ∗, µ∗ → µ∗ − iωη∗, Kν = Kν − iωζν , µν = µν − iωην , ν = 1, 2,

где ζ∗ и η∗ — эффективные коэффициенты объёмной и сдвиговой вязкостей соответственно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе модифицированного концепцией обобщённой производной оператора вязко-
упругого линейного уравнения и проведённого осреднения сформулирована задача многих тел
в гетерогенной среде для функции Грина. С учётом представленных гипотез найдено решение
этой задачи, характеризующее переходный слой и отображающее коллективное взаимодей-
ствие фаз при распространении вязкоупругого поля по гетерогенной среде. С учётом найден-
ного решения для осреднённой функции Грина в рамках метода условных моментов получены
эффективные коэффициенты вязкоупругости, интегрально учитывающие микроструктуру си-
стемы (физические свойства и характерные размеры фаз) в явном виде.
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