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В связи с многочисленными приложениями в науке и технике теория дифференциальных
уравнений в частных производных развивается быстрыми темпами. В частности, к уравнени-
ям высокого чётного порядка приводятся многие задачи колебания стержня, пластин, балок
и т. д. [1–4]. В настоящее время имеются многочисленные научные работы, в которых сформу-
лированы и изучены начально-граничные задачи для таких уравнений. Например, в работе [5]
в многомерных областях сформулированы и исследованы начально-граничные задачи для
некоторых классов ультрагиперболических уравнений 2m-го порядка по пространственным
переменным и второго порядка по временной переменной; в работах [6–8] изучены начально-
граничные задачи соответственно для уравнения смешанного типа и уравнения с меняющим-
ся направлением времени 2m-го порядка по пространственным переменным, а по временной
переменной 2s-го и 2s+ 1-го порядков, где m, s ∈ N. Начально-граничные задачи в многомер-
ных областях исследованы также в работах [9, 10], именно в работе [9] для псевдопараболи-
ческих, квазиэллиптических и «частично гиперболических» уравнений видов соответственно

D2m+1
t (Au) +Bu = f(x, t), D2m

t (Au)−Bu = f(x, t), D2m
t (Au) +Bu = f(x, t) (здесь Dl

tu =
∂lu

∂tl
;

A и B — линейные дифференциальные операторы второго и 2p-го порядка по пространствен-
ным переменным, l, m, p ∈ N); в работе [10] — для некоторых классов уравнений составного
типа 2-го порядка по пространственным переменным и 2p-го порядков по временной (выде-
ленной) переменной. В работе [11] в многомерной области с достаточно гладкой границей
изучена начально-граничная задача для уравнения ∂ρ

t u(x, t)+A(x,D)u(x, t) = f(x, t), где ∂ρ
t —

дифференциальный оператор Римана — Лиувилля дробного порядка ρ ∈ (0, 1], A(x,D) — про-
извольный положительный формально самосопряженный эллиптический дифференциальный
оператор чётного порядка.

В перечисленных выше работах рассмотрены, в определенном смысле, общие уравнения
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с достаточно гладкими коэффициентами, а однозначная разрешимость задач, поставленных
для них, доказана в более общих условиях для коэффициентов уравнений.

В последнее время возрос интерес к постановке и изучению новых начально-граничных
задач на плоскости для уравнений высокого порядка с конкретными коэффициентами. В част-
ности, в работах [12–16] в прямоугольной области исследованы начально-граничные задачи для
уравнений

∂2pu

∂x2p
− ∂2u

∂t2
= f(x, t),

∂2pu

∂x2p
+

∂2u

∂t2
= f(x, t),

Bt
γ−1/2u+ (−1)p

∂2pu

∂x2p
= f(x, t),

в работе [17] — для уравнения

Bt
γ−1/2

[
(−1)s

∂s

∂xs

(
ρ(x)

∂su

∂xs

)]
+ (−1)k

∂2ku

∂x2k
= f(x, t),

где p, k, s ∈ N , s < k, а Bt
γ−1/2 ≡ ∂2

∂t2
+

2γ

t

∂

∂t
— оператор Бесселя [18]. В работе [19] изучена

задача Дирихле в прямоугольнике и параллелепипеде соответственно для уравнений

∂2pu

∂x2p
− ∂2pu

∂y2p
= f(x, y),

∂2pu

∂t2p
− ∂2pu

∂x2p
− ∂2pu

∂y2p
= f(x, y, t).

В работе [20] в прямоугольной области исследована спектральная задача для уравнения
(−1)nD2n

x u + (−1)kD2k
y u + g(x, y)u = λu; в [21] в квадрате рассмотрена краевая задача для

уравнения (−1)qD2q+1
x u+(−1)pymD2p

y u = 0, где m ∈ R, p, q, n, k ∈ N, n ⩾ k, n > 1, 0 ⩽ m < 2p,

Dj
z ≡

∂j

∂zj
.

Несмотря на изложенное выше, в настоящее время начально-граничные задачи на плос-
кости для вырождающихся уравнений остаются малоизученными. В данной работе сформули-
руем и исследуем одну начально-граничную задачу для уравнения высокого чётного порядка,
вырождающегося на границе области.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В области Ω = {(x, t) | 0 < x < 1; 0 < t < T} рассмотрим уравнение высокого чётного
порядка вида

Bt
γ−1/2u+ (−1)k

∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)
= f(x, t), (1)

вырождающегося на боковой стороне x = 0 области Ω, где α, γ, k, T — заданные действитель-
ные числа, причем 0 ⩽ α < 1, 0 ⩽ γ < 1/2, k ∈ N , а f(x, t) — заданная функция.

Исследуем существование, единственность и устойчивость решения следующей начально-
граничной задачи для уравнения (1) в области Ω:
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Задача 1. Найти функцию u(x, t), обладающую следующими свойствами:

1)
∂ju

∂xj
∈ C(Ω),

∂ku

∂xk
∈ C(Ω),

∂j

∂xj

(
xα

∂ku

∂xk

)
∈ C(Ω), j = 0, k − 1; t2γut ∈ C(Ω); Bt

γ−1/2u,

∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)
∈ C(Ω) ∩ L2(Ω);

2) в области Ω удовлетворяет уравнению (1);
3) удовлетворяет следующим начальным и граничным условиям:

u(x, 0) = φ1(x), 0 ⩽ x ⩽ 1; lim
t→+0

t2γut(x, t) = φ2(x), 0 < x < 1, (2)

u(0, t) =
∂

∂x
u(0, t) = · · · = ∂k−1

∂xk−1
u(0, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, (3)

∂k

∂xk
u(1, t) =

∂k+1

∂xk+1
u(1, t) = · · · = ∂2k−1

∂x2k−1
u(1, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, (4)

где φ1(x) и φ2(x) — заданные непрерывные функции.
Отметим, что поставленная задача для уравнения (1) при α = 0, k ∈ N изучена в рабо-

те [14], а при γ = 0, α = 0, k = 2 — в работе [22], причем в последнем случае, она описывает
вынужденные колебания консольно закрепленной балки [1]. Также отметим, что начально-
граничные задачи с другими граничными условиями для уравнения (1) при γ = 0, 2 < k ∈ N,
α — нецелое число из интервала (0, k) и (k, 2k − 1), исследованы соответственно в [23, 24].

2. ИССЛЕДОВАНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Нетривиальное решение однородного уравнения

Bt
γ−1/2 u+ (−1)k

∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)
= 0,

удовлетворяющего условиям (3) и (4), ищем в виде u(x, t) = v(x)T (t). В результате относи-
тельно функции v(x) получим следующую спектральную задачу:

Mv ≡ (−1)k[xαv(k)(x)](k) = λv(x), 0 < x < 1; (5)

v(0) = v′(0) = · · · = v(k−1)(0) = 0; v(k)(1) = v(k+1)(1) = · · · = v(2k−1)(1) = 0. (6)

Выясним, при каких λ задача (5), (6) имеет нетривиальные решения. С этой целью сначала
умножим уравнение (5) на функцию v(x), а затем проинтегрируем полученное равенство по x
на отрезке [0, 1]:

(−1)k
1∫

0

[xαv(k)(x)](k)v(x) dx = λ

1∫
0

v2(x) dx. (7)

Из равенства (7), применяя правило интегрирования по частям k раз к первому интегралу
и учитывая условия (6), получим

1∫
0

xα[v(k)(x)]
2
dx = λ

1∫
0

v2(x) dx,

откуда при v(x) ̸≡ 0 вытекает, что λ ⩾ 0. Если λ = 0, то из последнего равенства следует, что
v(k)(x) = 0, x ∈ (0, 1). Отсюда в силу условия (6) получим v(x) ≡ 0, x ∈ [0, 1].

Следовательно, задача (5), (6) может иметь нетривиальные решения только при λ > 0.
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Для исследования спектральной задачи (5), (6) применим метод функций Грина. С этой
целью построим функцию Грина G(x, s) задачи. Она должна обладать следующими свойства-
ми:

1◦. Функция G(x, s) непрерывна и имеет непрерывные производные по x до (k − 1)-го

порядка включительно, a функция xα
∂kG(x, s)

∂xk
непрерывна и имеет непрерывные производные

по x до (k − 2)-го порядка включительно для всех значений x и s из отрезка [0, 1].

2◦. При любом фиксированном s ∈ (0, 1) функция xα
∂kG(x, s)

∂xk
имеет непрерывные про-

изводные (k − 1)-го и k-го порядков по x в каждом из интервалов [0, s) и (s, 1], причём

∂k−1

∂xk−1

(
xα

∂kG(x, s)

∂xk

)∣∣∣∣
x=s+0

− ∂k−1

∂xk−1

(
xα

∂kG(x, s)

∂xk

)∣∣∣∣
x=s−0

= (−1)k.

3◦. Функция G(x, s), рассматриваемая как функция от x, удовлетворяет условиям (6)
и уравнению MG(x, s) = 0, x ∈ (0, s) ∪ (s, 1).

Функция G(x, s), обладающая перечисленными выше свойствами существует, единственна
и имеет вид

G(x, s) =


(−1)k

(−1)k−1x2k−1−α

(k − 1)!(k − α)k0!
+

(−1)k−2x2k−2−αs

(k − 2)!(k − α− 1)k1!
+ · · ·+ xk−αsk−1

0!(1− α)k(k − 1)!
, x < s,

(−1)k
(−1)k−1s2k−1−α

(k − 1)!(k − α)k0!
+

(−1)k−2s2k−2−αx

(k − 2)!(k − α− 1)k1!
+ · · ·+ sk−αxk−1

0!(1− α)k(k − 1)!
, x > s,

здесь (a)k = (a)(a+ 1) . . . (a+ k − 1) — символ Похгаммера [25].
Тогда методом, применённым в [26], легко убедиться, что задача (5), (6) эквивалентна

следующему интегральному уравнению с симметричным ядром G(x, s):

v(x) = λ

1∫
0

G(x, s)v(s) ds. (8)

Так как ядро G(x, s) непрерывно, симметрично и положительно (т. е. λ > 0), то согласно
теории интегральных уравнений [27] уравнение (8) и задача (5), (6) имеют счётное число
собственных значений 0 < λ1 < λ2 < λ3 < · · · < λn < . . . , λn → +∞, а соответствующие им
собственные функции v1(x), v2(x), v3(x), . . . , vn(x), . . . образуют ортонормированную систему
в пространстве L2(0, 1) и любая функция, истокообразно представимая через ядро G(x, s),
разлагается в сходящийся в среднем ряд Фурье по этим собственным функциям [27].

Лемма 1. Если h(x), xαh(k)(x) ∈ Ck−1[0, 1] и (xαh(k)(x))(k) ∈ L2(0, 1), h(j)(0) = 0,
h(k+j)(1) = 0, j = 0, k − 1, то функция h(x) разлагается в ряд по собственным функциям
задачи (5), (6), который сходится равномерно и абсолютно в интервале [0, 1].

Доказательство. В силу свойства функций G(x, s) и h(x) справедливо равенство

h(x) =

1∫
0

G(x, s)(−1)k(sαh(k)(s))(k) ds.

Следовательно, функция h(x) истокообразно представима через ядро G(x, s). Кроме того,
нетрудно убедиться, что

1∫
0

G2(x, s) ds ⩽ A(x) ⩽ K = const, K > 0.
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Тогда, согласно теореме Гильберта — Шмидта [27], справедливо утверждение леммы 1. □

3. СХОДИМОСТЬ ОСНОВНЫХ БИЛИНЕЙНЫХ РЯДОВ

Лемма 2. В промежутке [0, 1] равномерно сходятся следующие ряды:

∞∑
n=1

v2n(x)

λn
,

∞∑
n=1

(
v
(µ)
n (x)

)2
λn

,
∞∑
n=1

[(
xαv

(k)
n (x)

)(µ)]2
λ2
n

, µ = 0, k − 1. (9)

Доказательство. Так как ядро G(x, s) интегрального уравнения (8) симметрично, по-
ложительно и непрерывно в {(x, s) | 0 ⩽ x, s ⩽ 1}, то на основании теоремы Mерсера [27]
это ядро представлено абсолютно и равномерно сходящимся билинейным рядом G(x, s) =
∞∑
n=1

[vn(x)vn(s)]/λn. Отсюда, в частности, при x = s следует, что

G(x, x) =
∞∑
n=1

v2n(x)/λn ⩽ K = const < +∞,

т. е.первый ряд в (9) равномерно сходится на отрезке [0, 1].
Из уравнения (8) при λ = λn, v(x) = vn(x), µ = 0, k − 1 имеем

vn
(µ)(x) = λn

1∫
0

∂µG(x, s)

∂xµ
vn(s) ds = (−1)k

1∫
0

∂µG(x, s)

∂xµ
(
sαv(k)n (s)

)(k)
ds. (10)

Непосредственной проверкой легко убедиться в том, что функции
∂µG(x, s)

∂xµ
, µ = 0, k − 1,

имеют непрерывные производные по s до (k − 1)-го порядка включительно и удовлетворя-

ют граничным условиям (3) по аргументу s, причём sα/2
∂µ+kG(x, s)

∂xµ∂sk
∈ L2(0, 1) для любых

x ∈ [0, 1]. Учитывая это, применим правило интегрирования по частям k раз к последнему
интегралу в (10). В результате, принимая во внимание свойства функций G(x, s) и vn(s), по-
лучим

vn
(µ)(x) =

1∫
0

sα
∂µ+kG(x, s)

∂xµ∂sk
vn

(k)(s) ds

или
v(µ)(x)√

λn
=

1∫
0

(sα/2
∂µ+kG(x, s)

∂xµ∂sk
)(
sα/2vn

(k)(s)√
λn

) ds.

Следовательно, выражения v(µ)(x)/
√
λn есть коэффициенты Фурье функции sα/2

∂µ+kG(x, s)

∂xµ∂sk

в системе функций
{(

sα/2vn
(k)(s)/

√
λn

)}∞
n=1

, ортонормированность которой доказывается ни-
же (см. равенство (12)). Поэтому, на основании неравенства Бесселя [27], имеем

∞∑
n=1

[
vn

(µ)(x)
]2

λn
⩽

1∫
0

sα
(
∂µ+kG(x, s)

∂xµ∂sk

)2

ds,

т. е. второй ряд в (9) сходится равномерно.
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Из (8), в силу свойств 1
◦ , 2◦ функции Грина G(x, s), имеем[

xαvn
(k)(x)

](µ)
λn

=

1∫
0

∂µ

∂xµ

(
xα

∂kG(x, s)

∂xk

)
vn(s) ds, µ = 0, k − 1.

Следовательно, функции [xαvn
(k)(x)](µ) являются коэффициентами Фурье функ-

ции
∂µ

∂xµ

(
xα

∂kG(x, s)

∂xk

)
в системе ортонормированных функций {vn(s)}∞n=1. Так как

∂µ

∂xµ

(
xα

∂kG(x, s)

∂xk

)
∈ L2(0, 1) для любых s ∈ [0, 1], то отсюда на основании неравенства

Бесселя [27] вытекает равномерная сходимость последнего ряда в (9). Лемма 2 доказана. □

4. ПОРЯДОК КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ

Лемма 3. Пусть функция g(x) непрерывна вместе со своими производными до (k−1)-го
порядка включительно, удовлетворяет граничным условиям g(0) = g′(0) = · · · = g(k−1)(0) = 0
и g(k)(x) ∈ L2,α(0, 1); здесь L2,α(0, 1) — пространство функций с нормой

∥g∥2α =

1∫
0

xαg2(x) dx.

Тогда справедливо неравенство

∞∑
n=1

λng
2
n ⩽

1∫
0

xα[g(k)(x)]
2
dx,

где gn — коэффициенты Фурье функции g(x) по системе собственных функций {vn(x)}∞n=1.

Доказательство. Введём в рассмотрение функционал

I(F ) =

1∫
0

xα[F (k)(x)]
2
dx

и применим его к функции F = g(x)−
m−1∑
n=1

gnvn(x). Тогда

I(F ) = I(g)

+

m−1∑
n=1

g2nI(vn)− 2

m−1∑
n,l=1
n ̸=l

gngl

1∫
0

xαv(k)n (x)v
(k)
l (x) dx− 2

m−1∑
n=1

gn

1∫
0

xαg(k)(x)v(k)n (x) dx. (11)

Вычислим некоторые интегралы, участвующие в (11):

1∫
0

xαv(k)n (x)v
(k)
l (x) dx =

1∫
0

(
xαv(k)n (x)

)
v
(k)
l (x) dx

=
[(
xαv(k)n

)
v
(k−1)
l −

(
xαv(k)n

)′
v
(k−2)
l + · · ·+ (−1)k−1

(
xαv(k)n

)(k−1)
vl
]x=1

x=0

+ (−1)k
1∫

0

(
xαv(k)n (x)

)(k)
vl(x) dx = λn

1∫
0

vn(x)vl(x) dx =

{
0, n ̸= l,

λn, n = l.
(12)
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Аналогично, находим
1∫

0

xαg(k)(x)v(k)n (x) dx = λn

1∫
0

g(x)vn(x) dx = λngn. (13)

Из (12) следует, что

I(vn) =

1∫
0

xα
[
v(k)n (x)

]2
dx = λn. (14)

Из (11) на основании (12)–(14) следует, что I(F ) = I(g) −
m−1∑
n=1

λng
2
n ⩾ 0. Отсюда следует

утверждение леммы 3. □

Лемма 4. Пусть функция g(x) непрерывна вместе со своими производными до (k − 1)-
го порядка включительно, а функция xαg(k)(x) непрерывна вместе со своими производными
также до (k − 1)-го порядка включительно, [xαg(k)(x)]

(k) ∈ L2(0, 1) и g(0) = g′(0) = · · · =
g(k−1)(0) = 0, g(k)(1) = g(k+1)(1) = · · · = g(2k−1)(1) = 0. Тогда справедливо неравенство

∞∑
n=1

λ2
ng

2
n ⩽

1∫
0

[(xαg(k)(x))(k)]2 dx.

Доказательство. Нетрудно показать, что (−1)kλngn можно рассматривать как коэффи-
циенты Фурье функции [xαg(k)(x)]

(k) по системе собственных функций {vn(x)}∞n=1. Отсюда,
согласно неравенству Бесселя [27], следует утверждение леммы 4. □

Из лемм 3 и 4 вытекает следующая
Лемма 5. Пусть функция g(x) удовлетворяет условиям леммы 3, а функция

(xαg(k)(x))
(k) условиям леммы 2. Тогда справедливо неравенство

∞∑
n=1

λ3
ng

2
n ⩽

t∫
0

xα[(xαg(k)(x))(2k)]2 dx.

5. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1

Нетрудно видеть, что формальное применение метода Фурье приводит к следующему
представлению решения задачи 1:

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(t)vn(x), (15)

где λn и vn(x), n ∈ N, — собственные значения и собственные функции задачи (5), (6);

un(t) = ant
1/2−γJ1/2−γ(

√
λnt) + bnt

1/2−γJγ−1/2(
√
λnt) +

π

2 cos γπ

t∫
0

[J1/2−γ(
√
λnt)

Jγ−1/2(
√

λnτ)− Jγ−1/2(
√
λnt)J1/2−γ(

√
λnτ)](t/τ)

1/2−γτfn(τ) dτ, (16)

an =
1

2
(
√

λn/2)
γ−1/2

Γ(1/2− γ)φ2n, bn = (
√

λn/2)
1/2−γ

Γ(1/2 + γ)φ1n, (17)

Jν(x) — функция Бесселя первого рода [28], Γ(z) –– гамма-функция [25], а φ1n, φ2n, fn(t) — ко-
эффициенты Фурье функций φ1(x), φ2(x), f(x, t) в системе собственных функций {vn(x)}∞n=1.
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Теорема 1. Пусть γ = 0 и функция φ1(x) удовлетворяет условиям леммы 5, функция
φ2(x) удовлетворяет условиям леммы 4, а функция f(x, t) удовлетворяет условиям леммы 4
по аргументу x равномерно по t. Тогда ряд (15) определяет решение задачи 1.

Доказательство. Так как γ = 0, то в силу J1/2(x) =
√
2/(πx) sinx, J−1/2(x) =√

2/(πx) cosx функция (16) записывается в виде

un(t) = φ1n cos
√

λnt+
φ2n√
λn

sin
√

λnt+
1√
λn

t∫
0

fn(τ) sin
√
λn(t− τ) dτ. (18)

Учитывая это, докажем равномерную сходимость рядов:

∂2u

∂t2
=

∞∑
n=1

u′′n(t)vn(x),
∂µu

∂xµ
=

∞∑
n=1

un(t)v
(µ)
n (x), µ = 0, k − 1,

∂ν

∂xν

(
xα

∂ku

∂xk

)
=

∞∑
n=1

un(t)
(
xαv(k)n (x)

)(ν)
, ν = 0, k.

Сначала покажем равномерную сходимость ряда
∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)
. В силу (15) и (18) имеем

∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)
=

∞∑
n=1

φ1n cos
√
λnt
(
xαv(k)n (x)

)(k)
+

∞∑
n=1

φ2n√
λn

sin
√

λnt
(
xαv(k)n (x)

)(k)
+

∞∑
n=1

(
xαv

(k)
n (x)

)(k)
√
λn

t∫
0

fn(τ) sin
√

λn(t− τ) dτ.

Применяя неравенство Коши — Буняковского, оценим каждую из сумм в правой части по-
следнего равенства:∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

φ1n cos
√

λnt
(
xαv(k)n (x)(k)

)∣∣∣∣∣
⩽

{ ∞∑
n=1

λ3
nφ

2
1n

∞∑
n=1

[(xαv
(k)
n (x))(k)]2

λ3
n

}1/2

=

{ ∞∑
n=1

λ3
nφ

2
1n

∞∑
n=1

v2n(x)

λn

}1/2

,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

φ2n√
λn

sin
√

λnt
(
xαv(k)n (x)(k)

)∣∣∣∣∣
⩽

{ ∞∑
n=1

λ2
nφ

2
2n

∞∑
n=1

[(xαv
(k)
n (x))(k)]2

λ3
n

}1/2

=

{ ∞∑
n=1

λ2
nφ

2
2n

∞∑
n=1

v2n(x)

λn

}1/2

,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

[
xαv

(k)
n (x)

](k)
√
λn

t∫
0

fn(τ) sin
√

λn(t− τ) dτ

∣∣∣∣∣
⩽

{
T

∞∑
n=1

λ2
n

1∫
0

f2
n(τ) dτ

∞∑
n=1

[
(
xαv

(k)
n (x)

)(k)
]2

λ3
n

}1/2

=

{
T

1∫
0

∞∑
n=1

λ2
nf

2
n(τ) dτ

∞∑
n=1

v2n(x)

λn

}1/2

.
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В силу условия теоремы 1, на основании лемм 2, 4 и 5 ряды в правой части последних
неравенств сходятся равномерно на [0, 1]. Следовательно, ряды, стоящие в левых частях, схо-
дятся равномерно в Ω.

Аналогично доказывается равномерная сходимость и остальных рядов. □

Теорема 2. Пусть γ ∈ (0, 1/2) и функции φ1(x), φ2(x) удовлетворяют условиям лем-
мы 5, а функция f(x, t) удовлетворяет условиям леммы 5 по аргументу x равномерно по t.
Тогда ряд (15) определяет решение задачи 1.

При доказательстве этой теоремы воспользуемся следующей леммой:
Лемма 6. Для функций un(t), n ∈ N, определяемых равенствами (16), при всех γ ∈

(0, 1/2) справедливы неравенства

|un(t)| ⩽ |φ1n|+
T 1−2γ

1− 2γ
|φ2n|+

2T
√
T

1− 2γ
∥fn(t)∥L2(0,T ), n ∈ N. (19)

Доказательство. Переписывая функции (16) с помощью функции Бесселя — Клиффор-
да J̄w(z) = Γ(w+1)(z/2)−wJw(z) и учитывая |J̄w(x)| ⩽ 1 при w > −1/2, а также 0 ⩽ τ ⩽ t ⩽ T ,
получим

|un(t)| ⩽ |an|
T 1−2γ(

√
λn/2)

1/2−γ

Γ(3/2− γ)
+ |bn|

(
√
λn/2)

γ−1/2

Γ(γ + 1/2)
+

2T

1− 2γ

t∫
0

|fn(τ)| dτ.

Отсюда, принимая во внимание равенства (17) и применяя неравенство Коши —Буняковского
к интегралу, сразу придём к неравенству (19). Лемма 6 доказана. □

Переходим к доказательству теоремы 2, т. е. к равномерной сходимости рядов (15) и рядов

∂ju

∂xj
=

∞∑
n=1

un(t)v
(j)
n (x),

∂j

∂xj
(xα

∂ku

∂xk
) =

∞∑
n=1

un(t)(x
αv(k)n (x))

(j)
, j = 0, k − 1,

∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)
=

∞∑
n=1

un(t)
(
xαv(k)n (x)

)(k)
,

t2γ
∂u

∂t
=

∞∑
n=1

t2γu′n(t)vn(x), Bt
γ−1/2u =

∞∑
n=1

Bt
γ−1/2 un(t)vn(x).

Рассмотрим ряд
∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)
=

∞∑
n=1

un(t)
[
xαv(k)n (x)

](k)
. (20)

Отсюда, согласно (19), следует, что для доказательства равномерной сходимости ряда, стоя-
щего в правой части равенства (20), достаточно доказать равномерную сходимость рядов

∞∑
n=1

φjn

(
xαv(k)n (x)

)(k)
, j = 1, 2;

∞∑
n=1

√√√√√ T∫
0

f2
n(τ) dτ(x

αv(k)n (x))
(k)

.

К каждому этих рядов применим неравенство Коши — Буняковского:∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

φjn(x
αv(k)n (x))

(k)
∣∣∣∣ ⩽ ∞∑

n=1

∣∣∣∣∣√λ3
nφjn

(xαv
(k)
n (x))

(k)√
λ3
n

∣∣∣∣
⩽

[ ∞∑
n=1

λ3
nφ

2
jn

∞∑
n=1

[(
xαv

(k)
n (x)

)(k)]2
λ3
n

]1/2
=

[ ∞∑
n=1

λ3
nφ

2
jn

∞∑
n=1

v2n(x)

λn

]1/2
, j = 1, 2,
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∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

√√√√√ T∫
0

f2
n(τ)dτ(x

αv(k)n (x))
(k)

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣∣
√√√√√λ3

n

T∫
0

f2
n(τ) dτ

(
xαv

(k)
n (x)

)(k)√
λ3
n

∣∣∣∣∣∣∣
⩽

[ T∫
0

∞∑
n=1

λ3
nf

2
n(τ) dτ

∞∑
n=1

[(
xαv

(k)
n (x)

)(k)]2
λ3
n

]1/2
=

[ T∫
0

∞∑
n=1

λ3
nf

2
n(τ) dτ

∞∑
n=1

v2n(x)

λn

]1/2
.

Ряды, стоящие в правых частях этих неравенств, в силу условия теоремы 2, согласно
леммам 2 и 5, равномерно сходятся. Тогда ряды, стоящие в левых частях, сходятся равномерно
в Ω. Аналогично доказывается равномерная сходимость в Ω и остальных рядов.

Из доказанного выше следует, что ряды, соответствующие каждым членам уравнения (1)
и условиям (2), (3), сходятся равномерно в Ω. Тогда сумма этих рядов удовлетворяет уравне-
нию (1) и условиям (2), (3). Следовательно, сумма ряда (15) является решением задачи 1.

6. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Теорема 3. Задача 1 не может иметь более одного решения.

Доказательство. Предположим, что задача 1 имеет два решения: u1(x, t) и u2(x, t). Вве-
дём обозначение u1(x, t)−u2(x, t) = u(x, t). Тогда функция u(x, t) является решением задачи 1
при φ1(x) ≡ φ2(x) ≡ 0, f(x, t) ≡ 0.

Возьмём произвольное число b из (0, T ] и введём функцию

w(x, t) =


0, b ⩽ t ⩽ T,
t∫
b

ξ−2γu(x, ξ) dξ, 0 ⩽ t ⩽ b.
(21)

Эта функция обладает следующими свойствами:

a)
∂jw

∂xj
,

∂j

∂xj

(
xα

∂kw

∂xk

)
∈ C(Ω), j = 0, k − 1, и удовлетворяет условиям (3), (4);

б) t2γwt, t2γ(t2γwt)
′
t ∈ C(Ω) и w(x, t) = 0, t ∈ [b, T ].

Умножим уравнение (1), при f(x, t) ≡ 0, на функцию t2γw(x, t) и проинтегрируем полу-
ченное равенство по области Ω:

1∫
0

T∫
0

t2γw(x, t)

[
t−2γ ∂

∂t

(
t2γ

∂u

∂t

)
+ (−1)k

∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)]
dtdx = 0.

Принимая во внимание (21), перепишем это равенство в виде

1∫
0

dx

b∫
0

w
∂

∂t

(
t2γ

∂u

∂t

)
dt+ (−1)k

b∫
0

t2γ dt

1∫
0

w
∂k

∂xk

(
xα

∂ku

∂xk

)
dx = 0.
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Теперь, применяя правило интегрирования по частям, получим

1∫
0

[
wt2γ

∂u

∂t

∣∣∣∣t=b

t=0

−
b∫

0

∂w

∂t
t2γ

∂u

∂t
dt

]
dx

+ (−1)k
b∫

0

t2γ
[
∂k−1

∂xk−1

(
xα

∂ku

∂xk

)
w − ∂k−2

∂xk−2

(
xα

∂ku

∂xk

)
∂w

∂x

+ · · ·+ (−1)k−1

(
xα

∂ku

∂xk

)
∂k−1w

∂xk−1

∣∣∣∣x=1

x=0

]
dt+

b∫
0

t2γdt

1∫
0

xα
∂kw

∂xk
∂ku

∂xk
dx = 0,

откуда, в силу свойств функций w(x, t) и u(x, t), следует

−
1∫

0

dx

b∫
0

t2γ
∂w

∂t

∂u

∂t
dt+

b∫
0

t2γdt

1∫
0

xα
∂kw

∂xk
∂ku

∂xk
dx = 0.

Отсюда, учитывая равенства u = t2γ
∂w

∂t
и
∂ku

∂xk
= t2γ

∂k+1w

∂xk∂t
, имеем

−
1∫

0

dx

b∫
0

u
∂u

∂t
dt+

1∫
0

xα dx

b∫
0

t4γ
∂kw

∂xk
∂k+1w

∂xk∂t
dt = 0.

Далее, принимая во внимание равенства

u
∂u

∂t
=

1

2

∂

∂t
u2,

∂kw

∂xk
∂k+1w

∂xk∂t
=

1

2

∂

∂t

[
∂kw

∂xk

]2
,

∂k

∂xk
w(x, b) = 0,

получим
1∫

0

u2(x, b) dx = −(ε+ 1)

1∫
0

xαdx

b∫
0

tε
(
∂kw

∂xk

)2

dt,

где ε = 0 при γ = 0 и ε = 4γ − 1 при γ > 0.

Из последнего равенства, в силу γ ∈ [0, 1/2), следует, что
1∫
0

u2(x, b) dx ≡ 0.

Следовательно, u(x, b) ≡ 0 при x ∈ [0, 1]. Так как b — произвольное число из (0, T ] и
u(x, 0) = 0, то u(x, t) ≡ 0, т. е. u1(x, t) = u2(x, t) в Ω. Теорема 3 доказана. □

Теорема 4. Пусть функции φ1(x), φ2(x) и f(x, t) удовлетворяют условиям теоремы 1
или 2. Тогда для решения задачи 1 справедлива оценка

∥u(x, t)∥2L2(0,1)
⩽ K0

[
∥φ1(x)∥2L2(0,1)

+ ∥φ2(x)∥2L2(0,1)
+ ∥f(x, t)∥2L2(Ω)

]
, (22)

где K0 — некоторое действительное положительное число.
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Доказательство. Так как {vn(x)}∞n=1 — ортонормальная система, то из (15), соглас-
но (16)–(19), следует неравенство

∥u(x, t)∥2L2(0,1)

=

1∫
0

[ ∞∑
n=1

un(t)vn(x)

]2
dx =

1∫
0

[ ∞∑
n=1

u2n(t)v
2
n(x) + 2

∞∑
n,k=1
n̸=k

un(t)uk(t)vn(x)vk(x)

]
dx =

∞∑
n=1

u2n(t)

⩽ K̃

∞∑
n=1

[
|φ1n|+ |φ2n|+ ∥fn(t)∥L2(0,T )

]2
⩽ K̃

∞∑
n=1

[
|φ1n|2 + |φ2n|2 + ∥fn(t)∥2L2(0,T )

+ 2|φ1n||φ2n|+ 2|φ1n|∥fn(t)∥L2(0,T ) + 2|φ2n|∥fn(t)∥L2(0,T )

]
.

Заменяя последние три слагаемых по неравенству, a2+b2 ⩾ 2ab, а затем применяя неравенство
Бесселя и обозначая 3K̃ через K0, получим

∥u(x, t)∥2L2(0,1)
⩽ K0

(
∥φ1(x)∥2L2(0,1)

+ ∥φ2(x)∥2L2(0,1)
+

∞∑
n=1

∥fn(t)∥2L2(0,T )

)
. (23)

Оценим последнее слагаемое правой части (23). Принимая во внимание f(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t)vn(x) и ортонормированность системы функций {vn(x)}∞n=1, находим

∥f(x, t)∥2L2(Ω) = (f(x, t), f(x, t))L2(Ω) =

( ∞∑
n=1

fn(t)vn(x),

∞∑
n=1

fn(t)vn(x)

)
L2(Ω)

=

T∫
0

1∫
0

∞∑
n=1

fn(t)vn(x)
∞∑

m=1

fm(t)vm(x) dxdt =
∞∑
n=1

T∫
0

f 2
n (t) dt =

∞∑
n=1

∥fn(t)∥2L2(0,T ).

В силу этого равенства из (23) сразу следует неравенство (22). Теорема 4 доказана. □
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