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Описана реализация алгоритма решения задачи о вибрационной конвекции в прямоуголь-
ной области, заполненной неравномерно нагретой несжимаемой жидкостью. Математи-
ческая модель основана на решении уравнений Симоненко — Зеньковской, полученных
осреднением уравнений Навье — Стокса в предположении, что объём жидкости совершает
высокочастотные поступательные вибрации. Для решения уравнений Пуассона реализован
алгебраический многосеточный метод в сочетании c высокоэффективным методом дина-
мического программирования (на основе принципа оптимального управления Беллмана)
и дискретным преобразованием Фурье. Разработано математическое программное обес-
печение, написанное на языке С/С++. Приводятся примеры решения модельных задач
с различными направлениями потока нагрева квадратной области относительно вектора
вибраций.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследования вибрационного влияния на гидродинамику и тепломассообмен в жидко-
сти имеет фундаментальное и многочисленные прикладные значения. Например, среди таких
приложений можно выделить влияние вибраций на пограничные слои и процессы выращива-
ния совершенных кристаллов, снижение сопротивления тела, движущегося в газе или жидко-
сти. Это важно для процессов охлаждения и теплоотвода в мощных электронных приборах
и суперкомпьютерах, тепловых и ядерных энергетических установках; для задач фильтрации
с целью увеличения нефтеотдачи; для технологических процессов с тепломассопереносом, на-
пример при получении новых материалов и лекарств; а также в медицине (в кардиологии —
проблема кальциноза аорты и клапанов сердца, гемодинамике, урологии и др.), для решения
задач интенсификации перемешивания в химических реакторах. Изучение воздействия виб-
раций на жидкие среды проводится уже около 200 лет, начиная с работ М.Фарадея (1831 г.)
и Л.Рэлея (1883 г.) [1, 2]. Актуальность исследований вибрационных течений подтверждает-
ся огромным количеством научных работ (например, [3–18]), в которых имеются обзоры по
влиянию вибраций на конвективное течение. Авторами работ [3, 4] впервые было указано на
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возникновение осреднённого вибрационного конвективного течения при периодическом воз-
действии на жидкость. Вибрационное воздействие на жидкий объём может осуществляться
двумя способами: 1) вибрации всего жидкого объёма как целого (например, так называемый
g-jitter [3–8], при изменении гравитационного поля, в котором находится жидкий объём),
2) вибрации приложены к части границы этого жидкого объёма или к погружённому в рас-
плав вибратору [9–20]. Первый способ вибрационного воздействия можно рассматривать как
частный случай второго, но при одновременной вибрации всех границ жидкого объёма. Виб-
рационные воздействия на расплав могут иметь позитивное и негативное влияние. К пози-
тивному можно отнести эффективное улучшение перемешивания расплава, отвод тепла от
кристалла и свойства кристалла; к негативным — эффект, ухудшающий процесс роста и свой-
ства кристалла. В технологических процессах получения материалов, например в процессах
выращивания монокристаллов, вибрации могут оказывать влияние на гидродинамику рас-
плава, распределение температуры (примеси), скорость кристаллизации, теплоотвод от кри-
сталла и, как следствие, на качество кристаллов [9–18]. Для эффективности вибрационного
воздействия на расплав необходимо определять диапазоны амплитудно-частотных парамет-
ров, зависящих от свойств расплава, метода роста кристалла и конфигурации вибрационного
воздействия. Это можно делать с помощью математического моделирования, используя эф-
фективные модели и численные методы. В отличие от моделирования стационарных задач [19]
численное исследование нестационарных задач осложнено временными затратами получения
решений. Возникает потребность использовать эффективные методы, сокращающие время вы-
числений, не уменьшая точности. Эффективные численные методы способны либо увеличить
неявность метода, позволяющую увеличить шаг по времени [20], и/или использовать алго-
ритмы [21–24], сокращающие затраты на один шаг по времени. Данная работа посвящена
методическому изучению численного решения модели виброконвекции на основе осреднённых
уравнений Симоненко — Зеньковской [5], записанной в терминах вихрь-функции тока с при-
менением эффективного многосеточного метода Федоренко [21], и прямых методов решения
двух уравнений Пуассона с оптимизацией по Беллману [25] или дискретного преобразования
Фурье.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Система координат и геометрия расчётной прямоугольной области, заполненная жидко-
стью и совершающая вертикальные вибрации вдоль оси 0y, показаны на рис. 1.

Рис. 1. Геометрия расчётной области и система координат

В данной работе представлены результаты для квадратного контейнера L = H (рис. 1),
заполненного неравномерно нагретой жидкостью, совершающего высокочастотные вибраци-
онные колебания вдоль оси Oy с малой амплитудой A по следующему закону: y = −A sinΩt,
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gvibr ≡ ÿ = AΩ2 sinΩt, где Ω = 2πf — круговая частота (об/сек), f — частота колебаний (Гц)
(порядка 50Гц), A — амплитуда вибраций (м) (порядка 100 мкм), gvibr — вибрационное уско-
рение.

В случае совершения объёмом жидкости высокочастотных вибраций задача может опи-
сываться системой уравнений Симоненко — Зеньковской, полученной усреднением системы
уравнений Навье — Стокса по «быстрому» времени [5]. В двумерном случае в переменных
вихрь-функция тока данная система уравнений может быть записана в виде
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вектор ускорения силы тяжести g направлен навстречу оси Oy; безразмерные функции:
завихренность (вихрь) ω, функция тока ψ, температура θ = (T − T1)/(T2 − T1), вторая функ-
ция тока (вибрационная) G;

−→
V — вектор скорости с компонентами u и v, t — время. Без-

размерными определяющими параметрами являются: число Прандля Pr = ν/a = µCp/λ,
число Грасгофа Gr = gβT (T2 − T1)H

3/ν2 (число Рэлея Ra = GrPr), вибрационный па-
раметр ε = A(Ω)2/2 (единственный в случае высоких частот), вибрационное число Рэ-
лея Ravibr = Pr gvibrβT (T2 − T1)H

3/ν2, где T — размерная температура, (T2 − T1) — масштаб
температуры, g — модуль вектора ускорения силы тяжести g, ν — кинематическая вязкость,
βT — коэффициент объёмного температурного расширения, µ — динамическая вязкость, λ —
теплопроводность, Cp — удельная теплоёмкость при постоянном давлении, a — температуро-
проводность, gvibr = AΩ2. Рассматриваются граничные условия прилипания и непроницаемо-
сти (5), (6), где условие для вихря аппроксимируется по формуле Тома.
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2. ОСОБЕННОСТИ МЕТОДА РАСЧЁТА

Особенностью предложенного метода решения системы уравнений виброконвекции явля-
ется то, что уравнения Симоненко — Зеньковской [5] были переписаны в терминах: вихрь-две
функции тока, температура (1)–(4), и поскольку основное время при численном решении систе-
мы уравнений (1)–(4) затрачивается на решение уравнений Пуассона (2), (4), то для решения
эллиптических уравнений для функций тока были использованы экономичные алгоритмы:

1) геометрический многосеточный метод Федоренко [21],
2) матричный метод на основе динамического программирования Беллмана [25],
3) метод решения уравнения Пуассона в прямоугольнике на основе дискретного преобра-

зования Фурье (DFT) [29].
Метод расчёта с указанными экономичными алгоритмами 1)–3) реализован в програм-

ме AliceFlow2D, написанной на языке С/C++, с реализацией алгоритма Fedorenko v.0.32 [21].
В программе AliceFlow2D также реализован алгоритм решения уравнений Симоненко — Зень-
ковской, записанных в естественных переменных скорость-давление [5], который требует боль-
ше времени в сравнении с изложенным эффективным алгоритмом решения уравнений Симо-
ненко — Зеньковской, записанных в виде (1)–(4). Программа AliceFlow2D сертифицирована
в государственном Реестре России программ для ЭВМ [30] и находится в свободном доступе
с разрешения авторов.

Для определения эффективности данных методов были проведены методические расчёты
уравнения Лапласа ∆T = 0 (с условиями Дирихле Tx=0 = 400, Tx=L = 300, Ty=0 = 300,
Ty=H = 300) на сетке Nx = Ny = 50 семью различными методами решения:

1) стандартным методом поточечной нижней релаксации с параметром α=0.8;
2) методом Зейделя, в котором для каждого узла две точки берутся с текущего слоя и две

точки с предыдущего;
3) методом Зейделя, использующим алгоритм прогонки сначала вдоль горизонтальных,

а потом вдоль вертикальных линий сетки;
4) методом последовательной верхней релаксации с параметром α = 1.855;
5) геометрическим многосеточным методом, где каждый пятый узел вдоль каждого ко-

ординатного направления образует грубую сетку. Используется геометрический двухсеточный
метод, сглаживание в котором осуществляется полинейным методом Зейделя, использующим
алгоритм прогонки вдоль горизонтальных и вертикальных линий сетки, а также сплайновую
интерполяцию с грубой сетки на подробную;

6) геометрическим многосеточным методом, где каждый пятый узел вдоль каждого ко-
ординатного направления образует грубую сетку. Используется геометрический двухсеточный
метод, сглаживание в котором осуществляется поточечным методом Зейделя;

7) геометрическим многосеточным методом, где каждый пятый узел вдоль каждого ко-
ординатного направления образует грубую сетку. Используется геометрический двухсеточный
метод, сглаживание в котором осуществляется поточечным методом верхней релаксации. Оп-
тимальный параметр верхней релаксации свой на каждой сетке.

На рис. 2 показаны результаты методических расчётов уравнения Лапласа, которые пока-
зали, что наилучшей скоростью сходимости среди рассмотренных алгоритмов обладает мно-
госеточный алгоритм Федоренко [21] с продольно поперечной прогонкой, сплайновой интер-
поляцией и проекцией на основе средних значений. Геометрический многосеточный вариант
метода Федоренко [21] со сплайновой интерполяцией с грубой сетки на подробную являет-
ся быстродействующим, поскольку позволяет использовать эффективный оператор проекции,
в котором осреднённые значения для сборки матрицы с однородными граничными условиями
берутся на сетке меньшей размерности, а также позволяет часть операций по вычислению
среднего проводить один раз и выносить их из общего вычислительного цикла.
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Рис. 2. Скорости сходимости различных реализованных итерационных методов решения
уравнения Лапласа: стандартный (1), Зейделя (2), полилинейный LR (3), SOR (4),
Федоренко на базе LR (5), Федоренко на базе Зейделя (6), Федоренко на базе SOR

с оптимальным набором параметров (7)

Реализацию метода динамического программирования Беллмана [25] кратко поясним на
примере решения уравнения Пуассона, записанного в общем виде (5):

ϕxx + ϕyy + ς = 0, (9)

D(ϕ) =

∫
S

(
ϕ2x + ϕ2y − 2ςϕ

)
dxdy, (10)

где S — расчётная область.
Уравнение (9) — обобщённый вид уравнения Пуассона, где в случае ϕ ≡ ψ и ς ≡ ω

справедливо уравнение (2), а в случае ϕ ≡ G и ς ≡ −F — уравнение (4).
Задача решения уравнения Пуассона (9) эквивалентна задаче минимизации функциона-

ла энергии D(ϕ) (10), которая решается методом динамического программирования Беллма-
на [25]. Минимизация функционала D(ϕ) на всей области S приводит к тому, что он минима-
лен также и на каждом вертикальном вектор-столбце, и вообще в каждом конечном элементе.
Принцип минимума функционала D(ϕ) позволяет записать рекуррентное соотношение для
вектор-столбцов в прямоугольной расчётной области от правой границы до левой границы
расчётной области (13), (14). Нахождение функции ϕ состоит из прямого хода:

Ci = I − [I +Q+ Ci+1]
−1, CNx = I, bi = [I − Ci](bi+1 + ri + ςihxhyβ),

bNx = ϕNx , i = Nx − 1, . . . , 1,

и обратного хода:
ϕi = [I − Ci]ϕi−1 + bi, i = 1, ..., Nx − 1,

где матрица Q = (qij) для равномерной сетки с шагами hx и hy и β = hx/hy имеет вид

qij =


2β2, i = j

−β2, |i− j| = 1,

0 в остальных случаях.
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Краевые условия Дирихле на нижней и верхней границах учитываются в векторах ri:

ri = [rij ], где rij =


ϕi0, i = j

ϕiM , i = Nx − 1, j = 1, . . . , Ny − 1,

0 в остальных случаях.

Последовательность матриц Ci, i = 1, . . . , Nx, вычисляется один раз и запоминается при пер-
вом обращении. На всех остальных итерациях происходит лишь чтение матриц Ai в оператив-
ной памяти. На сетке 50 × 50 работающая программа потребляет не более 3 Мб оперативной
памяти, а на сетке 200 × 200 требуется 87 Мб. Векторы bi вычисляются каждый раз заново
так как зависят от изменяющейся правой части ς уравнения (5). Обратная матрица нахо-
дится путём Nx − 2 кратного решения системы линейных уравнений (СЛАУ) размерности
(Ny − 2)(Ny − 2) методом Гаусса. Всего требуется обратить Nx − 2 матриц, где Nx — число
сеточных узлов в горизонтальном направлении, а Ny — количество узлов сетки по вертика-
ли. Кратко поясним решение уравнения Пуассона (9) с помощью дискретного преобразования
Фурье (DFT) с постоянным шагом сетки по оси [29]. Разностную аппроксимацию уравнения
Пуассона (9) удобно переписать в следующем виде:

ϕi+1,j + ϕi−1,j + αjϕi,j + βjϕi,j+1 + γjϕi,j−1 = pςi,j , (11)

где βj = γj = β2, p = h2x, αj = −2 − 2β2, β = hx/hy. Пусть разностные аналоги ϕi,j и ςi,j
функции ϕ и ς представлены в виде

ϕi,j =

Nx−1∑
k=1

ak,j sin

(
πki

Nx

)
, ςi,j =

Nx−1∑
k=1

bk,j sin

(
πki

Nx

)
, (12)

где

ak,j =
2

Nx

Nx−1∑
k=1

ϕi,j sin

(
πki

Nx

)
, bk,j =

2

Nx

Nx−1∑
k=1

ςi,j sin

(
πki

Nx

)
.

Подставив (12) в (11), получим

Nx−1∑
k=1

[
ak,j

(
sin

πk(i+ 1)

Nx
+ sin

πk(i− 1)

Nx

)

+ αjak,j sin
πki

Nx
+ βjak,j+1 sin

πki

Nx
+ γjak,j−1 sin

πki

Nx

]
= p

Nx−1∑
k=1

bk,j sin
πki

Nx
. (13)

Далее, приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках в уравнении (13), придём
к трёхдиагональному соотношению:

βjak,j+1 + λk,jak,j + γjak,j−1 = pbk,j , где λk,j = aj + 2 cos
πk

Nx
, 1 ⩽ j ⩽ Ny − 1. (14)

Система уравнений (14) с трёхдиагональной матрицей для определения величин ak,j при каж-
дом k решается методом прогонки. Затем функция ϕi,j отыскивается с помощью обратного
преобразования (12).

Если метод Беллмана не содержит параметров настройки, то эффективность геометри-
ческого многосеточного метода, как и любого итерационного метода, зависит от нескольких
параметров настройки: числа итераций на каждой из сеток, порогового значения невязки,
процедуры интерполяции и огрубления, итерационного метода сглаживателя, числа уровней
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сетки и самого алгоритма построения грубых сеток в случае алгебраического многосеточного
метода.

Для двух функций тока в случае геометрически сложной области, а также неравномерной
и даже треугольной сетки может быть применён прямой метод для ленточной матрицы. При
этом, так как матрица СЛАУ не меняется, она может быть приведена к верхнетреугольному
виду лишь единожды, а время обратного хода при изменяющейся правой части уравнения за-
нимает столько же мало времени, что и в методе динамического программирования Беллмана.
При этом метод с ленточной матрицей потребляет в 2.73 раза больше оперативной памяти,
чем метод Беллмана, и может быть применён для двумерных задач.

Тестовые решения уравнения Пуассона на компьютере с процессором 2.2 ГГц (2 потока)
показали, что на сетке в 1 млн расчётных узлов (103×103) тремя методами (дискретного преоб-
разования Фурье (DFT), динамического программирования Беллмана и алгебраического мно-
госеточного метода (AMG) в эффективной реализации, известной под названием amg1r5 [23])
необходимы следующие затраты компьютера по времени и памяти.

1. Метод на основе дискретного преобразования Фурье (DFT) для решения уравнения
Пуассона потребовал 101 Мб памяти и 2 с 775 мс времени.

2. Метод динамического программирования Беллмана [25] потребовал 9 Гб памяти
и 13м 45 с времени на построение последовательности матриц Ai. Обратный ход метода Белл-
мана занял 3 с 864 мс.

3. Алгебраический многосеточный метод amg1r5 [23] потребовал 2 Гб памяти, и решение
алгебраическим многосеточным методом amg1r5 заняло 2 с 855мс.

Система уравнений Симоненко — Зеньковской (1)–(4) решалась на совмещённой сетке,
(вихрь, обе функции тока и температура вычисляются в одних и тех же узлах сетки). В про-
цессе вычислений никаких шахматных осцилляций, характерных для формулировки в есте-
ственных переменных, не возникало [22, 27–29].

Система уравнений гидродинамики решается раздельным решателем (уравнения для вих-
ря, функций тока ψ и G, а также температуры решаются последовательно). Для завих-
ренности на твёрдой границе в комплексе программ реализованы три метода: условия То-
ма ωwall = 2(ψi − ψwall)/h

2, Вудса ωwall = −0, 5ωi + 3 · (ψwall − ψi)/h
2 и Йенсена ωwall =

(−7ψwall+8ψi−ψii)/(2h
2) [28, 29]. В данной работе представлены результаты с аппроксимаци-

ей граничного условия для завихренности по формуле Тома. Для удовлетворения граничного
условия для завихренности по неявной схеме на твёрдой стенке в программном комплексе
организован итерационный цикл нижней релаксации с параметром α = 0.2 [28, 29].

При решении уравнения переноса вихря с продольно-поперечной прогонкой (ADI) харак-
терное время расчёта одного варианта на сетке 50×50 узлов составляло около 6 мин (PC c про-
цессором 2.2 ГГц, 2 потока), а потребление оперативной памяти при этом составляло 8Мб.
Для аппроксимации уравнения конвективной диффузии применялся метод контрольного объ-
ёма [27]. При аппроксимации конвективного члена применялся метод отложенной коррекции,
в котором неявно реализуется противопоточная схема (Upwind), а также явная уточняющая
добавка до схемы высокой разрешающей способности (QUICK, LUS, CUS, SMART, H_QUICK,
UMIST, CHARM, MUSCL, VAN_LEER_HARMONIC, OSPRE, VAN_ALBADA, SUPERBEE,
MINMOD, H_CUS, KOREN или FROMM), которая реализована добавлением в правую часть
уравнения выражений для ограничителя потока, представленных в табл. 1.

В табл. 1 величина r = (Φd−Φc)/(Φc−Φu), где Φ — искомая функция, а индексы означают:
c — center, u — upwind (сторона против потока), d — direct (сторона по потоку).

Для аппроксимации по времени используется схема Пейре второго порядка на равномер-

ной сетке по времени с шагом τ в виде
∂ω

∂t
=

3ωn+1 − 4ωn + ωn−1

2τ
.

Для уравнений Пуассона (2), (4) применяется метод динамического программирования
Беллмана [25], для завихренности делается одна итерация метода установления с продольно-
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Т аб л и ц а 1

Ограничители потока для различных схем

№ Схема Формула ограничителя потока

1 QUICK 0.5(1.5r + 0.5)

2 LUS 1.0

3 CUS 0.5((1 + 1/3)r + (1− 1/3))

4 SMART max(0,min(2r, 0.75r + 0.25, 4.0))

5 H_QUICK

{
0, r ⩽ 0,

2(r + |r|)/(r + 3), r > 0

6 UMIST max(0,min(2r, 0.25 + 0.75r, 0.75 + 0.25r, 2))

7 CHARM

{
0, r ⩽ 0,

r(3r + 1)/(r + 1)2, r > 0

8 MUSCL max(0,min(2, 0.5r + 0.5, 2r))

9 V AN_LEER_HARMONIC

{
0, r ⩽ 0,

(r + |r|)/(r + 1), r > 0

10 OSPRE 3(r2 + r)/(2(r2 + r + 1))

11 V AN_ALBADA (r2 + r)/(r2 + 1)

12 SUPERBEE max(0,min(2r, 1),min(r, 2))

13 MINMOD max(0,min(r, 1))

14 H_CUS

{
0, r ⩽ 0,

1.5(r + |r|)/(r + 2), r > 0

15 KOREN max(0,min(2r, (2r + 1)/3, 2))

16 FROMM 0.5(r + 1)

поперечной прогонкой и применяется нижняя релаксация; для температуры применяется ал-
гебраический многосеточный метод amg1r5 [23].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

В данной работе рассмотрено влияние на гидродинамику и теплоперенос вертикальных
вибраций квадратной области (H = L = 3.0 см), заполненной жидкостью в условиях невесомо-
сти, для трёх наборов параметров, приведённых в табл. 2. Свойства жидкости соответствуют
расплаву теллурида кадмия CdTe (число Прандтля Pr = 0.0824).

Получены результаты решения трёх модельных задач с разными граничными условиями
для температуры.

Задача 1. Задача с боковым подогревом квадратной области [26]. T (x = 0) = 400K,

T (x = L) = 300K,
∂T

∂y
(y = 0, y = H) = 0, ψ и G (y = 0, y = H,x = 0, x = L) = 0; условие

прилипания на твёрдых стенках задаётся граничным условием для вихря ω (y = 0, y = H,
x = 0, x = L) с аппроксимацией Тома.

Задача 2. Задача с охлаждением части верхней границы (модель выращивания кристал-
лов методом Чохральского). T (x = 0) = T (x = L) = T (y = 0) = 400K, T (y = H,L/3 < x <

2L/3) = 300,
∂T

∂y
(y = H,x ⩽ L/3 и x ⩾ 2L/3) = 0, ψ и G (y = 0, y = H,x = 0, x = L) = 0;
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условие прилипания на твёрдых стенках задаётся граничным условием для вихря ω (y = 0, y =
H,x = 0, x = L) с аппроксимацией Тома.

Задача 3. Задача с подогревом снизу (задача Рэлея — Бенара). T (y = 0) = 400K,

T (y = H) = 300K,
∂T

∂x
(x = 0, x = L) = 0; ψ и G (y = 0, y = H,x = 0, x = L)=0;

условие прилипания на твёрдых стенках задаётся через граничное условием для вихря
ω (y = 0, y = H,x = 0, x = L) с аппроксимацией Тома.

Результаты решения данных задач 1–3 для параметров P0, P1, P2 и P3 (см. табл. 2)
представлены в виде изотерм и изолиний функции тока на рис. 3–6 и в виде значений макси-
мальных скоростей в табл. 3.

Т а б л и ц а 2

Параметры вибрационного воздействия

№ набора параметров Амплитуда A, мкм Частота f , Гц gvibr Ravibr ε

P0 2 5 0.1 5 · 102 0.001

P1 50 50 4.93 2.47 · 106 2.465

P2 100 30 3.55 1.78 · 106 1.776

P3 100 50 9.87 4.95 · 106 4.93

Т аб л и ц а 3

Результаты расчётов

№ Максимальное значение модуля скорости, мм/с

Задача 1 Задача 2 Задача 3

P1 1 — <0.2

P2 0.9 0.8–1.71 <0.2

P3 1.2 — <0.2

Рис. 3. Задача 1. Изотермы (a) и функция тока (b) течения расплава при слабой
вибрационной конвекции для параметров P0 (табл. 2)
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Рис. 4. Задача 1. Изотермы (слева) и модуль скорости (справа) течения расплава при
вибрационной конвекции для параметров: P1 (a), P2 (b), P3(c) (табл. 2)

На рис. 3–6 показана вибрационная конвекции для задач 1–3 в условиях невесомости для
расплава с числом Pr = 0.087 в виде полей функции тока, модуля скорости и изотерм. На рис. 3
представлены результаты в виде изотерм и функции тока для задачи 1, показывающие влияние
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Рис. 5. Задача 2. Изотермы (слева) и модуль скорости (справа) течения расплава
при вибрационной конвекции для параметров: без вибраций (a),

вертикальные вибрации при P2 (b), горизонтальные вибрации при P2 (c) (табл. 2)

виброконвекции на поле температуры и структуру течения расплава в случае слабого вибра-
ционного воздействия: Ravibr = 500 — набор параметров P0 (табл. 2). В этом случае наблю-
дается двухъячейковая структура слабой виброконвекции с двумя согласующимися вихрями,
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Рис. 6. Задача 3. Изотермы (a) и модуль скорости (b) течения расплава при вибрационной
конвекции для параметров P2 (табл. 2)

вытянутыми вдоль вертикальной линии с подъёмом жидкости в центре области и опусканием
вдоль вертикальных стенок. В результате двухвихревого подъёмно-опускного конвективного
течения распределение отклонений поля температуры от исходного практически симметрич-
но относительно средней вертикальной линии области. При повышении вибрационного числа
Рэлея Ravibr > 106 двухвихревая вертикальная симметричная структура конвективного те-
чения теряет устойчивость и становится одновихревой, как показано на рис. 4. Смена моды
конвективного течения связана с потерей устойчивости и согласуется с теоретическими ре-
зультатами [3, 4]. На рис. 4 показаны изотермы и модули скорости для задачи 1 для трёх
наборов параметров P1, P2, P3 (табл. 2). Характерной особенностью одновихревого течения
виброконвективного течения в невесомости является направление закрутки течения. На рис. 4
показано, что направление виброконвективного течения меняется дискретно в зависимости от
вибрационных параметров и на это может влиять величина амплитуды вибрационного воздей-
ствия; например, на рис. 4(a) течение направлено по часовой стрелке при амплитуде 50 мкм,
а на рис. 4(b) и 4(c) течение направлено против часовой стрелки при амплитуде 100мкм.

На рис. 5(a) показаны изотермы при отсутствии вибрационного воздействия в простейшей
модели метода Чохральского и показано влияние на структуру течения и поле температуры
вертикальных вибраций (рис. 5(b)) и горизонтальных вибраций (рис. 5(c)) для набора пара-
метров P2 (табл. 2).

Для задачи 3 (рис. 6) результаты моделирования показали, что для наборов парамет-
ров P1, P2, P3 (табл. 2) вибрационные воздействия создают очень слабые течения, которые
не оказывают влияния на поле температуры и решения практически совпадают для всех трёх
наборов параметров P1, P2, P3 (табл. 3), что согласуется с результатами авторов работы [5].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Система уравнений Симоненко — Зеньковской для высокочастотной виброконвекции
несжимаемой жидкости [5] была записана в терминах: вихрь-две функции тока, температура,
что позволило использовать эффективные алгоритмы численного решения.

В результате проведённого исследования выбран наилучший по быстродействию метод
в виде связки следующих алгоритмов: для уравнения вихря — одна итерация метода установ-
ления с использованием продольно поперечной прогонки (LR), для эллиптических уравнений
применяется метод динамического программирования Беллмана [25], для уравнения переноса
температуры — алгебраический многосеточный метод amg1r5 Руге и Штубена [23]. Система
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уравнений Симоненко — Зеньковской решается раздельным решателем [28]. Время расчёта
одного варианта на сетке 50 × 50 узлов в среднем составляет порядка 6 м процессорного вре-
мени (2.2 ГГц, 2 потока; потребляет 8 Мб оперативной памяти). На языке С/C++ написана
программа решения системы уравнений Симоненко — Зеньковской, записанной в терминах:
вихрь-две функции тока, температура. С помощью разработанной программы могут быть рас-
считаны течения теплоносителей и теплообмен в широком наборе определяющих параметров
(Pr,Gr,Ra, ε,Ravibr).

На примере решения модельных задач показано, что изменением вибрационных парамет-
ров можно менять структуру и направление конвективного течения, что согласуется с теоре-
тическими результатами, указывающими на дискретную неустойчивость возникновения виб-
роконвекции.
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