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ВВЕДЕНИЕ

Задача вычислительной томографии, состоящая в определении неизвестной функции по
семействам её интегралов вдоль прямых или плоскостей, хорошо известна. Методы её реше-
ния по исходным данным — преобразованию Радона [1–3] или лучевым преобразованиям [4], —
многочисленны и включают в себя как точные формулы обращения, так и разнообразные чис-
ленные алгоритмы. Значительное число исследований посвящено задачам тензорной томогра-
фии, в которых требуется по известным лучевым преобразованиям тензорного поля найти это
поле целиком или какую-либо его часть. Наиболее известна постановка, в которой необходи-
мо определить соленоидальную часть векторного или симметричного тензорного поля по его
продольному лучевому преобразованию [5–7]. Едва ли меньшее число работ посвящено теоре-
тическому исследованию и решению задач скалярной и векторной томографии по исходным
данным в форме обобщённых 2D или 3D преобразований Радона, особенно если к ним отнести
и задачу эмиссионной томографии.

В рамках целей настоящей работы нас интересуют нормальное, продольные и весовые
преобразования Радона трёхмерных векторных полей, являющиеся исходными данными для
решения задачи векторной томографии. Нормальное преобразование Радона представляет со-
бой семейство интегралов по плоскостям от скалярного произведения вектора нормали к плос-
кости интегрирования и векторного поля. Продольное преобразование Радона — множество
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интегралов по плоскостям от скалярного произведения вектора, параллельного плоскости ин-
тегрирования, и векторного поля. Точные определения интегральных операторов приведены в
разделе 1. Известно [8,9], что по нормальному преобразованию Радона возможно восстановить
лишь потенциальную часть векторного поля. Для полного восстановления векторного поля в
R3 в общем случаем необходимо знать значения нормального и обоих продольных преобразо-
ваний Радона [10].

Сравнительно недавно предложенный подход восстановления трёхмерного векторного по-
ля использует в качестве исходной информации совместные измерения электромагнитных и
акустических сигналов. Такой подход получил название магнито-акусто-электрической томо-
графии [11,12], а математическими представлениями данных при этом выступают продольные
и так называемые весовые преобразования Радона. Для решения задачи необходимы значения
всех продольных и одного весового преобразований. Предложенный в [13] алгоритм направ-
лен на восстановление полного векторного поля, и для определения потенциальной его части
требуется опереться на предварительно восстановленную соленоидальную часть искомого век-
торного поля. Авторы алгоритма отмечают, что при численной реализации он оказался очень
чувствителен к наличию шумов в исходных данных. Это обстоятельство наводит на гипотезу
о существенной степени некорректности задачи, поэтому требуется как углублённое её теоре-
тическое исследование, так и тщательная численная проработка методами вычислительного
эксперимента. Здесь важно не только точно установить степень некорректности рассматри-
ваемой задачи, но и развить иные формулы обращения, конструктивные методы решения и
алгоритмы.

Томографические интегральные операторы (преобразования Радона и лучевое преобразо-
вание), действующие на заданные в пространстве или на плоскости векторные поля, обладают
нетривиальными ядрами, что существенно осложняет решение задач векторной томографии.
Оказалось, что намного более естественными являются разложения Гельмгольца—Ходжа по-
лей на потенциальную и соленоидальную части, нежели их покомпонентные разложения. Де-
тальные разложения 2D векторных полей и их представления через потенциалы дают воз-
можность получить формулы обращения для томографических операторов, действующих на
векторные поля, c использованием формул обращения для преобразования Радона, действу-
ющего на компоненты полей или их потенциалы [14, 15]. В трёхмерном случае известны раз-
ложения векторных полей на потенциальную, соленоидальную и гармоническую части (см.,
например, [16]), но при этом имеющиеся представления соленоидальных векторных полей че-
рез скалярные потенциалы не являются общепризнанными [17–19].

В разделе 1 данной работы приводятся необходимые предварительные сведениях о диф-
ференциальных и томографических интегральных операторах, разложения векторных полей.
В разделе 2 предлагается один из вариантов детального разложения векторных полей на орто-
гональные слагаемые в пространстве интегрируемых с квадратом векторных полей, каждое из
которых при этом строится с использованием лишь одного скалярного потенциала. Раздел 3
посвящён определению нормальных, продольных и весовых преобразований Радона, действу-
ющих на заданные в трёхмерном пространстве векторные поля, и изучению их свойств, с си-
стематическим использованием введённого в предыдущем разделе разложения 3D векторного
поля. В разделе 4 сформулированы некоторые варианты задач 3D векторной томографии и
получены формулы обращения для их решения. В частности, предлагаемые подходы решения
задачи 3D векторной томографии по известным продольным и весовым преобразованиям Радо-
на векторного поля позволяют восстанавливать потенциальную и соленоидальную части поля
независимо друг от друга, что выгодно отличает разработанные методы от предложенного в
работе [13]. Заключение содержит краткое резюме основных результатов работы и выводы.
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть x = (x, y, z) — точка в пространстве R3. Плоскость Ps,ξ в R3 задаётся нормальным
уравнением (ξ · x) − s = 0, где ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) — единичный нормальный вектор плоскости, а
s — расстояние (со знаком) от начала координат до плоскости. Точки на плоскости Ps,ξ будем
задавать равенством x = sξ+y, y ∈ ξ⊥, где ξ⊥ — плоскость, перпендикулярная ξ и проходящая
через начало координат.

Преобразование Радона Rf функции f задаётся формулой

Rf(s, ξ) =
∫
Ps,ξ

f(x) dx =

∫
ξ⊥
f(sξ + y) dy.

Множество переменных в пространстве образов R обозначим Z = {(s, ξ) : s ∈ R, ξ ∈ S2}.
Свойства преобразования Радона традиционно изучаются для функций f(x) из класса Швар-
ца S(R3). Напомним, что этот класс состоит из всех C∞(R3) функций, все производные кото-
рых убывают на бесконечности быстрее любой рациональной функции. Приведём некоторые
свойства и формулы обращения для преобразования Радона (подробнее см., например, [4]).

Утверждение 1. (Проекционная теорема) Если f ∈ S(R3), то

F1 [Rf ] (s̃, ξ) = 2π F3[f ](s̃ξ), s̃ ∈ R,

где через F1[·] обозначено одномерное преобразование Фурье, применяемое к первому аргу-
менту, F3[·] — трёхмерное преобразование Фурье.

Проекционная теорема даёт один из подходов для обращения преобразования Радона. Из
утверждения 1 следуют равенства

Rφ′
x(s, ξ) = ξ1(Rφ)′s(s, ξ), Rφ′

y(s, ξ) = ξ2(Rφ)′s(s, ξ), Rφ′
z(s, ξ) = ξ3(Rφ)′s(s, ξ). (1)

Двойственный оператор R# по отношению к преобразованию Радона R определяется
формулой

R#g(x) =

∫
S2
g((x · ξ), ξ) dξ.

Для 0 ⩽ α < 3 потенциал Рисса Iα определяется формулой Fn[I
αf ](z) = |z|−αFn[f ](z) и

применяется к функциям определённым на R3 (n = 3) и на Z (n = 1, преобразование Фурье
применяется по первой переменной). Оператор I−α определяется равенством I−αIαf = f . С
использованием потенциала Рисса и двойственного оператора конструируется целое семейство
формул обращения.

Утверждение 2. Пусть f ∈ S(R3). Тогда для любого 0 ⩽ α < 3

f =
1

8π2
I−αR#Iα−2g, g = Rf.

В частности, при α = 0 имеем

f = − 1

8π2
R#g′′ss = − 1

8π2

∫
S2
g′′ss(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ. (2)

Мы рассматриваем векторные поля v(x) = (v1(x), v2(x), v3(x)) с компонентами из S(R3).
Множество таких полей обозначим через S(S1(R3)). Векторное поле v(x) называется потен-
циальным, если существует функция φ(x) такая, что её градиент равен v(x):

v(x) = ∇φ(x) =
(
φ′
x(x), φ

′
y(x), φ

′
z(x)

)
, x ∈ R3.
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Векторное поле w(x) является соленоидальным, если его дивергенция равна нулю:

δw(x) = (w1)
′
x(x) + (w2)

′
y(x) + (w3)

′
z(x) = 0, x ∈ R3.

Хорошо известно [5], что n-мерное векторное поле w(x) единственным образом предста-
вимо в виде суммы потенциального ∇φ(x) и соленоидального sw(x) полей

w(x) = sw(x) +∇φ(x), lim
|x|→∞

φ(x) = 0.

Также известно [20], что трёхмерное векторное поле w(x) соленоидально тогда и только
тогда, когда существует векторное поле u(x) такое, что его ротор равен w(x)

w(x) = rotu(x) =
(
(u3)

′
y(x)− (u2)

′
z(x), (u1)

′
z(x)− (u3)

′
x(x), (u2)

′
x(x)− (u1)

′
y(x)

)
, x ∈ R3.

Напомним, что для любого ϕ ∈ C2(R3) имеет место равенство rot∇ϕ = 0. Здесь и далее
переменные, от которых зависит функция, опускаются, если это не вызывает путаницы.

Нормальное преобразование Радона R0 векторного поля w задаётся формулой

R0w(s, ξ) =

∫
Pξ,s

(ξ ·w(x))dx. (3)

Пусть e1 = (e11, e
1
2, e

1
3), e2 = (e21, e

2
2, e

2
3) — единичные взаимно ортогональные векторы,

компланарные плоскости ξ⊥. Тогда для y ∈ ξ⊥ имеем представление y = ue1 + ve2, u, v ∈ R.
Продольные преобразования Радона Rk, k = 1, 2, действующие на векторное поле w, задаются
формулами

Rkw(s, ξ) =

∫
Ps,ξ

(ek ·w(x))dx. (4)

Весовые преобразования Радона Wk
l , k = 0, 1, 2, l = 1, 2 действуют на векторное поле w по

правилам

W0
l w(s, ξ) =

∫
Ps,ξ

(x · el)(ξ ·w(x))dx, l = 1, 2,

Wk
l w(s, ξ) =

∫
Ps,ξ

(x · el)(ek ·w(x))dx, k, l = 1, 2.

2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

Известно (см., например, [17, 18]) ортогональное разложение соленоидального векторно-
го поля в R3 на тороидальную и полоидальную части. В данном разделе предлагается иной
способ построения ортогонального разложения соленоидального векторного поля. В [19] вве-
дены операторы roti, i = 1, 2, 3, действующие на трёхмерные симметричные тензорные поля.
В частности, на функцию φ(x) они действуют по формулам

rot1 φ = rot
(
φ, 0, 0

)
=

(
0, φ′

z,−φ′
y

)
,

rot2 φ = rot
(
0, φ, 0

)
=

(
− φ′

z, 0, φ
′
x

)
,

rot3 φ = rot
(
0, 0, φ

)
=

(
φ′
y,−φ′

x, 0
)
.

Дополнительно введём операторы roti, i = 1, 2, 3, которые задаются равенствами

roti φ = rot
(
roti φ

)
, i = 1, 2, 3.

Далее мы будем нумеровать поля и потенциалы верхними индексами. Эта нумерация
соответствует нумерации используемых дифференциальных операторов: 0 — для оператора
∇, 1 — для roti и 2 — для roti, где i = 1, 2, 3 фиксировано.
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Лемма 1. Пусть φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3), тогда для каждого i = 1, 2, 3 поля ∇φ0, roti φ
1,

roti φ2 попарно ортогональны в L2(S
1(R3)).

Доказательство. Приведём доказательство для i = 3, для i = 1, 2 доказательство
производится аналогично. Имеем ∇φ0 =

(
(φ0)′x, (φ

0)′y, (φ
0)′z

)
, rot3 φ

1 =
(
(φ1)′y,−(φ1)′x, 0

)
,

rot3 φ2 =
(
(φ2)′′xz, (φ

2)′′yz,−(φ2)′′xx − (φ2)′′yy
)
. Вычисляем скалярное произведение

⟨∇φ0, rot3 φ
1⟩L2(S1(R3)) =

∫
R3

(∇φ0 · rot3φ1)dx dy dz =

∫
R3

(
(φ0)′x(φ

1)′y − (φ0)′y(φ
1)′x

)
dx dy dz

=

∫
R3

(
(φ0)′x(φ

1)′y − (φ0)′y(φ
1)′x ± φ0(φ1)′′xy

)
dx dy dz =

∫
R3

(
(φ0(φ1)′y)

′
x − (φ0(φ1)′x)

′
y

)
dx dy dz

=

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ1)′y

∣∣∣x=r

x=−r

)
dy dz −

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ1)′x

∣∣∣y=r

y=−r

)
dx dz = 0.

Аналогично получаем

⟨∇φ0, rot3 φ2⟩L2(S1(B)) =

∫
R3

(
(φ0)′x(φ

2)′′xz + (φ0)′y(φ
2)′′yz − (φ0)′z((φ

2)′′xx + (φ2)′′yy)
)
dx dy dz

=

∫
R3

(
((φ0)′x(φ

2)′′xz − (φ0)′z(φ
2)′′xx) + ((φ0)′y(φ

2)′′yz − (φ0)′z(φ
2)′′yy)

)
dx dy dz

=

∫
R3

(
((φ0(φ2)′′xz)

′
x − (φ0(φ2)′′xx)

′
z) + ((φ0(φ2)′′yz)

′
y − (φ0(φ2)′′yy)

′
z)
)
dx dy dz

=

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ2)′′xz

∣∣∣x=r

x=−r

)
dy dz −

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ2)′′xx

∣∣∣z=r

z=−r

)
dx dy

+

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ2)′′yz

∣∣∣y=r

y=−r

)
dx dz −

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ2)′′yy

∣∣∣z=r

z=−r

)
dx dy = 0,

⟨rot3 φ1, rot3 φ2⟩L2(S1(B)) =

∫
R3

(
(φ1)′y(φ

2)′′xz − (φ1)′x(φ
2)′′yz

)
dx dy dz

= ⟨rot3 φ1,∇(φ2)′z⟩L2(S1(B)) = 0.

□

Лемма 2. Для каждого фиксированного i = 1, 2, 3 любое соленоидальное векторное поле
u можно представить в виде u = roti φ

1 + roti φ2 для некоторых функций φ1, φ2.

Доказательство. Приведём доказательство для i = 3, для i = 1, 2 доказательство про-
изводится аналогично. Знаем, что для u существует некоторое векторное поле v = (v1, v2, v3)
такое, что u = rotv. Для двумерного векторного поля (v1, v2) известно [21], что его можно
представить в виде суммы потенциального и соленоидального полей

(v1, v2) = (ϕ′x, ϕ
′
y) + (ψ′

y,−ψ′
x)

для некоторых функций ϕ и ψ. Следовательно имеем

(v1, v2, v3) = (0, 0, v3) + (ϕ′x, ϕ
′
y, 0) + (ψ′

y,−ψ′
x, 0) = (0, 0, v3 − ϕ′z) + (ϕ′x, ϕ

′
y, ϕ

′
z) + (ψ′

y,−ψ′
x, 0).

Вводя обозначения φ1 = v3 − ϕ′z, φ2 = ψ, получаем

u = rotv = rot3 φ
1 + rot∇ϕ+ rot3 φ2 = rot3 φ

1 + rot3 φ2.

□

Из леммы 1 и леммы 2 следует
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Теорема 1. Для каждого фиксированного i = 1, 2, 3 любое векторное поле v ∈ S(S1(R3))
может быть единственным образом представлено в виде суммы

v = ∇φ0 + roti φ
1 + roti φ2, φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3).

3. ОПИСАНИЕ ЯДЕР И ОБРАЗОВ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ РАДОНА,
ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ

3.1. Нормальное и продольные преобразования Радона

Отметим связь преобразования Радона, действующего на функции, и преобразований Ра-
дона, действующих на векторное поле w:

R0w = ξ1(Rw1) + ξ2(Rw2) + ξ3(Rw3),

R1w = e11(Rw1) + e12(Rw2) + e13(Rw3),

R2w = e21(Rw1) + e22(Rw2) + e23(Rw3).

(5)

Здесь и далее переменные (s, ξ) опускаются для краткости. Учитывая ортонормированность
системы векторов {ξ, e1, e2}, разрешаем эту систему относительно Rw1, Rw2 и Rw3:

Rwj = ξj(R0w) + e1j (R1w) + e2j (R2w), j = 1, 2, 3. (6)

Таким образом, для восстановления векторного поля в общем случае необходимо и достаточно
знать значения всех трёх операторов Rk, k = 0, 1, 2. Эти связи и известные подходы для
обращения преобразования Радона позволяют получить формулы обращения и алгоритмы
для численного обращения интегральных операторов (3), (4). Например, при использовании
формулы (2) получаем формулы обращения для покомпонентного восстановления w

wj(x) = − 1

8π2

∫
S2

(
ξj(R0w)′′ss(s, ξ) + e1j (R1w)′′ss(s, ξ) + e2j (R2w)′′ss(s, ξ)

)∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3.

(7)

В силу неоднозначности выбора системы векторов {e1, e2} операторы Rk, k = 1, 2 также
будут определяться неоднозначно. Для описания ядер и областей значений операторов Rk,
k = 1, 2 выберем один из наиболее естественных наборов {e1, e2} (см., например, [13]):

e1 =
1

ρ
(ξ2, −ξ1, 0) , e2 =

1

ρ

(
ξ1ξ3, ξ2ξ3, − (ξ1)

2 − (ξ2)
2
)
, где ρ =

√
(ξ1)

2 + (ξ2)
2. (8)

Теорема 2. Пусть φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ
1 и

Φ2 = rot3φ2 соответственно. Тогда имеют место равенства:

RkΦl = 0, k, l = 0, 1, 2, k ̸= l,

R0Φ0 =
(
Rφ0

)′
s
, R1Φ1 = ρ

(
Rφ1

)′
s
, R2Φ2 = ρ

(
Rφ2

)′′
ss
.

(9)
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Доказательство. Для оператора R0 имеем

R0Φ0 (5)
= ξ1

(
R(φ0)′x

)
+ ξ2

(
R(φ0)′y

)
+ ξ3

(
R(φ0)′z

)
(1)
= ξ1ξ1

(
Rφ0

)′
s
+ ξ2ξ2

(
Rφ0

)′
s
+ ξ3ξ3

(
Rφ0

)′
s
=

(
Rφ0

)′
s
,

R0Φ1 (5)
= ξ1

(
R(φ1)′y

)
− ξ2

(
R(φ1)′x

) (1)
= ξ1ξ2

(
Rφ1

)′
s
− ξ2ξ1

(
Rφ1

)′
s
= 0,

R0Φ2 (5)
= ξ1

(
R(φ2)′′xz

)
+ ξ2

(
R(φ2)′′yz

)
− ξ3

(
R(φ2)′′xx

)
− ξ3

(
R(φ2)′′yy

)
(1)
= (ξ1ξ1ξ3 + ξ2ξ2ξ3 − ξ3(ξ1ξ1 + ξ2ξ2))

(
Rφ2

)′′
ss

= 0.

Для операторов R1 и R2 равенства получаются аналогично. □

В силу теорем 1 и 2 имеет место
Следствие 1. Для поля общего вида

w = Φ0 +Φ1 +Φ2 = ∇φ0 + rot3φ
1 + rot3φ2, φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) (10)

имеют место равенства:

R0w = R0Φ0 =
(
Rφ0

)′
s
, R1w = R1Φ1 = ρ

(
Rφ1

)′
s
, R2w = R2Φ2 = ρ

(
Rφ2

)′′
ss
.

Из следствия 1 и утверждения 1 следует проекционная теорема для векторного случая.
Следствие 2. Для векторного поля (10) выполнены тождества

F1

[
R0w

]
(s̃, ξ) = 2πi s̃F3[φ

0](s̃ξ),

F1

[
R1w

]
(s̃, ξ) = 2πiρ s̃F3[φ

1](s̃ξ),

F1

[
R2w

]
(s̃, ξ) = −2πρ s̃2F3[φ

2](s̃ξ),

Используя следствие 1 и формулы (2), (6), получим формулы обращения для восстанов-
ления компонент векторного поля и потенциалов его частей. Пусть векторное поле w имеет
вид (10) с потенциалами φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3), тогда имеют место формулы

φ0(x) = − 1

8π2

∫
S2
(R0w)′s(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ,

φ1(x) = − 1

8π2

∫
S2

1

ρ
(R1w)′s(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ,

φ2(x) = − 1

8π2

∫
S2

1

ρ
(R2w)((x · ξ), ξ) dξ.

Для восстановления компонент полей Φk, k = 0, 1, 2 получаем формулы

Φ0
j (x) =

(
dφ0

)
j
(x) = − 1

8π2

∫
S2
ξj(R0w)′′ss(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3, (11)

Φ1
j (x) =

(
rot3φ

1
)
j
(x) = − 1

8π2

∫
S2
e1j (R1w)′′ss(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3, (12)

Φ2
j (x) =

(
rot3φ2

)
j
(x) = − 1

8π2

∫
S2
e2j (R2w)′′ss(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3. (13)
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3.2. Весовые преобразования Радона
При задании точки x = sξ + ue1 + ve2 на плоскости Ps,ξ через u, v интегрирование по

переменным u, v производится по плоскости R2. Отметим связи операторов Wk
l и Rk

Wk
1w = Rk(uw), Wk

2w = Rk(vw), k = 0, 1, 2.

Для исследования весовых преобразований Радона рассмотрим набор {e1, e2}, задаваемый
формулами (8). В сферической системе координат (α ∈ [0, 2π), β ∈ (0, π)) имеем

ξ = (cosα sinβ, sinα sinβ, cosβ), e1 = (sinα,− cosα, 0),

e2 = (cosα cosβ, sinα cosβ, − sinβ), ρ = sinβ.

Следовательно, координаты точки x могут быть записаны следующим образом

x = s cosα sinβ + u sinα+ v cosα cosβ,
y = s sinα sinβ + u (− cosα) + v sinα cosβ,
z = s cosβ + v (− sinβ).

Запишем свойство преобразования Радона (1) во введённых обозначениях

Rφ′
x = cosα sinβ(Rφ)′s, Rφ′

y = sinα sinβ(Rφ)′s, Rφ′
z = cosβ(Rφ)′s. (14)

Приведём некоторые формулы, которые потребуются в дальнейшем. Для производных
функций имеют место выражения:

φ′
u = φ′

x sinα− φ′
y cosα, (15)

φ′
v = φ′

x cosα cosβ + φ′
y sinα cosβ − φ′

z sinβ, (16)

φ′
α = φ′

x

(
− s sinα sinβ + u cosα− v sinα cosβ

)
+ φ′

y

(
s cosα sinβ + u sinα+ v cosα cosβ

)
, (17)

φ′
β = φ′

x

(
s cosα cosβ−v cosα sinβ

)
+φ′

y

(
s sinα cosβ−v sinα sinβ

)
+φ′

z

(
−s sinβ−v cosβ

)
. (18)

В процессе вычислений будут возникать интегралы вида:∫
R2

uφ′
udu dv =

∫
R

lim
r→+∞

(uφ)
∣∣∣u=r

u=−r
dv −

∫
R2

φdu dv = −Rφ, (19)∫
R2

uφ′
vdv du =

∫
R

lim
r→+∞

(uφ)
∣∣∣v=r

v=−r
du− 0 = 0. (20)

Используя формулы (15), (17), (20) и (18), (20), находим формулы для вычисления про-
изводных преобразования Радона R по переменным α и β соответственно:

(Rφ)′α =

∫
R2

u
(
φ′
x cosα+ φ′

y sinα
)
du dv, (21)

(Rφ)′β = −
∫
R2

v
(
φ′
x cosα sinβ + φ′

y sinα sinβ + φ′
z cosβ

)
du dv. (22)

Перейдём к вычислению образов полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ
1 и Φ2 = rot3φ2 под действи-

ем весовых преобразований Радона. Если вычисления заключаются лишь в непосредственном
использовании формул, то мы указываем на эти формулы без приведения вычислений.

Теорема 3. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W0
1Φ

0 =
1

sinβ
(Rφ0)′α, W0

1Φ
1 = sinβ(Rφ1), W0

1Φ
2 = 0. (23)
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Доказательство. Используя формулу (21), для поля Φ0 имеем

W0
1Φ

0 = sinβ(Rφ0)′α + cosβ

∫
R2

u(φ0)′zdu dv.

Для рассмотрения интеграла во втором слагаемом введём вспомогательную функцию ψ такую,
что φ0 = ψ′

x. Отметим связь

Rφ0 = Rψ′
x

(14)
= cosα sinβ(Rψ)′s

(14)
=

cosα sinβ

cosβ
(Rψ′

z). (24)

Имеем∫
R2

u(φ0)′zdu dv=

∫
R2

uψ′′
xzdu dv =

∫
R2

u
(
ψ′′
xz(cos

2 α+ sin2 α)± ψ′′
yz sinα cosα

)
du dv

= sinα

∫
R2

u
(
ψ′′
xz sinα− ψ′′

yz cosα
)
du dv + cosα

∫
R2

u
(
ψ′′
xz cosα+ ψ′′

yz sinα
)
du dv

(15,21)
= sinα

∫
R2

uψ′′
zudu dv + cosα(Rψ′

z)
′
α

(19)
= − sinα(Rψ′

z) + cosα(Rψ′
z)

′
α =

(
cosα(Rψ′

z)
)′

α

(24)
=

cosβ

sinβ
(Rφ0)′α.

В итоге получаем W0
1Φ

0 =
(
sinβ +

cos2 β

sinβ

)
(Rφ0)′α =

1

sinβ
(Rφ0)′α.

Результат для Φ1 получается с использованием формул (15) и (19). Для поля Φ2 имеем

W0
1Φ

2 =

∫
R2

u
(
(φ2)′′xz cosα sinβ + (φ2)′′yz sinα sinβ − (φ2)′′xx cosβ − (φ2)′′yy cosβ

)
dv du

(21)
= sinβ(R(φ2)′z)

′
α − cosβ

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx(cos

2 α+ sin2 α)± (φ2)′′xy cosα sinα
)
dv du

− cosβ

∫
R2

u
(
(φ2)′′yy(cos

2 α+ sin2 α)± (φ2)′′xy cosα sinα
)
dv du

(14)
= cosβ

(
sinβ(Rφ2)′′sα

− cosα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx cosα+ (φ2)′′xy sinα

)
dv du− sinα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx sinα− (φ2)′′xy cosα

)
dv du

− sinα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xy cosα+ (φ2)′′yy sinα

)
dv du+ cosα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xy sinα− (φ2)′′yy cosα

)
dv du

)
(21,15)
= cosβ

(
sinβ(Rφ2)′′sα − cosα(R(φ2)′x)

′
α − sinα

∫
R2

u(φ2)′′xudv du

− sinα(R(φ2)′y)
′
α + cosα

∫
R2

u(φ2)′′yudv du
)

(14,19)
= cosβ

(
sinβ(Rφ2)′′sα − sinβ cos2 α(Rφ2)′′sα + sinα(R(φ2)′x)

− sinβ sin2 α(Rφ2)′′sα − cosα(R(φ2)′y)
)

(14)
= 0.

□

Из теоремы 3 следует, что оператор W0
1 обладает нетривиальным ядром состоящим из

соленоидальных векторных полей вида rot3φ2, φ2 ∈ S(R3).
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Теорема 4. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W0
2Φ

0 = −(Rφ0)′β, W0
2Φ

1 = 0, W0
2Φ

2 = sinβ(Rφ2)′s. (25)

Доказательство. Результаты для полей Φ0 и Φ1 получаются с использованием фор-
мул (22) и (15), (20) соответственно. Для поля Φ2 имеем

W0
2Φ

2 =

∫
R2

v
(
(φ2)′′xz cosα sinβ + (φ2)′′yz sinα sinβ − (φ2)′′xx cosβ − (φ2)′′yy cosβ

)
du dv

=

∫
R2

v
(
− (φ2)′′xx(sin

2 α+ cos2 α) cosβ ± (φ2)′′xy sinα cosα cosβ + (φ2)′′xz cosα sinβ
)
du dv

+

∫
R2

v
(
± (φ2)′′yx sinα cosα cosβ − (φ2)′′yy(sin

2 α+ cos2 α) cosβ + (φ2)′′yz sinα sinβ
)
du dv

(16)
= − cosα

∫
R2

v(φ2)′′xvdu dv + sinα cosβ

∫
R2

v
(
− (φ2)′′xx sinα+ (φ2)′′xy cosα

)
du dv

− sinα

∫
R2

v(φ2)′′yvdu dv + cosα cosβ

∫
R2

v
(
(φ2)′′xy sinα− (φ2)′′yy cosα

)
du dv

(19,15)
= cosα(R(φ2)′x)− sinα cosβ

∫
R2

v(φ2)′′xudu dv + sinα(R(φ2)′y) + cosα cosβ

∫
R2

v(φ2)′′yudu dv

(14,20)
= sinβ(Rφ2)′s.

□

Оператор W0
2 обладает нетривиальным ядром состоящим из соленоидальных векторных

полей вида rot3φ
1, φ1 ∈ S(R3).

Теорема 5. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W1
1Φ

0 = −Rφ0, W1
1Φ

1 = (Rφ1)′α, W1
1Φ

2 = − cosβ(Rφ2)′s. (26)

Доказательство. Результаты для полей Φ0, Φ1 и Φ2 получаются с использованием фор-
мул (15), (19), (21) и (14), (15), (19) соответственно. □

Из теоремы 5 следует, что у оператора W1
1 отсутствует нетривиальное ядро.

Теорема 6. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W1
2Φ

0 = 0, W1
2Φ

1 = −
(
sinβ(Rφ1)

)′

β
, W1

2Φ
2 = 0.
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Доказательство. Результаты для полей Φ0 и Φ2 получаются с использованием фор-
мул (15) и (20). Для поля Φ1 получаем

W1
2Φ

1 =

∫
R2

v
(
(φ1)′y sinα+ (φ1)′x cosα

)
du dv

=

∫
R2

v
(
(φ1)′x cosα(sin

2 β + cos2 β) + (φ1)′y sinα(sin
2 β + cos2 β)± (φ1)′z sinβ cosβ

)
du dv

= cosβ

∫
R2

v
(
(φ1)′x cosα cosβ + (φ1)′y sinα cosβ − (φ1)′z sinβ

)
du dv

+sinβ

∫
R2

v
(
(φ1)′x cosα sinβ + (φ1)′y sinα sinβ + (φ1)′z cosβ

)
du dv

(16,22)
= cosβ

∫
R2

v(φ1)′vdu dv − sinβ(Rφ1)′β
(19)
= − cosβ(Rφ1)− sinβ(Rφ1)′β = −

(
sinβ(Rφ1)

)′

β
.

□

Оператор W1
2 обладает нетривиальным ядром состоящим из потенциальных полей ∇φ0

и соленоидальных полей вида rot3φ2, φ0, φ2 ∈ S(R3). По его значениям можно надеяться
восстановить только соленоидальные поля вида rot3φ

1, φ1 ∈ S(R3).

Теорема 7. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W2
1Φ

0 = 0, W2
1Φ

1 = cosβ(Rφ1), W2
1Φ

2 = (Rφ2)′′sα. (27)

Доказательство. Результаты для полей Φ0 и Φ1 получаются с использованием фор-
мул (16) и (15), (19) соответственно. Для поля Φ2 получаем

W2
1Φ

2 =

∫
R2

u
(
(φ2)′′xz cosα cosβ + (φ2)′′yz sinα cosβ + (φ2)′′xx sinβ + (φ2)′′yy sinβ

)
dv du

(17)
= cosβ

∫
R2

(φ2)′′zαdv du+ sinβ
(∫

R2

u
(
(φ2)′′xx(cos

2 α+ sin2 α)± (φ2)′′xy cosα sinα
)
dv du

+

∫
R2

u
(
(φ2)′′yy(cos

2 α+ sin2 α)± (φ2)′′xy cosα sinα
)
dv du

)
(21)
= cosβ(R(φ2)′z)

′
α + sinβ

(
cosα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx cosα+ (φ2)′′xy sinα

)
dv du

+sinα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx sinα− (φ2)′′xy cosα

)
dv du

+sinα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xy cosα+ (φ2)′′yy sinα

)
dv du− cosα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xy sinα− (φ2)′′yy cosα

)
dv du

)
(21,15)
= cosβ(R(φ2)′z)

′
α + sinβ

(
cosα(R(φ2)′x)

′
α + sinα

∫
R2

u(φ2)′′xudv du+ sinα(R(φ2)′y)
′
α

− cosα

∫
R2

u(φ2)′′yudv du
)
(14,19)
= (Rφ2)′′sα − sinβ

(
sinα(R(φ2)′x) + cosα(R(φ2)′y)

)(14)
= (Rφ2)′′sα.

□

Из теоремы 7 следует, что оператор W2
1 обладает нетривиальным ядром состоящим из

потенциальных векторных полей ∇φ0, φ0 ∈ S(R3).
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Теорема 8. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W2
2Φ

0 = −Rφ0, W2
2Φ

1 = 0, W2
2Φ

2 = − sinβ(Rφ2)′′sβ. (28)

Доказательство. Результаты для полей Φ0 и Φ1 получаются с использованием фор-
мул (16), (19) и (15), (20) соответственно. Для поля Φ2 получаем

W2
2Φ

2 =

∫
R2

v
(
(φ2)′′xz cosα cosβ + (φ2)′′yz sinα cosβ + (φ2)′′xx sinβ + (φ2)′′yy sinβ

)
du dv

=

∫
R2

v
(
(φ2)′′xx sinβ + (φ2)′′xz cosα cosβ

)
du dv +

∫
R2

v
(
(φ2)′′yy sinβ + (φ2)′′yz sinα cosβ

)
du dv

=

∫
R2

v
(
(φ2)′′xx(sin

2 α+ cos2 α) sinβ ± (φ2)′′xy sinα cosα sinβ + (φ2)′′xz cosα cosβ
)
du dv

+

∫
R2

v
(
± (φ2)′′yx sinα cosα sinβ + (φ2)′′yy(sin

2 α+ cos2 α) sinβ + (φ2)′′yz sinα cosβ
)
du dv

= cosα

∫
R2

v
(
(φ2)′′xx cosα sinβ + (φ2)′′xy sinα sinβ + (φ2)′′xz cosβ

)
du dv

+sinα sinβ

∫
R2

v
(
(φ2)′′xx sinα− (φ2)′′xy cosα

)
du dv

+sinα

∫
R2

v
(
(φ2)′′xy cosα sinβ + (φ2)′′yy sinα sinβ + (φ2)′′yz cosβ

)
du dv

− cosα sinβ

∫
R2

v
(
(φ2)′′yx sinα− (φ2)′′yy cosα

)
du dv

(22,15)
= − cosα(R(φ2)′x)

′
β + sinα sinβ

∫
R2

v(φ2)′′xudu dv − sinα(R(φ2)′y)
′
β − cosα sinβ

∫
R2

v(φ2)′′yudu dv

(14,20)
= − sinβ(Rφ2)′′sβ.

□

Оператор W2
2 обладает нетривиальным ядром состоящим из соленоидальных полей вида

rot3φ
1, φ1 ∈ S(R3).

4. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ ПО ЗНАЧЕНИЯМ
БЕЗВЕСОВЫХ И ВЕСОВЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ РАДОНА

В случае, когда для векторного поля w(x) общего вида (10) известны значения всех безве-
совых преобразований Радона Rkw, k = 0, 1, 2, для его восстановления можно воспользоваться
формулами (7). Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8). В
этом случае, если известны значения только одного или двух из этих операторов, с исполь-
зованием формул (11)–(13) можно восстановить только соответствующие части поля w(x). В
разделе 3.2 установлены связи весовых преобразований частей векторного поля (10) и преобра-
зования Радона от соответствующих потенциалов. Почти все весовые преобразования Радона
(кроме оператора W1

1 ) обладают нетривиальными ядрами. Рассмотрим некоторые варианты
наборов данных, достаточных для восстановления всего поля w(x). В частности, в постанов-
ках задач 1 и 2 рассматривается тот же набор данных, что и в статье [13]. Отметим, что в
решениях всех рассмотренных задач каждая часть поля (10) восстанавливается независимо от
других.

Задача 1. Восстановить поле w(x) по значениям W1
1w, R1w и R2w.
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Решение: Компоненты полей Φ1(x) и Φ2(x) восстанавливаются по значениям R1w и R2w
с использованием формул (12) и (13) соответственно. Для восстановления компонент поля
Φ0(x) воспользуемся связью

R0Φ0 (9)
=

(
Rφ0

)′
s

(26)
= −(W1

1Φ
0)′s =

(
W1

1Φ
1 +W1

1Φ
2 −W1

1w
)′
s
.

Имеем

(W1
1Φ

1)′s
(26)
= (Rφ1)′′sα

(9)
=

1

sinβ
(R1Φ1)′α =

1

sinβ
(R1w)′α,

(W1
1Φ

2)′s
(26)
= − cosβ(Rφ2)′′ss

(9)
= −cosβ

sinβ
(R2Φ2) = −cosβ

sinβ
(R2w).

Поэтому R0Φ0 =
1

sinβ
(R1w)′α − cosβ

sinβ
(R2w)− (W1

1w)′s. Используя формулу (11), получаем

формулу для покомпонентного восстановления поля Φ0(x) по данным задачи

Φ0
j (x) = − 1

8π2

∫
S2
ξj

( 1

sinβ
(R1w)′α(s, ξ)−

cosβ

sinβ
(R2w)(s, ξ)− (W1

1w)′s(s, ξ)
)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ,

где j = 1, 2, 3.
Задача 2. Восстановить поле w(x) по значениям W2

2w, R1w и R2w.
Решение: Компоненты полей Φ1(x) и Φ2(x) восстанавливаются по значениям R1w и R2w

с использованием формул (12) и (13) соответственно. Для восстановления компонент поля
Φ0(x) воспользуемся следующей связью:

R0Φ0 (9)
=

(
Rφ0

)′
s

(28)
= −(W2

2Φ
0)′s =

(
W2

2Φ
1 +W2

2Φ
2 −W2

2w
)′
s
,

где W2
2Φ

1 = 0 и

(W2
2Φ

2)′s
(28)
= − sinβ(Rφ2)′′′ssβ

(9)
=− sinβ

( 1

sinβ
(R2Φ2)

)′

β
= − sinβ

( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
.

Поэтому

R0Φ0 = − sinβ
( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
− (W2

2w)′s.

Используя формулу (11), получаем формулу для восстановления поля Φ0(x):

Φ0
j (x) =

1

8π2

∫
S2
ξj

(
sinβ

( 1

sinβ
(R2w)(s, ξ)

)′

β
+ (W2

2w)′s(s, ξ)
)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3.

Отметим, что если даны только значения W2
2w и R2w, то предложенный подход даёт

возможность восстановить потенциальную часть Φ0(x) искомого векторного поля w.
Задача 3. Восстановить поле w(x) по значениям W2

1w, W2
2w, R2w.

Решение. Компоненты Φ2(x) восстанавливаются по значениям R2w с использованием
формулы (13). Для восстановления компонент полей Φ0(x) и Φ1(x) воспользуемся следующими
равенствами:

R0Φ0 (9)
=

(
Rφ0

)′
s

(28)
= −(W2

2Φ
0)′s =

(
W2

2Φ
1 +W2

2Φ
2 −W2

2w
)′
s
,

R1Φ1 (9)
= sinβ

(
Rφ1

)′
s

(27)
=

sinβ

cosβ
(W2

1Φ
1)′s =

sinβ

cosβ

(
W2

1w −W2
1Φ

0 −W2
1Φ

2
)′
s
,
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где W2
2Φ

1 = W2
1Φ

0 = 0 и

(W2
1Φ

2)′s
(27)
= (Rφ2)′′′ssα

(9)
=

1

sinβ
(R2Φ2)′α =

1

sinβ
(R2w)′α,

(W2
2Φ

2)′s
(28)
=− sinβ(Rφ2)′′′ssβ

(9)
=− sinβ

( 1

sinβ
(R2Φ2)

)′

β
= − sinβ

( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
.

Поэтому

R0Φ0 = − sinβ
( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
− (W2

2w)′s, R1Φ1 =
sinβ

cosβ

(
W2

1w)′s −
1

cosβ
(R2w)′α.

Используя формулы (11) и (12), получаем формулы для восстановления полей Φ0(x) и Φ1(x)

Φ0
j (x) =

1

8π2

∫
S2
ξj

(
sinβ

( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
(s, ξ) + (W2

2w)′s(s, ξ)
)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3,

Φ1
j (x) = − 1

8π2

∫
S2
e1j

( sinβ

cosβ
(W2

1w)′s(s, ξ)−
1

cosβ
(R2w)′α(s, ξ)

)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3.

Необходимо отметить, что предложенный подход даёт возможность восстановить солено-
идальную часть Φ1(x) поля w в случае, когда даны только значения W2

1w и R2w.
Замечание. Набор данных W1

1w, W1
2w, R1w недостаточен, так как по значениям каж-

дого из операторов W1
2w и R1w можно надеяться восстановить только поле Φ1.

В первых трёх задачах данными выступают только операторы, которые определяются с
использованием скалярного произведения искомого векторного поля и вектора параллельного
плоскости интегрирования. В последней задаче в качестве исходных данных используются
операторы, в определении которых фигурирует скалярное произведение вектора нормали к
плоскости интегрирования и векторного поля, подлежащего восстановлению.

Задача 4. Восстановить поле w(x) по значениям W0
1w, W0

2w и R0w.
Решение: Компоненты Φ0(x) восстанавливаются по значениям R0w с использованием

формулы (11). Для восстановления компонент полей Φ1(x) и Φ2(x) воспользуемся следующими
равенствами:

R1Φ1 (9)
= sinβ

(
Rφ1

)′
s

(23)
= (W0

1Φ
1)′s =

(
W0

1w −W0
1Φ

0 −W0
1Φ

2
)′
s
,

R2Φ2 (9)
= sinβ

(
Rφ2

)′′
ss

(25)
= (W0

2Φ
2)′s =

(
W0

2w −W0
2Φ

0 −W0
2Φ

1
)′
s
,

где W0
1Φ

2 = W0
2Φ

1 = 0 и

(W0
1Φ

0)′s
(23)
=

1

sinβ
(Rφ0)′′sα

(9)
=

1

sinβ
(R0Φ0)′α =

1

sinβ
(R0w)′α,

(W0
2Φ

0)′s
(25)
= −(Rφ0)′′sβ

(9)
= −(R0Φ0)′β = −(R0w)′β.

Поэтому

R1Φ1 = (W0
1w)′s −

1

sinβ
(R0w)′α, R2Φ2 = (W0

2w)′s + (R0w)′β.

Используя формулы (12) и (13), получаем формулы для покомпонентного восстановления по-
лей Φ1(x) и Φ2(x)

Φ1
j (x) = − 1

8π2

∫
S2
e1j

(
(W0

1w)′s(s, ξ)−
1

sinβ
(R0w)′α(s, ξ)

)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3,

Φ2
j (x) = − 1

8π2

∫
S2
e2j

(
(W0

2w)′s(s, ξ) + (R0w)′β(s, ξ)
)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3.
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Предложенный подход позволяет восстанавливать соленоидальную часть вида Φ1(x) по
значениям W0

1w и R0w и соленоидальную часть вида Φ2(x) по значениям W0
2w и R0w.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследована задача векторной томографии по восстановлению трёхмерного век-
торного поля по значениям нормального, продольных и весовых преобразований Радона. С
использованием полученного в работе детального разложения векторных полей установлены
связи интегральных операторов, действующих на векторные поля, и преобразования Радона,
действующего на функции. А именно, описаны ядра и образы нормального, продольных и
весовых преобразований Радона, действующих на трёхмерные векторные поля. Рассмотрены
некоторые варианты постановок задач томографии по восстановлению векторных полей и по-
лучены формулы обращения для их решения. Отметим, что предлагаемые подходы решения
задачи 3D векторной томографии по известным безвесовым и весовым преобразованиям Радо-
на векторного поля позволяют восстанавливать потенциальную и соленоидальную части поля
независимо друг от друга, что выгодно отличает разработанные методы от предложенного в
работе [13]. Установленные в работе взаимосвязи между весовыми и безвесовыми преобразо-
ваниями Радона векторных полей и преобразованием Радона скалярных полей могут быть
использованы для построения новых конструктивных методов и алгоритмов решения задач
векторной томографии.

Авторы благодарят Институт математических наук им. Исаака Ньютона (Кембридж,
Великобритания) за поддержку и гостеприимство во время программы “Rich and Nonlinear
Tomography — a multidisciplinary approach”, в течение которой проводилась работа над этой
статьёй. Программа поддержана грантом EPSRC номер EP/R014604/1.
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of tomographic integral operators acting on vector fields are described. Some statements of
tomography problems for the reconstruction of vector fields are considered, and inversion
formulas for their solution are obtained.
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