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на бесконечном интервале времени. Для её отыскания измеряется температура на разде-
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которое позволило дать строгую постановку обратной задачи и определить функциональ-
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на решение которой направлена статья, заключается в получении оценки погрешности
приближенного решения. Для оценки модуля условной корректности используется метод
проекционной регуляризации, который позволяет получить точные по порядку оценки.
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ВВЕДЕНИЕ

В современной технике встречаются конструкции, узлы которых подвержены тепловому
воздействию. В результате этого могут меняться свойства материалов.

Чтобы защитить компоненты от избыточного теплового воздействия, необходимо контро-
лировать температуру поверхности. Но, как правило, прямое измерение температуры невоз-
можно. Покрытие на некоторое время защитит устройство, однако делает невозможным непо-
средственное измерение температуры на поверхности. Устройство измеряет температуру под
защитным слоем, то есть более низкую, чем на поверхности слоя. Следовательно, необходи-
мо решать обратную граничную задачу, позволяющую по данным измерения найти истинное
значение температуры. Практическая значимость таких задач описана в работах [1–9], а по-
становка и решение — в работах [9–12].

Покрытие может разрушаться под действием нагрева и других факторов. Соответственно
меняется толщина защитного слоя и термическое воздействие источника тепла на материал.

В настоящей работе мы предлагаем рассмотреть нагрев композитной среды с известной
подвижной границей. При этом мы будем считать, что процесс разрушения защитного слоя
не сопровождается выделением тепла, идущим на его разрушение, а просто слой меняет свою
толщину, не внося никаких иных изменений в уравнение теплопроводности. Более того, раз-
рушившись, этот слой исчезает из рассмотрения. Наша задача состоит в том, чтобы, зная
свойства материала и свойства среды, найти допустимую погрешность в определении толщи-
ны защитного слоя.
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В настоящей работе нами рассмотрено точное решение прямой задачи, сформулирована
обратная задача, построена оценка порядка точности.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим композитный материал, который подвергают нагреву. x ∈ [0; +∞) — про-
странственная координата, t ∈ [0; +∞) — временная координата. Разобьём область на две
части: в первой, x ∈ [0;x0], располагается защитный слой. Его температуропроводность посто-
янна и равна k1(x, t) = a21. Во второй области, x ∈ [x0; +∞), располагается материал, который
не разрушается, имеет температуру u2(x, t), и коэффициент температуропроводности среды
k2(x, t) = a22. Здесь a1, a2 – некоторые вещественные числа.

Для дальнейшего введём функцию u(x, t):

u(x, t) =

{
u1(x, t), x ∈ [0;x0], t ∈ [0; +∞),
u2(x, t), x ∈ [x0; +∞), t ∈ [0; +∞),

операторы ∆:

∆u(x, t) =


a21

∂2u1(x, t)

∂x2
, x ∈ (0;x0), t ∈ (0;+∞),

a22
∂2u2(x, t)

∂x2
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;+∞)

и D:

Du(x, t) =


a1

∂u1(x, t)

∂x
, x ∈ (0;x0), t ∈ (0;+∞),

a2
∂u2(x, t)

∂x
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;+∞).

С учётом предложенных обозначений задача теплопроводности будет иметь вид:

∂u(x, t)

∂t
= ∆u(x, t), x ∈ (0;+∞), t ∈ (0;+∞),

u1(0, t) = q(t), t ∈ (0;+∞), u2(+∞, t) = 0, t ∈ (0;+∞),
u(x, 0) = 0, x ∈ [0; +∞).

(1)

Определение. Решением задачи (1) будем называть такую функцию u(x, t), что:

1. u(x, t) ∈ C(x ∈ [0; +∞), t ∈ [0; +∞)),

2. Du(x, t) ∈ C(x ∈ (0;+∞), t ∈ (0;+∞)),

3. u(x, t) удовлетворяет всем соотношениям (1),

4. u(x, t) непрерывно примыкает ко всем граничным и начальным условиям.

2. ПОСТРОЕНИЕ ФОРМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Покажем, что формальное решение задачи (1) может быть представлено в виде инте-
гральных соотношений.
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Лемма 1. Пусть u(x, t) – решение задачи (1). Тогда

u1(x, t) =
t∫
0

x√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ) q(τ)dτ,

u2(x, t) =
t∫
0

x+ l1√
4πa22(t− τ)3

e
−

(x+ l1)
2

4a22(t− τ) q(τ)dτ.

(2)

Доказательство. Доказательство может быть проведено непосредственным вычислени-
ем. Приведём только сами значения производных, так как несложно видеть, что их подста-
новка в основное уравнение (1) даст истинное равенство.

∂u1(x, t)

∂t
= −3

2

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) xq(τ)dτ√
4πa21(t− τ)5

+
1

4a21

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) x3q(τ)dτ√
4πa21(t− τ)7

,

∂u1(x, t)

∂x
=

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) q(τ)dτ√
4πa21(t− τ)3

− 1

2a21

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) x2q(τ)dτ√
4πa21(t− τ)5

,

∂2u1(x, t)

∂x2
= − 3

2a21

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) xq(τ)dτ√
4πa21(t− τ)5

+
1

4a41

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) x3q(τ)dτ√
4πa21(t− τ)7

.

Несложно видеть, что эти выражения соответствуют уравнению (1). Сходным образом дока-
зательство проводится и для случая u2(x, t). □

Лемма 2. Пусть

u1(0, t) ≡ q(t) = lim
x→0+0

t∫
0

x√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ) q(τ)dτ.

Тогда выполнены все краевые условия и условия сопряжения для (2).

Доказательство. То, что u2(+∞, t) = 0, следует из [18].
Покажем выполнение прочих условий: u1(x0, t) = u2(x0, t) ∀t > 0.

t∫
0

x0q(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x20
4a21(t− τ)dτ =

t∫
0

(x0 + l1)q(τ)√
4πa22(t− τ)3

e
−
(x0 + l1)

2

4a22(t− τ)dτ.

Условия сопряжения выполнены, если

x0
a1

=
x0 + l1
a2

,

отсюда следует, что l1 =
a2 − a1

a1
x0.

При тех же условиях непрерывен поток тепла на разделах сред ∀t > 0 a1
∂u1(x0, t)

∂x
=
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a2
∂u2(x0, t)

∂x
. Действительно, соотношения

a1

t∫
0

q(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x20
4a21(t− τ)dτ − 1

2

t∫
0

x2q(τ)√
4πa41(t− τ)5

e
−

x20
4a21(t− τ)dτ =

= a2

t∫
0

q(τ)√
4πa22(t− τ)3

e
−
(x0 + l1)

2

4a22(t− τ)dτ − 1

2

t∫
0

(x+ l1)
2q(τ)√

4πa42(t− τ)5
e
−
(x0 + l1)

2

4a22(t− τ)dτ

верны при этих же условиях. □

Таким образом, формально построенное решение (2) удовлетворяет уравнениям и усло-
виям (1).

Выясним теперь некоторые свойства этого решения, которые будем использовать дальше.
Лемма 3. Пусть q(t) ∈ C1(t > 0) и ∃M0 > 0 sup

t∈[0;+∞)
(|q(t)|, |q′(t)|) < M0. Тогда интегралы

J(x, t), J1(x, t), J2(x, t), где

J(x, t) =

t∫
0

xq(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ)dτ, J1(x, t) =
∂

∂x

t∫
0

xq(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ)dτ,

J2(x, t) =
∂2

∂x2

t∫
0

xq(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ)dτ,

равномерно ограничены ∀x ∈ [0;x0], ∀t ⩾ 0.

Доказательство. Докажем первое утверждение леммы. Преобразуем J(x, t) следующим
образом:

J(x, t) = −
t∫

0

q(τ)√
π
e
−

x2

4a21(t− τ)d

(
x

2a1
√
t− τ)

)
.

Введём переменную ξ =
x

2a1
√
t− τ

и оцениваем интеграл сверху:

t∫
0

q(τ)√
π
e
−

x2

4a21(t− τ)d

(
x

2a1
√
t− τ

)
⩽

M0√
π

+∞∫
0

e−ξ2dξ ⩽ M0.

Равномерная сходимость интегралов J1(x, t) и J2(x, t) ∀x ∈ [0;x0], ∀t ⩾ 0 может быть доказана
сходным способом. Действительно, сделав замену переменной ξ =

x

2a1
√
t− τ

и продифферен-
цировав по x, а затем вернувшись к исходным значениям, получим интеграл вида

J1(x, t) =

t∫
0

q′(τ)√
πa21(t− τ)

e
−

x2

4a21(t− τ)dτ,

который равномерно сходится ∀x ∈ [0;x0], ∀t ⩾ 0.
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Продифференцировав его ещё раз, получим выражение вида J(x, t), где вместо функ-
ции q(τ) под интегралом будет расположена q′(τ). Повторив доказательство для сходимости
интеграла J(x, t), получим утверждение леммы. □

Таким образом, справедлива
Лемма 4. Решение задачи (1) существует и определяется формулой (2).

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1)

Теорема 1. Пусть q(t) ∈ C1(t > 0) и ∃M0 > 0, что sup
t⩾0

(|q(t)|, |q′(t)|) < M0. Тогда решение

задачи (1) существует, единственно и определяется формулой (2).

Доказательство. Существование решения доказано в лемме 4, там же приведён вид
решения, т. е. решение задачи существует.

Предположим, что решение неединственно. Построим разность решений z(x, t) = u(x, t)−
w(x, t), x ∈ [0; +∞), t ∈ [0; +∞), которая удовлетворяет задаче:

∂z(x, t)

∂t
= ∆z(x, t), x ∈ (0;+∞), t ∈ (0;+∞),

z1(0, t) = q(t), t ∈ (0;+∞), z2(+∞, t) = 0, t ∈ (0;+∞),
z(x, 0) = 0, x ∈ [0; +∞).

Решение этого уравнения может быть построено, оно ограничено на ∀x ∈ [0; +∞), ∀t ∈ [0; +∞),

и, следовательно, существует его преобразование Лапласа по t: z̃(x, p) =
+∞∫
0

e−ptz(x, t)dt. В
результате получим задачу:

pz̃(x, p) = ∆ẑ(x, p), x ∈ (0;+∞), p ∈ Z,
z̃1(0, p) = 0, p ∈ Z, ẑ(+∞, p) = 0, p ∈ Z.

Несложно видеть, что решение этого уравнения единственно и равно нулю. В силу однозначной
обратимости преобразования Лапласа получаем, что, раз z̃(x, p) = 0, то и z(x, t) = 0 ∀x ∈
[0; +∞), t ∈ [0; +∞). □

4. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Приступим теперь к решению обратной задачи. Для этого будем считать, что нам неиз-
вестно значение функции u1(0, t) = q(t), но известно значение u2(x0, t) = f(t), то есть значение
решения на разделе сред. Мы поступим следующим образом: решим задачу для u2(x, t) в

области x ∈ [x0; +∞), t ∈ [0; +∞), найдём функции u2(x0, t) и
∂u2(x0, t)

∂x
, а затем, пользуясь

условиями согласования, получим краевую задачу для u1(x, t) в области x ∈ [0;x0], t ∈ [0; +∞).
Для вновь полученной задачи применим соответствующий метод решения, который рассмот-
рим в следующих разделах.

Итак, сначала рассмотрим задачу для u2(x, t):

∂u2(x, t)

∂t
= a22

∂2u2(x, t)

∂x2
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;+∞),

u2(x0, t) = f(t), t ∈ (0;+∞), u2(+∞, t) = 0, t ∈ (0;+∞),
u2(x, 0) = 0, x ∈ [0; +∞).

(3)

Справедлива следующая теорема, доказанная в [18]:
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Теорема 2. Решение задачи (3) существует, единственно и может быть записано в
виде:

u2(x, t) =

t∫
0

(x− x0)f(τ)√
4πa22(t− τ)3

exp

(
− (x− x0)

2

4a22(t− τ)

)
dτ.

Далее нам понадобится производная
∂u2(x0, t)

∂x
. Поэтому определим её по приближенным

данным fδ(t), δ.
Из системы уравнений

∂u2(x, t)

∂t
= a22

∂2u2(x, t)

∂x2
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;∞),

u2(x, 0) = 0, x ∈ [x0; +∞), u2(+∞, t) = 0, t > 0,
u2(x0, t) = f(t), t ⩾ 0

(4)

найдём функцию u2(x, t) на x0 ⩽ x, t ⩾ 0:

u2(x, t) =

t∫
0

x− x0√
4πa22(t− τ)3

f(τ) exp

(
− (x− x0)

2

4a22(t− τ)

)
dτ.

Из леммы 3 следует, что функция u2(x, t) ∈ C1,2((0,∞)×(x0,+∞)). При f(t) = f0(t) существует
решение u2(x, t) задачи (4).

Предположим, что точное значения функции f0(t) не известно, а вместо него даны неко-
торая приближенная функция fδ(t) ∈ C[0,∞), fδ(0) = 0 и уровень погрешности δ > 0 такие,
что

sup
t∈[0,∞)

|fδ(t)− f0(t)| ⩽ δ. (5)

Поэтому, наряду с задачей (4) с условием u2(x0, t) = f(t), рассмотрим задачу (4) с другим
условием

u2(x0, t) = fδ(t), t ⩾ 0. (6)

Решение задачи (4), (6) обозначим через u2(x0, t, δ).

Лемма 5. Пусть ϕ(x, t) = u2(x, t) − u2(x, t, δ). Тогда для любых x ∈ (x0; +∞), t ⩾ 0
следует, что |ϕ(t, x)| ⩽ δ.

Доказательство. Функция ϕ(t, x) является решением задачи

∂ϕ2(x, t)

∂t
= a22

∂2ϕ2(x, t)

∂x2
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;+∞),

ϕ(x, 0) = 0, x ∈ [x0; +∞), ϕ(x0, t) = fδ(t)− f0(t), t ⩾ 0, ϕ(t,+∞) = 0, t ⩾ 0.
(7)

Пусть Ω = [x0; +∞)× [0,∞) множество, на котором определена задача (7), а ∂Ω = Γ1
⋃
Γ2, где

Γ1 = {(x, t) : x0 ⩽ x ⩽ +∞},Γ2 = {(x0, t) : 0 ⩽ t < ∞}. Тогда sup
(x,t)∈Ω

|ϕ(x, t)| ⩽ sup
(x,t)∈∂Ω

|ϕ(x, t)|.

Так как sup
(x,t)∈Γ1

|ϕ(x, t)| = 0, а sup
(x,t)∈Γ2

|ϕ(x, t)| ⩽ δ, то по принципу максимума [18]

sup
(x,t)∈Ω

|ϕ(x, t)| ⩽ δ. □
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Производную
∂u2(x0, t)

∂x
обозначим через g0(t),

∂u2(x0, t)

∂x
=

t∫
0

f0(τ)√
4πa22(t− τ)3

exp

(
− (x− x0)

2

4a22(t− τ)

)
dτ −

−
t∫

0

(x− x0)f0(τ)√
16πa62(t− τ)5

exp

(
− (x− x0)

2

4a22(t− τ)

)
dτ ≡ g0(t).

Требуется, используя данные (u2(x0, t, δ), δ), определить функцию gδ(t) и число σ(δ) такие,
что sup

t∈[0;+∞)
|gδ(t)− g0(t)| < σ(δ).

Так как задача вычисления производной в пространстве C[a; b] некорректна (см. [13,14]),
то построим регуляризующее семейство операторов {Rν : ν > 0}, которое для любого
ν > 0 пространство C[0; +∞) отображает в C[0; +∞) и определяется формулой Rνf(t) =
u2(x0 + ν, t)− f0(t)

ν
, f(t) ∈ C[0; +∞), f(0) = 0, ν > 0, t ∈ [0; +∞).

В точках (x0, t) производную
∂u2(x0, t)

∂x
, существование которой следует из теоремы 1,

заменим отношением приращений

Rνf0(t) =
u2(x0 + ν, t)− f0(t)

ν
, (8)

а Rνu2(x0, t, δ) =
u2(x0 + ν, t, δ)− u2(x0, t, δ)

ν
.

Рассмотрим оценку ||Rνu2(x0, t, δ) − g0(t)||C[0;∞) ⩽ ||Rνu2(x0, t, δ) − Rνf0(t)||C[0;∞) +
||Rνf0(t)− g0(t)||C[0;∞).

Лемма 6. Пусть Rνf0(t) определено формулой (8), а d ⩾ ||∂
2u2(x, t)

∂x2
||C([0;∞)×[x0;∞). Тогда

sup
t⩾0

|g0(t)−Rνf0(t)| ⩽ d · ν.

Доказательство. Из (8) следует существование θ1(t) ∈ [0; 1] такого, что

Rνf0(t) =
∂u2(x0 + θ1(t)ν, t)

∂x
. (9)

Из (9) следует, что

Rνf0(t)− g0(t) =
∂u2(x0 + θ1(t)ν, t)

∂x
− g0(t), (10)

а также существует функция θ2(t) ∈ [0; 1] такая, что при t ⩾ 0 0 ⩽ θ2(t) ⩽ 1

∂u2(x0 + θ1(t)ν, t

∂x
− g0(t) =

∂2u2(x0 + θ2(t)ν, t)

∂x2
· θ1(t) · ν. (11)

Из (10) и (11) следует утверждение леммы. □

Из (5) получим ∥Rνu2(x0, t, δ) − Rνf0(t)∥C[0,∞) ⩽ ∥Rν∥C[0,∞) · δ, а из определения нормы
оператора — ∥Rν∥ ⩽ 2/ν. Тогда

sup
t∈[0,∞)

|Rνu2(x0, t, δ)−Rνf0(t)| ⩽
2δ

ν
. (12)
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Значение параметра ν = ν(δ) определим, используя известную схему М. М. Лаврентьева [10],

из уравнения d · ν(δ) = 2δ

ν(δ)
. Тогда

ν(δ) =

√
2δ

d
. (13)

Таким образом, ввиду (12), (13) и леммы 6 получим, что

sup
t∈[0,∞)

|Rνw2(t, x0, δ)− g0(t)| ⩽ 2
√
2d · δ,

а σ(δ) = 2
√
2d · δ.

Теперь поставим обратную задачу.

Нам известна функция u2(x0, t), а также производная
∂u2(x0, t)

∂x
. Необходимо найти ре-

шение такой задачи:

∂u1(x, t)

∂t
= a21

∂2u1(x, t)

∂x2
, x ∈ (0;x0), t ∈ (0;+∞),

u1(0, t) = q(t), t ∈ (0;+∞), u1(x0, t) = f(t), t ∈ (0;+∞),
∂u1(x0, t)

∂x
= g(t), t ∈ [0; +∞), u(x, 0) = 0, x ∈ [0; +∞).

(14)

5. ОЦЕНКИ ДЛЯ ПОГРЕШНОСТИ СЛОЯ

Теперь рассмотрим следующую ситуацию: допустим, теплозащитный слой разрушился в
процесс нагревания тела на толщину ζ. Пусть эта величина ζ невелика в сравнении с толщиной

x0:
ζ

x0
≪ 1. Выясним, какая толщина разрушения слоя теплозащиты внесёт погрешность, не

выходящую за пределы ошибки δ — измерения величин температуры и теплового потока.
Для этого проведём ряд оценок. Допустим, что разрушение (по существу, отслоение ча-

сти защиты) произошло в самом начале теплового процесса, и в действительности при x = x0
измеряется не температура f(t) = u2(x0, t), а f1(t) = u2(x0−ζ, t) — температура, соответствую-
щая тепловому слою, отличающемуся от исходного на толщину ζ. Тогда разность температур
на поверхности δq(t), вызванная этими факторами, составит величину:

δq(t) =

t∫
0

f1(τ)(x0 − ζ)√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)
dτ −

t∫
0

x0f(τ)√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− x20
4a21(t− τ)

)
dτ. (15)

Мы предполагаем, что max
t∈[0;+∞)

|f(t)− f1(t)| < δ. Тогда (15) может быть представлен так:

||δq(t)||C ⩽ ζ||f(t)||C ·
t∫

0

x0√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)
dτ+

+||f(t)||C

t∫
0

x0√
4πa21(t− τ)3

{
exp

(
− x20
4a21(t− τ)

)
− exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)}
dτ,

(16)

где ||f(t)||C = sup
t⩾0

|f(t)|. Интегралы несложно оценить. Справедлива оценка

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

x0√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)
dτ

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1 (17)
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и равенства

t∫
0

x0√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− x20
4a21(t− τ)

)
dτ =

1

2
− Φ

(
x0

2a1
√
t

)
, (18)

t∫
0

(x0 − ζ)√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)
dτ =

1

2
− Φ

(
x0 − ζ

2a1
√
t

)
, (19)

где Φ(s) — функция Лапласа.
В силу соотношений (17), (18), (19) оценка (16) принимает вид:

||δq(t)||C ⩽ ζ||f(t)||C + ||f(t)||C
∣∣∣∣Φ( x0

2a1
√
t

)
− Φ

(
x0 − ζ

2a1
√
t

)∣∣∣∣ . (20)

Оценим разность функций Лапласа. Получаем:∣∣∣∣Φ( x0

2a1
√
t

)
− Φ

(
x0 − ζ

2a1
√
t

)∣∣∣∣ ⩽ ζ

2a1
√
t
exp

(
− x20
4a21t

)
. (21)

Выражение с экспонентой ограничено и достигает наибольшего значения при t =
x20
2a21

. Следо-
вательно, верна оценка сверху:

ζ

2a1
√
t
exp

(
− x20
4a21t

)
⩽

ζ

x0

1√
2πe

. (22)

Из формул (22), (21) и (20) следует, что истинна оценка:

||δq(t)||C ⩽ ζ||f(t)||C + ||f(t)||C
ζ

x0

1√
2πe

. (23)

Так как слагаемые справа в формуле (23) содержат параметр ζ, то, для получения оконча-
тельной оценки, потребуем, чтобы ζ удовлетворяло уравнению:

δ =
ζ

x0
||f(t)||C

(
1 +

1√
2πe

)
.

6. СВЕДЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ (14) К ЗАДАЧЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
ЗНАЧЕНИЙ НЕОГРАНИЧЕННОГО ОПЕРАТОРА

Введём класс корректности Mb

Mb =

{
q(t) · e−t : q(t) ∈ C2(0;∞),

∫ +∞

0
|q(t) · e−t|2dt+

∫ +∞

0
|q′(t) · e−t|2dt ⩽ b

2
}
,

b — известное положительное число. Предположим, что при f(t) = f0(t) ∈ C1[0,∞) и g(t) =
g0(t) ∈ C1[0,∞) существует решение q0(t) обратной задачи (14), но функции f(t) и g(t) нам
не известны, а вместо них даны некоторые приближенные функции fδ(t) ∈ C1[0;∞), gδ(t) ∈
C1[0;∞) и уровни погрешности δ > 0 и σ(δ) такие, что

sup
t∈[0;∞)

|fδ(t)− f(t)| ⩽ 2δ, sup
t∈[0;∞)

|gδ(t)− g(t)| ⩽ 2
√
2 · d · δ, (24)
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причём отметим, что 2δ в выражении sup
t∈[0;∞)

|fδ(t)− f(t)| ⩽ 2δ обусловлено как погрешностью

измерения fδ(t), так и погрешностью, вносимой разрушением защитного слоя.
Требуется, используя fδ(t), gδ(t), δ и Mb, определить приближенное решение qδ зада-

чи (14).
Заметим, что для получения оценки погрешности приближенного решения обратной за-

дачи важную роль играет преобразование Фурье по t. Для использования преобразования
Фурье, следуя [15], сделаем замену

z(x, t) = e−tw1(x, t), 0 ⩽ x ⩽ x0, t > 0. (25)

Тогда задачу

∂w1(t, x)

∂t
= a21

∂2w1(x, t)

∂x2
, 0 < x ⩽ x0, t > 0,

w1(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ x0;w1(x0, t) = f(t),
∂w1(x0, t)

∂x
=

a2
a1

· g(t), t ⩾ 0

сведём к следующей системе

∂z(x, t)

∂t
= a21

∂2z(x, t)

∂x2
− z(x, t), 0 < x < x0, t ⩾ 0,

z(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ x0,
z(x0, t) = s(t), s(t) = f(t) · e−t, t ⩾ 0,

a1
a2

· ∂z(x0, t)
∂x

= p(t), p(t) = g(t) · e−t, t ⩾ 0,

(26)

где q(t) · e−t ∈ Mb.
Из теоремы 1 следует, что

z(x, t), z′x(x, t) ∈ C([0, x0]× [0,∞)), z′′xx(x, t) ∈ C((0, x0)× [0,∞)) (27)

и существует c3 > 0 такое, что для любой точки (x, t) ∈ [0, x0]× [0,∞)

sup
0⩽x⩽x0

{|z(x, t)|, |z′x(x, t)|} ⩽ c3 · e−t, (28)

а также для любого ε > 0 существует c4(ε) > 0 такое, что для любой точки (x, t) ∈ [ε, x0] ×
[0; +∞) выполняется оценка

sup
ε⩽x⩽x0

|z′′xx(x, t)| ⩽ c4(ε) · e−t. (29)

Из (27)–(29) на основании утверждения, доказанного в [16], гл. XVII, утверждение 6,
получим

Теорема 3. Пусть z(x, t) определена формулой (25) и выполняются условия (27)–(29),
тогда ∫ ∞

0
z′x(x, t)dt =

∂

∂x

[∫ ∞

0
z(x, t)dt

]
, (x, t) ∈ [0, x0]× [0,∞),∫ ∞

0
z′′xx(x, t)dt =

∂2

∂x2

[∫ ∞

0
z(x, t)dt

]
, (x, t) ∈ (0, x0)× [0,∞).

Введём оператор F , отображающий L2[0;∞)
⋂
L1[0;∞) в L2(−∞;∞)

⋂
C0(−∞;∞) и опре-

деляемый формулой

q̂(τ) = Ft[q(t)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
q(t)e−itτdt,

q(t) ∈ L2[0;∞)
⋂

L1[0;∞), q(t) =

{
q(t), t > 0,
0, t ⩽ 0.

(30)
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Из теоремы 3 следует применимость преобразования F , определяемого формулой (30), к
решению задачи (26):

(1 + iτ)ẑ(x, τ) = a21
∂2ẑ(x, τ)

∂x2
, x ∈ (h0, x0),

ẑ(x0, τ) = ŝ(τ),
a1
a2

· ∂ẑ(x0, τ)
∂x

= p̂(τ), −∞ < τ < ∞.

(31)

Решение (31) имеет вид

ẑ(τ, x) = A1(τ) · exp
{
x

√
1 + iτ

a1

}
+A2(τ) · exp

{
−x

√
1 + iτ

a1

}
, (32)

где A1(τ), A2(τ) — функции, которые необходимо определить.
Используя функции ŝ(τ) и p̂(τ), определим функцию

m̂(τ) = ẑ(0, τ), −∞ < τ < ∞. (33)

Решая систему уравнений (31), (32), с учётом (33), получим

m̂(τ) = T 1(τ) · ŝ(τ) + T 2(τ) · p̂(τ), (34)

где T 1(τ) = ch

(
x0

√
1 + iτ

a1

)
, T 2(τ) = − a2√

1 + iτ
sh

(
x0

√
1 + iτ

a1

)
. Обозначим T 1(τ)ŝ(τ) +

T 2(τ)p̂(τ) через T{ŝ(τ), p̂(τ)},

D(T ) = {ŝ(τ), p̂(τ) : ŝ(τ) ∈ L2(−∞,∞), p̂(τ) ∈ L2(−∞,∞) и T{ŝ(τ), p̂(τ)} ∈ L2(−∞,∞)}.

Из (34) следует, что оператор T линеен, неограничен.
Пусть m̂0(τ) = T{ŝ0(τ), p̂0(τ)}, ŝ0(τ) = F [s0(t)], p̂0(τ) = F [p0(t)], ŝδ(τ) = F [sδ(t)], p̂δ(τ) =

F [pδ(t)].
Из формулы (24) следует, что

∥ŝδ(τ)− ŝ0(τ)∥L2[0,∞) ⩽
2δ√
2
, ∥p̂δ(τ)− p̂0(τ)∥L2[0,∞) ⩽ 2

√
d · δ. (35)

Множество Mb при преобразовании F перейдёт в множество M̂b ⊃ F [Mb], определяемое
формулой

M̂b =

{
m̂(τ) : m̂(τ) ∈ L2[0,∞),

∫ ∞

−∞
(1 + τ2)|m̂(τ)|2dτ ⩽ 2b

2
}
. (36)

Из того, что m0(t) ∈ Mb, получаем m̂0(τ) ∈ M̂b.

7. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (34)–(36)

Для решения задачи (34)–(36) используем метод проекционной регуляризации (см. [17],
гл. 4, п. 4.1). В основе этого метода лежит регуляризующее семейство операторов {Tα : α > 0},
определяемое формулой

Tα{ŝ(τ), p̂(τ)} =

{
T{ŝ(τ), p̂(τ)}, |τ | ⩽ α,
0, |τ | > α.

Регуляризованное решение q̂αδ (τ) задачи (34) определим формулой

m̂α
δ (τ) = Tα{ŝδ(τ), p̂δ(τ)}, |τ | ⩾ 0, α > 0, δ > 0. (37)

Для выбора параметра регуляризации α = α(δ, b) в формуле (37), рассмотрим оценку

∥m̂α
δ (τ)− m̂0(τ)∥ ⩽ ∥ĥαδ (τ)− m̂α

0 (τ)∥+ ∥m̂α
0 (τ)− m̂0(τ)∥, (38)

где m̂α
0 (τ) = Tα{ŝ0(τ), p̂0(τ)}. Перейдём к оценке ∥Tα∥.



154 В. П. Танана, Б. А. Марков

Лемма 7. Существует число α1 > 0 такое, что для любого α, α ⩾ α1 справедливо
соотношение

∥Tα(τ)∥ ⩽ 4 · e
√

α/2·x0
a1 .

Доказательство. По определению, норма оператора ∥Tα∥ = sup
0⩽|τ |⩽α

|T (τ)|.

Рассмотрим |T (τ)| ⩽ |T 1(τ)|+ |T 2(τ)|. Из | ch z| =
√
ch2 x− cos2 y, z = x+ iy и

√
1 + iτ =

√√
1 + τ2 + 1

2
+ i

√√
1 + τ2 − 1

2

получим ∣∣∣∣ch(x0
√
1 + iτ

a1

)∣∣∣∣ ⩽ ch

√√
1 + τ2 + 1

2
· x0
a1

 ⩽ ch

(√
τ

2
· x0
a1

)
.

Таким образом,

|T 1(τ)| ⩽ 2 exp

{√
τ√
2
· x0
a1

}
.

С учётом | sh z2| =
√
ch2 x2 − cos2 y2, z2 = x2 + iy2 получим существование числа c5 > 0,

что

|T 2(τ)| =
∣∣∣∣ a2√

1 + iτ
sh

(
x0

√
1 + iτ

a1

)∣∣∣∣ ⩽ c5 · exp
{√

τ√
2
· x0
a1

}
√
1 + |τ |

.

Из вышесказанного будет следовать существование τ1 > 0 такого, что для любого τ ,
|τ | ⩾ τ1 справедливы соотношение

|T 2(τ)| ⩽ |T 1(τ)| ⩽ 2 exp

{√
τ/2 · x0

a1

}
.

Пусть α1 = τ1 тогда для всех α, α ⩾ α1 справедливо соотношение

∥Tα(τ)∥ ⩽ 4 · e
√

α/2·x0
a1 .

Тем самым лемма доказана. □

Теперь получим оценку для ∥m̂α
0 (τ)− m̂0(τ)∥ в формуле (38). Пусть

∆2
1(α) = sup

{∫ −α

−∞
|m̂0(τ)|2dτ +

∫ ∞

α
|m̂0(τ)|2dτ : m̂0(τ) ∈ M̂b

}
. (39)

Тогда из (36) получаем, что при условии m̂0(τ) ∈ M̂b∫ −α

−∞
(1 + τ2)|m̂0(τ)|2dτ +

∫ ∞

α
(1 + τ2)|m̂0(τ)|2dτ ⩽ 2b

2
. (40)

Из (39) и (40) следует, что ∆2
1(α) ⩽ 2b

2
/(1 + α2).

Таким образом, из (38), (40), предыдущего соотношения и леммы 7 получим, что

∥m̂α
0 (τ)− m̂0(τ)∥ ⩽ 2

√
2 · b/

√
1 + α2, ∥m̂α

δ (τ)− m̂α
0 (τ)∥ ⩽ 8 · (δ +

√
d · δ) · e

x0
a1

√
α/2

.

Из вышесказанного получим существование числа c6 > 0 такого, что

∥m̂α
δ (τ)− m̂0(τ)∥ ⩽ 2

√
2 · b/

√
1 + α2 + 8 · c6 ·

√
δ · e

x0
a1

√
α/2

.
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Параметр регуляризации α = α(δ) в формуле (37) выберем из условия√
1 + α2 · ∥Tα∥ · c6 ·

√
δ = 2

√
2 · b. (41)

Учитывая вышесказанное, получим

∥m̂α(δ)
δ (τ)− m̂0(τ)∥ ⩽ 4

√
2 · b/

√
1 + α2(δ). (42)

Так как функция
√
1 + α2 exp

{
x0
a1

√
α/2

}
строго возрастает по α и изменяется от 1 до

∞, то существует единственное решение α(δ, b) уравнения (41) и α(δ, b) ⩾ α1.
Ввиду того, что уравнение (41) не имеет решения в элементарных функциях, аппрокси-

мируем его парой уравнений

exp

{
x0
a1

√
α1/2

}
=

b√
δ
, exp

{
2x0
a1

√
α2/2

}
=

b

4 ·
√
δ
. (43)

Решения уравнений (43) обозначим через α1(δ, b) и α2(δ, b) соответственно.
Тогда при достаточно малых значениях δ справедливы соотношения

α2(δ, b) ⩽ α(δ, b) ⩽ α1(δ, b). (44)

Из (43) будем иметь

α1(δ, d) =
2a21
x20

ln2
(

b√
δ

)
и α2(δ, d) =

a21
2x20

ln2
(

b

4 ·
√
δ

)
,

а из (44) следует, что

α(δ, b) ∼ ln2 δ при δ → 0. (45)

Решение задачи (34)–(36) определим формулой m̂δ(τ) = m̂
α(δ,b)
δ (τ).

Тогда из соотношения (42) следует, что

∥m̂δ(τ)− m̂0(τ)∥ ⩽
4b√

1 + α2
1(δ, b)

. (46)

Обозначим через ω(τ, b) модуль условной корректности задачи (34)–(36) (модуль непре-
рывности оператора T на множестве M̂b)

ω(τ, b) = sup{∥T f̂∥ : T f̂ ∈ M̂b, |f̂∥ ⩽ τ}, τ, b > 0. (47)

Теорема 4. Задача (34)–(36) условно-корректна и для модуля условной корректности
этой задачи на множестве M̂b при достаточно малых значениях δ справедлива оценка

ω(τ, b) ⩽
8b√

1 + α2
1(τ, b)

.

Доказательство следует из формул (46), (47).
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Таким образом, решение mδ(t) обратной задачи (26), (35) определим формулой

mδ(t) =

{
ReF−1[mδ(τ)], t ⩾ 0,
0, t < 0,

где F−1 оператор, обратный F .
Учитывая вышесказанное, для mδ(t) будет справедлива оценка

∥mδ(t)−m0(t)∥ ⩽
4b√

1 + α2
1(δ, b)

. (48)

Из (45) и (48) следует существование числа d1 > 0 такого, что для любого достаточно
малого δ справедлива оценка

∥mδ(t)−m0(t)∥ ⩽ d1 · b · ln−2 δ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, рассмотренная нами задача позволяет оценить уровень погрешности, в
том числе и в погрешности толщины слоя. В том случае, если погрешность определения тол-
щины теплозащитного слоя ζ совпадает с погрешностью измерений δ, выполнено соотношение

δ

sup
t⩾0

|f(t)|
=

ζ

x0

(
1 +

1√
2πe

)
.

Уровень погрешности при этом определяется формулой

∥mδ(t)−m0(t)∥ ⩽ d1 · b · ln−2(δ).
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Abstract. The paper studies the problem of determining the error introduced by inaccuracy
in determining the thickness of a protective heat-resistant coating of composite materials. The
mathematical problem is the heat equation on an inhomogeneous half-line. The temperature
on the outer side of the half-line (x = 0) is considered unknown over an infinite time interval.
To find it, the temperature is measured at the interface of the media at the point x = x0. An
analytical study of the direct problem is carried out and enables a rigorous statement of the
inverse problem and determining the functional spaces in which it is natural to solve the inverse
problem. The main difficulty that the present paper aims at solving is obtaining an estimate
for the error of the approximate solution. To estimate the conditional correctness modulus, the
projection regularization method is used; this allows obtaining order-accurate estimates.
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