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В работе представлены результаты математического моделирования переноса плазмы в
спиральном магнитном поле с использованием новых экспериментальных данных, полу-
ченных на установке СМОЛА, созданной в ИЯФ им. Г. И. Будкера СО РАН. Удержа-
ние плазмы в установке осуществляется за счёт передачи импульса от магнитного поля с
винтовой симметрией вращающейся плазме. Математическая модель основана на стаци-
онарном уравнении переноса плазмы в аксиально-симметричной постановке. Полученное
с помощью численного моделирования распределение концентрации вещества подтверди-
ло эффект удержания, полученный в эксперименте. Получены зависимости интегральных
характеристик вещества от глубины гофрировки магнитного поля, диффузии и потенци-
ала плазмы. Проведено сравнение численной реализации модели методом установления и
методом Зейделя.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследования течения плазмы в магнитном поле представляют существенный интерес для
управляемого термоядерного синтеза [1], изучения стойкости материалов под воздействием
мощных тепловых нагрузок [2], лабораторного моделирования астрофизических процессов [3]
и ряда других фундаментальных и прикладных научных задач. Для решения задач управ-
ляемого термоядерного синтеза необходимо удерживать высокотемпературную плазму доста-
точной плотности в ограниченной области пространства. Для положительного энергетического
выхода произведение плотности плазмы и энергетического времени жизни должно превышать
пороговую величину (для смеси дейтерия и трития — nτ ∼ 1020 с/м3, для чистого дейтерия —
nτ ∼ 1022 с/м3) [4]. Повышение времени жизни достигается за счёт снижения потерь энергии
из области удержания. Основным методом термоизоляции плазмы, рассматриваемым на сего-
дняшний день, является её удержание в магнитном поле с различными конфигурациями [1].
Наибольший прогресс достигнут в системах с тороидальной топологией магнитного поля. Аль-
тернативным подходом является удержание плазмы в открытых магнитных системах, где поле
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близко к осесимметричному, а его силовые линии пересекают границу области удержания в
двух точках [5]. Плюсами данного подхода являются более эффективное использование энер-
гии магнитного поля, масштабируемость и инженерная простота системы. Основной научной
задачей физики открытых ловушек является снижение потерь частиц и энергии вдоль силовых
линий магнитного поля в областях, где они покидают область удержания.

Достигнут большой прогресс в понимании физики открытых магнитных конфигураций
и достигнутых параметров плазмы [6]. На сегодняшний день предложен и экспериментально
проверен ряд возможных решений задачи продольного удержания, в том числе, подавление
продольных потерь периодическим магнитным полем (многопробочное удержание) [5]. Удер-
жание плазмы магнитным полем с винтовой симметрией было предложено в качестве развития
метода многопробочного удержания [7]. В системе отсчёта вращающейся плазмы движение
магнитных возмущений имеет компоненту скорости, сонаправленную с магнитным полем, что
позволяет передавать импульс запертым частицам. Столкновения между пролётными и запер-
тыми частицами обеспечивают эффективную силу, действующую на плазму в целом и способ-
ствующую возврату ионов в область удержания. Установка СМОЛА (Спиральная Магнитная
Открытая Ловушка) разработана и построена в 2017 году в Институте ядерной физики СО
РАН им. Г. И. Будкера для экспериментальной проверки этой идеи [8, 9]. Область, в которой
удерживается плазма в установке СМОЛА, с одной стороны ограничена классической пробкой,
с другой — многопробочной секцией с винтовым магнитным полем. В эксперименте варьиру-
ются такие параметры, как продольное магнитное поле, соотношение продольного и винтового
магнитных полей, плотность и скорость вращения плазмы. Установка СМОЛА предназначена
для моделирования эффектов винтового удержания при низкой (а потому легко достижимой)
температуре плазмы. Для масштабирования винтового удержания на системе термоядерно-
го класса необходимо детальное сравнение экспериментально наблюдаемых потоков вещества
с модельными и дальнейший расчёт эффективности системы большего масштаба на основе
математической модели. В настоящее время показано соответствие наблюдаемых результатов
приближённым теоретическим оценкам. В то же время, точного аналитического решения для
теории винтового удержания не построено, поэтому сравнение может опираться на результаты
численного решения уравнений движения плазмы.

Математическая модель переноса вещества в винтовом магнитном поле построена на осно-
ве уравнений из работ [7, 10] и параметров установки СМОЛА. Математическое моделирование
процесса было проведено впервые в работе [11]. Цель работы состоит в валидации модели и в
оптимизации параметров эксперимента.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим движение плазмы в центральной части ловушки, имеющей форму цилиндра
(см. рис. 1). Вещество входит в область удержания из источника плазмы через левый торец
цилиндра и выходит в расширитель через правую границу. Рассмотрим поперечное сечение
цилиндра в плоскости (r, z). В статье [12] получены выражения для компонентов радиального
и продольного переноса частиц в винтовом магнитном поле. Система уравнений описывает ди-
намику плазмы в МГД-приближении в аксиально-симметричной постановке. Различия в дви-
жении запертых и пролётных ионов учитываются в виде эффективной силы трения, зависящей
от взаимной скорости компонент и доли запертых частиц. Продольная сила, действующая на
плазму, возникает в результате взаимодействия радиального электрического тока захваченных
ионов с азимутальной компонентой винтового магнитного поля. Учитывается диффузия плаз-
мы поперёк магнитного поля. Исключение зависимых переменных сводит систему уравнений
к уравнению неразрывности потока:
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Рис. 1. Схема центральной части ловушки

где u — концентрация вещества, T = Ti + Te, Ti = 4 Эв и Te = 30(1 − (r/r0)
2) — ионная и

электронная температуры, Λ — отношение длины системы к длине свободного пробега λ иона,
κ(r,Rm) — доля запертых частиц, l = 216 см — длина системы вдоль силовой линии, Z —
среднее зарядовое число одного иона, D — коэффициент диффузии в поперечном поле. Доля
запертых частиц κ(r,Rm) = 1 − 1/R(r,Rm), R(r,Rm) = 2(Rm − 1)(r/a)2 + 1, где Rm = 1.52 —
глубина гофрировки. Параметр ζ = c/Vz является отношением скорости звука cs = (Te/M)1/2

и продольной скорости Vz движения магнитных возмущений при вращении плазмы в собствен-
ном амбиполярном электрическом поле. В уравнении (1) физические величины обезразмерены
на: r0 = a, z0 = l, ϕ0 = Te/e, u0 = umax, T0 = Te, где a = 8 см — граница камеры, в которой
может существовать плазма. Потенциал электрического поля ϕ(r) введён в виде полинома,
интерполирующего экспериментальные данные [13]:

ϕ(r) = −2.21776 + 1.31r − 7.79r2 + 31.18r3 − 33.43r4 + 10.94r5.

В моделируемом эксперименте происходит установление параметров плазмы и электро-
магнитного поля в течении 40 мс и затем наступает фаза, когда процесс стационарен в течении
120 мс, после чего разряд отключается. Основная задача экспериментов и математического
моделирования состоит в исследовании удержания плазмы, при которых все параметры по-
стоянны. Измеряемый с помощью зондов потенциал плазмы в экспериментах на установке
СМОЛА зависит от параметров эксперимента. Максимум ϕ варьируется в пределах от 2Te/e
до 3Te/e. Максимальное значение безразмерного потенциала ϕ для установок следующего по-
коления, в которых возможно использование принципа винтового удержания, также лежит в
этих же пределах [14, 15]. Экспериментально наблюдаемое распределение потенциала в цен-
тральной области плазмы (при значениях радиуса меньших 0.6 в безразмерных величинах)
близко к квадратичному, далее в периферийной области плазмы производная потенциала по
радиусу снижается. Погрешность измерения потенциала в эксперименте составляет около 5%.
Степень и коэффициенты аппроксимирующего полинома подобраны таким образом, чтобы
его отклонение от экспериментально измеренных в референсном эксперименте значений было
сопоставимым с экспериментальной погрешностью.

Для задания влияния поля в радиальном направлении в модели используется производная
абсолютной величины электрического поля:

q(r) =
∂|ϕ(r)|
∂r

= |1.31− 7.79r + 31.18r2 − 33.43r3 + 10.94r4|.
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Известно, что величина потенциала снижается с увеличением z за счёт наличия поперечной
проводимости плазмы. Его распределение в пространстве задаётся следующим образом:

Φ(r, z) = (1− 0.002z

h
)q(r).

Рис. 2. Зависимости от радиуса установки модуля потенциала электрического поля и его
производной (a) и граничного распределения плазмы (b) на входе (квадратики) и на выходе

(кружочки)

Рассмотрим область [0, rmax] × [0, zmax] в поперечном сечении центральной части уста-
новки (рис. 1). В безразмерных величинах область является единичным квадратом. Считаем,
что вещество не достигает стенок ловушки, на оси z ставим условие симметрии, на входе и
выходе вещества задаём граничное распределение концентрации вещества u(r, 0) = uL(r) и
u(r, zmax) = uR(r). Для расчётов использованы экспериментальные данные [6] для распреде-
ления концентрации на границах. На рис. 2(b) приведены экспериментальные значения кон-
центрации плазмы и их интерполяция вида:

uL(r) = 1.03 + 0.46r − 1.52r2 + 14.48r3 − 44.17r4 + 43.77r5 − 14.05r6,

uR(r) = 0.2− 0.12r + 9.11r2 − 73.43r3 + 210.13r4 − 285.64r5 + 188.54r6 − 48.78r7.

Таким образом, стационарная задача имеет вид:
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где коэффициенты уравнения:

C1(r) = lT (r)/Λ, C2(r) = l(1 + κ(r))κ(r)ζ(r), C3(r) = κ(r),

C4(r) = lζ(r)T (r)/Z, C5(r) = lDκ(r).

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

В статье [11] реализован метод установления [12]. Выбор такого подхода определялся
надёжностью метода и простотой контроля правильности решения. В этой работе представ-
лена реализация задачи (2) более экономичным методом Зейделя. В ходе расчётов выясни-
лось, что выбор шаблона при аппроксимации смешанной производной влияет на решение. При
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использовании сеточного оператора для смешанной производной на четырехточечном [11] и
шеститочечном [13] шаблоне: Λrz = C3(r)(C4(r)uz̄)r и Λrz = C3(r)(C4(r)(uz̄ + uz)/2)r возни-
кали осцилляции при коэффициенте диффузии D меньшем, чем 0.001. Здесь uz, uz̄ — раз-
ностные производные вперёд и назад. Поэтому оба метода решения (метод установления и
метод Зейделя) потребовали тщательного подбора шаблона для аппроксимации смешанной

производной κ(r)
∂

∂r

lζ(r)T (r)

Z

∂u(r, z)

∂z
конечными разностями. При использовании оператора

Λrz = C3(r)((C4(r)uz̄)r + (C4(r)ur)z̄)/2 [16] осцилляций не возникает.
Зададим на сетке с узлами ri = ih, i = 1, . . . , Nr, zk = kh, k = 1, . . . , Nz сеточные функции

uni,k = (u(ri, zk))
n, Φi,k = Φ(ri, zk), C1

i = C1(ri), C2
i = C2(ri), C3

i = C3(ri), C4
i = C4(ri),

C5
i = C5(ri), uLi = uL(ri), uRi = uR(ri). Критерий сходимости |un+1

i,k − uni,k| ⩽ ε, ε = 10−8.
Для реализации задачи (2) методом установления при τ = 10−4 использована безусловно

устойчивая схема стабилизирующей поправки и метод прогонки [17]. Новый вариант разност-
ной схемы имеет вид:
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(3)

Решение уравнения (2) методом Зейделя [18] на каждом шаге по времени позволяет по-
строить экономичный алгоритм. Разностная схема, основанная на методе Зейделя, имеет вид:
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Можно заметить, что задача (3) и алгоритм решения (4) содержат параметр ζ(r) = 1/Ar,
полученный аппроксимацией экспериментальных данных, здесь A = 20. На оси при r = 0
параметр ζ ограничен значением при r = ρB, где ρB = VTimc/eB — ларморовский радиус.
Для параметров установки СМОЛА ρB ≈ 0.3−0.4 см. Это обусловлено тем, что ион движется
по ларморовской орбите (вращается в магнитном поле), поэтому его радиальная координата
осциллирует. В рассматриваемой модели все воздействия осредняются, иону приписывается
координата центра окружности, по которой он движется в магнитном поле. То есть координата
равна нулю для ионов, которые облетают ось вокруг и находятся на расстоянии ларморовского
радиуса от неё. Поэтому для исключения особенностей решения при расчётах в окрестности
оси симметрии безразмерный параметр ζ задаётся следующим образом:

ζ(r) =

{
1/Ar, если r > ρB,

1/AρB, если ρB ⩾ r ⩾ 0.
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Наряду с другими преимуществами, метод Зейделя интересен удобством использования
в цилиндрических координатах. Принцип выражения искомого элемента через соседние по
схеме точек вида «крест» универсально и не зависит от выбора системы координат.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЁТОВ

В качестве тестовой задачи рассмотрено уравнение:

∂2u

∂z2
+

∂2u

∂r2
+

∂2u

∂z∂r
− ∂2u

∂r∂z
= 0,

u(r, 0) = 0, u(0, z) = 0, u(r, 1) = sin

(
5πr

2m

)
,

∂u

∂r
(m, z) = 0.

(5)

Задача (5) имеет аналитическое решение (рис. 3(a)):

uex(r, z) =

exp

(
5π

2m
z

)
− exp

(
− 5π

2m
z

)
exp

(
5π

2m

)
− exp

(
− 5π

2m

) sin

(
5πr

2m

)
.

Рис. 3. Распределение функции решения тестовой задачи при m = 1.3 (a) и m = 0.124 (c),
график точности сходимости к решению в зависимости от шага сетки (b) и параметра
задачи m (d) при использовании метода установления (кружочки) и метода Зейделя

(квадратики)

Аппроксимация смешанных производных в уравнении (5) конечными разностями даёт
результат, зависящий от порядка дифференцирования по координатам:

Λrz = ((ur̄)z + (ur)z̄)/2, Λzr = ((uz)r + (uz̄)r̄)/2.
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Получены графики (рис. 3(b)) относительной погрешности ε =
∥un+1 − uex∥

∥uex∥
для до-

стижения критерия сходимости итерационного процесса εn = 10−8 на последовательности
измельчающихся сеток. Метод Зейделя более экономичен и прост в реализации, чем ме-
тод установления. Необходимое число итераций метода установления превышает 4000. Ме-
тод Зейделя требует до тысячи итераций, причём в случае предлагаемого шаблона для ап-
проксимации смешанной производной сходимость происходит в два раза быстрее. С убы-
ванием коэффициента m граничного условия задачи (5) число полных периодов функции
синус на границе растёт (рис. 3(a, c)). Во время увеличения числа точек сетки на период
синуса, наблюдается равномерное экспоненциальное убывание погрешности (рис. 3(d)) вида
ε = Am

0 + Am
1 exp(−m/m1) + Am

2 exp(−m/m2). С ростом m растёт скорость сходимости каж-
дого метода. Например, при m = 0.124 для расчёта полного периода синуса используется 10
точек сетки по радиусу (рис. 3(c)). При m = 1.3 полный период (рис. 3(a)) занимает всю гра-
ницу расчётной области (100 точек) и скорость сходимости каждого метода в два раза выше,
чем при m = 0.124.

В ходе моделирования переноса вещества в винтовом магнитном поле получены распреде-
ления концентрации при различных значениях глубины гофрировки магнитного поля, диффу-
зии и потенциала плазмы. Распределение концентрации плазмы показано в расчётной области,
имеющей в безразмерном виде форму единичного квадрата (рис. 4(a)). Для дальнейшего ана-
лиза результатов расчётов и сравнения с данными экспериментов приводятся сечения вдоль
оси z (рис. 4(b)). Расчёты показывают убывание плотности плазмы, что подтверждает эффект
удержания, наблюдаемый в экспериментах.

Рис. 4. Распределение концентрации плазмы в винтовом магнитном поле (a) и
концентрация вещества по сечениям оси z (b)

Так как есть экспериментальные данные о концентрации плазмы в сечении z = 0.4, то при-
ведены результаты расчётов только в этом сечении (рис. 5). Проведены вычислительные экс-
перименты для различных допустимых значений коэффициента диффузии, производной абсо-
лютной величины электрического поля и глубины гофрировки. Для дальнейшего использова-

ния модели введён расчёт интеграла от плотности по поперечному сечению: I(z) =
1∫
0

u(r, z)dr.

Расчёты показали, что при уменьшении коэффициента диффузии в поперечном поле ве-
щество начинает прижиматься к оси (рис. 5(a)). Совпадение расчётных распределений с экспе-
риментальными с учётом конечной точности экспериментальных изменений достигается при
коэффициенте диффузии в диапазоне D = 0.01 − 0.1. Дальнейшие расчёты проводились при
D = 0.1. С увеличением производной абсолютной величины электрического поля и глубины
гофрировки наблюдается сжатие плазменного шнура к оси. Полученные результаты соответ-
ствуют экспериментальным данным.



72 Г. Г. Лазарева, И. П. Оксогоева, А. В. Судников

Рис. 5. Распределение концентрации плазмы по сечению оси z = 0.4 (левый столбец) и
интеграл от плотности по поперечному сечению (правый столбец) при различных значениях
коэффициента диффузии (a), производной абсолютной величины электрического поля (b) и

глубины гофрировки (c)

Для прогноза результатов работы проектируемых установок для удержания плазмы в
винтовом магнитном поле необходимо определить более точно коэффициент диффузии. Для
этого планируется проведение расчётов при малых значениях потенциала плазмы с использо-
ванием граничных условий Неймана и экспериментальных данных, полученных на установке
СМОЛА в ИЯФ СО РАН.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты математического моделирования переноса плазмы в
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спиральной открытой магнитной ловушке СМОЛА. Стационарное уравнение переноса веще-
ства в аксиально-симметричной постановке содержит вторые производные по пространству.
Выбран оптимальный шаблон для аппроксимации смешанной производной. Для численной
реализации использованы метод установления и более экономичный метод Зейделя. Получе-
ны зависимости интегральной характеристики плотности вещества от глубины гофрировки
магнитного поля, диффузии и потенциала плазмы. Наблюдается качественное соответствие
смоделированных зависимостей экспериментальным данным при значениях безразмерного ко-
эффициента диффузии D = 0.01−0.1 и средней по сечению глубины гофрировки Rm = 1.52. В
расчётах наблюдается эффект пинчевания (уменьшения среднего радиуса) плазменной струи,
проявляющийся и в эксперименте. Дальнейшая работа будет направлена на расширение обла-
сти параметров, при которых модель обладает достаточной предсказательной силой.
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