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Сейсмические изображения геологической среды являются основным результатом обра-
ботки полевых данных сейсморазведки. Качество изображений зависит от точности име-
ющейся скоростной модели. В данной работе строится градиентный алгоритм уточне-
ния скоростной модели, основанный на высокочастотной лучевой асимптотике уравнения
двойного корня — особой аппроксимации волнового уравнения, описывающей однократно-
отражённые волны. Следуя принципам оценки точности скоростной модели, принятым в
сейсмической миграции, мы построили целевой функционал и вывели систему уравнений
для нахождения его градиента относительно параметров скоростной модели. Метод про-
тестирован на незашумлённых модельных данных в двумерной постановке задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

Сейсморазведка активно используется для изучения внутреннего строения Земли по дан-
ным регистрации отражённых волн [1]. Исторически сложились две группы методов восста-
новления скоростной модели среды: одни нацелены на восстановление гладких распределений
скорости (скоростной анализ), а другие — на восстановление разрывов (миграция). Эти мето-
ды занимают разное место в графе обработки данных, и, в частности, точность сейсмической
миграции определяется точностью построения гладкой скоростной модели [2].

Среди методов скоростного анализа выделяются два подхода, отличающиеся друг от дру-
га выбором критерия оптимизации: сейсмическая томография (подбор скоростной модели,
удовлетворяющей зарегистрированным данным [3]) и миграционный скоростной анализ (под-
бор скоростной модели, удовлетворяющей физике отражения: лучи падающих и отражённых
волн сходятся в точках отражения, а положение этих точек не зависит от углов падения [4,5]).
Соответственно, отличаются прямые задачи, которые решаются в процессе подбора. В томо-
графических подходах на каждом шаге решаются задачи моделирования, а в миграционном
скоростном анализе — задачи продолжения данных.

Продолжение данных в нижнее полупространство играет ключевую роль в сейсмической
миграции. Оно реализуется как решение волнового уравнения или его аппроксимаций в обрат-
ном времени — конечно-разностным [4,6] или асимптотическим методом [7,8]. В данной статье
разрабатывается алгоритм миграционного скоростного анализа на основе высокочастотной
асимптотики одной из аппроксимаций волнового уравнения.
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1. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

1.1. Характеристическое уравнение DSR

Рассмотрим двумерное полупространство z ⩾ 0, в котором задано гладкое распределение
скорости упругих волн v(x, z). Пусть на верхней границе этого полупространства в коорди-
натах xs и xr соответственно расставлены источники и приёмники сейсмических волн. Пусть
также известно время пробега однократно-отражённой волны как функция горизонтальных
координат источника и приёмника, а также — формально — глубины системы наблюдений:
τ(xs, xr, z = 0). Эта функция удовлетворяет принципу взаимности

τ(xs, xr, z) = τ(xr, xs, z)

и особой форме уравнения эйконала:

∂τ

∂z
= −

√
1

v(xs, z)2
−
(

∂τ

∂xs

)2

−

√
1

v(xr, z)2
−
(

∂τ

∂xr

)2

, (1)

впервые полученной в работе [7]. При выводе этого уравнения предполагалось, что оба подко-
ренных выражения положительны. Физически это означает, что лучи падающих и отражённых
волн нигде не становятся горизонтальными. В нашей работе мы будем придерживаться того же
предположения, но в дальнейшем вместо полной записи v(xs, z) и v(xr, z) будем пользоваться
короткими обозначениями:

vs = v(xs, z), vr = v(xr, z).

Уравнение (1) описывает кинематику сейсмических волн в пространстве данных (xs, xr, z).
Его решение задаёт время пробега волны из точки (xs, z)

T вниз до отражающей границы и
обратно в точку (xr, z)

T (верхний индекс T указывает на транспонирование). Оно нашло при-
менение в области сейсмической миграции, где ему ставится в соответствие то или иное псевдо-
дифференциальное уравнение (уравнение двойного корня, англ. Double Square Root Equation),
позволяющее пересчитывать записанное волновое поле в нижнее полупространство и строить
изображения отражающих границ [4]. Как и для ряда других уравнений, описывающих вол-
новые процессы, для уравнения двойного корня можно построить лучевую асимптотику и
использовать её для решения прямых и обратных задач.

1.2. Лучи уравнения DSR

Следуя обозначениям лучевого метода, введём вектор координат и вектор медленности:

x⃗ = (xs, xr, z)
T ,

p⃗ = (ps, pr, pz)
T = ∇x⃗τ =

(
∂τ

∂xs
,
∂τ

∂xr
,
∂τ

∂z

)T

.

Здесь и далее оператор ∇ будет использоваться для обозначения градиента, а нижний индекс
около него будет указывать, по каким координатам берутся частные производные. В отличие
от вектора координат и медленности в физическом пространстве, в пространстве данных век-
торы x⃗ и p⃗ не соответствуют какой-то одной физической точке и направлению — они задают
положение пары “источник-приёмник” на некоторой глубине и скорость изменения времени
пробега отражённой волны при независимых горизонтальных перемещениях источника и при-
ёмника или при одновременном их погружении в вертикальном направлении.

По уравнению эйконала (1) можно построить несколько разных гамильтонианов [8], при-
чём разные формы гамильтониана будут соответствовать разным параметризациям лучей. В
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нашей работе потребуется трассировать лучи в обратном времени, и поэтому мы будем поль-
зоваться гамильтонианом, предложенным в [9]:

H(x⃗, p⃗) = Cτ (x⃗, p⃗)H0(x⃗, p⃗), (2)

где

Cτ (x⃗, p⃗) =
1

1

v2s

√
1

v2s
− p2s

+
1

v2r

√
1

v2r
− p2r

,

H0(x⃗, p⃗) = −
(
pz +

√
1

v2s
− p2s +

√
1

v2r
− p2r

)
.

(3)

Такой гамильтониан задаёт систему уравнений луча, параметризованного временем пробега
отражённой волны:

dx⃗

dτ
= ∇p⃗H,

dp⃗

dτ
= −∇x⃗H.

(4)

Выражения для производных гамильтониана мы вынесли в приложение.
Решения этой системы — пары (x⃗(τ), p⃗(τ)) — мы будем называть лучами. Начальные

условия мы будем задавать на поверхности измерений z = 0. Зафиксировав источник xobss ,
приёмник xobsr , время пробега τobs = τ(xobss , xobsr , 0) и его производные по горизонтальным коор-
динатам, можно выразить неизвестную вертикальную компоненту медленности из уравнения
эйконала (1) и получить начальные условия в следующей форме:

x⃗|τ=τobs
=


xobss

xobsr

0

 , p⃗|τ=τobs
=


∂τobs
∂xs
∂τobs
∂xr

−
√

1

v2s
− p2s

∣∣∣∣
τ=τobs

−
√

1

v2r
− p2r

∣∣∣∣
τ=τobs

 . (5)

По построению, при таких начальных значениях x⃗ и p⃗ выполнено уравнение эйконала, и га-
мильтониан равен нулю. Эти свойства будут сохраняться вдоль всего луча как вдоль решения
гамильтоновой системы.

1.3. Постановка обратной задачи

Мы будем решать систему уравнений луча (4) с начальными условиями (5) в обратном
времени, от τ = τobs до τ = 0. Нулевое время пробега отражённой волны означает, что волна
мгновенно прошла весь путь от источника до приёмника. Физически это реализуется, только
когда источник и приёмник совмещены и находятся непосредственно в точке отражения, на
самой поверхности раздела сред. Такие соображения можно использовать как критерий точ-
ности скоростной модели [5]. В терминах лучей уравнения двойного корня мы будем считать,
что скоростная модель некорректна, если xs|τ=0 ̸= xr|τ=0. Этот принцип проиллюстрирован
на рис. 1.

Пусть система наблюдений состоит из K пар источников и приёмников в координатах xks
и xkr соответственно, k = 1,K. Обозначим для каждой пары измеренное время пробега волны
за τkobs, а его производные по горизонтальным координатам — за ∂τkobs

∂xs
и ∂τkobs

∂xr
. Построим по
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Рис. 1. Принцип оптимизации: (a) корректная скоростная модель (v(x, z)[м/с], Z[м], X[м]),
(b) некорректная скоростная модель. Условные обозначения: 1 — источник, 2 — приёмник,

3 — истинное положение отражающей границы, 4 — падающий луч (xs, z)
T , 5 —

отражённый луч (xr, z)
T , 6 — средняя точка, приблизительное положение точки отражения

этим данным лучи уравнения двойного корня, используя систему (4) и начальные условия (5).
Обозначим за hk расстояния между xks

∣∣
τ=0

и xkr
∣∣
τ=0

:

hk = (xkr − xks)
∣∣∣
τ=0

. (6)

Величины hk зависят от скоростной модели v(x, z). Составим функционал невязки:

L(v) =
1

K

K∑
k=1

h2k(v). (7)

Этот функционал неотрицателен и в истинной скоростной модели принимает нулевое значение.
Сформулируем обратную задачу:

Обратная задача DSR. Построить скоростную модель ṽ(x, z), в которой функционал (7)
примет минимальное значение.

Мы будем искать её решение методом градиентного спуска в некотором классе скоростных
моделей v(x, z; c⃗), параметризованных набором чисел c⃗ = (c1, c2, ..., cM )T . Заметим, что в слу-
чае произвольно сложного строения среды решение может и не существовать из-за условия на
нигде-не-горизонтальное распространение волн, необходимого для использования уравнения
эйконала (1). Единственность решения в случае умеренно-неоднородных сред, по-видимому,
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зависит от количества отражающих границ в модели. В следующем разделе мы построим си-
стему уравнений, позволяющую оценить чувствительность лучей к возмущениям скоростной
модели, уточним выбор параметризации решения и, наконец, составим формулу для расчёта
градиента целевого функционала.

Замечание

Даже если скоростная модель не совсем верна, но близка к истинной, то координаты
средней точки

mk
x =

xkr + xks
2

∣∣∣∣
τ=0

, mk
z = zk

∣∣
τ=0

(8)

будут указывать на приблизительные положение точки отражения. Таким образом, построив
все K лучей уравнения двойного корня, можно оценить форму отражающей границы. Тем не
менее, если модель плохо приближает истинное распределение скоростей, то “видимая” лучами
форма границы может исказиться. Пример одной средней точки изображён в нижней части
рис. 1.

2. ГРАДИЕНТ ЦЕЛЕВОГО ФУНКЦИОНАЛА

2.1. Система возмущений луча DSR

Рассмотрим луч уравнения двойного корня (x⃗(τ), p⃗(τ)), построенный в модели v(x, z).
Внесём в скоростную модель малое возмущение δv(x, z). Оно повлечёт малые возмущения в
гамильтониане H(x⃗, p⃗), траектории луча x⃗(τ) и медленности p⃗(τ):

v → v + δv =⇒
H → H + δH,
x⃗ → x⃗+ δx⃗,
p⃗ → p⃗+ δp⃗,

причём δH линейно зависит от возмущений луча и скоростной модели:

δH(x⃗, p⃗; δx⃗, δp⃗, δvs, δvr) = ∇x⃗H · δx⃗+∇p⃗H · δp⃗+ ∂H

∂vs
δvs +

∂H

∂vr
δvr, (9)

где δvs и δvr определяются аналогично vs и vr, а производные гамильтониана по скоростям
находятся путём символьного дифференцирования (2) по vs и vr как по независимым пере-
менным.

Запишем систему уравнений возмущённого луча:

d

dτ
(x⃗+ δx⃗) = ∇p⃗(H + δH),

d

dτ
(p⃗+ δp⃗) = −∇x⃗(H + δH).

Напомним, что на исходном луче (x⃗, p⃗) выполнена система (4) с невозмущённым гамильтониа-
ном в правой части. Сократив соответствующие слагаемые, мы получим систему возмущений
луча:

d

dτ
δx⃗ = ∇p⃗δH = ∇p⃗∇x⃗H · δx⃗+∇p⃗∇p⃗H · δp⃗+∇p⃗

∂H

∂vs
δvs +∇p⃗

∂H

∂vr
δvr,

d

dτ
δp⃗ = −∇x⃗δH = −∇x⃗∇x⃗H · δx⃗−∇x⃗∇p⃗H · δp⃗−∇x⃗

∂H

∂vs
δvs −∇x⃗

∂H

∂vr
δvr,

(10)
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в которой операторы ∇x⃗∇x⃗, ∇p⃗∇p⃗ и ∇x⃗∇p⃗ = ∇p⃗∇x⃗
T действуют как

∇x⃗∇x⃗ =


∂2

∂xs
2

∂2

∂xs∂xr

∂2

∂xs∂z
∂2

∂xr∂xs

∂2

∂xr
2

∂2

∂xr∂z
∂2

∂z∂xs

∂2

∂z∂xr

∂2

∂z2

 , ∇p⃗∇p⃗ =



∂2

∂ps
2

∂2

∂ps∂pr

∂2

∂ps∂pz
∂2

∂pr∂ps

∂2

∂pr
2

∂2

∂pr∂pz
∂2

∂pz∂ps

∂2

∂pz∂pr

∂2

∂pz
2

 ,

∇x⃗∇p⃗ = ∇p⃗∇x⃗
T =


∂2

∂xs∂ps

∂2

∂xs∂pr

∂2

∂xs∂pz
∂2

∂xr∂ps

∂2

∂xr∂pr

∂2

∂xr∂pz
∂2

∂z∂ps

∂2

∂z∂pr

∂2

∂z∂pz

 .

Запишем уравнения (10) в матричной форме:

d

dτ

(
δx⃗
δp⃗

)
=

(
∇p⃗∇x⃗H ∇p⃗∇p⃗H
−∇x⃗∇x⃗H −∇x⃗∇p⃗H

)
·
(
δx⃗
δp⃗

)
+

(
A B
−C −D

)
·
(
δv⃗s
δv⃗r

)
, (11)

где за δv⃗s и δv⃗r обозначены векторы

δv⃗s =


δvs
∂

∂xs
δvs

∂

∂z
δvs

 , δv⃗r =


δvr
∂

∂xr
δvr

∂

∂z
δvr

 ,

а матрицы A, B, C и D имеют следующую структуру:

A =


∂

∂ps

∂H

∂vs
0 0

∂

∂pr

∂H

∂vs
0 0

∂

∂pz

∂H

∂vs
0 0

 , B =


∂

∂ps

∂H

∂vr
0 0

∂

∂pr

∂H

∂vr
0 0

∂

∂pz

∂H

∂vr
0 0

 ,

C =


∂

∂xs

∂H

∂vs

∂H

∂vs
0

∂

∂xr

∂H

∂vs
0 0

∂

∂z

∂H

∂vs
0

∂H

∂vs

 , D =


∂

∂xs

∂H

∂vr
0 0

∂

∂xr

∂H

∂vr

∂H

∂vr
0

∂

∂z

∂H

∂vr
0

∂H

∂vr

 .

Система (11) — линейная неоднородная; обозначим за P(τ) фундаментальную матрицу
её однородной части. Выразим через неё возмущение луча в нулевой момент времени:(

δx⃗
δp⃗

)∣∣∣∣
τ=0

= P−1(τobs) ·
(
δx⃗
δp⃗

)∣∣∣∣
τ=τobs

−
∫ τobs

0
P−1(τ ′) ·

(
A B
−C −D

)
·
(
δv⃗s
δv⃗r

)
dτ ′. (12)

Для постановки условий в точке τ = τobs мы будем считать, что положения источника и
приёмника зафиксированы, а измерения на поверхности не зависят от возмущений скоростной
модели:

δx⃗|τ=τobs
= 0⃗, δps|τ=τobs

= δ
∂τobs
∂xs

= 0, δpr|τ=τobs
= δ

∂τobs
∂xr

= 0. (13)
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Кроме того, мы будем искать решения системы (10), на которых равен нулю возмущённый
гамильтониан:

H(x⃗, p⃗) + δH(x⃗, p⃗; δx⃗, δp⃗) = 0.

Подставим сюда δH из (9) и выразим δpz, учитывая, что H(x⃗, p⃗) ≡ 0 на невозмущённом луче:

δpz = −
(
∇x⃗H · δx⃗+

∂H

∂ps
δps +

∂H

∂pr
δpr +

∂H

∂vs
δvs +

∂H

∂vr
δvr

)(
∂H

∂pz

)−1

.

Наконец, подставляя возмущения координат и медленности из (13), получим условие на
δpz|τ=τobs

:

δpz|τ=τobs
= −

(
∂H

∂vs
δvs +

∂H

∂vr
δvr

)(
∂H

∂pz

)−1
∣∣∣∣∣
τ=τobs

. (14)

Система (10) с условиями (13) и (14) позволяет протрассировать возмущения луча от по-
верхности наблюдений до нулевого времени отражения при заданных возмущениях скоростной
модели. В частности, решив её для k-го луча, можно рассчитать возмущение hk из функцио-
нала невязки (7) как разницу возмущений xkr и xks при нулевом времени отражения.

2.2. Параметризация модели

Введём некоторые ограничения на скоростную модель. Сузим её область определения до
прямоугольника, симметричного относительно некоторой точки (x, z)T :

x ∈ [x− dx, x+ dx] , z ∈ [z − dz, z + dz] ,

где числа dx > 0 и dz > 0 задают размеры прямоугольника. Введём замену координат:

x̃ =
x− x

dx
, z̃ =

z − z

dz
.

Аналогичную замену мы будем использовать для координат источника и приёмника: x̃s и x̃r.
Заметим, что преобразованные координаты безразмерны, а их значения лежат в диапазоне от
−1 до 1.

Как уже отмечалось выше, мы будем минимизировать функционал (7) в классе скорост-
ных моделей, параметризованных некоторым набором чисел. Более конкретно, мы будем ис-
кать решение задачи оптимизации в виде

v(x, z; c⃗) = v0(x, z) +
M−1∑
i=0

N−1∑
j=0

cijTi(x̃)Tj(z̃), (15)

где за v0(x, z) обозначено фиксированное начальное приближение, за Tn — полиномы Чебышё-
ва 1-го рода степени n, а за cij — неизвестные коэффициенты разложения (мы будем обозначать
весь набор этих коэффициентов за c⃗, хотя в данном случае ими можно заполнить двумерный
массив).

2.3. Градиент целевого функционала

Пусть возмущение скоростной модели δv(x, z) вызвано малым приращением коэффици-
ента cij . Тогда:

δv(x, z) =
∂v

∂cij
δcij = Ti(x̃)Tj(z̃)δcij .

Начальные условия (13), (14) преобразуются к виду

δx⃗|τ=τobs
=

∂x⃗

∂cij

∣∣∣∣
τ=τobs

δcij , δp⃗|τ=τobs
=

∂p⃗

∂cij

∣∣∣∣
τ=τobs

δcij
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с частными производными

∂x⃗

∂cij

∣∣∣∣
τ=τobs

=

0

0

0

 ,
∂p⃗

∂cij

∣∣∣∣
τ=τobs

= −
(
∂H

∂pz

)−1


0
0

∂H

∂vs
Ti(x̃s)Tj(z̃) +

∂H

∂vr
Ti(x̃r)Tj(z̃)


∣∣∣∣∣∣∣∣
τ=τobs

,

а векторы δv⃗s и δv⃗r — к виду

δv⃗s =
∂v⃗s
∂cij

δcij =


Ti(x̃s)Tj(z̃)

1

dx

∂

∂x̃s
Ti(x̃s)Tj(z̃)

1

dz

∂

∂z̃
Ti(x̃s)Tj(z̃)

 δcij , δv⃗r =
∂v⃗r
∂cij

δcij =


Ti(x̃r)Tj(z̃)

1

dx

∂

∂x̃r
Ti(x̃r)Tj(z̃)

1

dz

∂

∂z̃
Ti(x̃r)Tj(z̃)

 δcij .

Подставляя эти выражения в (12) и сокращая δcij , можно рассчитать производные ∂x⃗
∂cij

и ∂p⃗
∂cij

в нулевой момент времени:

∂

∂cij

(
x⃗
p⃗

)∣∣∣∣
τ=0

= P−1(τobs) ·
∂

∂cij

(
x⃗
p⃗

)∣∣∣∣
τ=τobs

−
∫ τobs

0
P−1(τ ′) ·

(
A B
−C −D

)
· ∂

∂cij

(
v⃗s
v⃗r

)
dτ ′.

Наконец, отсюда без труда находится производная целевого функционала (7) относительно
возмущения коэффициента cij :

∂L

∂cij
=

1

K

∂

∂cij

K∑
k=1

h2k =
2

K

K∑
k=1

hk
∂hk
∂cij

,

в котором
∂hk
∂cij

=
∂xkr
∂cij

∣∣∣∣
τ=0

− ∂xks
∂cij

∣∣∣∣
τ=0

.

По этим формулам можно рассчитать производные для всех cij . Причём отметим, что
матрицы A, B, C, D и P не зависят от выбора конкретного коэффициента и что этот расчёт
можно производить параллельно.

Замечание

Наш выбор базисных функций не является результатом оптимизации; мы руководствова-
лись тремя простыми соображениями:

• полиномы Чебышёва образуют ортогональный базис,

• полиномы Чебышёва являются дважды гладкими функциями,

• разложение по полиномам Чебышёва легко программно реализовать.

Поэтому вместо полиномиального разложения в (15) могут стоять и другие параметрические
модели. Для применения нашего формализма необходимо лишь уметь вычислять их производ-
ные по пространственным координатам и по вектору параметров c⃗ (в частности, смешанные
производные вроде ∂

∂ci
∂v
∂x).
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3. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

3.1. Выбор численных алгоритмов

В рамках нашей работы можно выделить три основные вычислительные задачи:

1. представление априорной скоростной модели v0(x, z),

2. лучевое трассирование и решение системы возмущений луча,

3. обновление параметров модели в направлении антиградиента.

Для их решения мы пользовались библиотеками NumPy [10] и SciPy [11] языка программиро-
вания Python. Для визуализации результатов мы пользовались библиотекой Matplotlib [12].

Априорная скоростная модель задавалась на прямоугольной сетке с шагом 25 м с по-
следующей бикубической интерполяцией [13]. Для решения систем ОДУ (4) и (10) на стадии
лучевого трассирования и трассирования возмущений луча мы использовали метод Рунге—
Кутты четвёртого порядка с постоянным шагом [14]. Для реализации градиентного спуска
мы воспользовались специализированной функцией из библиотеки SciPy. Среди доступных ей
методов оптимизации мы выбрали метод “BFGS” [15].

3.2. Выбор моделей, системы наблюдений и начальных приближений

При тестировании нашего метода мы ограничились синтетическими данными с извест-
ными истинными распределениями скоростей. Для их расчёта мы воспользовались самостоя-
тельно реализованным двухточечным лучевым трассированием [16, 17]. Мы рассмотрели две
модели: одну с гладкой аномалией и единственной отражающей границей, а другую — разде-
лённую тремя границами на контрастные однородные слои:

vI(x, z) = 2000 + 1000e−(
x

500)
2−( z−600

500 )
2

[м/с],

vII(x, z) =


2000, z ⩽ 400,

1500, 400 < z ⩽ 800,

2500, 800 < z ⩽ 1200,

2000, 1200 < z,

[м/с].

Обе скоростные модели изображены в верхних частях рис. 2 и 3. Отметим, что граница в
первой модели — фиктивная — и была помещена на глубину 1200 м. Вторая модель явно
разбита на четыре слоя с плоскими горизонтальными границами на глубинах 400, 800 и 1200
м.

В обеих моделях мы использовали одинаковые системы наблюдений. Источники были
расставлены в координатах от −750 до 750 м с шагом 50 м, а приёмники расставлялись с тем
же шагом в диапазоне полутора километров по обе стороны от каждого источника. В качестве
начальных приближений v0(x, z) мы использовали модели предельных эффективных скоро-
стей, посчитанные по формулам из [1]; априорные значения коэффициентов разложения (15)
были взяты нулевыми. Начальные приближения изображены в нижних частях рис. 2 и 3.
Кроме самих моделей и положений границ на этих рисунках изображены облака средних то-
чек — приблизительных положений точек отражения, рассчитанных в начальных скоростных
моделях (см. формулу (8) и замечание в первом разделе). Видно, что в первой модели форма
границы искажена, а во второй модели одна из границ размыта и смещена по глубине. Кроме
того, на отдельные цветовые шкалы вынесены абсолютные значения расстояний hk(v0) (6), из
которых ясно, что в обеих моделях есть существенно не сходящиеся в нулевом времени лучи.
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Рис. 2. (a) модель vI(x, z)[м/с], Z[м], X[м] и (b) начальное приближение (|h(v)|[м] —
расхождение источника и приёмника). 1 — истинное положение границы, 2 — облако

средних точек, приблизительные положения точек отражения

3.3. Результаты численных экспериментов

Точность восстановления скоростной модели во многом зависит от удачного выбора па-
раметризации (15): слишком низкие степени разложения не позволяют хорошо представить
искомые аномалии, а высокие приводят к переобучению — скоростная модель подстраивается
под отдельные лучи, и единая структура не вырисовывается, несмотря на низкие значения
невязки. Нам не удалось выработать каких-то рекомендаций по оптимальному выбору слож-
ности полиномиального разложения, и поэтому мы ограничились эмпирическим поиском.

Модели vI(x, z) и vII(x, z) отличаются по латеральной и глубинной изменчивости. Непре-
рывная модель vI(x, z) симметрична относительно центра аномалии, и для её представления
естественно взять равное число членов разложения по горизонтали и вертикали с поправкой
на соотношение сторон модели. С другой стороны, горизонтально-слоистая модель vII(x, z)
совсем не изменяется по горизонтали, но включает три точки разрыва в вертикальном на-
правлении, поэтому логично взять высокую степень разложения по оси z и низкую — по оси
x. Кроме того, для наглядности эксперимента хотелось исследовать модели одинаковой слож-
ности. В процессе поиска мы остановились на следующих параметрах:

• в модели vI(x, z): 26 членов разложения по горизонтали и 9 по вертикали,
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Рис. 3. (a) модель vII(x, z)[м/с], Z[м], X[м] и (b) начальное приближение (|h(v)|[м] —
расхождение источника и приёмника). 1, 2, 3 — истинные положения границ, 4, 5, 6 —

облака средних точек, приблизительные положения точек отражения

• в модели vII(x, z): 9 членов разложения по горизонтали и 26 по вертикали.

Мы минимизировали функционал (7) до тех пор, пока невязка не становилась меньше
0.1 м2, что соответствовало максимальным значениям hk(v) на уровне 1 м. Это условный
выбор, но мы считаем его оправданным: характерные длины волн в сейсморазведке состав-
ляют десятки метров, и дальнейшая оптимизация в более реалистичных условиях не будет
добавлять информации об истинном строении среды, а только подстроит модель под ошибки
в данных. Результаты оптимизации представлены на рис. 4 и 5 в нижних частях рисунков; в
верхних частях для сравнения изображены истинные скоростные модели. Аналогично рис. 2
и 3, на дополнительных цветовых шкалах изображены расстояния между источниками и при-
ёмниками в нулевом времени отражения. Видно, что в обоих случаях были восстановлены
форма и глубина границ, но в первой модели восстановленная аномалия скорости растянута
по вертикали, а её амплитуда занижена. В то же время, во второй модели удалось восстано-
вить три контрастных слоя, не изменив их мощности и довольно точно восстановив скорости.
Мы связываем это с бо́льшим объёмом входных данных, включающим отражения с разных
глубин. Локальные экстремумы внутри однородных слоёв можно объяснить неравномерной
сходимостью полиномиальных рядов к разрывным функциям.
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Рис. 4. (a) модель vI(x, z)[м/с], Z[м], X[м] и (b) результат оптимизации (|h(v)|[м] —
расхождение источника и приёмника). 1 — истинное положение границы, 2 — положение

границы, восстановленное по лучам уравнения двойного корня

3.4. Поведение функционала невязки в окрестности решения

Для прикидочной оценки единственности полученных решений мы исследовали поведение
целевого функционала (7) в их окрестности. Используя конечно-разностные формулы, мы оце-
нили матрицы вторых производных невязки в точках минимума, нашли их собственные числа
и векторы. Затем мы построили срезы целевого функционала в трёх координатных осях Q1,
Q2 и Q3, задаваемых собственными векторами, соответствующими наибольшим собственным
числам. Вдоль этих направлений можно ожидать самый быстрый рост функционала невязки
вблизи точки минимума.

Срезы функционала невязки приведены на рис. 6. В левом столбце приведены срезы для
первой модели, в правом — для второй. Вдоль осей отложены амплитуды смещений от найден-
ных решений вдоль соответствующих собственных векторов. Незаполненные области в правом
столбце означают, что во многих пробных скоростных моделях какие-то лучи становились го-
ризонтальными, и функционал невязки был не определён. Тем не менее, видно, что в трёх
выбранных направлениях наблюдается быстрый рост невязки без локальных минимумов и
ярко выраженной овражности. При этом следует помнить, что числа обусловленности матриц
вторых производных оказались на уровне 1013, и помимо выделенных главных направлений
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Рис. 5. (a) модель vII(x, z)[м/с], Z[м], X[м] и (b) результат оптимизации (|h(v)|[м] —
расхождение источника и приёмника). 1, 2, 3 — истинные положения границ, 4, 5, 6 —

положения границ, восстановленные по лучам уравнения двойного корня

в пространстве моделей (в нашем случае 234-мерном) есть и другие, вдоль которых целевой
функционал фактически не меняется, и при наличии шума в данных решение может быть
неоднозначным.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Представленный в данной работе метод принимает на вход координаты источников и
приёмников, времена пробега однократно-отражённых волн и их производные, позволяя одно-
временно восстанавливать гладкую скоростную модель и положения точек отражения. Среди
известных авторам методов скоростного анализа он больше всего похож на стереотомогра-
фию [18]. Новизна предложенного подхода заключается в следующем:

• мы используем характеристическое уравнение двойного корня (1), а не классическое
уравнение эйконала [16,17],

• мы используем “физический” критерий оптимизации (падающий и отражённый лучи схо-
дятся в точке отражения), а не критерий удовлетворения данным.
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Рис. 6. Срезы функционала невязки L(v)[м2], Q1[м/с], Q2[м/с], Q3[м/с] в окрестности
найденных решений (a) модели 1 и (b) модели 2. Незаполненные области означают, что в
соответствующих моделях лучи становились горизонтальными, и функционал невязки не

был определён

Главным преимуществом нашего метода является меньшее число неизвестных: в стерео-
томографии, кроме параметров скоростной модели, подбираются точки отражения, углы отра-
жения и углы падения границ. В нашем подходе особая форма уравнения эйконала позволяет
трассировать лучи в обратном времени и однозначно устанавливать момент отражения, а вы-
бранный принцип оптимизации включает только параметры скоростной модели. Координаты
точек отражения могут быть оценены после оптимизации скоростной модели по формуле (8), а
углы отражения волн и углы падения границ легко находятся из траекторий лучей уравнения
двойного корня [9].

Основным недостатком представленного подхода является ограничение на нигде-не-
горизонтальное распространение волн, что не позволяет восстанавливать круто падающие
участки отражающих границ и высокоамплитудные аномалии скоростных моделей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В нашей работе мы представили метод скоростного анализа, основанный на одновремен-
ной инверсии данных о временах пробега отражённых волн и об их производных по коор-
динатам источников и приёмников. В основе предложенного метода лежит развитая нами
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высокочастотная асимптотика уравнения двойного корня — особой аппроксимации волново-
го уравнения, описывающей однократно-отражённые волны в пространстве данных. В работе
сформулирована обратная задача и построен целевой функционал, который мы минимизируем
градиентным методом в некотором классе параметрических скоростных моделей. Уравнения,
позволяющие вычислить градиент целевого функционала, выведены в тексте статьи. Главным
преимуществом предложенного подхода является меньшее, по сравнению с ближайшим из-
вестным нам аналогом, количество оптимизируемых параметров, а главным недостатком —
ограничение на сложность восстанавливаемой модели. Алгоритм протестирован на двух набо-
рах синтетических данных. Все построения производились в двумерной постановке задачи.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Уравнения в тексте статьи часто включали производные гамильтониана (2). В этом при-
ложении будут даны явные формулы для их вычисления. При их записи мы будем учитывать,
что все производные вычисляются на луче, на котором сам гамильтониан равен нулю.

Введём некоторые обозначения:

Sm =
1

v2s
−mp2s, Rm =

1

v2r
−mp2r , m = 1, 3.

Перепишем множители (3), составляющие гамильтониан (2):

Cτ (x⃗, p⃗) =
1

1

v2s
√
S1

+
1

v2r
√

R1

, H0(x⃗, p⃗) = −
(
pz +

√
S1 +

√
R1

)
.

Выпишем их первые производные:

∇x⃗Cτ = C2
τ



S2

v3sS
3/2
1

∂vs
∂xs

,

R2

v3rR
3/2
1

∂vr
∂xr

,

S2

v3sS
3/2
1

∂vs
∂z

+
R2

v3rR
3/2
1

∂vr
∂z


, ∇p⃗Cτ = −C2

τ



ps

v2sS
3/2
1

,

pr

v2rR
3/2
1

,

0


,

∇x⃗H0 =



1

v3sS
1/2
1

∂vs
∂xs

,

1

v3rR
1/2
1

∂vr
∂xr

,

1

v3sS
1/2
1

∂vs
∂z

+
1

v3rR
1/2
1

∂vr
∂z


, ∇p⃗H0 =



ps

S
1/2
1

,

pr

R
1/2
1

,

−1


,

∂Cτ

∂vs
= C2

τ

S2

v3sS
3/2
1

,
∂Cτ

∂vr
= C2

τ

R2

v3rR
3/2
1

,
∂H0

∂vs
=

1

v3sS
1/2
1

,
∂H0

∂vr
=

1

v3rR
1/2
1

.
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Т. к. на лучах H0 ≡ 0, вычисление вторых производных Cτ необязательно: они будут появлять-
ся исключительно в произведениях с H0. Выпишем матрицы вторых производных последнего:

∇x⃗∇x⃗H0 =



1

v3sS
1/2
1

∂2vs

∂xs
2 0

1
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1
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, ∇x⃗∇p⃗H0 = ∇p⃗∇x⃗
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Наконец, выразим производные гамильтониана (2) на луче:

∇x⃗H = Cτ∇x⃗H0, ∇p⃗H = Cτ∇p⃗H0,

∇x⃗∇x⃗H = Cτ∇x⃗∇x⃗H0 +∇x⃗Cτ ⊗∇x⃗H0 +∇x⃗H0 ⊗∇x⃗Cτ ,

∇p⃗∇p⃗H = Cτ∇p⃗∇p⃗H0 +∇p⃗Cτ ⊗∇p⃗H0 +∇p⃗H0 ⊗∇p⃗Cτ ,

∇x⃗∇p⃗H = ∇p⃗∇x⃗
TH = Cτ∇x⃗∇p⃗H0 +∇x⃗Cτ ⊗∇p⃗H0 +∇x⃗H0 ⊗∇p⃗Cτ ,

∇x⃗
∂H

∂vs
= Cτ∇x⃗

∂H0

∂vs
+

∂H0

∂vs
∇x⃗Cτ +

∂Cτ

∂vs
∇x⃗H0, ∇x⃗

∂H

∂vr
= Cτ∇x⃗

∂H0

∂vr
+

∂H0

∂vr
∇x⃗Cτ +

∂Cτ

∂vr
∇x⃗H0,
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∇p⃗
∂H

∂vs
= Cτ∇p⃗

∂H0

∂vs
+

∂H0

∂vs
∇p⃗Cτ +

∂Cτ

∂vs
∇p⃗H0, ∇p⃗

∂H

∂vr
= Cτ∇p⃗

∂H0

∂vr
+

∂H0

∂vr
∇p⃗Cτ +

∂Cτ

∂vr
∇p⃗H0.

Здесь знаком ⊗ обозначено внешнее произведение векторов. Если a⃗ = (a1, a2, . . . , aM )T и b⃗ =
(b1, b2, . . . , bN )T , оно вычисляется следующим образом:

a⃗⊗ b⃗ =


a1b1 a1b2 · · · a1bN
a2b1 a2b2 · · · a2bN

...
...

. . .
...

aMb1 aMb2 · · · aMbN

 .

Все формулы были проверены в системе символьной математики Wolfram Mathematica
13.2 [19].
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