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ВВЕДЕНИЕ

На экспериментальном стенде Beam of Electrons for materials Test Applications (BETA),
созданного в ИЯФ СО РАН [1], получены новые экспериментальные данные об эрозии по-
верхности вольфрамового образца при импульсном воздействии электронным пучком. Натур-
ный эксперимент постоянно сопровождается численным [2]. Работа посвящена расчёту тока
в образце, который рассматривается как возможный источник вращения вещества, который
наблюдается в эксперименте. Влияние на возникновение тока оказывает разность электриче-
ского сопротивления и термоэдс в металле и его парах. В областях с перепадами параметров
возникает электродвижущая сила. Важно, что в газе и в расплаве электродвижущая сила от-
личается. Поэтому возникает ненулевое ускоряющее напряжение на замкнутом контуре через
газ и расплав, которое порождает ток по этому контуру. Без использования математического
моделирования сложно предсказать, в каких областях может наблюдаться наибольший ток.
Ток, взаимодействуя с магнитным полем, приводит к движению вещества в целом. Модель
нагрева вольфрама основана на решении в области образца уравнений электродинамики [3].
Рассматривается случай, когда уравнения на поля и токи выписаны для образца вольфрама
в цилиндрической системе координат с учётом электродвижущих сил, возникающих в газе
над образцом [4]. Предполагается, что характерное время изменения велико по сравнению с
временем установления равновесия уравнений электродинамики на масштабе задачи. Разви-
тие модели предполагает уточнение расчёта удельной электропроводности газа и термоэдс.
Планируется введение зависимости этих величин от температуры в металле, расплаве и газе.
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В дальнейшем предполагается включение учёта зависимости этих параметров от плотности
газа, получаемой из решения системы уравнений для теплопроводного газа. В таком случае
можно дать оценки, в каких областях газа и расплава будет хорошая проводимость и высокое
напряжение. На текущем этапе исследований процесс испарения вольфрама рассматривает-
ся без цепочки фазовых переходов «твёрдое состояние –– жидкость –– газ». Формулировка
уравнения состояния от металла до газового состояния предложено в [5].

Процесс импульсного нагрева в течении долгого времени исследуется и используется в
промышленности для лазерного спекания порошков, лазерной и электронной сварки [6]. Фи-
зические процессы, сопровождающие импульсный нагрев для целей производства материа-
лов, сильно отличаются от моделируемых в этой работе. В представленной задаче мощности
и длительности потока энергии существенно избыточны для промышленного применения. На-
пример, наносекундный лазер не создаёт газового облака в процессе облучения, поскольку
характерная дистанция разлёта паров будет порядка 1 мкм.

Постановка задачи и математическая модель являются новыми и представлены впервые.
Практическая направленность работы требует, чтобы постановка модельной задачи как можно
точно соответствовала условиям эксперимента. Результаты расчётов итоговой модели будут
использоваться для сравнения с экспериментальными данными, полученными на эксперимен-
тальном стенде BETA в ИЯФ СО РАН.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В экспериментах на установке BETA образцы прокатанного вольфрама подвергались воз-
действию осесимметричного электронного пучка [7]. Электроны с энергией 80-90 кэВ нагрева-
ют материал в слое, который является тонким по сравнению с характерной глубиной нагрева
материала. Тепло, поглощённое поверхностью, распространяется в материал. Образец имеет
размеры 25 мм х 25 мм и типичную толщину 4 мм. Поскольку за такое короткое время обра-
зец нагревается на глубину нескольких сотен микрон, область моделирования представляла
собой поперечное сечение образца (толщина образца 3 мм) и тонкого слоя паров (толщина
слоя 3 мм): область 12 мм х 6 мм (см. рис. 1). Численная модель распределения тока пучка в
нагреваемом образце и в парах вольфрама в упрощённом виде сводится к решению системы
уравнений Максвелла.

Рис. 1. Схема эксперимента: 1 — 3 мм, 2 — 25 мм, 3 — 25 мм

Процесс распространения тока можно считать стационарным, так как характерное время
изменения велико по сравнению со временем установления равновесия уравнений электро-
динамики на масштабе задачи [8]. Учёт процесса испарения гарантирует ограничение роста
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температуры в образце, что соответствует экспериментальным данным [2]. Система уравнений
Максвелла для расчёта тока в образце модифицирована для станционного случая в цилиндри-
ческой системе координат.

∇×
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где ρe –– удельное сопротивление,
−→
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Введём векторный потенциал тока F = (Fr, Fϕ, Fz):
−→
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−→
F (2)

и запишем систему уравнений (1) в цилиндрической системе координат (r, ϕ, z). Заметим, что
производные по углу ϕ будут равны нулю в силу симметрии задачи относительно поворо-
та [9, 10]. Выразим ток через векторный потенциал тока, учитывая нулевую производную по
углу. Так как отсутствует вихревое электрическое поле, то ток течёт только по осевому и
радиальному направлениям, и Eϕ = 0. Отсюда следует, что jϕ = 0:
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Таким образом, для описания тока достаточно только одной функции Fϕ, описывающей "за-
вихрённость"тока. С учётом нулевой производной по углу ϕ и отсутствия вихревого электри-
ческого поля jϕ = 0 из обобщённого закона Ома

−→
j = (

−→
E − S∇T −∇µ/e)/ρe. (3)

Получено уравнение на "завихрённость"для одной нетривиальной компоненты. Здесь µ хими-
ческий потенциал электронов, S — термоэдс и e заряд электрона. Для этого к левой и правой
частям уравнения (2) применён векторный оператор rot:

∇× (ρϵ
−→
j ) = ∇× (

−→
E − S∇T −∇µ/e) = ∇S ×∇T.

В силу потенциальности электрического поля и химического потенциала выражение сильно
упрощается. Аналогично ранее рассмотренному случаю для термотоков в образце [3] для (2)
получено:
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После введения полного тока I(r, z) = 2πrFϕ уравнение принимает вид:
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Обозначив Φ = ln(ρe/e) для ∇ — оператора дифференцирования в ортогональной системе
координат (r, z), можно записать задачу в виде:

ρe∇2I + ρe∇I∇Φ = 2πr∇S∇T, 0 < r < rmax, 0 < z < zmax,

Φ = ln(ρe/r), I|t=0 = 0, I|(0,z) = 0,

∂I

∂n

∣∣∣∣
(rmax,z)

= 0,
∂I

∂n

∣∣∣∣
(r,zmax)

= 0, I|(r,0) = 0.

(5)
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Характерные значения параметров приведены в таблице.

Параметр Характерное значение Размерность Описание параметров

r0 1 мм Характерный радиус

t0 102 мкс Характерное время

T0 103 К Температура

W0 103 Вт/мм2 Удельный поток энергии

I0 103 А Ток

j0 103 А/мм2 Плотность тока

S0 10−2 Вт/К Термоэдс

ρe0 10−2 Ом · мм Удельное сопростивление

Рассмотрим задачу (5) для случая, когда ρe, S постоянны в металле и в газе. В качестве
значений выберем значения близкие к данным для температуры 6000 К:

ρmet
e = 1.5 · 10−4Ом · мм, ρgase = 0.7 · 10−3Ом · мм, Smet = 1.5 · 10−5Вт

К
, Sgas = 10−3Вт

К
.

В таком случае уравнение (4) упрощается, так как ρe, S постоянны во всей расчётной области
за исключением границы раздела сред. В уравнении остаются два члена, зависящих от ρe, S:

∂2I

∂r2
+

∂2I

∂z2
− 1

r

∂I

∂r
+

∂I

∂z

1

ρe

∂ρe
∂z

+
2πr

ρe

∂S

∂z

∂T

∂r
= 0.

Заметим, что последние два слагаемых не равны нулю только на поверхности металла. Та-
ким образом, задача сводится к формированию возмущения на прямой линии z = z0 внут-
ри области и картины его распространения в подобласти, соответствующие металлу и газу.
В рассматриваемой постановке задачи выявляется такая особенность модели, как необходи-
мость определять амплитуду тока через производную функций сопротивления и термоэдс в
точке разрыва. При расчёте токов без учёта испаряющегося газа [3] граничные условия явля-
лись определяющей характеристикой для определения токов. В начально-краевой задаче (5)
решение определяется правой частью уравнения, так как рассматриваемая область содержит
источники тока за счёт учёта термоэмиссии. Однородные граничные условия для тока в образ-
це и газе над образцом упрощают проведение численных расчётов. Безусловно, такой выбор
граничных условий является не точным. Но точность такого приближения можно повысить,
увеличивая расчётную область. Это не противоречит постановке задачи, так как в модели-
руемом эксперименте образец закреплён в установке большого внутреннего диметра (10 см),
заполненной техническим вакуумом. Постановка задачи (5) позволяет не определять ток на
границе испаряемого газа. На первый план выходит расчёт термоэмиссии.

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Задача только в области образца была решена ранее [3]. Решить задачу только в области
паров в настоящее время невозможно, так как постановка граничных условия для термотоков
в газе над поверхностью металла вызывает большие трудности. В рассматриваемой постанов-
ке проблема постановки граничных условий снята, но возникает ряд сложностей. Амплитуду
тока нельзя определить точно для непрерывной задачи с любой степенью упрощения, так как
производные в точке разрыва принимают бесконечное значение. Без регуляризации нельзя
приступать к численному решению задачи, так как можно получить решение, зависящее от
шага h расчётной сетки. Для использования схем сплошного счёта учёт условий на границе
между материалом пластинки и парами необходимо преобразовать уравнение (5). В слагаемом
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∂I
∂z

∂ ln(ρe/r)
∂z оба множителя терпят разрыв на поверхности образца. Производная тока по нор-

мали к поверхности меняет знак, так как на границе металл-газ токи имеют максимум. При
этом решение уравнения (5) имеет положительные вторые производные всюду вне поверхности
образца. Производная по нормали к поверхности удельной проводимости –– это производная
от разрывной функции, так как удельная проводимость металла на два порядка выше прово-
димости газа, не зависимо от способа её определения. Аналогично, слагаемое ∂S

∂z
∂T
∂r в правой

части уравнения (5) содержит производную от разрывной функции термоэдс. Производные
по z от разрывных функций вычисляются с использованием дельта-функции Дирака, которая
для случая разрывных коэффициентов на границе сред реализуется [11] следующим образом:

δh(z − z0) =
1

h
f

(
z − z0

h

)
, f

(
z − z0

h

)
=


1

4

(
1 + cos

(
π
z − z0
2h

))
,

∣∣∣∣z − z0
h

∣∣∣∣ ⩽ 2,

0,

∣∣∣∣z − z0
h

∣∣∣∣ > 2.

Предложенная [11] замена производной в точке разрыва на непрерывную функцию δ(z − z0),
умноженную на число, равное скачку термоэдс на промежутке [z0− 2h, z0+2h] адаптирована
к рассматриваемой задаче. После регуляризации правой части уравнение (5) принимает вид:

∂2I

∂r2
+

∂2I

∂z2
+

∂I

∂r

∂ ln (ρe/r)

∂r
+

∂I

∂z

∂ ln (ρe/r)
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=
2πr

ρe

(
∂S

∂r

∂T

∂z
− ∂T

∂r

{(
∂S

∂z

)
z ̸=z0

+ δ(z − z0)[S]z=z0

})
.

Так как производная ∂I
∂z терпит разрыв в точке максимума функции I на границе раздела

сред, слагаемое ∂I
∂z

∂ ln(ρe/r)
∂z требует сглаживания ∂ ln(ρe/r)

∂z . Использования дельта-функции в
этом случае недостаточно. Это слагаемое следует преобразовать следующим образом:

∂I

∂z

∂ ln (ρe/r)

∂z
=

∂I

∂z

({
∂ (ln (ρe/r))

∂z

}
z⩽z0−ε,z⩾z0+ε

+

{
∂P (ρe/r)

∂z

}
z0−ε<z<z0+ε

)
.

Здесь P (ρe/r) — кубический полином такой, что
(
∂2P (ρe/r)

∂z2

)
z=z0±ε

=
(
∂2 ln(ρe/r)

∂z2

)
z=z0±ε

. В рас-
сматриваемом случае постоянных параметров среды для сглаживания достаточно использо-
вать сигмоиду вида P (ρe/r) = ln

(
ρmet
e

/
r
)

1
1−ez−z0

+ ln (ρgase /r), ε = 0.05 мм. Тогда в результате
такого сглаживания можно получить уравнение, дающее адекватное решение на границе раз-
дела сред:
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}
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=

=
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(
∂S

∂r

∂T
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− ∂T

∂r

{
∂S

∂z

}
z ̸=z0

− ∂T

∂r
δ(z − z0)[S]z=z0

)
. (6)

Такая регуляризация будет служить отправной точкой для дальнейших методических исследо-
ваний. Результаты расчётов подтверждают, что в случае увеличения разрыва между удельным
сопротивлением в металле и в газе амплитуда тока возрастает. Для решения полной системы
уравнений Максвелла (5) в многомерном случае известны [12, 13] численные методы реше-
ния задач электродинамики с учётом нелинейных эффектов, приводящих к значительному
изменению характеристик электромагнитного поля. Для решения упрощённого варианта си-
стемы (5) вида (6) можно использовать как хорошо изученные итерационные методы [14, 15],
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конечно-элементные и конечно-объёмные методы [16, 17], так и готовые библиотеки [18]. В
дальнейшем планируется использовать для решения задачи обобщённый метод минимальных
остатков (GMRES) [19]. Решение уравнения (3) методом верхней релаксации [20] на каждом
шаге по времени позволяет построить экономичный алгоритм при параметре релаксации [21].
Увеличим расчётную область в два раза по осевому направлению. Зададим на сетке с узлами
ri = ih, i = 1, ..., Nr, zk = kh, k = 1, ..., 2Nz сеточные функции Tik = T (ri, zk), Inik = (I(ri, zk))

n

На этом этапе решается стационарная задача, используется значение Tik = Tn
ik на заданном ша-

ге по времени, на котором достигаются достаточно высокие значения температуры. Пусть се-
точные функции, лежащие на прямой z = z0, имеют индексы (i, k0). Тогда конечно-разностная
схема для системы уравнений (6) имеет вид:
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]
, i = 2, ..., Nr − 1, k = 2, ..., 2Nz − 1,

Ii,1 = I1,k = 0, Ii,2Nz = Ii,2Nz−1, INr,k = INr−1,k.

(7)

Наряду с другими преимуществами, метод верхней релаксации интересен удобством использо-
вания в цилиндрических координатах. Принцип выражения искомого элемента через соседние
по схеме точек вида «крест» универсально и не зависит от выбора системы координат. Можно
заметить, что задача (5) и схема (7) содержит деление на радиус только в аргументе функции
логарифма в расчёте коэффициента Φi,j . Так как функция логарифма при росте аргумента
возрастает довольно медленно, то деление на величины порядка h/2 при расчётах в окрестно-
сти оси симметрии не приводит к возникновению особенностей решения.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Для анализа и валидации представленной модели рассмотрена упрощённая постановка.
Аксиально-симметричная постановка задачи не предполагает сведение к одномерному случаю
даже при постоянной по радиусу температуре на поверхности образца. Поэтому расчёты про-
водились для постоянных параметров материала и модельного распределения температуры,
различных в металле и парах над образцом. Использовано модельное распределение темпе-
ратуры испаряемого вольфрама в рассматриваемом тонком слое паров 3 мм над образцом,
повторяющее температуру поверхности. В образце нагрев вглубь металла на 0.5 мм задаётся
линейно, что соответствует расчётам температуры в образце на основе решения задачи Сте-
фана. На поверхности пластинки заданы три типа радиального распределения (рис. 2(a)):
линейное, нормальное и расчётное. Расчётное распределение температуры, полученное в ре-
зультате решения задачи Стефана с нелинейными коэффициентами и краевым условием на
поверхности нагрева, даёт график 3 решения с особенностями (рис. 2(b)). Основной вклад в
вид решения вносит коэффициент теплопроводности, который входит в граничное условие и
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под знак производных по пространству [22]. При этом зависимость коэффициента теплопро-
водности терпит разрыв в точке плавления и имеет разный характер в металле и расплаве.
Распределения температуры на поверхности, а значит и в образце и парах, имеют близкие
значения. Тем не менее, полученные амплитуды термотока (рис. 2(b)) существенно различа-
ются. Это обусловлено тем, что радиальная производная температуры входит в правую часть
уравнения (4). Следовательно, особенности распределения температуры задают ток. Сильный
эффект усиления амплитуды тока наблюдается в результате учёта неоднородности расчётно-
го распределения температуры, которое обусловлено влиянием свободной границы расплав-
металл. Такие особенности полученного решения согласуются с физикой процесса.

Рис. 2. Графики радиального распределения на поверхности пластинки температуры (a) и
соответствующего тока (b). Линейное 1, нормальное 2 и расчётное 3 распределение

В результате расчётов получена картина замкнутых изолиний термотоков (рис. 3). Для
линейного распределения температуры (рис. 3(a)) максимум лежит вне образца, поэтому
изолинии замыкаются вне рассматриваемой области. В случае нормального распределения
(рис. 3(b)) картина изолиний близка к ожидаемой, но симметрична относительно максимума
тока. Для расчётного распределения температуры (рис. 3(c)) получена интересная картина
изолиний, более соответствующая физике процесса. Левый и правый столбцы на рис. 3 пока-
зывает результаты расчётов для регуляризации уравнения (3). Левый столбец рис. 3 показыва-
ет, что расчёты уравнения без учёта особенностей приводят к недопустимому получению двух
максимумов тока над и под поверхностью образца, чьи значения зависят от параметров сетки.
Правый столбец демонстрирует существование только одного максимума. Для случая пере-
менных электрического сопротивления и термоэдс подбор функции сглаживания потребует
дополнительной работы.

Можно предположить, что термоэдс металла при высоких температурах выше рассматри-
ваемых нами значений. Расчёты показывают, что с ростом термоэдс металла амплитуда тока
будет прямо пропорционально убывать. На рис. 4(a) представлены распределения радиальной
компоненты тока для значений термоэдс в металле Smet. Амплитуда тока будет убывать и
в случае роста проводимости металла (рис. 4(b)), что показывают расчёты с изменяющимся
значением электрического сопротивления ρmet

e . В отличие от термоэдс, даже небольшое изме-
нение разности электрического сопротивления в газе и металле приводит к большому измене-
нию амплитуды тока. Поэтому наиболее важным является уточнение значений проводимости
материала, которую можно определить как зависимость от температуры [4]. В дальнейшем
проводимость паров можно будет выразить через температуру и плотность теплопроводного
газа, течение которого зависит от возникающего в нём электрического поля. Таким образом,
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Рис. 3. Распределение радиальной компоненты тока на поперечном срезе пластинки и
области над ней для линейного (a), нормального (b) и расчётного (c) распределения
температуры на поверхности. Результаты расчётов для уравнения (левый столбец) и

регуляризованного уравнения (правый столбец)

расчёты показали существенное влияние особенностей температуры, важность точности опре-
деления электрического сопротивления и термоэдс в газе и металле.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлена новая постановка задачи и новая математическая модель распределения
тока в образце вольфрама и испаряемом веществе при нагреве поверхности электронным пуч-
ком. Проведён анализ модели в упрощённой постановке при постоянных значениях электри-
ческого сопротивления и термоэдс в газе и металле. Показано влияние амплитуды и изолиний
термотоков от распределения температуры на поверхности образца, значений электрического
сопротивления и термоэдс. Использовано модельное распределение температуры испаряемо-
го вольфрама, повторяющее температуру поверхности, что в рассматриваемом тонком слое
паров соответствует физике процесса. В образце модельное распределение температуры ли-
нейно приближает расчётные значения нагрева вглубь металла. Результаты проведённого мо-
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Рис. 4. Распределение радиальной компоненты тока на поперечном срезе пластинки и
области над ней для расчётного распределения температуры на поверхности при различных

значениях термоэдс (a) и электрического сопротивления металла (b)

делирования показывают, что выбор приближения параметров материала оказывают большое
влияние на решение. В зависимости от профиля температуры на поверхности получены раз-
личные решения на границе сред. Показано, что с ростом термоэдс металла амплитуда тока
будет прямо пропорционально убывать, с ростом электрического сопротивления металла ток
тоже будет убывать. Дальнейшее развитие модели предполагает уточнение расчёта удельной
электропроводности газа, термоэдс металла, включение численного расчёта температуры и
плотности газа.
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