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Известно, что если система дифференциальных уравнений допускает группу непрерывных
преобразований, то в ряде случаев, она может быть представлена в виде совокупности двух
систем дифференциальных уравнений. Как правило, эти системы имеют меньший поря-
док, чем исходная система. Выше сказанное относится к линейным уравнениям теории
упругости. Первая система — автоморфная, характеризуется тем, что все её решения по-
лучаются из одного решения с помощью преобразований этой группы. Вторая система —
разрешающая, её решения под действием группы переходят сами в себя. Разрешающая
система несёт основную информацию об исходной системе. В данной работе изучаются ав-
томорфная и разрешающая системы двумерных и трёхмерных стационарных уравнения
упругости которые являются системами дифференциальных уравнений первого порядка.
Построены бесконечные серии законы сохранения для разрешающих систем уравнений и
автоморфных систем. Поскольку рассматриваемые системы уравнений упругости линей-
ны, то таких законов имеется бесконечно много. В данной работе построена бесконечные
серии законов сохранения линейных по первым производным. Именно эти законы поз-
волили решить первую краевую задачи для уравнений теории упругости в двумерном и
трёхмерном случае. Решения построены в виде квадратур, которые вычисляются по гра-
нице исследуемых областей.
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ВВЕДЕНИЕ

Система уравнений линейной изотропной упругости в трехмерном случае изучалась мно-
гими авторами. Особый интерес представляет построение точных решений для трехмерных
уравнений. Такие решения строили П.Ф. Папкович, Х. Нейбер, Е. Трефтц, Б.Г. Галеркин
(см. [1] и ссылки из нее), Б.Д. Аннин, В.О. Бытев, С.И. Сенашов [2], Б.Д. Аннин, Н.И. Остро-
саблин, Р.И. Угрюмов [3], Н.И. Остросаблин [4–6], В.Ю. Прудников, Ю.А. Чиркунов [7], Н.Ф.
Бельмецов, Ю.А. Чиркунов [8], Ю.Н. Радаев [9] и т.д. Линейные уравнения теории упругости
с групповой точки зрения изучаются уже достаточно давно [2]. Сначала была найдена группа
точечных преобразований и перечислены все инвариантные решения (см. [2] и цитируемую
там литературу). Далее было выполнено групповое расслоение уравнений Ламе [5]. Хотя за-
дача о групповом расслоении поставлена еще С. Ли и в общем виде решена Вессио в 1904 г.,
но решений ее для конкретных систем дифференциальных уравнений не так много. В этом
смысле уравнения теории упругости составляют приятное исключение. Групповое расслоение
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позволило лучше понять, почему методы комплексного переменного так широко используются
в двумерной теории упругости. Это происходит потому, что разрешающая система для дву-
мерных уравнений теории упругости есть система уравнений Коши—Римана. Для трехмерных
уравнений разрешающая система — система Моисила—Тодореску. Не смотря на такое внима-
ние к уравнениям упругости, методов решения краевых задач для тел конечных размеров в
трехмерном случае практически нет. В настоящей работе строятся точные решения краевых
задач теории упругости в трехмерном случае. Для этого найдены законы сохранения специаль-
ного вида, которые позволяют находить решения трехмерных уравнений теории упругости в
виде нескольких квадратур, которые вычисляются по границе ограниченной упругой области.
Статья продолжает серию работ посвященных решению краевых задач с помощью законов со-
хранения, последние результаты и необходимые определения можно найти в [10]. Из недавно
опубликованных по этой теме работ отметим так же статью [11], в которой автором постро-
ены законы сохранения для трехмерного уравнения эйконала и дан геометрический смысл
полученных законов сохранения.

Результаты, полученные в этой статье, показывают, что законы сохранения можно эф-
фективно использовать и для решения краевых задач для трехмерных уравнений.

1. ТРЁХМЕРНЫЕ СТАТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ
УПРУГОСТИ

1.1. Постановка задачи

Запишем уравнения теории упругости в статическом трёхмерном случае в декартовой
системе координат x, y, z

α0 grad divw − rot rotw = 0, (1)

где w̄ = (w1, w2, w3) — вектор упругого перемещения, α0 = (λ+ 2µ)/µ, λ, µ — упругие посто-
янные Ламе.

Для этих уравнений поставим первую краевую задачу на поверхности S ограничивающую
объём V :

w|S = w0(x, y, z). (2)

С помощью законов сохранения решить задачу (1)–(2).

1.2. Предварительные сведения

Известно [2], что система уравнений (1) допускает, в смысле Ли—Овсянникова, оператор
вида

X = h1(x, y, z)∂w1 + h2(x, y, z)∂w2 + h3(x, y, z)∂w3 , (3)

где (h1, h2, h3) — произвольное решение системы уравнений (1).
Продолжим оператор (3) на первые производные p11 = ∂w1

∂x , p12 = ∂w1

∂y , p13 = ∂w1

∂z , . . . ,

p33 =
∂w3

∂z по формулам

X
1
= X + ζij

∂

∂pij
,

где ζij = −piβDj(h
β), Dj = ∂

∂xj
+ pkj

∂
∂wk для краткости полагаем x = x1, y = x2, z = x3. По

повторяющимся индексам предполагается суммирование.
Пусть h1, h2, h3 — произвольные гармонические функции, тогда инварианты первого

порядка (решение уравнения X
1
I = 0), имеют вид

I1 = x, I2 = y, I3 = z, I4 = divw, I5 = rotw.
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Назначая инварианты I4, I5 функциями от I1, I2, I3 получим автоморфную систему [6]

divw = θ(x, y, z), rotw = ω(x, y, z) (4)

и разрешающую систему [6]

α0 grad θ − rotω = 0, divω = 0. (5)

Известно, что система уравнений (1) равносильна системе уравнений первого поряд-
ка (4), (5). Описанная выше процедура носит название группового расслоения.

Если в (5) положить α0θ = p, то получим известную систему уравнений Моисила—
Теодореску (СМТ), которая подробна исследована в работе [8]. Там найдены законы сохра-
нения для СМТ и с их помощью решена краевая задача. Там же указаны некоторые новые
точные решения СМТ. Приведём некоторые из них, которые позволят решить задачу (1), (2).

Решениями СМТ являются следующие функции

g01 = (0, (x− x0)/r
3
0, (y − y0)/r

3
0, (z − z0)/r

3
0),

g02 = ((x− x0)/r
3
0, 0, −(z − z0)/r

3
0, (y − y0)/r

3
0),

g03 = ((y − y0)/r
3
0, (z − z0)/r

3
0, 0, −(x− x0)/r

3
0),

g04 = ((z − z0)/r
3
0, −(y − y0)/r

3
0, (x− x0)/r

3
0, 0),

где r0 =
√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2, (x0, y0, z0) ∈ V .

1.3. Законы сохранения уравнений (4)

Известно, что решения системы уравнений (1) связаны с решениями системы Моисила—
Теодореску [6] уравнениями (4)

F1 = −θ + w1
x + w2

y + w3
z = 0, F2 = −ω1 + w2

z − w3
y = 0,

F3 = −ω2 + w3
x − w1

z = 0, F4 = −ω3 + w1
y − w2

x = 0.
(6)

Здесь функции θ, ω1, ω2, ω3 предполагаются известными, способ их вычисления указан в
работе [8].

Определение. Законом сохранения для системы уравнений (6) назовём выражение вида

∂xA+ ∂yB + ∂zC = βiFi = 0, i = 1, 2, 3, 4, (7)

где A, B, C, ωi — функции от x, y, z, w1, w2, w3, предполагается, что функции βi не равны
одновременно тождественно нулю. Выражение (A, B, C) называется сохраняющимся током.
При выполнении этих условий, закон сохранения (7) будет нетривиальным.

Замечание 1. Более общее определение закона сохранения можно найти в [8, 9] и цити-
руемой там литературе. В данной работе законы сохранения будут пониматься согласно этому
определению.

Ищем закон сохранения в виде (7)

∂xA+ ∂yB + ∂zC = βiFi = 0, i = 1, 2, 3, 4, (8)

где A, B, C, βi — функции от x, y, z, w1, w2, w3.
Ищем решение уравнений (8) в виде

A = a1w1 + a2w2 + a3w3 + a4, B = b1w1 + b2w2 + b3w3, C = c1w1 + c2w2 + c3w3,
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где ai, bi, ci, βi, i = 1, 2, 3, 4 — функции только от x, y, z.
Из (7) получаем

a1x + b1y + c1z = 0, a2x + b2y + c2z = 0, a3x + b3y + c3z = 0,

a1 = β1, a2 = −β4, a3 = β3,

b1 = β4, b2 = β1, b3 = −β2,

c1 = −β4, c2 = β2, c3 = β1,

a4x + b4y + c4z = −β1θ − β2ω1 − β3ω2 − β4ω3.

Отсюда следует

β1
x + β4

y − β3
z = 0, −β4

x + β1
y + β2

z = 0, β3
x − β2

y + β1
z = 0. (9)

Заметим, что уравнения (9) с точностью до обозначений совпадают с первыми тремя урав-
нениями СМТ, поэтому функции gi, i = 1, 2, 3, 4 являются решениями системы уравнений (9).

Уравнения (8), пользуясь формулой Гаусса—Остроградского, можно записать в виде∫∫∫
V

(Ax +By + Cz)dxdydz =

∫∫
⃝
S

Adydz +Bdzdy + Cdxdy = 0. (10)

Пусть ε : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = ε2 — сфера, окружающая точку.

Рис. 1. Поверхность S c ε-сферой

∫∫
⃝
S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy +

∫∫
P−

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy +

∫∫
P+

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy+

+

∫∫
⃝
ε

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy = 0.
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Поскольку интегралы по P− и P+ вычисляются по разным сторонам плоскости P , то их
сумма равна нулю. В результате получаем∫∫

⃝
S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy = −
∫∫
⃝
ε

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy. (11)

Вычислим правую часть формулы (11) для разных решений уравнений (9). Рассмотрим
решение

β1 =
(x− x0)

r3
, β2 = 0, β3 = −(z − z0)

r3
, β4 =

(y − y0)

r3
. (12)

Подставляем (12) в правую часть формулы (10) имеем∫∫
⃝
ε

(β1w1 + β4w2 − β3w3)dydz+(−β4w1+β1w2+β3w3)dzdx+(β3w1−β2w2+β1w3)dxdy. (13)

В (13) переходим к следующей системе координат

x− x0 = ε cos θ cosϕ, y − y0 = ε cos θ sinϕ, z − z0 = ε sin θ,∫∫
⃝
ε

(β1w1 + β4w2 − β3w3)dydz + (−β4w1 + β1w2 + β3w3)dzdx+ (β3w1 − β2w2 + β1w3)dxdy =

=

∫∫
⃝
ε

[(cos θ cosϕw1 + cos θ sinϕw2 − sin θw3)cos2θ cosϕ+

+(− cos θ sinϕw1 + cos θ cosϕw2)cos2θ sinϕ+ (− sin θw1 + cos θ sinϕw3) cos θ sin θ]dθdϕ =

2π∫
0

dϕ

π/2∫
−π/2

sin2θ cos θw1dθ =− 4π

3
w1(x0, y0z0).

Последнее выражение получено с использованием теоремы о среднем и при ε → 0.
В результате получаем∫∫

S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy =
4π

3
w1(x0, y0, z0). (14)

Здесь

A =
(x− x0)

α0r3
w1
0 +

(y − y0)

r3
w2
0 +

(z − z0)

r3
w3

0, B =
(y − y0)

α0r3
w1
0 +

(x− x0)

r3
w2
0 −

(z − z0)

r3
w3

0,

C = −(z − z0)

α0r3
w1
0 +

(x− x0)

r3
w3

0.

Далее полагаем

β1 =
(y − y0)

r3
, β2 =

(z − z0)

r3
, β3 = 0, β4 = −(x− x0)

r3
. (15)

Подставляем (15) в (11), получаем аналогично (11)–(14)∫∫
S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy =
4π

3
w2(x0, y0, z0), (16)
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где

A =
(y − y0)

α0r3
w1
0 −

(x− x0)

r3
w2
0, B =

(x− x0)

α0r3
w1
0 +

(z − z0)

r3
w2
0,

C =
(y − y0)

α0r3
w2
0 −

(y − y0)

r3
w3

0.

Далее полагаем

β1 =
(z − z0)

r3
, β2 = −(y − y0)

r3
, β3 =

(x− x0)

r3
, β4 = 0. (17)

Подставляем (17) в (11), получаем аналогично (11)–(14)∫∫
S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy =
4π

3
w3(x0, y0, z0), (18)

где

A =
(z − z0)

α0r3
w1
0 −

(x− x0)

r3
w3

0, B =
(x− x0)

r3
w2
0 −

(z − z0)

r3
w3

0,

C =
(x− x0)

2

α0r3
w1
0 +

(y − y0)

r3
w2

0 +
(z − z0)

r3
w3
0.

Замечание 2. В формулах (14), (16) и (18) опущена функция поскольку она является
гармонической функцией без особенностей в области V и интеграл от неё по поверхности S
равен нулю.

2. ДВУМЕРНЫЕ СТАТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ
УПРУГОСТИ

В двумерном случае, рассмотренная выше задача имеет некоторые особенности, поэтому
решим её, обращая внимание на эти особенности.

Систему уравнений (1) перепишем следующим образом

(λ+ 2µ)uxx + λvxy + µ(uyy + vxy) = 0,

µ(uxy + vxy) + (λ+ 2µ)vyy + λuxy = 0.
(19)

Здесь для удобства обозначили w1 = u, w2 = v — компоненты вектора деформаций, индексы
внизу, как и ранее, означают производные по соответствующим переменным.

Известно, что система уравнений (2) эллиптического тип. Это определяет вид законов
сохранения и решение краевых задач. Как и уравнения (1) система (19) допускает бесконечную
группу точечных преобразований, порождаемую операторами

X = h1∂u + h2∂v, (20)

где h1, h2 — произвольное решение уравнений Коши—Римана

h1x + h2y = 0, h1y − h2x = 0. (21)

Сделаем групповое расслоение системы уравнений (19), так же как это описано выше, на
подалгебре, порождаемой (20). Для этого продолжим операторы (21) на первые производные.
Имеем

X
1
= X + h1x∂ux + h2y∂vy + h1y∂uy + h2x∂vx . (22)
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Дифференциальные инварианты для (22), с учётом (20), имеют вид

I1 = x, I2 = y, I3 = ux + vy, I4 = uy − vx.

Тогда автоморфная система уравнений имеет вид

ux + vy = θ(x, y), uy − vx = ω(x, y). (23)

Напомним некоторые свойства автоморфных систем. Любое решение автоморфной си-
стемы может быть получено из одного решения этой системы с помощью преобразований,
порождаемых оператором (20).

Подставляя (23) в (19) получаем разрешающую систему

F1 = (λ+ 2µ)θx − µωy = 0, F2 = (λ+ 2µ)θy + µωx = 0. (24)

Повторяя почти дословно рассуждения выше, можно утверждать, что система (24) равно-
сильна системе уравнений (19). Поэтому, построив решение системы (24), мы получим решение
системы (19).

Пусть для системы (24) поставлена следующая краевая задача:

θ|L = θ0(x, y), ω|L = ω0(x, y), (25)

где L — некоторая гладкая замкнутая кривая, θ0(x, y), ω0(x, y) — известные гладкие функции.
Для решения этой задачи построим законы сохранения для системы уравнений (24).

2.1. Законы сохранения

В силу линейности системы (24) она будет иметь бесконечное число законов сохранения.
В работе будут найдены только те законы сохранения, которые позволят решить краевую
задачу (25).

Законом сохранения для системы уравнений (24) назовём выражение вида

Ax(x, y, θ, ω) +By(x, y, θ, ω) = αF1 + βF2 = 0, (26)

где α, β — некоторые функции, которые не равны тождественно нулю одновременно. A, B ком-
поненты сохраняющегося тока. Предположим, что компоненты сохраняющегося тока имеют
вид

A = a1θ + a2ω, B = b1θ + b2ω, (27)

где a1, a2, b1, b2 — некоторые функции от x, y.
Подставляя (27) в (26), после несложных преобразований получаем

a1 = α(λ+ 2µ), a2 = βµ, b1 = β(λ+ 2µ), a2 = −αµ,

a1x + b1y = 0, a2x + b2y = 0.

Отсюда имеем
αx + βy = 0, αy − βx = 0.

Из (26) следует ∫∫
S

(Ax +By)dxdy =

∮
L

−Ady +Bdx. (28)
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2.2. Решение первой краевой задач

Пусть (x0, y0) ∈ S такая точка, в которой компоненты сохраняющегося тока имеют осо-
бенности, тогда из (28) следует∮

L

−Ady +Bdx = −
∮
ε

−Ady +Bdx, (29)

где ε : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = ε2 — окружность радиуса ε вокруг точки (x0, y0) ∈ S. Вычис-
лим интеграл в правой части (29) для разных решений уравнений Коши—Римана. В качестве
решений выберем такие, которые имеют особенность в точке (x0, y0) ∈ S. Пусть

α =
x− x0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 , β =
y − y0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 , (30)

тогда из правой части (29) имеем∮
ε

−Ady +Bdx =

∮
ε

−(α(λ+ 2µ)θ + βµω)dy + (αµω + β(λ+ 2µ)θ)dx. (31)

Подставим (30) в (31) и сделаем замену переменных по формулам x − x0 = ε cosϕ,
y − y0 = ε sinϕ получаем

∮
ε

−Ady +Bdx =

2π∫
0

[−((λ+ 2µ)θ + µω) + 2 sinϕ cosϕµω)]dϕ =

= −2π[(λ+ 2µ)θ(x0, y0)− µω(x0, y0)].

(32)

В формуле (32) устремили ε → 0 и использовали теорему о среднем.
Теперь сделаем аналогичные вычисления, положив

α = − y − y0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 , β =
x− x0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 .

В результате получим ∮
ε

−Ady +Bdx = −2πµω(x0, y0). (33)

Формулы (32) и (33) позволяют, с учётом граничных условий (25) и равенства (14) опре-
делить значения функций θ и ω в произвольной точке (x0, y0) ∈ S. Они имеют следующий
вид

2π[(λ+ 2µ)θ(x0, y0)− µω(x0, y0)] =

∮
L

− (λ+ 2µ)(x− x0)θ0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2dy +
µ(y − y0)ω0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2dx,

2πµω(x0, y0) =

∮
L

(λ+ 2µ)(y − y0)θ0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2dy +
µ(x− x0)ω0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2dx.

Теперь после восстановления решений разрешающей системы, найдём решения автоморф-
ной системы, т. е. решения исходной системы уравнений (19). Имеем

F3 = ux + vy − θ(x, y) = 0, F4 = uy − vx − ω(x, y) = 0. (34)
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Здесь в правой части стоят известные функции, которые найдены в предыдущем пункте. Най-
дём законы сохранения уравнений (34) в следующем виде

A = a3u+ a4v + c1, B = b3u+ b4v + c2,

где a3, a4, b3, b4, c1, c2 — некоторые функции от x, y.
Имеем

Ax(x, y, u, v) +By(x, y, u, v) = αF3 + βF4 = 0. (35)

Расщепляя систему уравнений (35), получаем

a3 = α, a4 = −β, b3 = β, b4 = α,

a3x + b3y = 0, a4x + b4y = 0, c1x + c2y = −αθ − βω.

Отсюда получаем
αx + βy = 0, αy − βx = 0. (36)

Пусть для системы (19) поставлена следующая краевая задача:

u|L = u0(x, y), v|L = v0(x, y).

Рассмотрим закон сохранения в виде∮
L

−Ady +Bdx = −
∮
ε

−Ady +Bdx. (37)

Пусть решение уравнений (36) имеет вид

α =
x− x0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 , β =
y − y0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 . (38)

Подставляем (38) в правую часть (37), получаем∮
ε

−Ady +Bdx =

∮
ε

−(αu− βv + c1)dy + (βu+ αv + c2)dx =

=

∮
ε

−(α cosϕ− β sinϕ+ c1)dy − (β sinϕ+ α cosϕ+ c2)dx = −2πu(x0, y0).

Пусть решение уравнений (36) имеет вид

α = − y − y0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 , β =
x− x0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 . (39)

Подставляем (39) в правую часть (37), получаем∮
ε

−A1dy +B1dx =

∮
ε

−(αu− βv + c1)dy + (βu+ αv + c2)dx =

=

∮
ε

−(−u sinϕ− v cosϕ+ c1)dy − (u cosϕ− v sinϕ+ c2)dx = −2πv(x0, y0).

В результате получаем формулы для вычисления компонент вектора деформации

2πu(x0, y0) =

∮
L

−Ady +Bdx, 2πv(x0, y0) =

∮
L

−A1dy +B1dx,

где c1 =
∫
αθdx, c2 =

∫
βωdx.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построены законы сохранения для уравнений пространственной и двумерной тео-
рии упругости, которые позволили первую решить краевые задачи для этих систем. В статье
продолжено решение краевых задач с помощью законов сохранения, начатое работами [8,9].
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Abstract. If a system of differential equations admits a continuous transformation group, then,
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three-dimensional time-invariant elasticity equations, which are systems of first-order differential
equations. We have constructed infinite series of conservation laws for the resolving systems
and automorphic systems. There exist infinitely many such laws, since the systems of elasticity
equations under consideration are linear. Infinite series of linear conservation laws with respect
to the first derivatives are constructed in this article. It is these laws that permit solving the first
boundary value problem for the equations of elasticity theory in the two- and three-dimensional
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