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В нечётномерном евклидовом пространстве вводится понятие псевдовыпуклого множе-
ства, состоящего из конечного числа ограниченных областей. Получена формула обраще-
ния преобразования Радона для подынтегральной кусочно-непрерывной функции, задан-
ной на псевдовыпуклом множестве. Достигнутый результат является обобщением ранее
известного свойства, доказанного для гладких функций.
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1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассматривается нечётномерное евклидово пространство En, n = 2m + 1, m = 1, . . . с
заданной в нём декартовой системой координат. Будем использовать следующие обозначе-
ния: B(x, δ) = {y : y ∈ En, |y − x| < δ}, x ∈ En; ∆x — оператор Лапласа по переменной x;
x = (x1, . . . , xn); const — положительное число; Ω — единичная сфера в En; s — элемент сферы
Ω; ∂T — граница множества T ; µk(T ) — мера Лебега множества T в пространстве Ek; µΩ(Q) —
мера Лебега множества Q, Q ⊂ Ω, по мере, определённой на Ω; Y (s, p) = {y : y ∈ En, y ·s = p} —
гиперплоскость в En, p ∈ R1.

Пусть в En задана ограниченная область G, содержащая непересекающиеся подобласти
Gi, i = 1, . . . , N , причём для их объединения G0 верно равенство G0 = G. Предполагает-
ся, что каждая граница ∂Gi является (n − 1)-мерной непрерывной поверхностью. Ясно, что
∂G0 = ∂G1

⋃
· · ·

⋃
∂GN .

Назовём G0 псевдовыпуклым множеством, если существует множество Ω′, Ω′ ⊂ Ω и числа
p+(s), p−(s), s ∈ Ω′ со следующими свойствами.

1. Мера множества Ω \ Ω′ равна нулю, т. е. µΩ(Ω \ Ω′) = 0.

2. Для любого вектора s ∈ Ω′ и для p ⩾ p+(s), p ⩽ p−(s) справедливо равенство
Y (s, p)

⋂
G = ∅.

3. Для всех s ∈ Ω′ и для p−(s) < p < p+(s) пересечение Y (s, p)
⋂
G0 является непу-

стым множеством, граница которого имеет нулевую меру по мере пространства En−1

и µn−1(Y (s, p)
⋂
∂G0) = 0.

4. Для всех s ∈ Ω′, если p → p+(s) или p → p−(s), то µn−1(Y (s, p)
⋂
G) → 0.
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Для пояснения данного определения приведём два простых, но характерных примера.
Пример 1. Пусть n = 3, G = B(0, 2δ), G1 = {y : y ∈ E3,−δ < yi < δ, i = 1, 2, 3},

G2 = G\G1. Тогда из сферы Ω достаточно убрать вектора, коллинеарные координатным осям,
чтобы получить Ω′ и псевдовыпуклое множество G0 = G1

⋃
G2.

Пример 2. Пусть n = 3, G1, G2 — два шара в E3 на положительном расстоянии друг от
друга. Если G0 = G1

⋃
G2, то это множество не является псевдовыпуклым поскольку наруша-

ется третье условие из определения. Однако, если добавить фиктивный шар G, содержащий
G1 и G2, то для G0 = G1

⋃
G2

⋃
G3, G3 = G\(G1

⋃
G2), G0, оказывается псевдовыпуклым,

причём Ω′ = Ω.
Вообще, введённое определение охватывает многие случаи ограничений, адекватных тео-

рии зондирования.
Определим класс V разрывных функций v(y), y ∈ En, удовлетворяющих условиям:

|v(y)− v(ỹ)| ⩽ const|y − ỹ|α, y, ỹ ∈ Gi, i = 1, . . . , N , 0 < α ⩽ 1 и v(y) = 0 для y /∈ G.
Рассмотрим следующий поверхностный интеграл первого рода по гиперплоскости Y (s, p)

[Rv](s, p) =

∫
y·s=p

v(y)dyσ, s ∈ Ω, −∞ < p < ∞. (1)

Ясно, что если v ∈ V , G0 — псевдовыпуклое множество, то интеграл в правой части
равенства (1) существует. Именно он и называется преобразованием Радона функции v.

2. ОБРАЩЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РАДОНА

Не претендуя на обзор темы, скажем, что имеются многочисленные публикации, посвя-
щённые исследованию и применению преобразования Радона в различных направлениях ма-
тематики. Так оно оказалось эффективным в теории дифференциальных уравнений [1, 2].
Кроме того, преобразование Радона широко применяется в теории зондирования, например,
в томографии [3–5]. Вообще, некоторое представление о состоянии исследований преобразова-
ний Радона можно получить из публикаций [6–20], где в том числе рассмотрены и различные
обобщения преобразования Радона. Настоящая работа посвящена проблеме обращения преоб-
разования Радона, и является обобщением формулы, доказанной в [2] для гладких подынте-
гральных функций, что не вполне соответствует естественным ограничениям, например, для
проблем зондирования. Здесь мы рассматриваем случай разрывных подынтегральных функ-
ций. Несмотря на имеющееся многообразие вариантов исследований, наша работа не имеет
близких аналогов среди всех известных авторам публикаций.

Теорема. Пусть v ∈ V , G0 — псевдовыпуклое множество. Тогда справедливо равенство:

(∆x)
m

∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds = (−1)m2(2π)2mv(x), x ∈ G0. (2)

Доказательство. Сначала докажем, что функция [Rv](s, p) непрерывна по p при почти
всех s ∈ Ω. Возьмём произвольный вектор s ∈ Ω′ и запишем преобразование Радона в декарто-
вой системе координат с ортами осей a1, . . . , an, an = s. Тогда функция [Rv](s, p) записывается
в следующем простом виде

[Rv](s, p) =

∫
En−1

v(η1, . . . , ηn−1, p)dη1, . . . , dηn−1.

Используем числа p+(s), p−(s) , указанные в определении псевдовыпуклого множества G0.
Рассмотрим случай p+(s) > p > p−(s). Такому значению p соответствует сечение Y (s, p)

⋂
G0.

Для произвольной точки η = (η1, . . . , ηn−1, p) из этого сечения существует шар B(η, δ) ⊂ G0,
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в котором функция v непрерывна. Пусть {pk} — произвольная числовая последовательность,
сходящаяся к p. Начиная с некоторого номера, все точки (η1, . . . , ηn−1, pk) ∈ B(η, δ). Поэтому
v(η1, . . . , ηn−1, pk) → v(η1, . . . , ηn−1, p). В силу выбора точки (η1, . . . , ηn−1, p) такая сходимость
имеется для почти всех (η1, . . . , ηn−1), соответствующих сечению Y (s, p)

⋂
G. Отсюда, по тео-

реме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла, получаем

lim
k→∞

∫
En−1

v(η1, ..., ηn−1, pk)dη1, ..., dηn−1 =

∫
En−1

v(η1, ..., ηn−1, p)dη1, ..., dηn−1,

что и означает непрерывность функции [Rv](s, p) по p, p−(s) < p < p+(s).
Что касается непрерывности этой функции для остальных значений p, то она легко сле-

дует из второго и четвёртого условий псевдовыпуклости.
Далее мы следуем схеме рассуждений, использованной, в частности, в [1, 2] для гладких

функций.
Рассмотрим выражение

U(x) =

∫
G

∫
Ω
v(y)|(y − x) · s|dsdy, s ∈ Ω′, x ∈ G0

и выразим его через преобразование Радона, меняя порядок интегрирования и используя тео-
рему Фубини:

U(x) =

∫
Ω

∫
G
v(y)|(y − x) · s|dyds =

∫
Ω

∫ ∞

−∞
|p|[Rv](s, p+ x · s)dpds.

Обратим внимание на внутренний интеграл по переменной p. Как уже доказано, подынте-
гральная функция непрерывна по p. Этого свойства оказывается достаточно для следующего
равенства

∆x

∫ ∞

−∞
|p|[Rv](s, p+ x · s)dpds = 2[Rv](s, x · s).

Следовательно,

∆xU(x) = 2

∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds. (3)

Для значения ∆xU(x) можно получить и другое представление. Для этого нам понадо-
бятся известные свойства∫

Ω
|ξ · s)|ds = 2(πm)

m!
|ξ|, ξ ∈ En, ∆x|y − x| = 2m|y − x|−1.

Тогда нетрудно убедиться в том, что

U(x) =
2(πm)

m!

∫
G
v(y)|y − x|dy, ∆xU(x) =

4m(πm)

m!

∫
G
v(y)|y − x|−1|dy. (4)

Сравнивая выражения для ∆xU(x) в (3) и в (4), получаем равенство∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds = γ1

∫
G

v(y)

|y − x|
dy, γ1 =

2mπm

m!
,

которое можно записать также в виде∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds = γ1

2m

∫
G
∆xv(y)|y − x|dy. (5)
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Теперь нам понадобятся следующие тождества, приведённые, например, в [2],

(∆x)
m|y − x| = γ2|y − x|2−n, γ2 =

(−1)m2nΓ(1, 5)Γ(m+ 1)Γ(n/2)

π(2− n)
,

∆x

∫
G

v(y)

|y − x|n−2
dy = γ3v(x), γ3 =

2πn/2(2− n)

Γ(n/2)

(6)

Применяя к обеим частям равенства (5) оператор (∆x)
m и используя тождества (6), по-

лучаем

(∆x)
m

∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds = γ1

2m
(∆x)

m

∫
G
(∆x)

v(y)

|y − x|
dy =

γ1
2m

∆x

∫
G
γ2

v(y)

|y − x|n−2
dy =

γ1γ2γ3
2m

v(x).

Нетрудно проверить, что (γ1γ2γ3)/2m = (−1)m2(2π)2m, что и означает справедливость
равенства (2). Теорема доказана. □

В заключение отметим, что формула (2) отличается от формулы обращения в [2] только
тем, что она справедлива не для всех, а для почти всех точек в En, что несколько снижает
её ценность. Однако в [2] требуется принадлежность функции v(y) пространству C1(En), а
в нашей работе допускаются и разрывные функции. Такой результат стал возможен за счёт
введения нового определения псевдовыпуклого множества. Можно надеяться, что формула (2)
послужит основанием для новых алгоритмов в теории зондирования, где разрывные характе-
ристики являются естественными.
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