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В настоящей статье изучается первая краевая задача для уравнения с p(x)-лапласианом
с одной пространственной переменной при наличии градиентных членов, не удовлетворя-
ющих условию Бернштейна—Нагумо. Определён класс градиентных нелинейностей, для
которого доказано существование вязкого по Лионсу решения непрерывного по Липшицу
по x и по Гёльдеру по t.
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1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим первую краевую задачу для эволюционного уравнения с p(x)-лапласианом

ut − (|ux|p(x)−2ux)x = F (t, x, u, ux) в ΩT = (0, T )× (−l, l), (1)

u(t,±l) = 0 при t ∈ [0, T ], (2)

u(0, x) = u0(x) при x ∈ [−l, l]. (3)

Предполагаем, что p(x) > 2, функция u0(x) удовлетворяет

u0(±l) = 0, |u′0(x)| ⩽ K, x ∈ [−l, l]. (4)

Интерес к исследованию начально-краевых задач как для (1), так и в многомерном случае,
связан с большим количеством приложений в различных областях механики. Они возника-
ют при моделировании течений неньютоновских жидкостей, как дилатантных (p > 2), так
и псевдопластичных (p < 2), в моделях нелинейной упругости, теории капиллярных поверх-
ностей и гляциологии, при описании течений жидкости в пористых средах. Отметим также
использование многомерного аналога уравнений вида (1) при моделировании течений элек-
трореологических и термореологических жидкостей [1–4], а также в обработке сигналов и
изображений [5, 6].

Уравнения с главной частью, такой же как в (1), принадлежат к так называемому клас-
су уравнений с нестандартными условиями роста, которые заключаются в следующем: если
положить a(x, ux) = |ux|p(x)−2ux, тогда a(x, q) удовлетворяет условиям

b1|q|p∗−1 − b2 ⩽ |a(x, q)| ⩽ b3|q|p
∗−1 + b4,
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где p∗ = minx∈[−l,l] p(x), p∗ = maxx∈[−l,l] p(x), а bk — некоторые неотрицательные постоянные.
К настоящему моменту существует обширная литература, посвящённая вопросам глобального
существования соболевских решений задачи (1)–(3) (см. [7] и ссылки в ней). Отметим также
работы [8, 9], в которых были доказаны теоремы существования соболевских решений вы-
сокой гладкости для анизотропных уравнений с нестандартными условиями роста. Наряду
с соболевскими решениями, исследование разрешимости задач вида (1)–(3), а также их изо-
тропных аналогов, проводится в классе вязких по Лионсу решений [10–14]. В работах [15–17]
исследуется эквивалентность соболевских и вязких решений .

Как известно, использование методов вариационного исчисления при решении указанных
задач, связано с вариационностью главной части указанных уравнений. Однако наличие в
уравнении градиентных членов существенно осложняет применение этих методов. В этом слу-
чае для доказательства разрешимости краевых задач широко используются топологические
методы, основанные на получении априорных оценок, а также различные аппроксимационные
методы.

В связи с этим отметим следующие работы, в которых исследование краевых задач про-
водилось при наличии градиентных членов. В работах [18–20] с помощью аппроксимационных
методов доказывается существование слабых решений краевых задач для (1). В работах [21–25]
с помощью различных топологических методов, основанных на теоремах лиувиллевского типа,
на методе суб-/суперрешений с последующим применением теоремы Красносельского, дока-
заны аналогичные результаты. В [26] результаты о существовании решений были получены с
помощью итерационного метода, основанного на методе горного перевала. В [27] авторы для
получения существования решений использовали принцип неподвижной точки Лерэ-Шаудера,
используя методы линеаризации, априорные оценки с весами и теоремы сравнения. Отметим
также работы [28–31] в которых исследуются уравнения, содержащие градиентные члены.

Во всех вышеперечисленных работах младшие члены в уравнении удовлетворяют условию
Бернштейна—Нагумо, которое в случае уравнения (1) принимает вид

|F (t, x, u, q)| ⩽ c
(
1 + |q|p(x)

)
для (t, x, u, q) ∈ ΩT × [−M,M ]× R (5)

с некоторой постоянной c при условии, что решение удовлетворяет условию max |u| ⩽ M с
некоторой постоянной M . В работах [32–34] были доказаны теоремы существования обобщён-
ных решений различного типа с нарушением условия Бернштейна—Нагумо. Эти результаты
были получены при условии, что показатели анизотропности являются либо постоянными,
либо функциями от времени. В настоящей статье мы рассмотрим случай, когда показатель p
зависит от пространственной переменной.

Нас интересуют условия, при которых можно доказать существование решений непрерыв-
ных по Гёльдеру по времени и непрерывных по Липшицу по x при отсутствии ограничения
вида (5). Насколько нам известно, на сегодняшний день нет результатов о существовании ре-
шений указанной гладкости для задачи (1)–(3) с произвольным ростом по градиенту.

Уравнение (1) с нелинейным источником, без градиентных членов и постоянным показате-
лем p было рассмотрено в [35]. В статье [36] была рассмотрена задача (1)–(3) в предположении,
что F имеет вид F (x, u, ux) = f1(x, u)ux + f2(x, u) и выполнены следующие условия:

uF (x, u, 0) ⩽ c1u
2 + c2,

где c1 и c2 — неотрицательные постоянные,

F (x, u2, q)− F (x, u1, q) ⩽ 0, u2 > u1,

p(x) ∈ C1[−l, l], F (x, u, q) ∈ Cσ([−l, l]× R2), σ ∈ (0, 1).
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Было доказано существование слабого решения, в соболевском смысле, являющегося непре-
рывной по Липшицу функцией. Нам удалось показать, что при некоторых дополнительных
предположениях о поведении функции F существует непрерывное по Липшицу вязкое по Ли-
онсу решение в случае, когда F не удовлетворяет (5).

Доказательство теорем существования основано на регуляризации исходной задачи и пре-
дельном переходе по классическим решениям последней. При попытке доказать существова-
ние соболевского решения указанной гладкости, возникает проблема в предельном переходе
в нелинейных градиентных членах. Это связано с отсутствием необходимых априорных оце-
нок для осуществления указанного предельного перехода. Мотивация для поиска решения в
классе вязких по Лионсу решений заключается в том, что для осуществления предельного пе-
рехода в этом случае требуется лишь априорная оценка семейства классических (являющихся
одновременно и вязкими) решений регуляризованных задач в классе Гёльдера.

В [32–34] такой подход был реализован, когда показатели анизотропности не зависят от
пространственной переменной. Здесь, хоть и ограничиваемся пока одномерным случаем, мы
рассматриваем ситуацию, когда показатель анизотропности зависит от x. Более того, условия
на градиентный член, приведённые в настоящей статье, позволяют расширить класс гради-
ентных нелинейностей, для которых можно получить теорему существования.

Дадим определение вязкого решения для параболических уравнений следуя [37] (см. так-
же [13, 38]). Заметим, что для произвольной функции ϕ(t, x) ∈ C1,2

t,x(ΩT ) имеем

ϕt − (|ϕx|p(x)−2ϕx)x = ϕt − (p(x)− 1)|ϕx|p(x)−2ϕxx − p′(x)ϕx|ϕx|p(x)−2 ln |ϕx|

при условии, что p(x) ∈ C1[−l, l]. Для того, чтобы определить понятие вязкого решения, введём
функцию

Φ(t, x, u, q,X) = (p(x)− 1)|q|p(x)−2X + p′(x)q|q|p(x)−2 ln |q|+ F (t, x, u, q), (6)

где (q,X) ∈ R× R. Будем полагать, что по непрерывности для функции

b0(x, q) = p′(x)q|q|p(x)−2 ln |q|

имеем b0(x, 0) = 0.
Определение. Будем говорить, что непрерывная функция u(t, x) является вязким суб-

решением (суперрешением) задачи (1)–(3), если

u ⩽ 0 (⩾ 0) на (0, T )× {−l, l}, u(0, x) ⩽ u0(x) (⩾ u0(x)) для |x| < l

и для произвольной функции ϕ(t, x) ∈ C1,2
t,x(ΩT ) и любой точки (t0, x0) ∈ ΩT имеет место

ϕt(t0, x0)− Φ(t0, x0, ϕ(t0, x0), ϕx(t0, x0), ϕxx(t0, x0)) ⩽ 0
(
⩾ 0
)
,

где ϕ(t, x) для всех (t, x) ∈ ΩT удовлетворяет

u(t, x) ⩽ ϕ(t, x)
(
⩾ ϕ(t, x)

)
, u(t0, x0) = ϕ(t0, x0).

Непрерывная функция u(t, x) является вязким решением задачи (1)–(3), если она одновремен-
но является суб- и суперрешением.

Для более ясного представления результатов будем предполагать, что

F (t, x, u, q) = f(t, x, u, q)− u, f(t, x, u, 0) = 0.

Положим
M1 = inf

|x|⩽l
u0, M2 = sup

|x|⩽l
u0, M = max{M2,M2 −M1,−M1}.
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Далее, будем предполагать, что функция f удовлетворяет следующим ограничениям:

f(t, x, u,−q) ⩽ 0, u > 0, f(t, x, u, q) ⩾ 0, u < 0, (7)

где q ∈ [q0, q1], |x| ⩽ l, |u| ⩽M ,

|f(t, x, u, q)− f(t, y, u, q)| ⩽ K1(t, x, y, u, q)|x− y| (8)

при t ∈ [0, T ], x, y ∈ [−l, l], 0 < x − y < τ0, |u| ⩽ M , q0 ⩽ |q| ⩽ q1, где K1 ⩾ 0 — ограниченная
функция по своим переменным на этом множестве,

f(t, x, u1, q)− f(t, x, u2, q) ⩾ γ(t, x, u1, u2, q)(u2 − u1) (9)

при t ∈ [0, T ], |x| ⩽ l, |u1|, |u2| ⩽ M , u2 ⩾ u1, q0 ⩽ |q| ⩽ q1, где γ(t, x, u1, u2, q) ⩾ γ0 > 0 —
ограниченная функция по своим переменным на этом множестве. Положительные постоянные
q0, q1, τ0 будут определены в (27), (28). Обозначим через V множество

V = {(t, x), (t, y) ∈ ΩT , 0 < x− y < τ0, |u1|, |u2| ⩽M,u2 ⩾ u1, q0 ⩽ |q| ⩽ q1}.

Предположим, что

sup
V

K1(t, x, y, u1, q)

γ(t, x, u1, u2, q)
⩽ C|q|ν , ν < 1, (10)

где C — положительная постоянная.
Теорема 1. Пусть f(t, x, u, ux) ∈ Cσ([0, T ] × Ω × R × R), σ ∈ (0, 1), p(x) ∈ C1([−l, l]).

Пусть выполнены условия (7)–(10). Тогда для произвольного T > 0, существует вязкое ре-
шение задачи (1)–(3) такое, что u(t, x) является непрерывной по Гёльдеру по переменной t c
показателем 1/2, непрерывной по Липшицу по x и

M1 ⩽ u ⩽M2, ||ux||L∞(ΩT ) ⩽ q1.

Прежде чем сформулировать теорему существования и единственности задачи (1)–(3),
сделаем несколько замечаний об условиях, гарантирующих единственность вязкого решения.
Как известно, доказательство теоремы сравнения для суб- и суперрешений класса C1,2, след-
ствием которой является единственность, доказывается с помощью применения классического
принципа максимума. В теории вязких решений аналогичная теорема сравнения формулиру-
ется для суб- и суперррешений, которые являются всего лишь полунепрерывными сверху и
снизу функциями соответственно. Доказательство теоремы сравнения основано на адаптации
классического принципа максимума для функций, не имеющих необходимую гладкость. Мы
приведём без доказательства одно утверждение, на котором базируется данная адаптация.
Делаем мы это для того, чтобы прояснить некоторые условия, которые мы накладываем на
уравнение, для получения единственности.

Лемма 1 ([11], глава 3, лемма 3.1). Пусть O ⊂ Rn — ограниченное множество и

Mβ = sup
O×O

(
u(x)− v(y)− β

2
|x− y|2

)
для β > 0, где u(x) и v(y) — непрерывные функции. Пусть Mβ < ∞ при больших β и после-
довательность (xβ, yβ) такова, что

lim
β→∞

(
Mβ −

[
u(xβ)− v(yβ)−

β

2
|xβ − yβ|2

])
= 0.
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Тогда верны следующие соотношения
(i) lim

β→∞
β|xβ − yβ|2 = 0;

(ii) limβ→∞Mβ = u(x̂)− v(x̂) = supO(u(x)− v(x)), где x̂ = limβ→∞ xβ.
Для единственности вязкого решения (см. [38], глава 3, условия 3.13, 3.14), необходимо

наложить структурные ограничения на Φ(t, x, r, q,X). Предположим, что существует функция
ω : [0,∞) → [0,∞), удовлетворяющая ω(0+) = 0, такая, что

Φ(t, x, r, β(x− y), X)− Φ(t, y, r, β(x− y), Y ) ⩽ ω(β|x− y|2 + |x− y|) (11)

при достаточно большом β и каждом фиксированном t ∈ (0, T ), x, y ∈ [−l, l], r ∈ R, X,Y ∈ R,
X ⩽ Y и

−3β

(
I 0
0 I

)
⩽

(
X 0
0 −Y

)
⩽ 3β

(
I −I
−I I

)
. (12)

Тогда теорема сравнения имеет место. Здесь β > 0 — параметр, удовлетворяющий

lim
β→∞

β|x− y|2 = 0,

где предел понимается в смысле условия (i) сформулированного выше утверждения. Заметим,
что неравенство (12) мы понимаем в следующем смысле: говорим, что для матриц A и B
выполняется A ⩽ B, если (Aξ, ξ) ⩽ (Bξ, ξ), ∀ξ ∈ Rn. В случае, когда имеются более гладкие
суб- и суперрешения для сравнения, условие (11) может быть ослаблено. Так в случае, когда
хотя бы одно из этих решений липшицево по пространственным переменным равномерно по
переменной t, это условие принимает следующий вид:

Φ(t, x, r, β(x− y), X)− Φ(t, y, r, β(x− y), Y ) ⩽ ω(β|x− y|θ + |x− y|) (13)

с некоторым θ > 1, где β > 0 является параметром, удовлетворяющим соотношению

lim
β→∞

β|x− y|θ = 0 (14)

при каждом фиксированном t. Таким образом, если вязкое решение липшицево по простран-
ственным переменным равномерно по t, то для единственности достаточно потребовать вы-
полнение условий (12)–(14).

Теорема 2. Пусть f(t, x, u, ux) ∈ Cσ([0, T ] × Ω × R × R), σ ∈ (0, 1), p(x) ∈ C1([−l, l]).
Пусть выполнены условия (7)–(10), (12)–(14). Тогда для произвольного T > 0, существует
единственное вязкое решение задачи (1)–(3) такое, что u(t, x) является непрерывной по Гёль-
деру по переменной t c показателем 1/2, непрерывной по Липшицу по x и

M1 ⩽ u ⩽M2, ||ux||L∞(ΩT ) ⩽ q1.

Ниже мы приводим пример уравнения, когда условия (12)–(14), гарантирующие единствен-
ность решения, выполнены.

Пример. Рассмотрим (6), предполагая, что p(x) ∈ C1,1([−l, l]). Получим оценки вида (13)
для каждого из трёх членов в (6) отдельно. Для первого члена нам надо надлежащим образом
оценить разность

−(p(y)− 1)|q|p(y)−2Y + (p(x)− 1)|q|p(x)−2X = a2(x, q)X − a2(y, q)Y,

где a2(z, q) = (p(z)−1)|q|p(z)−2. Домножим правую часть неравенства (12) на неотрицательную
матрицу (

a2(x, q) a(x, q)a(y, q)
a(x, q)a(y, q) a2(y, q)

)
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и возьмём след от обеих полученных матриц. Учитывая, что указанные преобразования со-
хранят знак неравенства в (12), получим

a2(x, q)X − a2(y, q)Y ⩽ 3β(a(x, q)− a(y, q))2. (15)

Оценим сначала разность a(x, q)− a(y, q). Представим её в виде

a(x, q)− a(y, q) = a′z(c, q)(x− y),

где c — некоторая промежуточная точка между x и y. Положим a(z, q) = b(z)|q|r(z), где
b(z) =

√
p(z)− 1, r(z) = p(z)−2

2 . Тогда

a′z(c, q) = b′(c)|q|r(c) + b(c)r′(c)|q|r(c) ln |q|.

Следовательно,
a(x, q)− a(y, q) = b(x)|q|r(x) − b(y)|q|r(y) ⩽

|b′(c)| |q|r(c)|x− y|+ |b(c)| |r′(c)| |q|r(c)| ln |q|| |x− y|.
(16)

Положим

b1 = max |b(z)|, b′1 = max |b′(z)|, r′1 = max |r′(z)|, B = max{b1, b′1, r′1}.

Тогда неравенство (16) можно записать в виде

a(x, q)− a(y, q) ⩽ B|q|r(c)|x− y|(1 + | ln |q||). (17)

Заметим, что в (13) надо теперь вместо q подставить β(x − y). Таким образом, для разности
a(x, q)− a(y, q) окончательно имеем

a(x, q)− a(y, q)
∣∣∣
q=β(x−y)

⩽ B

[
β|x− y|

1+r(c)
r(c)

]r(c)
(1 + | lnβ|x− y||). (18)

Из (15), (17), (18) получаем

a2(x, q)X − a2(y, q)Y
∣∣∣
q=β(x−y)

⩽ 3β(a(x, q)− a(y, q))2 ⩽

3βB2

[
β|x− y|

1+r(c)
r(c)

]2r(c)
(1 + | lnβ|x− y||)2.

Внесём β внутрь квадратных скобок и окончательно получим

a2(x, q)X − a2(y, q)Y
∣∣∣
q=β(x−y)

⩽

3B2
[
β|x− y|1+

1
p(c)−1

]p(c)−1
(1 + 2| lnβ|x− y||+ ln2 β|x− y|).

(19)

Отбросив на время в правой части неравенства (19) множитель 3B2, последовательно оценим
каждое из трёх слагаемых его составляющих.

Введём постоянную θ из (14) следующим образом:

1 < θ < min
c∈[−l,l]

(
1 +

1

p(c)− 1

)
. (20)
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Таким образом, мы полагаем, что (14) выполнено с указанным θ. Откуда, в частности, следует,
что при достаточно больших β имеют место соотношения

β|x− y|θ < 1, |x− y| < 1. (21)

Из доказательства упомянутой леммы 1 (см. также [38], теорема 3.2) следует, что достаточно,
чтобы условия (12), (13) выполнялись бы при достаточно большом β. Учитывая этот факт
и (21), первое из слагаемых в (19) можно оценить следующим образом:[

β|x− y|1+
1

p(c)−1

]p(c)−1
=
[
β|x− y|θ+1+ 1

p(c)−1
−θ
]p(c)−1

=

[
β|x− y|θ

]p(c)−1 [
|x− y|1+

1
p(c)−1

−θ
]p(c)−1

⩽[
β|x− y|θ

]p(c)−1
⩽
[
β|x− y|θ

]minc∈[−l,l] p(c)−1
.

Переходим ко второму слагаемому

2
[
β|x− y|1+

1
p(c)−1

]p(c)−1
| lnβ|x− y||.

В силу (14), и, как следствие |x− y| → 0 при β → ∞, | lnβ|x− y|| можно оценить следующим
образом:

| lnβ|x− y|| = | lnβ|x− y|θ|x− y|1−θ| ⩽
C1

(β|x− y|θ)µ1
+

C2

|x− y|µ2

при некоторых достаточно малых µ1 > 0 и µ2 > 0, где C1, C2 — некоторые постоянные. Из
последнего неравенства и (21) вытекает, что

2
[
β|x− y|1+

1
p(c)−1

]p(c)−1
| lnβ|x− y|| ⩽ 2

[
β|x− y|1+

1
p(c)−1

]p(c)−1
(

C1

(β|x− y|θ)µ1
+

C2

|x− y|µ2

)
=

2C1

[
β|x− y|θ+

p(c)−θµ1
p(c)−1−µ1

−θ
]p(c)−1−µ1

+ 2C2

[
β|x− y|θ+

p(c)−µ2
p(c)−1

−θ
]p(c)−1

⩽

2C1

[
β|x− y|θ

]p(c)−1−µ1

+ 2C2

[
β|x− y|θ

]p(c)−1
⩽

max{2C1, 2C2}
[
β|x− y|θ

]minc∈[−l,l] p(c)−1−µ1

,

где мы учитываем, что
p(c)− θµ1
p(c)− 1− µ1

⩾ θ,
p(c)− µ2
p(c)− 1

⩾ θ,

когда θ удовлетворяет (20) и µ2 достаточно мало.
Переходим к оценке третьего члена. Легко видеть, что ln2 β|x − y| может быть оценён

следующим образом:

ln2 β|x− y| ⩽ C2
1

(β|x− y|θ)2µ1
+

C1C2

(β|x− y|θ)µ1 |x− y|µ2
+

C2
2

|x− y|2µ2
.

Откуда, аналогично предыдущим рассуждениям, связанным с оценкой логарифма, получаем,
учитывая малость µ2 и (20), что[

β|x− y|1+
1

p(c)−1

]p(c)−1
ln2 β|x− y| ⩽ max{C2

1 , C
2
2 , 2C1C2}

[
β|x− y|θ

]minc∈[−l,l] p(c)−1−2µ1

.
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Суммируя полученные результаты, мы получаем итоговую оценку

a2(x, q)X − a2(y, q)Y
∣∣∣
q=β(x−y)

⩽ C∗
[
β|x− y|θ

]minc∈[−l,l] p(c)−1−2µ1

,

C∗ = 3B2max{2C1, 2C2, C
2
1 , C

2
2 , 2C1C2}.

(22)

Таким образом, в качестве функции ω в (13) можно взять ω(z) = C∗zminc∈[−l,l] p(c)−1−2µ1 .
Переходим теперь ко второму члену в (6). Согласно (13) нам нужно оценить следующую

разность:
p′(x)q|q|p(x)−2 ln |q| − p′(y)q|q|p(y)−2 ln |q|.

Добавив и отняв p′(y)q|q|p(x)−2 ln |q|, получим

p′(x)q|q|p(x)−2 ln |q| − p′(y)q|q|p(y)−2 ln |q| ⩽

|p′(x)− p′(y)| |q|p(x)−1| ln |q| |+ |p′(y)| | ln |q| |
∣∣∣ |q|p(x)−1 − |q|p(y)−1

∣∣∣ ⩽
Kp|x− y||q|p(x)−1| ln |q| |+ K̃2

p |x− y| |q|p(c)−1 ln2 |q|,
где

|q|p(x)−1 − |q|p(y)−1 = |q|p(c)−1 ln |q|p′(c)(x− y) ⩽ K̃p|q|p(c)−1| ln |q| | |x− y|,
c лежит между x и y, Kp — постоянная Липшица функции p′(z), |p′(z)| ⩽ K̃p. Таким образом,
имеем

p′(x)q|q|p(x)−2 ln |q| − p′(y)q|q|p(y)−2 ln |q|
∣∣∣
q=β(x−y)

⩽

K̂

([
β|x− y|

p(x)
p(x)−1

]p(x)−1

| lnβ|x− y| |+
[
β|x− y|

p(c)
p(c)−1

]p(c)−1

ln2 β|x− y|

)
,

(23)

где K̂ = max{Kp,K
′2
p }. Легко заметить, что (23) имеет такую же структуру как и (19). Исполь-

зуя рассуждения, приведённые для получения неравенства (22) из (19), получаем аналогично

p′(x)q|q|p(x)−2 ln |q| − p′(y)q|q|p(y)−2 ln |q|
∣∣∣
q=β(x−y)

⩽ C∗

[
β|x− y|θ

]minc∈[−l,l] p(c)−1−2µ1

(24)

с некоторой постоянной C∗, порождаемой C∗ и K̂. Таким образом, в качестве функции ω в (13)
можно взять ω(z) = C∗z

minc∈[−l,l] p(c)−1−2µ1 .
Рассмотрим теперь третий член в (6). Положим F (t, x, u, q) = g(x)u|q|s−u. Предположим,

что g(x) непрерывна по Липшицу с постоянной Klip, s > maxz∈[−l,l] p(z) − 1. Покажем, что F
удовлетворяет соотношению типа (22), (24) с теми же самыми θ и ω. Действительно,

F (t, y, u, β(x− y))− F (t, x, u, β(x− y)) ⩽ Klip|u|βs|x− y|s|x− y| ⩽ KlipM
(
β|x− y|

s+1
s

)s
,

где max |u| ⩽M , в предположении существования ограниченного решения. Положим θ = 1+ 1
s .

Легко заметить, что при s > maxc∈[−l,l] p(c) − 1 имеем, что θ удовлетворяет (20). Более того,
так как s > maxc∈[−l,l] p(c)− 1 > minc∈[−l,l] p(c)− 1, то

F (t, y, r, β(x− y))− F (t, x, r, β(x− y)) ⩽ KlipM
(
β|x− y|

s+1
s

)s
⩽

KlipM
(
β|x− y|θ

)minc∈[−l,l] p(c)−1−2µ1

.

Таким образом, мы показали, что построенная нами Φ удовлетворяет условию (13) с
θ = 1 + 1/s и ω(z) = Ĉzminc∈[−l,l] p(c)−1−2µ1 , Ĉ = max{C∗, C∗,KlipM}.
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2. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ
РЕГУЛЯРИЗОВАННОЙ ЗАДАЧИ

В этом параграфе мы получим априорные оценки классического решения регуляризован-
ной задачи. Рассмотрим следующую регуляризацию исходного уравнения в области ΩT :

ut −
(
(uαx + ε)

p(x)−2
α ux

)
x
= f(t, x, u, ux)− u, (25)

где α — постоянная, α = r/m с положительными целыми r и m, r < m и r — чётное число.
Для такого α имеем (zα)

p(x)−2
α = |z|p(x)−2 Перепишем (25) в недивергентном виде

ut − aε(x, ux)uxx = bε(x, ux) + f(t, x, u, ux)− u, (26)

где
aε(x, z) = (zα + ε)

p(x)−2
α

−1((p(x)− 1) zα + ε),

bε(x, z) =
1

α
p′(x)z(zα + ε)

p(x)−2
α ln(zα + ε).

Легко показать, что функция aε(x, z) возрастает по ε. Также можно отметить, что из опреде-
ления aε(x, z) следует, что aε(x, z) = aε(x,−z).

Наша цель — получить равномерные по ε априорные оценки классических решений регу-
ляризованной задачи. Это даст возможность предельным переходом получить вязкое решение,
гладкость которого указана в теоремах 1, 2.

Следующая лемма является простым следствием принципа максимума, применённого к
задаче (26), (2), (3).

Лемма 2. Для любого классического решения задачи (26), (2), (3) верна следующая оцен-
ка:

M1 ⩽ u(t, x) ⩽M2.

Перейдём к получению априорных оценок производной классического решения регуляри-
зованной задачи.

Введём неубывающую, неотрицательную функцию ψ(ρ) ∈ C1(0,+∞) такую, что суще-
ствуют постоянные q0, q1, которые удовлетворяют max{1,K} ⩽ q0 < q1 < +∞, и выполнено

q1∫
q0

ρdρ

ψ(ρ)
=M = max{M2,M2 −M1,−M1}. (27)

Положим

τ(κ) =

q1∫
κ

dρ

ψ(ρ)
,

где параметр κ меняется в пределах [q0, q1], а функция ψ определена в (27). Пусть

τ0 ≡ τ(q0) =

q1∫
q0

dρ

ψ(ρ)
. (28)

Введём функцию h(τ) как решение следующей задачи:

h′′ + ψ(|h′|) = 0, h(0) = 0, h(τ0) =M.

Легко видеть, что

h(τ(κ)) =

q1∫
κ

ρdρ

ψ(ρ)
.

Более того, h(τ(q0)) =M (в силу (27)). Заметим, что h′(τ) ⩾ K для τ ∈ [0, τ0].
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Лемма 3. Пусть выполнены условия (4), (7), (27). Тогда для любого классического реше-
ния задачи (26), (2), (3) справедливы следующие оценки:

|u(t, x)| ⩽ h(l − x) в [0, T ]× {[l − τ0, l] ∩ [−l, l]} ,

|u(t, x)| ⩽ h(x+ l) в [0, T ]× {[−l,−l + τ0] ∩ [−l, l]} .

Доказательство. Начнём с первого неравенства. Введём следующий линейный оператор

L ≡ ∂

∂t
− aε(x, ux)

∂2

∂x2
+ 1.

Тогда
Lu ≡ ut − aε(x, ux)uxx + u = bε(x, ux) + f(t, x, u, ux)

и для ζ = l − x

Lh(ζ) = −aε(x, ux)hxx(ζ) + h(ζ) = −aε(x, ux)h′′(ζ) + h(ζ).

Принимая во внимание, что h(ζ) ⩾ 0, получаем

Lh(ζ) ⩾ aε(x, ux)ψ(h′(ζ)). (29)

Таким образом, для функции
v(t, x) ≡ u(t, x)− h(ζ)

получаем
Lv = Lu− Lh ⩽ bε(x, ux) + f(t, x, u, ux)− aε(x, ux)ψ(h′(ζ)). (30)

С другой стороны,
Lv = Lu− Lh = vt − aε(x, ux)vxx + v. (31)

Следовательно, из (30), (31) мы получаем

vt − aε(x, ux)vxx + v ⩽ bε(x, ux) + f(t, x, u, ux)− aε(x, ux)ψ(h′(ζ)). (32)

Обозначим через

Ωτ0
T = {t ∈ (0, T ), x ∈ (l − τ0, l) ∩ (−l, l)}, Γτ0

T = ∂Ωτ0
T \ {t = T, x ∈ (l − τ0, l) ∩ (−l, l)},

где Γτ0
T — параболическая граница области Ωτ0

T . Предположим, что в некоторой точке
N ∈ Ωτ0

T \ Γτ0
T , функция v(t, x) достигает положительного максимума. В этой точке имеем

u > 0, vt ⩾ 0, vx = 0, откуда следует ux = −h′ и Lv
∣∣∣
N
> 0. В то же время, в точке N мы

имеем
vt − aε(x, ux)vxx + v

∣∣∣
N

⩽ bε(x,−h′) + f(t, x, u,−h′)− aε(x,−h′)ψ(h′(ζ))
∣∣∣
N
. (33)

Так как p(x) ∈ C1([−l, l]) и h′ ⩾ 1, то ∣∣bε(x,−h′)
∣∣ ∣∣∣

N
=

1

α
|p′(x)| h′((−h′)α + ε)

p(x)−2
α ln((−h′)α + ε)

∣∣∣
N

⩽
1

α
|p′(x)| h′((−h′)α + ε)

p(x)−2
α

+1
∣∣∣
N
.

(34)

Можно заметить, что для любого µ > 0 функция ψ(h′(ζ)) = µh′2(ζ) удовлетворяет (27) с
определёнными q0, q1. Из представления функции aε(x, z), взяв указанное ψ, легко получить,
что для выполнения неравенства∣∣bε(x,−h′)

∣∣ ∣∣∣
N

⩽ aε(x,−h′)ψ(h′(ζ))
∣∣∣
N

(35)
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достаточно чтобы имело место неравенство (напомним, что (−h′)α = (h′)α)

1

α
|p′(x)|((h′)α + ε)

∣∣∣
N

⩽ µh′
∣∣∣
N
.

Что очевидно имеет место при 1
α max|x|⩽l |p′(x)| < µ и достаточно малых ε. Таким образом,

из (7), (34) и (35) вытекает

vt − aε(x, ux)vxx + v
∣∣∣
N

⩽ bε(x,−h′) + f(t, x, u,−h′)− aε(x,−h′)ψ(h′(ζ))
∣∣∣
N

⩽ 0, (36)

что противоречит тому, что v достигает положительного максимума внутри области.
Рассмотрим v на параболической границе Γτ0

T . Если τ0 ⩾ 2l, тогда Γτ0
T = ΓT — параболи-

ческая граница области (0, T )× (−l, l), и получаем
1. при x = l, t ∈ [0, T ]: v = 0;
2. при x = −l, t ∈ [0, T ]: v = −h(2l) ⩽ 0;
3. при t = 0, x ∈ [−l, l]:

v = u0(x)− h(l − x) = u0(x)− u0(l)− (h(l − x)− h(0)) ⩽ (K − h′(ξ))(l − x) ⩽ 0.

Если же τ0 < 2l, тогда Γτ0
T состоит из двух частей: Γτ0

1T и Γτ0
2T , где Γτ0

1T ⊂ ΓT и
Γτ0
2T = [0, T ]× {x = l − τ0} ∈ ΩT . Учитывая, что h(τ0) = M , получаем на новой части грани-

цы
4. x = l − τ0, t ∈ [0, T ]: v = u(t, x)− h(τ0) = u(t, x)−M ⩽ 0.
В итоге,

v(t, x) ⩽ 0 или u(t, x) ⩽ h(l − x) в [0, T ]× [l − τ0, l] ∩ [−l, l].

Перейдём к получению оценки снизу. Введём функцию w(t, x) ≡ u(t, x) + h(ζ). Подоб-
но (29)–(36) можно получить

wt − aε(x, ux)wxx + w ⩾ bε(x, ux) + f(t, x, u, ux) + aε(x, ux)ψ(h′(ζ)). (37)

Предположим, что в некоторой точке N1 ∈ Ωτ0
T \Γτ0

T функция w достигает отрицательного
минимума. Тогда в N1 имеем u < 0, wt ⩽ 0, wx = 0, откуда следует ux = h′ и Lw

∣∣∣
N1

< 0. С

другой стороны, используя (7), (34), (35), которые также имеют место при замене −h′ на h′,
из (37) получаем

wt − aε(x, ux)wxx + w
∣∣∣
N1

⩾ 0.

Это противоречит предположению о том, что w(t, x) достигает отрицательного минимума в
точке N1. Как и при получении оценки сверху, если τ0 ⩾ 2l, мы получаем

5. при x = l, t ∈ [0, T ]: w = 0;
6. при x = −l, t ∈ [0, T ]: w = h(2l) ⩾ 0;
7. при t = 0, x ∈ [−l, l]:

w = u0(x) + h(l − x) = u0(x)− u0(l) + (h(l − x)− h(0)) ⩾ (−K + h′(ξ))(l − x) ⩾ 0.

Если же τ0 < 2l, то на новой части границы
8. x = l − τ0, t ∈ [0, T ]: w = u(t, x) + h(τ0) = u(t, x) +M ⩾ 0.
Значит

w(t, x) ⩾ 0 или u(t, x) ⩾ −h(l − x) в [0, T ]× [l − τ0, l] ∩ [−l, l].
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Отсюда мы заключаем, что

|u(t, x)| ⩽ h(l − x) в [0, T ]× [l − τ0, l] ∩ [−l, l].

Введём теперь функции v1(t, x) = u(t, x)−h(η), w1(t, x) = u(t, x)+h(η), где η = l+x. Действуя
аналогично, получаем

|u(t, x)| ⩽ h(l + x) в [0, T ]× [−l,−l + τ0] ∩ [−l, l].

Лемма доказана. □

Лемма 4. Предположим, что все условия леммы 3 выполнены. Потребуем дополнитель-
но выполнение (8)–(10). Тогда для любого классического решения задачи (26), (2), (3) имеет
место следующая оценка:

|ux(t, x)| ⩽ h′(0) = q1.

Доказательство. Рассмотрим уравнения

ut(t, x)− aε(x, ux(t, x))uxx(t, x) = bε(x, ux(t, x)) + f(t, x, u(t, x), ux(t, x))− u(t, x), (38)

ut(t, y)− aε(y, uy(t, y))uyy(t, y) = bε(y, uy(t, y)) + f(t, y, u(t, y), uy(t, y))− u(t, y), (39)

где x, y ∈ (−l, l). Вычитая уравнение (39) из (38), для

v(t, x, y) ≡ u(t, x)− u(t, y)

получаем следующее соотношение:

Lv ≡ vt − aε(x, ux(t, x))vxx − aε(y, uy(t, y))vyy + v =

bε(x, ux(t, x))− bε(y, uy(t, y)) + f(t, x, u(t, x), ux(t, x))− f(t, y, u(t, y), uy(t, y)).
(40)

Рассмотрим (40) в области

PT (τ0) = {(t, x, y) : t ∈ (0, T ); x, y ∈ (−l, l), 0 < x− y < τ0}.

Обозначим через ΓT (τ0) параболическую границу области PT (τ0):

ΓT (τ0) = ∂PT (τ0) \ {(T, x, y) : x, y ∈ (−l, l), 0 < x− y < τ0}.

Пусть τ0 < 2l. Положим
w(t, x, y) = v(t, x, y)− h(x− y).

Для w из равенства (40) мы получаем следующее уравнение

wt − aε(x, ux(t, x))wxx − aε(y, uy(t, y))wyy + w =

bε(x, ux(t, x))− bε(y, uy(t, y)) + f(t, x, u(t, x), ux(t, x))− f(t, y, u(t, y), uy(t, y))+

(aε(x, ux(t, x)) + aε(y, uy(t, y)))h′′ − h,

(41)

так как
Lh = −(aε(x, ux(t, x)) + aε(y, uy(t, y)))h′′ + h.

Предположим, что в некоторой точке S ∈ P T (τ0)\ΓT (τ0) функция w достигает положительного
максимума. С одной стороны, мы имеем

wt − aε(x, ux(t, x))wxx − aε(y, uy(t, y))wyy + w
∣∣∣
S
> 0, (42)
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с другой же стороны в этой точке имеют место следующие соотношения:

ux(t, x) = uy(t, y) = h′, u(t, x)− u(t, y) ⩾ h(x− y).

Из (41), используя (34), (35), равенство h′′ + ψ(|h′|) = 0 и выбор функции ψ, мы получаем

wt − aε(x, ux(t, x))wxx − aε(y, uy(t, y))wyy + w
∣∣∣
S
⩽

f(t, x, u(t, x), h′)− f(t, y, u(t, y), h′)
∣∣∣
S
.

(43)

Чтобы получить противоречие с неравенством (42), необходимо показать, что

f(t, x, u(t, x), h′)− f(t, y, u(t, y), h′)
∣∣∣
S
⩽ 0. (44)

Положим S = (t0, x0, y0). Представим (44) в следующем виде:

f(t0, x0, u(t0, x0), h′(x0 − y0))− f(t0, y0, u(t0, y0), h′(x0 − y0)) =[
f(t0, x0, u(t0, x0), h′(x0 − y0))− f(t0, y0, u(t0, x0), h′(x0 − y0))

]
+[

f(t0, y0, u(t0, x0), h′(x0 − y0))− f(t0, y0, u(t0, y0), h′(x0 − y0))
]
.

(45)

Используя (8), (9), из (45) получим

f(t0, x0, u(t0, x0), h′(x0 − y0))− f(t0, y0, u(t0, y0), h′(x0 − y0)) ⩽[
K1

(
t0, x0, y0, u(t0, x0), h′(x0 − y0)

)
(x0 − y0)−

γ
(
t0, x0, u(t0, x0), u(t0, y0), h′(x0 − y0)

)
(u(x0)− u(y0))

]
.

(46)

В точке максимума

u(t0, x0)− u(t0, y0) > h(x0 − y0) = h(x0 − y0)− h(0) = h′(ξ)(x0 − y0), (47)

где ξ ∈ (0, x0 − y0). Функция h′ удовлетворяет неравенству q0 ⩽ h′ ⩽ q1. Исполь-
зуя (9), (10), (47), неравенство (46) можно переписать в виде (ниже, для удобства, мы опустим
аргументы у K1 и γ)

f(t0, x0, u(t0, x0), h′(x0 − y0))− f(t0, y0, u(t0, y0), h′(x0 − y0)) ⩽
[
K1 − γh′(ξ)

]
(x0 − y0) ⩽[

γCh′ν(x0 − y0)− γh′(ξ)
]
(x0 − y0) ⩽ γ [C qν1 − q0] (x0 − y0) ⩽ 0

(48)

при условии, что
C qν1 − q0 ⩽ 0. (49)

Заметим, что из (27) и выбора функции ψ вытекает, что при ν < 1 и любом C можно подо-
брать достаточно большое q0 так, чтобы (49) имело место. Действительно, из (27) вытекает
q1 = eµMq0. Откуда получаем, что (49) имеет место при q0 ⩾

(
CeµMν

) 1
1−ν . Таким образом,

L̃W
∣∣∣
Q0

< 0, что противоречит (42). Следовательно, w не может достигать положительного

максимума внутри PT (τ0).
Рассмотрим ΓT (τ0). Из леммы 3 следует, что
1. при y = −l, x ∈ [−l,−l + τ0], t ∈ [0, T ]

w = u(t, x)− h(x+ l) ⩽ 0;
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2. при x = l, y ∈ [l − τ0, l], t ∈ [0, T ]

w = −u(t, y)− h(l − y) ⩽ 0;

3. при x = y ∈ [−l, l], t ∈ [0, T ] имеем w = 0, и при x− y = τ0 таких, что x, y ∈ [−l, l]

w = u(t, x)− u(t, y)− h(τ0) ⩽ 0,

используя (27) и параметрическое представление функции h;
4. при t = 0, x, y ∈ [−l, l], получаем

w = u0(x)− u0(y)− h(x− y) ⩽ 0,

где последнее неравенство является следствием (4) и того, что h′ ⩾ q0 ⩾ K.
Таким образом, мы заключаем, что w ⩽ 0 в P T (τ0) и, как следствие,

u(t, x)− u(t, y) ⩽ h(x− y) в P T (τ0).

Аналогичный результат легко получить подобным же образом и в случае τ0 ⩾ 2l. В этом
случае P T (τ0) и ΓT (τ0) примут вид

PT (τ0) = {(t, x, y) : t ∈ (0, T ); x, y ∈ (−l, l), 0 < x− y},

ΓT (τ0) = ∂PT (τ0) \ {(T, x, y) : x, y ∈ (−l, l), 0 < x− y}.

Определим теперь функцию
v1 = u(t, y)− u(t, x).

Вычитая теперь (38) из (39), аналогично (40), получаем

v1t − aε(x, ux(t, x))v1xx − aε(y, uy(t, y))v1yy + v1 =

bε(y, uy(t, y))− bε(x, ux(t, x)) + f(t, y, u(t, y), uy(t, y))− f(t, x, u(t, x), ux(t, x)).
(50)

Пусть τ0 < 2l. Рассмотрим (50) в области PT (τ0) и введём функцию

w1 = u(t, y)− u(t, x)− h(x− y).

Подобно (41), используя неотрицательность функции h, получим

w1t − aε(x, ux(t, x))w1xx − aε(y, uyt, y))w1yy + w1 ⩽

bε(y, uy(t, y))− bε(x, ux(t, x)) + f(t, y, u(t, y), uy(t, y))− f(t, x, u(t, x), ux(t, x))+

(aε(x, ux(t, x)) + aε(y, uy(t, y))h′′.

Предположим, что в некоторой точке S1 ∈ P T (τ0)\ΓT (τ0) функция w1 достигает положитель-
ного максимума. В этой точке w1y = w1x = 0 или

ux(t, x) = uy(t, y) = −h′, u(t, y)− u(t, x) ⩾ h(x− y),

w1t − aε(x, ux(t, x))w1xx − aε(y, uy(t, y))w1yy + w1 > 0.
(51)

Используя (34), (35), равенство h′′+ψ(|h′|) = 0 и выбор функции ψ, аналогично (43), получаем

w1t − aε(x, ux(t, x))w1xx − aε(y, uy(t, y))w1yy + w1

∣∣∣
S1

⩽
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−f(t, x, u(t, x), h′) + f(t, y, u(t, y), h′)
∣∣∣
S
.

Действуя так же, как в (44)–(49), получаем, что

w1t − aε(x, ux(t, x))w1xx − aε(y, uy(t, y))w1yy + w1

∣∣∣
S1

⩽ 0,

что противоречит (51). Следовательно, w1 не может достигать положительного максимума
внутри PT (τ0). Подобно предыдущим рассмотрениям можно показать, что w1(t, x, y) ⩽ 0 на
ΓT (τ0).

Таким образом, мы приходим к выводу, что w1 ⩽ 0 в P T (τ0) и, следовательно,

|u(t, x)− u(t, y)| ⩽ h(x− y) в P T (τ0).

Аналогично рассматривается случай τ0 ⩾ 2l.
Для случая x < y, в силу симметрии переменных x и y, можно в точности применить все

предыдущие рассуждения. В итоге получаем, что при

x, y ∈ [−l, l], |x− y| ⩽ τ0, t ∈ [0, T ]

имеет место неравенство
|u(t, x)− u(t, y)| ⩽ h(|x− y|),

из которого вытекает требуемая оценка. Лемма доказана. □

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ СУЩЕСТВОВАНИЯ И
ЕДИНСТВЕННОСТИ

Существование глобального классического решения задачи (26), (2), (3) вытекает из по-
лученных в предыдущем параграфе априорных оценок [39]. Пусть {εk} монотонная последо-
вательность положительных чисел, стремящаяся к нулю при k → ∞. Получим вязкое решение
задачи (1)–(3) как предел классических решений uεk задачи (26), (2), (3) при k → ∞. Но преж-
де сформулируем лемму, которая является классическим результатом теории параболических
уравнений [40] (см. также [41]).

Лемма 5. Для любого классического решения задачи (26), (2), (3) выполняется следую-
щее неравенство:

|uεk(t+ h, x)− uεk(t, x)| ⩽ Ch
1
2 , 0 < h < 1, t, t+ h ∈ [0, T ],

где постоянная C зависит от M1, M2, K, K1, γ, max |bε(x, ux)+f(t, x, u, ux)−u|, где максимум
берётся по множеству Ω̄T × [M1,M2]× q, где q0 ⩽ |q| ⩽ q1.

Заметим, что равномерная непрерывность по Гёльдеру классических решений задачи (26),
(2), (3) нам необходима для доказательства их равномерной сходимости при доказательстве
существования вязкого решения исходной задачи.

Доказательство теоремы 1. Для упрощения обозначений мы опустим индекс k и будем
писать ε и ε → 0. Как известно [18], гладкая функция является вязким решением уравнения
тогда и только тогда, когда она удовлетворяет ему в классическом смысле. Таким образом,
классическое решение uε регуляризованной задачи (26), (2), (3) является также и вязким
решением той же самой задачи. Напомним, что функция Φ определена в (6):

Φ(t, x, u, q,X) = (p(x)− 1)|q|p(x)−2X + p′(x)q|q|p(x)−2 ln |q|+ f(t, x, u, q)− u.
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Обозначим через

Φε(t, x, u, q,X) = (|q|α + ε)
p(x)−2

α
−1((p(x)− 1)qα + ε)X+

1

α
p′(x)q(qα + ε)

p(x)−2
α ln(qα + ε) + f(t, x, u, q)− u,

где (q,X) ∈ R×R. Одним из стандартных свойств вязких решений является следующее утвер-
ждение [18] (в нашем случае n = 1).

Лемма 6 (Свойство устойчивости). Пусть

Φε(t, x, u, p,X) : G = ΩT × R× Rn × Sn 7→ R

непрерывна на G, где Sn — пространство симметричных n× n матриц, и uε непрерывна на
ΩT . Пусть uε — вязкое решение уравнения

ut − Φε(t, x, u,∇u,∇2u) = 0 в ΩT при 0 < ε ⩽ ε0,

Φε(t, x, r, p,X) → Φ(t, x, r, p,X) равномерно на компактных подмножествах G, а uε → u рав-
номерно на компактных подмножествах ΩT при ε→ 0. Тогда u является вязким решением
уравнения

ut − Φ(t, x, u,∇u,∇2u) = 0 в ΩT .

Из лемм 3, 5 мы получаем существование непрерывной функции u(t, x) такой, что uε → u
равномерно на компактных подмножествах ΩT . Покажем, что на каждом компактном подмно-
жестве G функция Φε сходится равномерно к Φ. Действительно, положим

Φ1ε(t, x, r, q,X) = (|q|α + ε)
p(x)−2

α
−1((p(x)− 1)qα + ε)X +

1

α
p′(x)q(qα + ε)

p(x)−2
α ln(qα + ε),

Φ1(t, x, r, q,X) = (p(x)− 1)|q|p(x)−2X + p′(x)q|q|p(x)−2 ln |q|.

Сходимость Φε → Φ очевидно эквивалентна сходимости Φ1ε → Φ1. Легко видеть, что Φ1ε → Φ1

на каждом компактном подмножестве G при ε → 0. Для того, чтобы доказать равномерную
сходимость Φ1ε → Φ1, покажем, что имеют место следующие равномерные сходимости:

(|q|α + ε)
p(x)−2

α
−1((p(x)− 1)qα + ε)X ⇒ (p(x)− 1)|q|p(x)−2X, (52)

(qα + ε)
p(x)−2

α ln(qα + ε)
1
α ⇒ |q|p(x)−2 ln |q| (53)

на произвольных компактах по переменным (x, q,X).
Заметим, что Φ1ε и Φ1 — непрерывные функции. Равномерная сходимость в (52) вытекает

из того, что aε(x, q) является монотонной по ε. Для того, чтобы показать (53), рассмотрим
разность

(qα + ε)
p(x)−2

α ln(qα + ε)
1
α − |q|p(x)−2 ln |q|

и покажем, что она равномерно стремится к нулю. Для этого запишем её в виде

(qα + ε)
p(x)−2

α ln(qα + ε)
1
α − |q|p(x)−2 ln |q| =

(qα + ε)
p(x)−2

α

[
ln(qα + ε)

1
α − ln |q|

]
+
[
(qα + ε)

p(x)−2
α − |q|p(x)−2

]
ln |q|.

Положим для удобства

Aε = (qα + ε)
p(x)−2

α

[
ln(qα + ε)

1
α − ln |q|

]
, Bε =

[
(qα + ε)

p(x)−2
α − |q|p(x)−2

]
ln |q|.
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Легко заметить, что функция Aε является монотонной функцией по ε при любых фиксирован-
ных (x, q), следовательно, Aε ⇒ 0. Что касается Bε, то она является монотонной при любых
фиксированных (x, q), |q| < 1 и (x, q), |q| ⩾ 1. Следовательно, и Bε ⇒ 0.

Принимая во внимание свойство устойчивости вязких решений, начально-краевые усло-
вия (2), (3), заключаем, что u = limε→0 uε является вязким решением задачи (1)–(3). Из равно-
мерных по ε оценок, полученных в леммах 3 и 5, вытекает, что построенное решение является
непрерывным по Гёльдеру по времени с показателем 1

2 и непрерывным по Липшицу по про-
странственной переменной в ΩT . Теорема 1 доказана. □

Условия (12)–(14) гарантируют выполнение теоремы сравнения для вязких суб- и супер-
решений задачи (1)–(3), указанной в теореме 2 гладкости (см. [18], гл.8, теорема 8.2). Следо-
вательно, при выполнении указанных условий полученное решение является единственным.
Теорема 2 доказана.

Замечание (о полной липшицевости вязких решений). Рассмотрим уравнение (1)
в случае, когда f не зависит от t:

ut − (|ux|p(x)−2ux)x = f(x, u, ux)− u в ΩT = (0, T )× (−l, l). (54)

Для того, чтобы доказать липшицевость по переменной t необходимо доказать соответствую-
щие априорные оценки классического решения регуляризованной задачи [36]. Для этого до-
статочно потребовать, чтобы выполнялось

max
|x|<l

(
|u0x|p(x)−2u0x)x

∣∣∣ <∞, (55)

а также условие
f(x, u2, q)− f(x, u1, q)− u2 + u1 ⩽ 0, u2 > u1,

которое в нашем случае имеет место при выполнении (9). Следующие теоремы является пря-
мым следствием результата статьи [36].

Теорема 3. Пусть в дополнении к условиям теоремы 1 выполнено условие (55). Тогда
для произвольного T > 0, существует вязкое непрерывное по Липшицу решение u(t, x) задачи
(54), (2), (3) и

M1 ⩽ u ⩽M2, ||ux||L∞(ΩT ) ⩽ q1.

Теорема 4. Пусть в дополнении к условиям теоремы 2 выполнено условие (55). Тогда
для произвольного T > 0, существует единственное вязкое непрерывное по Липшицу решение
u(t, x) задачи (54), (2), (3) и

M1 ⩽ u ⩽M2, ||ux||L∞(ΩT ) ⩽ q1.
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