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В работе выполнено численное моделирование сигналов индукционного каротажа в необ-
саженной скважине векторным методом конечных элементов. Электромагнитное поле в
проводящей среде возбуждается катушкой с переменным током при перемещении всего
зонда вдоль ствола скважины. Измеряется наведённая в двух приёмных катушках ЭДС.
Исследуется зависимость наведённых ЭДС от электропроводности продуктивных пластов.
Удельная электропроводность пород-коллекторов нефти описывается либо диагональным
тензором с преобладанием диагональных элементов σxx и σyy, либо как плотный тензор,
полученный из диагонального путём его поворота на заданный зенитный угол. Числен-
ное моделирование выполняется векторным методом конечных элементов на тетраэдраль-
ном согласованном адаптивном разбиении, учитывающем конструкцию трёхкатушечного
зонда, вертикальную скважину и слоисто-анизотропную внешнюю среду. Удельная элек-
тропроводность пластов вводится в вариационную постановку как тензор второго ран-
га, который описывает их анизотропию. По измеренной в приёмных-катушках ЭДС для
различных положений зонда построены зависимости кажущейся электропроводности от
глубины. Проанализирована чувствительность сигналов индукционного каротажа к пара-
метрам анизотропии удельной электропроводности в нефтегазоносном коллекторе.

Ключевые слова: система уравнений Максвелла, анизотропия, векторный метод конеч-
ных элементов, кажущаяся удельная электропроводность.
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ВВЕДЕНИЕ

Трёхмерное численное моделирование на основе векторного метода конечных элементов
является широко известным инструментом для решения прямых задач электромагнетизма в
расчётных областях со сложной внутренней геометрией и контрастными электрофизически-
ми свойствами. Система уравнений Максвелла лежит в основе математических моделей для
индукционного каротажа (ИК) [1–4] (уравнение Гельмгольца с комплексозначным квадратом
волнового числа). ИК в скважинах обычно применяют для выделения нефтегазоносных и
водонасыщенных пластов [4].

Методы прямого численного моделирования широко применяются в геоэлектромагнетиз-
ме для теоретической верификации данных измерений и проверки гипотез, а также как один
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из этапов инверсии при интерпретации измеренных сигналов, полученных электромагнитны-
ми методами. При инверсии наиболее важным является точность и скорость решения прямой
задачи. В геофизических приложениях для решения задач геоэлектромагнетизма обычно при-
меняются конечно-разностные [5,6] или конечно-элементные реализации [7,8], с присущими им
преимуществами и недостатками. Для инверсии обычно используются решения прямых задач
в одномерных или двумерных моделях в классе слоистых сред [9–12]. Моделирование с по-
мощью интегральных уравнений и разностных схем в трёхмерном пространстве с наклонной
скважиной и сложным распределением электрофизических свойств в толще пласта показа-
но в [13, 14]. Аналитический подход к инверсии данных индукционного каротажа приведён
в [15,16].

В ряде случаев исследователи сталкиваются с задачей описания и учёта анизотропно-
комплексной удельной электропроводности (УЭП) горных пород [8,13–15,17]. К ним относятся
трещиноватые карбонатные коллекторы [8] и песчано-глинистые отложения [17]. В работе [8]
приведены результаты инверсии данных каротажа и восстанавливаются значения диагональ-
ных элементов тензора УЭП, а также зенитный угол наклона его главных осей. В [18] показано
влияние анизотропного наклонного пласта на наведённые в измерительной системе сигналы
при выполнении расчётов скалярным методом конечных элементов относительно неизвестных
компонент магнитного поля при возбуждении его магнитным дипольным источником.

В работе моделируются диаграммы ИК для трёхкатушечного зонда в необсаженной вер-
тикальной скважине, вскрывшей контрастный по УЭП пласт-коллектор с выраженной анизо-
тропией. Изучено влияние УЭП продуктивного пласта на наведённые в приёмных катушках
зонда ЭДС. Реализовано решение прямой задачи ИК векторным методом конечных элементов
на тетраэдральном согласованном разбиении на характерной частоте (70 кГц) в естественных
переменных электромагнитного поля. Предлагаемый в работе алгоритм моделирования напря-
жённости электрического поля E позволяет учесть конечные размеры трёхкатушечного зонда
и анизотропию УЭП отдельных пластов в области моделирования.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Электрическое поле, возбуждаемое в ИК, подчиняется уравнению Гельмгольца

∇× µ−1∇×E+ k2E = −iωJ, (1)

где E — комплексная векторная величина напряжённости электрического поля [В/м],
µ = µrµ0 — магнитная проницаемость среды [Гн/м], µ0 = 4π · 10−7 [Гн/м], µr — относи-
тельная магнитная проницаемость, ε = εrε0 — диэлектрическая проницаемость среды [Ф/м],
ε0 = 8, 85 ·10−12 [Ф/м], εr — относительная диэлектрическая проницаемость, σ̂ — тензор удель-
ной электропроводности среды [См/м], k2 = iωσ̂−ω2ε, f — частота источника [Гц], ω = 2πf —
циклическая частота [Гц], J — плотность тока в источнике [А/м2], Ω — трёхмерная расчётная
область [м3] с внешней границей ∂Ω [м2] (рис. 1).

На границах расчётной области заданы однородные электрические краевые условия, со-
ответствующие условиям «большого бака»

n×E |∂Ω= 0, (2)

где n — внешняя единичная нормаль к границе ∂Ω.

2. ВАРИАЦИОННАЯ ФОРМУЛИРОВКА

В работе приведены результаты вычисления наведённых в приёмных катушках ЭДС при
перемещении трёхкатушечного зонда вдоль ствола скважины. Для этого последовательно ре-
шается серия прямых задач (1)–(2) с вариацией внутренних размеров области Ω в соответствии
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с изменением положения зонда. Численное решение реализуется векторным методом конечных
элементов [19]. Для построения вариационной формулировки необходимо ввести гильбертово
пространство векторных комплекснозначных функций

H0(rot,Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∇× u ∈ L2(Ω),n× u |∂Ω= 0}, (3)

где L2(Ω) — гильбертово пространство векторных функций, интегрируемых с квадратом.
В пространстве (3) вводятся норма и скалярное произведение, имеющие соответственно

вид

||u||2 =
∫
Ω
u · u∗dΩ+

∫
Ω
∇× u · ∇ × u∗dΩ,

(u,v) =

∫
Ω
u · v∗dΩ+

∫
Ω
∇× u · ∇ × v∗dΩ.

Тогда вариационная формулировка записывается следующим образом [19]: для J ∈ L2(Ω)
найти E ∈ H0(rot,Ω) такое, что ∀ v ∈ H0(rot,Ω) выполняется∫

Ω
µ−1∇×E · ∇ × vdΩ+

∫
Ω
k2E · vdΩ = −iω

∫
Ω
J · vdΩ. (4)

Плотность тока J вычисляется по формуле

J =
I

S
· τ ,

где I — сила тока в источнике [A], S — площадь сечения контура петли [м2], τ — единичный
вектор направления течения тока в источнике. Вычисляя интеграл в правой части (4) по
объёму источника получим∫

Ω
µ−1∇×E · ∇ × vdΩ+

∫
Ω
k2E · vdΩ = −iω

∫
L
Iτ · vdL,

где L — контур генераторной петли.

3. ДИСКРЕТНАЯ ВАРИАЦИОННАЯ ФОРМУЛИРОВКА

Для расчётной области Ω строится согласованное сеточное тетраэдральное разбиение Th,
учитывающее зонд с генераторной и приёмными катушками, скважину и слоистую структу-
ру геологической среды. Вводится конечномерное подпространство Hh

0 (rot,Ω) ⊂ H0(rot,Ω).
Дискретная вариационная формулировка принимает следующий вид: для J ∈ L2(Ω) найти
Eh ∈ Hh

0 (rot,Ω) такое, что ∀ vh ∈ Hh
0 (rot,Ω) выполняется∫

Ω
µ−1∇×Eh · ∇ × vhdΩ+

∫
Ω
k2Eh · vhdΩ = −iω

∫
L
Iτ · vhdL. (5)

В качестве базисных функций вводится полный векторный базис Вебба первого поряд-
ка [20]. Для обеспечения выполнения условия непрерывности при аппроксимации тока в ка-
тушке зонда используются базисные функции Вебба первого неполного порядка. Анизотропия
среды описывается тензором удельной электропроводности σ̂ и учитывается на уровне дис-
кретной вариационной постановки (5) в соответствии с предложенным и реализованным в [7]
алгоритмом.

В общем случае тензор удельной электропроводности имеет вид

σ̂ =

σxx σxy σxz
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz


и является симметричным положительно-определённым тензором, все элементы которого
больше либо равны 0.
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4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Расчётная область Ω = Ω1 ∪Ω2 ∪Ω3 ∪Ω4 =[6 м × 6 м × 6 м]. Здесь Ω1 — вмещающая сре-
да; Ω2 — необсаженная скважина диаметром 0.216 м, заполненная буровым раствором; Ω3 —
продуктивный пласт-коллектор, глубина залегания которого от 1.3 до 1.8 м (рис. 1(a)); Ω4 —
корпус зонда. Генераторная катушка обозначена S, её диаметр — 0.1 м; приёмные катушки —
R1 и R2, диаметр приёмных катушек — 0.1 м. Генераторная и приёмные катушки соосные, их
центры находятся на оси скважины. Приёмник R1 расположен в 1 м от генераторной катушки
S и состоит из n1=20 витков, R2 — в 0.8 м от генераторной катушки S и состоит из n2 = 10
витков (рис. 1(b)). Основные электрофизические характеристики отдельных подобластей рас-
чётной области приведены в таблице 1. Частота возбуждения поля f = 70 кГц. Сила тока
1 А.

Рис. 1. (a) расчётная область: 1 — вмещающая среда Ω1, 2 — необсаженная скважина Ω2,
3 - пласт Ω3, 4 — зонд; (b) трёхкатушечный зонд: 5 — генераторная катушка S, 6 — вторая

приёмная катушка R2, 7 — первая приёмная катушка R1, 8 — 0.8 м, 9 — 1.0 м

Т аб л и ц а 1

Электрофизические характеристики среды

Область εr µr σ[См/м]
Буровой раствор 1 1 0.5

Вмещающая среда 1 1 0.1
Корпус зонда 1 1 10−6

Продуктивный пласт 1 1 См. таблицу 2

Вариации тензорной удельной электропроводности σ̂ продуктивного пласта Ω3 приведены
в таблице 2.

Рассмотрены три различных исходных диагональных тензора: 1) диагональные элементы
σxx = σyy в 10 раз превосходят σzz; 2)σxx = σyy в 20 раз превосходят σzz; 3) σxx = σyy в 5 раз
превосходят σzz. Приведённые диагональные тензоры поворачиваются на зенитный угол Θ в
30◦, 45◦ и 60◦ относительно оси OX.

ЭДС в приёмниках R1 и R2 вычисляется в соответствии со следующей формулой:

ξ(j) = nj ·
∮
Rj

E · dl, j = 1, 2. (6)
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Т аб л и ц а 2

Удельная электропроводность σ̂ в зависимости от зенитного угла Θ

№ σ̂[См/м] Зенитный угол Θ, ◦ σ̂[См/м]

1

0.20 0 0
0 0.20 0
0 0 0.01


30◦

0.20 0 0
0 0.15 0.082
0 0.082 0.057


45◦

0.20 0 0
0 0.105 0.095
0 0.095 0.105


60◦

0.20 0 0
0 0.57 0.082
0 0.082 0.152



2

0.10 0 0
0 0.10 0
0 0 0.01


30◦

0.10 0 0
0 0.077 0.039
0 0.039 0.032


45◦

0.10 0 0
0 0.055 0.045
0 0.045 0.055


60◦

0.10 0 0
0 0.032 0.039
0 0.039 0.077



3

0.05 0 0
0 0.05 0
0 0 0.01


30◦

0.05 0 0
0 0.04 0.017
0 0.017 0.02


45◦

0.05 0 0
0 0.03 0.02
0 0.02 0.03


60◦

0.05 0 0
0 0.02 0.017
0 0.017 0.04



Кажущаяся удельная электропроводность σ̃ определяется двумя методами: приближен-
но — по отношению разностей ЭДС в приёмных катушках (7), и более точно — через решение
обратной задачи (8) относительно кажущейся электропроводности σ̃.

σ̃ =
ξ(1) − ξ(2)

ξ
(1)
0 − ξ

(2)
0

, (7)

где ξ
(1)
0 и ξ

(2)
0 — наведённые в приёмных катушках ЭДС, вычисленные по формуле (6) в одно-

родной среде с удельной электропроводностью 1 См/м.

ξ(1)(σ̃)− ξ(2)(σ̃) = ξ(1) − ξ(2), (8)

где ξ(1)(σ̃) и ξ(2)(σ̃) — наведённые в приёмных катушках ЭДС, вычисленные по формуле (6) в
однородной среде с удельной электропроводностью (σ̃).

На рис. 2–5 приведены диаграммы кажущейся электропроводности для различных тензо-
ров УЭП (таблица 2) относительно координаты точки z = (z1 + z2)/2, средней между приём-
ными катушками, где z1 — z-координата первой приёмной катушки, z2 — z-координата второй
приёмной катушки.

Реальная составляющая кажущейся электропроводности (рис. 2), вычисленной по фор-
муле (7) для пласта с σ = 0.1 См/м, остаётся постоянной при всех положениях зонда и от-
личается от электропроводности пласта примерно на 10% за счёт влияния более проводящей
буровой жидкости. При этом абсолютная и относительная среднеквадратические погрешно-
сти составляют 0.011 См/м и 11% соответственно. Реальная составляющая кажущейся УЭП,
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Рис. 2. Кажущаяся электропроводность для изотропной среды (УЭП пласта 0.1 См/м).
1 — вычисленная по приближенной формуле (7); 2 — вычисленная по точной формуле (8)

вычисленная как решение обратной задачи (8), совпадает с определённой по (7) (рис. 2), но аб-
солютная и относительная среднеквадратические погрешности при решении обратной задачи
составляют 0.001 См/м и 1% соответственно. Следовательно, оба метода можно использовать
для определения значения кажущейся УЭП, но вычисление кажущейся электропроводности
решением обратной задачи (8) даёт более точный результат. Далее будем приводить только
кажущуюся электропроводность, вычисленную решением обратной задачи (8).

Реальная составляющая кажущейся УЭП для анизотропного пласта (тензор № 1) прак-
тически постоянна при всех положениях зонда и достигает своего максимума 0.145 См/м в его
середине (рис. 3). Максимальное отклонение кажущейся УЭП от трансверсально-изотропной
среды наблюдается при повороте главных осей тензора на 60◦. Для всех поворотов поведение
близко. Первый локальный минимум (z = 1.35 м) находится ниже кровли пласта (z = 1.3 м).
Подошва пласта выделяется минимумом кажущейся УЭП при повороте на 30◦ и точкой из-
гиба для поворотов на 45◦ и 60◦. Внутри пласта наблюдаются дополнительные локальные
экстремумы, связанные с положениями приёмных катушек. За пределами пласта также на-
блюдается отличие кажущейся УЭП для различных углов поворота. Следует отметить, что
если в трансверсально-изотропной среде кажущееся УЭП завышено в диапазоне под пластом,
то в анизотропных средах все кажущиеся УЭП занижены. В первом случае диаграмма асимп-
тотически выходит на истинное УЭП сверху, а остальные — снизу.

Максимальное отклонение кажущейся электропроводности (рис. 4) от трансверсально-
изотропной среды (тензор № 2) наблюдается при повороте осей тензора на 60◦. Первый ло-
кальный минимум (z = 1.35 м) близок по положению к кровле пласта (z = 1.3 м). Кровля
пласта выделяется уменьшением кажущейся электропроводности, внутри пласта наблюдает-
ся минимальное её значение, а при приближении к подошве кажущаяся электропроводность
увеличивается, причём самой подошве соответствуют локальные экстремумы. За пределами
пласта также наблюдается отличие в значении кажущейся электропроводности для различных
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Рис. 3. Кажущаяся УЭП для тензора № 1: 1 — трансверсально-изотропная среда (угол 0◦) и
анизотропные среды, полученных поворотом главных осей тензора на зенитные углы

2 — 30◦, 3 — 45◦, 4 — 60◦, вычисленная по формуле (8), 5 — истинная УЭП

Рис. 4. Кажущаяся УЭП для тензора № 2: 1 — трансверсально-изотропная среда (угол 0◦) и
анизотропные среды, полученных поворотом главных осей тензора на зенитные углы

2 — 30◦, 3 — 45◦, 4 — 60◦, вычисленная по формуле (8)
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углов поворота главных осей тензора.

Рис. 5. Кажущаяся УЭП для тензора № 3: 1 — трансверсально-изотропная среда (угол 0◦) и
анизотропные среды, полученных поворотом главных осей тензора на зенитные углы

2 — 30◦, 3 — 45◦, 4 — 60◦, вычисленная по формуле (8), 5 — истинная УЭП

Реальная составляющая кажущейся УЭП для анизотропного пласта № 3 (рис. 5) дости-
гает своего минимального значения в кровле пласта. Максимальное отклонение кажущейся
электропроводности от трансверсально-изотропной среды наблюдается при повороте на углы
30◦ и 60◦, причём их значения практически одинаковы. Внутри пласта наблюдаются дополни-
тельные локальные экстремумы кажущейся УЭП, а подошва пласта выделяется её локальным
максимумом при повороте на 60◦ и локальным минимумом при повороте на 30◦ и 45◦. За преде-
лами пласта наблюдается незначительное отличие в значении кажущейся УЭП для различных
углов поворота.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены два варианта трансформации ЭДС, наведённых в приёмниках трёх-
катушечного зонда, в кажущуюся УЭП для трансверсально-изотропных сред и анизотропных
сред. Последние получены поворотом главных осей тензора на зенитные углы 30◦, 60◦, 90◦.
Расчёт с помощью решения обратной задачи даёт более точный результат, по сравнению с
отношением ЭДС, наведённых в приёмных катушках.

Диаграммы для изотропного и анизотропного пластов имеют принципиально разный вид.
Максимальное отклонение кажущейся УЭП от диаграммы в трансверсально-изотропной среде
наблюдается при повороте главных осей тензора на 60◦. Для всех, рассмотренных поворотов
главных осей тензора, диаграммы различаются количественно, но формы их близки между
собой.

В трансверсально-изотропной среде (тензор № 1 и № 2) кажущиеся УЭП завышены в
диапазоне под пластом, а в анизотропных средах все кажущиеся УЭП занижены. В случае
тензора № 3 и в трансверсально-изотропной среде, и в анизотропных средах все кажущиеся
УЭП занижены.
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Abstract. The aim of this work is to analyze the effect of the anisotropic nature of the
electric conductivity in an oil-bearing formation on the induction logging signal. The numerical
modelling of the logging signal from a device consisting of an alternating current excitation coil
and two receiving coils moved along the wellbore is carried out. The electromotive force induced
in the receiving coils is investigated. The electric conductivity of the oil-bearing formation is
characterized by either a diagonal tensor with dominant σxx, σyy components or a dense tensor
obtained by rotation to a specified zenith angle. Numerical modeling is performed with the
vector finite element method on an adaptive unstructured tetrahedral grid taking into account
the geometry of the logging device, vertical well, and layered host medium. The tensor electric
conductivity is plugged into the variational formulation. Dependences of the apparent electric
conductivity of the depth are obtained based on the electromotive force induced in the receiving
coils.
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