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стем позволяют моделировать особый режим убежища (Refuge), при котором число жертв
слишком мало, и хищникам трудно их обнаружить. Проведена регуляризация представ-
ленной модели посредством использования двух линий переключения с целью избежать
учащающихся переключений (chattering) между системами. Для регуляризованной моде-
ли найдены предельные множества. Проводится исследование чувствительности модели
по отношению к введению переключений. Найдено условие, при котором гибридизация
качественно не меняет глобальную устойчивость равновесия. В ином случае предельными
множествами являются циклы.
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ВВЕДЕНИЕ

Данная работа посвящена исследованию регуляризации и чувствительности гибридной
системы с переключениями, моделирующей динамику популяций хищника и жертвы с учётом
внутривидовой конкуренции жертв. Переключения позволяют моделировать режим убежи-
ща, при котором число доступных жертв слишком мало, и хищники практически не могут их
обнаружить. Подробное описание режима убежища представлено в [1, 2]. Введение внутриви-
довой конкуренции в модель «хищник—жертва» позволяет стабилизировать систему, получив
затухающие колебания численности популяций [3], что невозможно при использовании модели
Лотки—Вольтерры [2]. Недостатком вольтерровской модели также является чувствительность
к введению переключений, в то время как модель с внутривидовой конкуренцией более груба
по отношению к переключениям [4].

Гибридные системы с переключениями, исследуемые методом определения движения на
кривой S, разработанным А. Ф. Филипповым [5], активно используются для моделирования
различных экологических процессов. Например, в работе [6] представлена модель динамики
популяций сельскохозяйственных вредителей и подселяемых к ним естественных хищников-
врагов, где внешнее воздействие на популяции моделируется посредством переключений. Ста-
тья [7] посвящена моделированию влияния неполной вакцинации на распространение инфек-
ции с использованием системы с переключениями. Особый интерес в данном анализе пред-
ставляют скользящие режимы. В работах [1, 4] представлены двумерные гибридные системы
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с режимом «убежища». Для конкретных векторных полей построен режим скольжения на
прямой x = λy, исследована соответствующая динамика с переключениями.

Однако режим скольжения описывает идеальную динамику, тем более не реализующую-
ся в экологических системах, для которых не характерны быстрые переключения. Для пре-
одоления этого недостатка в настоящей работе предлагается метод регуляризации гибридной
системы, позволяющий снизить число переключений между подсистемами, и, тем самым, из-
бежать учащающихся переключений (chattering) [8, 9]. Под регуляризацией гибридной систе-
мы с переключениями понимается сведение задачи со скользящим режимом к форме, для
которой применимы классические методы исследования, тем самым избегая скольжения [8].
В [8] предложены некоторые конкретные методы регуляризации, такие как, например, введе-
ние запаздывания при переключениях или метод пограничного слоя. Метод, используемый в
настоящей работе в некотором смысле аналогичен методу пограничному слоя.

Далее рассмотрим подробнее гибридную модель динамики популяций типа «хищник—
жертва» с внутривидовой конкуренцией жертв, представленную в [4]. В качестве фазового
пространства системы естественно рассматривать множество R2

+ = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}.
Линией переключения в данной модели является луч l = {(x, y) ∈ R2

+ : x = λy},
где x, y — количественные характеристики популяций жертв и хищников, соответствен-
но, λ > 0 — заданная пороговая постоянная, характеризующая минимальное количество
жертв, необходимое хищнику в единицу времени для поддержания всех жизненных функ-
ций, R2

+ = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}. Смысл такой линии переключения состоит в следующем.
Если количество жертв, приходящихся на одного хищника, достаточно велико, имеется вза-
имодействие популяций типа «хищник—жертва». В противном случае, при x

y < λ, система
переходит в так называемый режим «убежища» (Refuge-regime), при котором взаимодействие
популяций хищника и жертвы отсутствует.

Для описания динамики популяций в режиме взаимодействия при условии, что количе-
ство жертв, приходящихся на одного хищника, достаточно велико, то есть x

y > λ, рассмотрим
модель, представленную в [3]:

ẋ = x(a− by − cx) = f1(x, y),

ẏ = y(kbx−m) = f2(x, y),
(1)

где x(t), y(t) — численности популяций жертв и хищников, соответственно, t ∈ R, a > 0 —
коэффициент прироста жертв в отсутствие хищников, b > 0 — коэффициент интенсивности
потребления хищником жертв, m > 0 — коэффициент естественной смертности хищников,
0 < k < 1 — доля полученной с потребляемой хищником биомассой энергии, которая расходу-
ется им на воспроизводство, c > 0 описывает внутривидовую конкуренцию. Таким образом,
система (1) действует в множестве E2 = {(x, y) ∈ R2

+ : x > λy} ⊂ R2
+. В [3] показано, что си-

стема (1) имеет единственное асимптотически устойчивое равновесие P = (x∗, y∗), где x∗ = m
kb ,

y∗ = akb−cm
kb2

при условии
m

kb
<

a

c
.

При этом, если cm(c + 4kb) < 4a(kb)2, то P = (x∗, y∗) — фокус, а cm(c + 4kb) > 4a(kb)2, то
P = (x∗, y∗) — узел.

Однако, когда число жертв становится достаточно малым, то есть x
y < λ, хищникам

сложно их найти, и система переключается в так называемый режим убежища (Refuge-regime)
(см. [1, 4]), который в данном исследовании задаётся системой вида

ẋ = x(a− cx) = g1(x, y),

ẏ = −my = g2(x, y).
(2)
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Таким образом, система (2) действует в множестве E1 = {(x, y) ∈ R2
+ : x < λy} ⊂ R2

+. Отметим,
что в системе (2) отсутствует взаимодействие между хищниками и жертвами. Линеаризуя
систему (2), нетрудно установить, что она имеет единственное асимптотически устойчивое
равновесие

(
a
c , 0

)
.

Пусть, λ ̸= λ∗, где λ∗ = mb
akb−cm , то есть, положение равновесия системы (1) не лежит на

луче l.
Замечание 1. Равенство λ = λ∗ задаёт поверхность коразмерности 1 в 6-мерном арифме-

тическом пространстве параметров. Соответствующее множество параметров имеют лебегову
меру ноль. В статье же рассматриваются случаи общего положения, что естественно при ана-
лизе процессов на основе конкретных математических моделей.

Определение 1. Будем называть псевдоравновесием гибридной системы точку X, ле-
жащую на линии переключения, если векторное поле скольжения в этой точке нулевое,
v(X) = (0, 0).

Определение 2. Будем называть равновесие P или псевдоравновесие P̃ системы ОДУ
глобально устойчивым, если решение этой системы r(t, z0) → P (P̃ ) при t → ∞ для любой
начальной точки z0.

Теорема 1 [4]. Пусть λ ∈ (0, λ∗). Тогда равновесие P =
(
m
kb ,

akb−cm
kb2

)
глобально устойчиво

в R2
+ для гибридной системы (1), (2).

Теорема 2 [4]. Пусть λ > λ∗. Тогда у гибридной системы (1), (2) существует глобально
устойчивое псевдоравновесие

P̃ = (x̃, ỹ) =

(
akλ−m

kcλ
,
akλ−m

kcλ2

)
.

Проведём регуляризацию представленной модели. Суть данной техники состоит в измене-
нии модели таким образом, чтобы переключения происходили с задержкой. В данной работе
регуляризация системы происходит за счёт введения двух линий переключения l1 : x = λ1y
и l2 : x = λ2y, λ1 < λ < λ2. При этом, на l1 переключение происходит только от системы со
взаимодействием популяций (1) к режиму убежища (2), а на l2 наоборот. При использовании
регуляризации такого типа возникает проблема исследования чувствительности результата к
изменениям параметров, задающих линию переключения. Как будет показано, в предлагаемой
модели в случае λ < λ∗ качественное поведение системы сохраняется, а при λ > λ∗ появляются
предельные циклы. При этом, если предельный цикл единственный, то он является глобально
устойчивым.

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

1.1. Обозначения

Пусть z0 ∈ R2
+ — начальная точка. Обозначим, r(t, z0) — решение системы (1), где

r(0, z0) = z0, rR(t, z0) — решение системы (2), где rR(0, z0) = z0. Обозначим, γ(z0) — поло-
жительную полутраекторию системы (1), которая, как известно [3], является либо закручи-
вающейся спиралью, при cm(c + 4kb) < 4a(kb)2, либо параболой, при cm(c + 4kb) > 4a(kb)2,
ζ(z0) — положительную полутраекторию системы (2).

Определение 3. Под положительной полутраекторией гибридной системы будем пони-
мать последовательность отрезков положительных полутраекторий систем (1), (2), где конеч-
ная точка каждого отрезка является начальной для следующего.

Будем обозначать интервалы лучей (AB) ⊂ l = {(x, y) ∈ l : ya < y < yb}, где
l = {(x, y) ∈ R2

+ : x = θy}, θ > 0, A = (xa, ya) ∈ l, B = (xb, yb) ∈ l. Введём также порядок
точек на луче: будем писать A < B, где A = (xa, ya) ∈ l, B = (xb, yb) ∈ l, если xa < xb.
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1.2. Регуляризация модели

Далее работа будет посвящена регуляризации описанной выше модели. Для регуляриза-
ции модели введём два луча переключения. Рассмотрим гибридную динамическую систему,
в которой системы (1) и (2) последовательно переключаются между собой. Переключение от
системы (1) к (2) происходит на луче l1 = {(x, y) ∈ R2

+ : x = λ1y}, обратное переключение
происходит на луче l2 = {(x, y) ∈ R2

+ : x = λ2y}, где λ1 < λ < λ2. Переключения предполага-
ются мгновенными и происходят строго по очереди. Тем самым, за счёт введения двух лучей
переключения l1, l2, реализуется задержка при переключении и происходит регуляризация
гибридной системы, позволяющая избежать учащающегося переключения между системами,
которое невозможно на практике для экологических систем.

Пусть, λ1, λ2 ̸= λ∗, то есть, положение равновесия системы (1) не лежит на лучах l1, l2.
Ясно, что если z0 расположена в области E1 = {(x, y) ∈ R2

+ : x < λ1y}, то
движение из неё будет происходить по траектории ζ(z0), если z0 расположена в области
E2 = {(x, y) ∈ R2

+ : x > λ2y}, то движение из неё будет происходить по траектории γ(z0). Если
начальная точка z0 ∈ R2

+, расположена в области E = {(x, y) ∈ R2
+ : λ1y < x < λ2y}, то

через неё проходят две положительные полутраектории систем (1) и (2), соответственно. Та-
ким образом, для определения решения с начальной точкой z0 ∈ E требуется дополнительно
определить начальный режим — (1) или (2).

2. ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1. Существуют единственная положительная полутраектория γ∗1 системы (1)
и единственная положительная полутраектория ζ∗1 системы (2), для которых луч l1 явля-
ется касательным.

Нетрудно показать, что точки касания луча l1 и положительных полутраекторий си-
стем (1), (2) имеют вид

Q1 = (xq1, yq1) =

(
(a+m)λ1

cλ1 + b(1 + kλ1)
,

a+m

cλ1 + b(1 + kλ1)

)
= γ∗1 ∩ l1,

Q̃1 = (xq̃1, yq̃1) =

(
a+m

c
,
a+m

cλ1

)
= ζ∗1 ∩ l1.

Лемма 2. Существуют единственная положительная полутраектория γ∗2 системы (1)
и единственная положительная полутраектория ζ∗2 системы (2), для которых луч l2 явля-
ется касательным.

Нетрудно показать, что точки касания луча l2 и положительных полутраекторий си-
стем (1), (2) имеют вид

Q2 = (xq2, yq2) =

(
(a+m)λ2

cλ2 + b(1 + kλ2)
,

a+m

cλ2 + b(1 + kλ2)

)
= γ∗2 ∩ l2,

Q̃2 = (xq̃2, yq̃2) =

(
a+m

c
,
a+m

cλ2

)
= ζ∗2 ∩ l2.

Как можно видеть, точки касания Q(λ) =
(

(a+m)λ
cλ+b(1+kλ) ,

a+m
cλ+b(1+kλ)

)
лежат на отрезке пря-

мой S = {(x, y) ∈ R2
+ : y = a+m

b − c+bk
b x}, концами которого являются Q1 и Q2. Отметим

также, что возможен случай, когда γ∗1 = γ∗2 = γ∗, однако такая особенность не повлияет на
дальнейшие выводы.
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2.1. Диффеоморфизмы, порождённые траекториями систем (1), (2)

Определение 4. Пусть точка z ∈ l2 такова, что траектория системы (1), проходящая
через z, первый раз (в смысле наименьшего временного промежутка) пересекает луч l1 в неко-
торой точке z̃. Тогда имеем отображение F : z → z̃ = F (z), которое будем называть отобра-
жением Пуанкаре луча l2 в l1. Аналогично можно определить отображение Пуанкаре луча l1
в l2 вдоль траекторий системы (2).

Лемма 3. Пусть λ1 < λ < λ2 < λ∗. Тогда определён диффеоморфизм (отображение
Пуанкаре) F :

F : [A2∞) → [Q1∞),

F (z) = r(t1(z), z) ∈ [Q1∞),

где t1(z) — момент времени, такой что r(t, z) ∈ E ∪ E2 для любого t ∈ (0, t1(z)).

Доказательство. Обозначим, r∗(t, z0) — решение системы (1), соответствующее положи-
тельной полутраектории γ∗1 . Покажем, что при λ < λ∗ существует точка A1 = (xa1, ya1) ∈ l2,
такая что r∗(t1, z0) = A1, r∗(tq, z0) = Q1, r∗(t, z0) /∈ li, i = 1, 2 при t ∈ (tq, t1), tq < t1, то
есть, A1 — первая точка пересечения γ∗1 и l2 после касания с l1 в Q1. Поскольку равновесие
P ∈ E2 глобально устойчиво в R2

+ для системы (1), то за конечное время положительная по-
лутраектория γ∗1 из точки Q1 попадает в E2, пересекая луч l2 ⊂ ∂E2 в некоторой точке A1.
Покажем, что существует точка A2 = (xa2, ya2) ∈ l2, такая что r∗(t2, z0) = A2, r∗(tq, z0) = Q1,
r∗(t, z0) /∈ li, i = 1, 2 при t ∈ (t2, tq), t2 < tq для начальной точки z0, то есть, A2 — послед-
няя точка пересечения γ∗1 и l2 до касания с l1 в Q1. Пусть, τ = (−1, λ) — нормаль к лучу
l = {(x, y) ∈ R2

+ : {(x, y) ∈ R2
+ : x = λy}, направленная из E в E1, где λ ∈ [λ1, λ2]. Обозначим,

H(y) = f · τ — скалярное произведение векторного поля f на τ . Имеем для z = (x, y) ∈ l

H(y) = λy(cλ+ b(1 + λk)y − (a+m)).

Тогда, в R2
+, H(y) > 0 при y > a+m

cλ+b(1+kλ) , где a+m
cλ+b(1+kλ) — ордината точки касания Q луча l

с положительной полутраекторией системы (1). Таким образом, при обратном ходе времени
любой луч l пересекается положительными полутраекториями системы (1) в направлении из
E1 в E, что означает существование точки A2. Очевидно, в случае существования несколь-
ких точек пересечения γ∗1 и l2 из них можно выбрать первую до касания γ∗1 с l1 и послед-
нюю после касания. Обозначим, (A2Q̃2) = {(x, y) ∈ l2 : ya2 < y < ỹq2}, F (Q̃2) = γ(Q̃2) ∩ l1,
(Q1F (Q̃2)) = {(x, y) ∈ l1 : yq1 < y < ỹq2}.

Ясно, что для открытого интервала (A1A2) не существует образа при отображении F ,
поскольку для того, чтобы положительной полутраектории γ(z) при z ∈ (A1A2) пересечь l1,
ей необходимо пересечь γ∗1 , что невозможно, и γ(z) ∩ l1 = ∅. Поскольку l1 касается γ∗1 , и
пересечение положительных полутраекторий невозможно, то положительная полутраектория
γ(z) ⊂ E2 для любой z ∈ (OA2). Отметим также, что на промежутке (OA1] при переключении
от системы (2) к системе (1) происходит прошивание из области E в область E2, то есть, век-
торы скоростей обеих систем (1), (2) на интервале (OA1) направлены в область E2. Поскольку
для любой z ∈ (OA1] справедливо γ(z) ∩ γ∗1 = ∅, то для любой z ∈ (OA1] имеем, γ(z) ⊂ E2,
то есть, γ(z) ∩ l1 = ∅. При этом, (0A1] либо отображается вдоль траекторий системы (1) в
(A1A2), либо γ(z) ∩ l2 = ∅. Положительная полутраектория γ(z) при z ∈ (A2∞) имеет хотя
бы одну общую точку с l1, поскольку в противном случае γ(z) пересечёт γ∗1 , что невозможно.
Следовательно, для z ∈ (A2∞) существует t(z) : z ∈ (A2∞), r(t(z), z) ∈ (Q1∞). Обозначим
tm = min t(z), где r(t(z), z) ∈ (Q1∞). Очевидно, для точки A2 существует единственное tm,
такое что Q1 = r(tm, A2) ∈ l1. □

Из леммы 3 следует, что F (z) = r(tm, z) ∈ [Q1∞), где z ∈ [A2∞).
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Лемма 4. Пусть λ∗ < λ1 < λ < λ2. Тогда определён диффеоморфизм (отображение
Пуанкаре) F :

F : (Q2∞) → (Q1∞),

F (z) = r(t2(z), z) ∈ (Q1∞),

где t2(z) — момент времени, такой что r(t, z) ∈ E ∪ E2 для любого t ∈ (0, t2(z)).

Доказательство. Пусть τ = (−1, λ) — нормаль к лучу l(λ) = {(x, y) ∈ R2
+ : x = λy}, где

λ ∈ [λ1, λ2]. Тогда скалярное произведение

f · τ = λy(y(cλ+ b+ kbλ)− (a+m)).

Имеем, f(z) · τ(z) > 0 при y > a+m
cλ+b(1+kλ) , f(z) · τ(z) < 0 при y < a+m

cλ+b(1+kλ) , для
z ∈ l(λ) = {(x, y) ∈ R2

+ : x = λy}. Положительная полутраектория γ(z) имеет хотя бы од-
ну общую точку с l1, поскольку равновесие P глобально устойчиво для системы (1), и
λ∗ < λ1 < λ < λ2. Следовательно, существует t(z) : z ∈ (Q2∞), r(t(z), z) ∈ (Q1∞). Обозначим
tm = min t(z), где r(t(z), z) ∈ (Q1∞). □

Из леммы 4 следует, что F (z) = r(tm, z) ∈ (Q1∞), где z ∈ (Q2∞).

Замечание 2. В дальнейшем для удобства отождествляем записи GF (z0) и G(F (z0)).

Найдём области определения и значений диффеоморфизма G, отображения Пуанкаре,
порождённого траекториями векторного поля g = (g1, g2) системы (2).

Лемма 5. Пусть x < a+m
c . Тогда определён диффеоморфизм (отображение Пуанкаре) G:

G : l1 → (OQ̃2),

G(z) = rR(t
3(z), z) ∈ (OQ̃2),

где t3(z) — момент времени, такой что rR(t, z) ∈ E ∪ E1 для любого t ∈ (0, t3(z)).

Доказательство. Пусть τ = (−1, λ), где λ ∈ [λ1, λ2]. Тогда скалярное произведение

g · τ = −λy(a+m− cλy).

Имеем, g(z) · τ(z) > 0 при y > a+m
cλ , g(z) · τ(z) < 0 при y < a+m

cλ , для
z ∈ l(λ) = {(x, y) ∈ R2

+ : x = λy}. Положительная полутраектория ζ(z) имеет хотя бы одну
общую точку с l2, поскольку равновесие

(
a
c , 0

)
глобально устойчиво для системы (2). Сле-

довательно, существует t(z) : z ∈ l1, rR(t(z), z) ∈ (OQ̃2). Обозначим tm = min t(z), где
rR(t(z), z) ∈ (OQ̃2). Ясно, что в силу невозможности пересечения положительных полутра-
екторий G(z) < Q̃2 для любого z ∈ l1, так как Q̃2 =

(
a+m
c , a+m

λc

)
= ζ∗2 ∩ l2 — точка касания, а

касательная положительная полутраектория ζ∗2 ⊂ E2. □

Из леммы 5 следует, что G(z) = rR(tm, z) ∈ (OQ̃2), где z ∈ l1.

Лемма 6. Множество точек касания лучей l(λ) = {(x, y) ∈ R2
+ : x = λy} и положи-

тельных полутраекторий системы (1) имеет вид

S = {(x, y) ∈ R2
+ : y =

a+m

b
− c+ bk

b
x}.

Доказательство. Очевидно. □
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Лемма 7. Пусть λ > λ∗, L = {z = (x, y) : f(z) = µg(z)}, где µ ∈ R. Тогда

L = {(x, y) ∈ R2
+ : y =

k

m
x(a− cx)}.

Доказательство. Пусть f = µg. Если M ∈ L, то нетрудно показать, что
L = {(x, y) ∈ R2

+ : y = k
mx(a− cx)}.

Псевдоравновесие P̃ = (x̃, ỹ) =
(
akλ−m
kcλ , akλ−m

kcλ2

)
. Отсюда, x̃kcλ = akλ−m

kcλ , следовательно,
λ = m

k(a−cx̃) . Подставив полученное λ в выражение для ỹ, получим, ỹ = k
mx(a− cx). □

Следствие 1. Равновесие P = S ∩ L, псевдоравновесие P̃ (λ) =
(
akλ−m
kcλ , akλ−m

kcλ2

)
∈ L для

любого λ > λ∗.

Лемма 8. Пусть λ > λ∗, τ(x) = (y′(x),−1) = ( k
m(a − 2cx),−1) — нормаль к L в точке

z =
(
x, k

mx(a− cx)
)
. Тогда

f(z) · τ(x) = bk2

m2
x(a− cx)(a+m− 2cx)

(m

bk
− x

)
,

g(z) · τ(x) = k

m
x(a− cx)(a+m− 2cx),

где τ(x) = (y′(x),−1) = ( k
m(a− 2cx),−1) — нормаль к L в точке z =

(
x, k

mx(a− cx)
)
.

Доказательство. Найдём скалярные произведения f(z) · τ(x), g(z) · τ(x):

f(z) · τ(x) = k

m
(a− 2cx)x

(
a− k

m
x(a− cx)− cx

)
+

k

m
x(a− cx)(kbx−m) =

=
bk2

m2
x(a− cx)(a+m− 2cx)

(m

bk
− x

)
.

g(z) · τ(x) = k

m
(a− 2cx)x(a− cx) +m

k

m
x(a− cx) =

k

m
x(a− cx)(a+m− 2cx).

□

Следствие 2. Рассмотрим скалярное произведение f(z) · g(z), где z = (x, y) ∈ L (рис. 1).
Если m ⩾ a, то
f · g > 0, f · τ > 0, g · τ > 0 при x < m

bk ,
f · g < 0, f · τ < 0, g · τ > 0 при x ∈

(
m
bk ,

a
c

)
.

Если m < a, m
bk < a+m

2c < a
c , то

f · g > 0, f · τ > 0, g · τ > 0 при x < m
bk ,

f · g < 0, f · τ < 0, g · τ > 0 при x ∈
(
m
bk ,

a
c

)
,

f · g < 0, f · τ < 0, g · τ < 0 при x > a
c .

Если m < a, m
bk > a+m

2c , то
f · g > 0, f · τ > 0, g · τ > 0 при x < a+m

2c ,
f · g > 0, f · τ < 0, g · τ < 0 при x ∈

(
a+m
2c , m

bk

)
,

f · g < 0, f · τ > 0, g · τ < 0 при x > m
bk .

Следствие 2 показывает взаимное расположение векторных полей f, g и нормали τ к кри-
вой L, и векторных полей f, g между собой, что даёт геометрическую характеристику поведе-
ния траекторий на L.

Обозначим, D0 = {(x, y) ∈ R2
+ : y > a+m

b − c+bk
b x, x

λ2
< y < x

λ1
}, Ld = L ∩D. Представим

D0 в виде объединения D0 = D1 ∪D2, где D1 ∩D2 = Ld, (Q1Q2) ⊂ D̄1, Ld ⊂ D̄2. Отметим, что
такое разбиение корректно, поскольку x̃1 > xq1, x̃2 > xq2.
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Рис. 1. Векторные поля f, g систем (1), (2) на L

Лемма 9. Пусть λ > λ∗ и существует точка B = (xb, yb) = (Q1Q2) ∩ ζ(P̃1), где
P̃1 = (x̃1, ỹ1). Тогда существует λ̂ > λ2 такое, что x̃1 < xb (рис. 2(a)).

Доказательство. Поскольку P̃1 ∈ L, то x̃1 < a
c , и, следовательно, скалярное произведе-

ние g(P̃1) · (1, 0) = x(a− cx) > 0.
Найдём точку B̃ = (x̃b, ỹb) = l2 ∩ {(x, y) ∈ R2

+ : x = x̃1}. Имеем

ỹb =
a+m

b
− c+ bk

b
λ2ỹb.

Отсюда, ỹb = a+m
b+(c+bk)λ2

. Следовательно, ỹb убывает при возрастании λ2. Пусть λ̂ такое, что

B = l(λ∗) ∩ ζ(P̃1). Тогда, при λ2 < λ̂, получим, ỹb > yb и x̃1 < xb. □

Рис. 2. (a) лемма 9: x̃1 < xb; (b) D — инвариантное притягивающее множество

Следствие 3. При достаточно малой разности λ2 − λ1 > 0: G(P̃1) > Q2.

При достаточно малом λ2 − λ1, по Следствию к лемме 9, G(P̃1) ∈ (Q2∞). Обозначим,
D ⊂ D0 — неограниченное множество, имеющее в качестве границ лучи l1, l2 и положительную
полутраекторию ζ(P̃1) (ζ(P̃1) — связное множество).
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Теорема 3. Пусть λ > λ∗ и λ2−λ1 достаточно мало. Тогда для любой начальной точки
z0 положительная полутраектория гибридной системы (1), (2) за конечное время входит в
D и остаётся в D, то есть D — инвариантное притягивающее множество (аттрактор)
(рис. 2(b)).

Доказательство. Для любого z ∈ (P̃1∞) скалярное произведение g(z) · τ(λ) < 0 для
любого 0 < λ ⩽ λ1 (см. доказательство леммы 5). Следовательно, ζ(z) входит в D через
(P̃1∞).

Для любого z ∈ (G(P̃1)∞) скалярное произведение f(z) · τ(λ) > 0 для любого λ ⩾ λ2 (см.
доказательство леммы 4). Следовательно, γ(z) входит в D через (G(P̃1)∞).

Для любого z ∈ ζ(P̃1) вектор f(z) направлен в D. Следовательно, γ(z) входит в D через
ζ(P̃1). Очевидно, положительные полутраектории ζ(z) при z ∈ D не могут покинуть D через
ζ(P̃1), поскольку пересечение траекторий невозможно. □

2.2. Взаимное положение траекторий систем (1), (2)

Лемма 10. Пусть λ < λ̂, A2 < Q̃2. Тогда для любого λ2 ∈
(
λ, λ̂

)
для любых начальных

точек z0 ∈ (A2Q̃2) справедливо GF (z0) < z0.

Доказательство. Обозначим, W = A2Q1F (Q̃2)Q̃2 ⊂ E — множество, ограниченное лу-
чами l1, l2 и положительными полутраекториями γ∗ и γ(Q̃2).

Проведём доказательство методом от противного. Предположим, что существует точка
z0 ∈ (A2Q̃2), такая что GF (z0) ⩾ z0. Тогда существует z ∈ W , такая что z = γ(z0) ∩ ζ(F (z0)).
Положительная полутраектория γ(z0) разбивает W на два множества: ограниченное W1, W2,
где A2 ∈ W1, Q̃2 ∈ W2. Чтобы GF (z) ⩾ z необходимо, существование точки z = γ(z0)∩ζ(F (z0)).
При этом, векторное поле g(z) должно быть направлено в область W2. Ясно, что существует
λ ∈ (λ1, λ2), такое что z ∈ l(λ). Тогда, если v(z) = (v1, v2) ⊂ l(λ) — филипповское векторное
поле в точке z ∈ l(λ), то v1 > 0, v2 > 0. Последнее невозможно, так как филипповское
векторное поле для любой точки z на луче l(λ) имеет вид

v(z) = (v1, v2) = yS(y)(λi+ j), (3)

где S(y) = (akλ−m−kcλ2y)
1+kλ , i, j — соответствующие орты. Тогда, если λ < m

ak , то S(y) < 0 для

всех y > 0, если λ ∈
(

m
ak , λ̂

)
имеем, S(y) < 0 при y > akλ−m

kcλ2 = ỹ2. Следовательно, S(y) < 0

для всех z ∈ W . Итак, для z = γ(z0)∩ ζ(F (z0)) имеем, v1 < 0, v2 < 0. Получили противоречие,
следовательно, GF (z0) < z0. □

Лемма 11. Пусть λ > λ̂. Тогда для любого λ1 ∈
(
λ̂, λ

)
справедливо

GF (z0) < z0, если z0 ∈ D2,
GF (z0) > z0, если z0 ∈ D1.

Доказательство. Пусть z0 ∈ D2. Проведём доказательство методом от противного. Пред-
положим, что существует точка z ∈ l2 ∩ D2, такая что GF (z) ⩾ z. Ясно, что существует
λ ∈ (λ1, λ2), такое что z ∈ l(λ). Положительная полутраектория γ(z) разбивает D2 на два
множества: ограниченное W1, где Ld ⊂ W1, и неограниченное W2. Чтобы GF (z) ⩾ z необхо-
димо, чтобы векторное поле g(z) было направлено в область W2. Тогда, если v(z) = (v1, v2) —
филипповское векторное поле в точке z ∈ l2, то v1 > 0, v2 > 0. Последнее невозможно, так как
филипповское векторное поле для любой точки z на луче l(λ) имеет вид (3). Следовательно,
v1 < 0, v2 < 0 в D2. Получили противоречие, следовательно, GF (z0) < z0.

Аналогичные рассуждения можно провести для z0 ∈ D1. □
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3. ПРЕДЕЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА

3.1. Случай λ < λ∗

Теорема 4. Пусть λ < λ∗. Тогда существует достаточно малое δ > 0 такое, что для
любого λ2 ∈ (λ, λ + δ) для любой начальной точки гибридной системы (1), (2) положение
равновесия P глобально устойчиво в R2

+ (рис. 3).

Рис. 3. Глобальная устойчивость P при λ < λ∗

Доказательство. Пусть начальная точка z̃0 ∈ E1 ∪ E, причём начальным режимом в E
является, является режим убежища, описываемый системой (2). Тогда, согласно вышеизло-
женному, существует единственная точка z0 = γ(z̃0) ∩ l2.

Пусть начальная точка z̃0 ∈ E2 ∪ E, причём начальным режимом в E является режим
взаимодействия, описываемый системой (1). Тогда либо существует z0 = (x0, y0) = r(tl, z̃0) ∈ l2,
такая что r(t, z̃0) /∈ l2 для всех t ∈ [0, tl), либо γ(z̃0) ⊂ E2, и, следовательно, r(t, z̃0) → P при
t → ∞.

Рассмотрим случай, когда γ(z̃0) ∩ l2 = z0. Пусть точка касания Q̃2 > A2, где Q̃2 = γ∗1 ∩ l2.
Возможны четыре случая, в зависимости расположения точки z0.

Случай 1: z0 ∈ (A1A2). Поскольку γ∗1 ∩ γ(z0) = ∅, то γ(z0) ∩ l1 = ∅, и переключение к
системе (2) не произойдёт. Таким образом, γ(z0) ⊂ E2 ∪ E, и r(t, z̃0) → P при t → ∞ [3].

Случай 2: z0 ∈ (OA1]. Как было указано ранее, на (OA1] имеем прошивание из E в E2,
при этом γ∗1 ∩ l2 = A1. Таким образом, как было указано ранее, (0A1] либо отображается вдоль
траекторий системы (1) в (A1A2), либо γ(z0) ∩ l2 = ∅. Поэтому F (z0) = ∅, и γ(z0) ⊂ E2 ∪ E.
Следовательно, r(t, z̃0) → P при t → ∞.

Случай 3: z0 ∈ (A2Q̃2). В этом случае γ(z0) ∩ l1 = z1 = (x1, y1), и происходит переключе-
ние к (2), далее ζ(z0) ∩ l2 = z2 = (x2, y2). По лемме 10, z2 < z0. Повторяя данную процедуру,
получаем последовательность точек zi, i = 0, 1, . . ., где z2i+1 ∈ l1, z2i ∈ l2. Покажем, что су-
ществует i∗ ∈ N, такое что z2i∗ ∈ (0A2). Предположим обратное, что z2i ∈ (A2Q̃2) для всех
i = 0, 1, . . .. В силу невозможности пересечения положительных полутраекторий и леммы 10,
имеем z2i+1 < z2i−1 для любого i. Таким образом, получаем две убывающие числовые после-
довательности x2i−1, y2i−1, ограниченные снизу. Следовательно, у каждой из них существует
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предел xl = limi→∞ x2i−1, yl = limi→∞ y2i−1. Обозначим, zl = (xl, yl). Если xl > xq1, то суще-
ствует z̃l = (x̃l, ỹl) = FG(zl), и x̃l < xl (лемма 10), что противоречит тому, что x2i−1 → xl.
Следовательно, zl = Q1. Тогда, в силу непрерывности gi, i = 1, 2, предельной точкой для
z2i ∈ l2 будет G(Q1). По лемме 10, G(Q1) ∈ (OA2), и в силу непрерывности gi, i = 1, 2, суще-
ствует i∗, такое что z2i∗ ∈ (OA2). Таким образом, переходим либо к случаю 1, либо к случаю
2, в каждом из которых r(t, z̃0) → P при t → ∞.

Случай 4: z0 ∈ (Q̃2∞). В этом случае γ(z0)∩ l1 = z1 = (x1, y1), и происходит переключение
к (2), далее ζ(z0)∩ l2 = z2 = (x2, y2). Как было показано ранее, z2 ∈ (A2Q̃2), и далее переходим
к случаю 3.

Если A2 > Q̃2, то для любого z0 ∈ l2 получим либо z2 ∈ (A1A2), либо γ(z0) ∩ l1 = ∅, и
дальнейшее переключение к системе (2) невозможно. □

3.2. Случай λ > λ∗

Будем понимать под траекторией точки p ∈ R2
+ гибридной системы с переключениями,

как это общепринято, траекторию, сшитую (в моменты переключений решений) из дуг траек-
торий систем (1), (2), а именно множество η(p) = {f(t, p), t ∈ R}, где f(t, p) — соответствующее
этой траектории решение, f(0, p) = p, f — непрерывная, кусочно-дифференцируемая функ-
ция, совпадающая с решением системы (1) или (2) на временных промежутках, ограничен-
ных точками переключения. Точнее, пусть {τi} — множество моментов времени переключения
между (1) и (2), i ∈ N, τi < τi+1. Предположим, что при t ∈ [τi−1, τi] динамика задаётся
системой (1). Тогда f(t, p) = r(t − τi−1, p) при t ∈ [τi−1, τi] Далее, пусть при t ∈ [τi, τi+1]
динамика регулируется системой (2). Тогда f(t, p) = rR(t, r(τi − τi−1, p)) при t ∈ [τi, τi+1], и
далее, аналогично, происходит чередование, конечное или бесконечное, в зависимости от точ-
ки p, решений систем (1), (2). Тогда на случай гибридной системы переносится классическое
нижеследующее определение [17].

Определение 5. Пусть существует последовательность {tn}, n ∈ N, tn ∈ R, tn+1 > tn,
lim
n→∞

tn = +∞ такая, что

lim
n→∞

f(tn, p) = q.

Тогда точка q называется ω-предельной точкой для траектории η(p). При этом множество всех
ω-предельных точек траектории η(p) называется её ω-предельным множеством.

Теорема 5. Пусть λ > λ∗. Тогда существует достаточно малое δ > 0 такое, что для
любого λ2 ∈ (λ, λ+ δ) существует предельный цикл C ⊂ D гибридной системы (1), (2). При
этом, если C единственный, то он глобально устойчив, то есть C является ω-предельным
множеством для любой положительной полутраектории гибридной системы (1), (2).

Доказательство. Пусть начальная точка z0 ∈ (P̃2∞). Тогда, согласно лемме 11,
GF (z0) < z0.

Рассмотрим последовательности {z2i+1 ∈ (Q1∞)}, {z2i} ∈ (Q2∞) (рис. 4(a)), где
z2i+1 = F (z2i), z2i+2 = G(z2i+1), i = 0, 1, . . .. По лемме 11, z2i+1 < z2i−1, следовательно,
z2i+2 < z2i для всех z2i+1 > P̃1. Получим убывающую числовую последовательность x2i−1. По-
скольку, x2i−1 > x̃1 для любого i, то по лемме 9, данная последовательность ограничена снизу
x̃1. Следовательно, у неё существует предел xodd = lim

i→∞
x2i−1, yodd = lim

i→∞
y2i−1. Обозначим за

zodd = (xodd, yodd) предельную точку для {z2i+1}. Тогда точка zeven = (xeven, yeven) > G(P̃1)
будет предельной для {z2i} (рис. 4(b)).

Покажем, что zodd ̸= P̃1. Предположим обратное, zodd = P̃1. Тогда zeven = G(P̃1), и полу-
чаем цикл P̃1G(P̃1), так как FG(P̃1) = P̃1. При этом, по Следствию к лемме 8, положитель-
ные полутраектории γ(z) системы (1) не могут пересечь дугу P̃1G(P̃1) в направлении отрезка
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Рис. 4. (a) поведение положительных полутраекторий в D при λ > λ∗; (b) предельный цикл
zoddzeven при λ > λ∗

(Q1Q2). Следовательно, две различные дуги F−1(P̃1)P̃1, P̃1G(P̃1) положительных полутраек-
торий системы (1) проходят через точку P̃1, что невозможно. Итак, zodd P̃1, zeven > G(P̃1), и
zoddG(zodd)FG(zodd) — предельный цикл, то есть, zodd = GF (zodd) (рис. 4(b)).

В случае, если данный предельный цикл zoddzeven единственный, то из доказательства
его существования и теоремы 3 следует, что он будет являться ω-предельным множеством
для любой начальной точки z0 ∈ R2

+ гибридной системы (1), (2), что мы будем называть
глобальной устойчивостью цикла.

Аналогичные рассуждения можно провести для z1 ∈ (Q1P̃1), исследуя последовательность
точек z2i ∈ (Q2P̃2), для которой предельная точка zeven ∈ (Q2P̃2). □

Следствие 4. Пусть существуют два предельных цикла, которые содержат точки
zodd, wodd соответственно и zodd < wodd. Тогда zeven < weven.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлена регуляризация гибридной модели динамики популяций хищника
и жертвы с внутривидовой конкуренцией посредством использования двух линий переключе-
ния с целью избежать учащающихся переключений (chattering) между системами, что несвой-
ственно для систем взаимодействующих популяций. Основными результатами исследования
являются предельные множества данной динамической системы, а также выводы о чувстви-
тельности модели по отношению к введению переключений. Показано, что в случае λ < λ∗

введённые переключения качественно не меняют характер поведения положительных полутра-
екторий, сохраняя глобальную устойчивость равновесия P системы (1). Однако при λ > λ∗

поведение положительных полутраекторий изменяется, предельными множествами становятся
циклы, в случае существования единственного цикла, он является глобально устойчивым. Та-
ким образом, можно сказать, что значение λ∗ для параметра λ является бифуркационным для
представленной гибридной системы. Кроме того, отметим, что для случая λ > λ∗ возникает
проблема исследования вопроса о количестве предельных циклов в гибридной системе (1), (2).
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