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Исследуется задача о сопряжении тонких упругих включений Тимошенко, расположенных
в двумерном упругом теле с трещиной. Предполагается, что трещина пересекает тонкое
включение в некоторой точке, являющейся точкой взаимного контакта. В точке контакта
и на берегах трещины задаются нелинейные краевые условия типа неравенств, которые
позволяют предотвратить взаимное проникание частей включения и берегов трещины со-
ответственно. Установлены существование и единственность решения задачи. Получена
дифференциальная постановка в виде краевой задачи, содержащая в себе условия сопря-
жения.
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность исследования обусловлена стремительным увеличением применения компо-
зиционных материалов с тонкими волокнами при создании различных конструкций и изделий.
При эксплуатации данных конструкций наличие инородных включений может привести к об-
разованию трещин. Это вызывает необходимость изучения математических задач равновесия
упругих тел с тонкими включениями и трещинами. При этом существенную роль играет вы-
бор краевых условий на берегах трещины. Существует два подхода для описания задач теории
трещин. Первый подход — это классический, который характеризуется линейными краевыми
условиями на берегах [1]. В этом случае допускается взаимное проникание берегов трещины,
что является недостатком модели. Второй же подход описывается нелинейными краевыми
условиями вида системы равенств и неравенств, которые обеспечивают взаимное непроника-
ние берегов трещины (см. [2, 3]). В случае отслоения также применимы описанные методы
моделирования трещин, поскольку отслоение подразумевает наличие трещины между вклю-
чением и материалом матрицы. В представленной работе для описания трещин применяются
нелинейные краевые условия. На сегодняшний день опубликовано значительное количество
результатов, где при описании отслоения тонких включений используются указанные нели-
нейные краевые условия. Широкий класс задач данного направления можно разделять по
способу моделирования тонких включений, расположенных в упругих телах.

Математические модели тонких упругих включений Тимошенко с возможным отслоением
в упругом теле были сформулированы в работах [4, 5]. Впоследствии по указанному направ-
лению были рассмотрены различные постановки задач и исследованы предельные переходы
по параметру жёсткости [6], была выведена формула Гриффитса [7], проанализирован слу-
чай, когда включение Тимошенко пересекает внешнюю границу под нулевым углом [8], были
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построены и проверены численные алгоритмы решения [9], а также изучены задачи сопряже-
ния [10–12].

Исследования математических моделей тонких жёстких включений при наличии отслое-
ния в упругих телах берут своё начало с публикации [13]. В дальнейшем для данной модели
были рассмотрены задачи оптимального управления параметрами включения [14], численное
решение [15], некоторые контактные задачи [16–18] и задачи сопряжения [19–21].

Модель Бернулли—Эйлера является одной из наиболее распространённых моделей для
описания поведения тонких упругих включений в упругом теле [22, 23]. В частности, с вклю-
чением Бернулли—Эйлера были исследованы задачи о равновесии двумерного вязкоупругого
тела [24], задача с параметром повреждаемости [25], задача о равновесии пластины, сопряжён-
ной с препятствием [26], а также различные задачи о сопряжении [20, 27, 28].

Отдельно отметим работы, где обсуждаются общие и всесторонние вопросы сопряжения
математических моделей линейной теории упругости. В работе [29] на примере бигармони-
ческого уравнения сформулированы условия сопряжения для стержней и пластин. В [30–32]
рассмотрены разнообразные задачи о сопряжении линейных структур и стержней. В [33–35]
изучены условия сопряжения в рамках теории упругих балок. Сопряжения линейных вклю-
чений и трещин рассмотрены в [36–38].

В представленной работе рассматривается задача равновесия двумерного упругого тела
с трещиной и с тонким упругим включением. Упругое включение моделируется балкой Ти-
мошенко. На берегах трещины задаются краевые условия взаимного непроникания берегов.
Предполагается, что трещина точкой пересечения делит включение на две части. Таким об-
разом, возникает контакт частей включения в одной точке. Указанная точка является точкой
сопряжения. В этом случае, исходя из геометрии расположения трещины и включения, условие
непроникания учитывается и в точке сопряжения. Наличие данного краевого условия исклю-
чает взаимное проникание частей включения друг в друга и является естественным с точки
зрения механики. Целью данной работы является доказательство однозначной разрешимости
поставленной задачи и отыскание краевых условий в точке сопряжения для дифференциаль-
ной постановки. При этом дифференциальная постановка будет рассмотрена для двух случаев:
1) когда тонкие включения не имеют отслоения и 2) когда имеется отслоение одного из сопря-
жённых включений.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рис. 1. Область Ω с трещиной Γc и тонкими включениями γ1, γ2

Пусть γ ⊂ Ω, Γc ⊂ Ω — гладкие кривые без самопересечений такие, что γ ∩ Γc = {(0, 0)},
γ = γ1 ∪ γ2 ∪ {(0, 0)}, γ1 = (0, 1) × {0}, γ2 = (−1, 0) × {0}. Здесь Ω — ограниченная область в
пространстве R2 с гладкой границей Γ. Предположим, что кривые Γc и γ можем продолжить
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до пересечения внешней границы Γ, разбивая при этом область Ω на четыре подобласти Di

с липшицевыми границами ∂Di, причём meas(Γ ∩ ∂Di) > 0, i = 1, 2, 3, 4. Обозначим через
ν = (ν1, ν2) единичный вектор нормали к Γc, через n = (0, 1) — единичный вектор нормали
к γ, через τ = (ν2,−ν1) и s = (1, 0) — касательные вектора к Γc и γ соответственно. Нормаль в
точке (0, 0), которая совпадает с направлением нормали ν к Γc, обозначим через ν0 (см. рис. 1).
Пусть также Ωc

γ = Ω \ (γ ∪ Γc).
В рассматриваемой модели область Ωc

γ будет соответствовать упругому телу в естествен-
ном состоянии, Γc — трещине, а γ1 и γ2 — тонким упругим включениям с заданными свой-
ствами. В частности, считаем, что поведение упругих включений γ1 и γ2 описывается моделью
балок Тимошенко (см., например, [39]). Введём тензор модулей упругости A = {aejkl} с обыч-
ными свойствами симметрии

aejkl = ajekl = aklej , aejkl ∈ L∞(Ω)

и положительной определённости

aejklξklξej ⩾ c0|ξ|2, ∀ ξej = ξje, c0 = const > 0, e, j, k, l = 1, 2.

Всюду в работе все величины с двумя нижними индексами предполагаются симметричными
по этим индексам. По повторяющимся индексам проводится суммирование.

Обозначим через u = (u1, u2) и σ = {σej} поле перемещений и тензор напряжения упругого
тела Ωc

γ , e, j = 1, 2. Функции v(i), w(i), φ(i) будут определены на тонких включениях γi и
рассмотрены как функции одной переменной x1, i = 1, 2. Вместе с тем функции v(i), w(i)

описывают вертикальные и горизонтальные перемещения, а φ(i) — углы поворота нормального
сечения включений γi, i = 1, 2. Скачок функции v на Γc обозначим через [v] = v+ − v−,
где v± соответствуют значениям v на положительном и отрицательном берегах кривой Γc

по отношению к нормали ν. Тензор деформаций введём по формулам: ε = {εej}, εej(u) =
1

2

(
∂ue
∂xj

+
∂uj
∂xe

)
, e, j = 1, 2. Кроме того, σν = (σ1jνj , σ2jνj), σν = σejνjνe, στ = σejνjτe, uν = uν,

uτ = uτ , un = un, us = us, где e, j = 1, 2.

2. СЛУЧАЙ БЕЗ ОТСЛОЕНИЯ

В этом разделе мы рассматриваем задачу равновесия упругого тела с трещиной и тон-
кими упругими включениями без отслоения. Для данной задачи будет приведена вариацион-
ная постановка, доказаны существование и единственность решения, а также сформулирована
дифференциальная постановка, которая эквивалентна вариационной.

Рассмотрим вариационную постановку задачи. С этой целью введём множество допусти-
мых функций

K1 = {(u, v(i), w(i), φ(i)) | u ∈ H1
Γ(Ω

c
γ)

2, (v(i), w(i), φ(i)) ∈ H1(γi)
3, v(i) = un, w(i) = us на γi,

i = 1, 2; [uν ] ⩾ 0 на Γc; ((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 ⩾ 0},

где H1
Γ(Ω

c
γ) — подпространство пространства Соболева H1(Ωc

γ):

H1
Γ(Ω

c
γ) =

{
v ∈ H1(Ωc

γ) | v = 0 на Γ
}
.

Приведём значение условий, которые входят в определение множества K1. Равенства v(i) = un,
w(i) = us на γi означают совпадение вертикальных (по оси x2) и горизонтальных (по оси
x1) перемещений упругого тела с перемещениями включений на γi, i = 1, 2. Неравенство
[uν ] ⩾ 0 описывает взаимодействие берегов трещины Γc, допуская их контакт (знак равен-
ства) либо расхождение (знак строгого неравенства), и одновременно исключает проника-
ние берегов трещины. Данное условие непроникания выполнено почти всюду на Γc. Тогда
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в точке (0, 0) может быть допущено проникание включений γ1 и γ2 друг в друга. Условие
((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 ⩾ 0, в свою очередь, обеспечивает непроникание включе-
ний γ1 и γ2 в точке контакта.

Введём функционал энергии

Π(u, v(i), w(i), φ(i)) =
1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
1

2

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x )2 + (φ(i)
x )2 + (v(i)x + φ(i))2

}
.

Здесь и далее по тексту, где не указано, считаем, что i = 1, 2. Вдобавок, для упрощения будем

писать σ(u)ε(u) = σej(u)εej(u), fu = feue, vx =
dv

dx
, x = x1, (x1, x2) ∈ Ω.

Теорема 1. Задача минимизации
найти (u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K1, так что Π(u, v(i), w(i), φ(i)) = inf

K1

Π

имеет единственное решение, удовлетворяющее вариационному неравенству

(u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K1,∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) +

2∑
i=1

∫
γi

{
w(i)
x (w̄(i)

x − w(i)
x ) + φ(i)

x (φ̄(i)
x − φ(i)

x )

}
+

+
2∑

i=1

∫
γi

(v(i)x + φ(i))(v̄(i)x + φ̄(i) − v(i)x − φ(i)) ⩾ 0

(1)

для всех (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1, i = 1, 2.

Доказательство. Множество K1 в силу выпуклости и замкнутости будет слабо замкну-
тым. Функционал Π является слабо полунепрерывным снизу. Доказательство этого свойства
мы приводить не будем, поскольку с аналогичной схемой рассуждения можно ознакомиться
в [2]. Таким образом, для доказательства существования решения нам достаточно показать
коэрцитивность функционала Π. Итак, при (u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K1, α > 0 и β > 0 имеем

Π(u, v(i), w(i), φ(i)) =
1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
1

2

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x )2 + (φ(i)
x )2 + (v(i)x + φ(i))2

}
±

±α

∫
γ1

((v(1))2 + (w(1))2)± β

∫
γ2

((v(2))2 + (w(2))2).

В силу неравенства Корна, непрерывности вложения пространства H1
Γ(Ω

c
γ) в L2(γi) и условий

un = v(i), us = w(i) на γi при малых α > 0, β > 0 будут справедливы оценки
1

8

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)− α

∫
γ1

((v(1))2 + (w(1))2) ⩾ 0,
1

8

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)− β

∫
γ2

((v(2))2 + (w(2))2) ⩾ 0. (2)

На основании леммы, доказанной в [6], получим, что существуют константы c2 > 0, c3 > 0, не
зависящие от функций такие, что∫

γ1

{
(w(1)

x )2 + (φ(1)
x )2 + (v(1)x + φ(1))2

}
+ α

∫
γ1

((v(1))2 + (w(1))2) ⩾ c2

∥∥∥(v(1), w(1), φ(1))
∥∥∥2
H1(γ1)

3
,

∫
γ2

{
(w(2)

x )2 + (φ(2)
x )2 + (v(2)x + φ(2))2

}
+ β

∫
γ2

((v(2))2 + (w(2))2) ⩾ c3

∥∥∥(v(2), w(2), φ(2))
∥∥∥2
H1(γ2)

3
.

(3)
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Учитывая (2), (3), неравенства Корна и Коши, для функционала энергии запишем

Π(u, v(i), w(i), φ(i)) ⩾ c0 ∥u∥2H1
Γ(Ω

c
γ)

2 − c1 ∥u∥H1
Γ(Ω

c
γ)

2 + c2

∥∥∥(v(1), w(1), φ(1))
∥∥∥2
H1(γ1)

3
+

+c3

∥∥∥(v(2), w(2), φ(2))
∥∥∥2
H1(γ2)

3
.

Отсюда следует коэрцитивность функционала Π на множестве K1.
Докажем единственность решения методом от противного. Допустим, что задача (1) име-

ет два решения: (u, v(i), w(i), φ(i)) и (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)). Поскольку неравенство справедливо для
всех (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1, в неравенство для первого решения (u, v(i), w(i), φ(i)) в качестве
пробного элемента (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) возьмём второе решение (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)). Также в нера-
венство для второго решения (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) подставим (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i)).
После этого сложим полученные неравенства. Тогда, с одной стороны, верно соотношение∫
Ωc

γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) +
2∑

i=1

∫
γi

{
(w(i)

x − w̃(i)
x )2 + (φ(i)

x − φ̃(i)
x )2

}
+

2∑
i=1

∫
γi

(v(i)x +φ(i) − ṽ(i)x − φ̃(i))2 ⩽ 0.

C другой стороны, из рассуждений, аналогичных рассуждениям доказательства коэрцитивно-
сти функционала Π, справедливо неравенство∫
Ωc

γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) +
2∑

i=1

∫
γi

{
(w(i)

x − w̃(i)
x )2 + (φ(i)

x − φ̃(i)
x )2

}
+

2∑
i=1

∫
γi

(v(i)x +φ(i) − ṽ(i)x − φ̃(i))2 ⩾ 0.

В результате получим∫
Ωc

γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) +

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x − w̃(i)
x )2 + (φ(i)

x − φ̃(i)
x )2

}
+

2∑
i=1

∫
γi

(v(i)x +φ(i) − ṽ(i)x − φ̃(i))2 = 0.

Отсюда приходим к необходимому противоречию: (u, v(i), w(i), φ(i)) = (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)). Таким
образом, задача (1) имеет единственное решение.

Теорема 1 полностью доказана. □

Приведём дифференциальную формулировку задачи (1). Данная постановка состоит в
следующем: для заданных внешних сил f = (f1, f2) ∈ L2(Ω)2 требуется найти поле пере-
мещений u = (u1, u2), тензор напряжения σ, определённые в Ωc

γ , и функции v(i), w(i), φ(i),
определённые на γi, такие, что

−div σ = f, σ = Aε(u) в Ωc
γ , (4)

u = 0 на Γ, (5)

[uν ] ⩾ 0, σν ⩽ 0, [σν ] = 0, σ±
τ = 0, σν [uν ] = 0 на Γc, (6)

−v(i)xx − φ(i)
x = [σn], −w(i)

xx = [σs], −φ(i)
xx + v(i)x + φ(i) = 0 на γi, (7)

v(i) = un, w(i) = us на γi, (8)

φ(1) + v(1)x = w(1)
x = φ(1)

x = 0 при x = 1, φ(2) + v(2)x = w(2)
x = φ(2)

x = 0 при x = −1, (9)

((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 ⩾ 0, (10)

φ(1)
x (0+) = φ(2)

x (0−) = 0, (11)
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(w(2)
x w(2))(0−) + (φ(2) + v(2)x )v(2)(0−)− (w(1)

x w(1))(0+)− (φ(1) + v(1)x )v(1)(0+) = 0, (12)

(w(2)
x w̄(2))(0−) + (φ(2) + v(2)x )v̄(2)(0−)− (w(1)

x w̄(1))(0+)− (φ(1) + v(1)x )v̄(1)(0+) ⩾ 0 (13)

∀ (v̄i, w̄i) ∈ H1(γi)
2, ((w̄(1), v̄(1))(0+)− (w̄(2), v̄(2))(0−))ν0 ⩾ 0,

i = 1, 2. Здесь (4) — суть уравнения равновесия упругого тела и линейный закон Гука, (7) —
уравнения равновесия тонких включений γ1 и γ2, которые в точности соответствуют моделям
упругих балок Тимошенко. При этом в уравнениях (7) правые части [σn], [σs] описывают силы,
действующие на включения со стороны упругого тела. Условие (5) описывает закрепление тела
на внешней границе Γ. Краевые условия (6) являются типичными для данного класса задач
(см. [3]). Соотношения (8) прокомментированы выше при определении множества K1. Первая
группа краевых условий (9) соответствует нулевой перерезывающей силе, нулевой деформации
растяжения (сжатия) и нулевому моменту тонкого включения γ1 в точке x = 1; вторая группа
краевых условий (9) определяет аналогичное для тонкого включения γ2 в точке x = −1.
Оставшиеся условия (10)–(13) описывают сопряжение тонких включений γ1 и γ2 в точке (0, 0).

Теорема 2. Дифференциальная постановка (4)–(13) эквивалентна вариационной зада-
че (1) на классе достаточно гладких решений.

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим получение полной системы краевых усло-
вий (4)–(13) из вариационного неравенства (1). Сперва с помощью подстановки в (1) тестовых
функций вида (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i)) ± (θ, 0, 0, 0), где θ ∈ C∞

0 (Ωc
γ)

2, убеждаемся,
что выполнено уравнение равновесия из (4) в смысле обобщённых функций. Получение крае-
вых условий (6) на кривой Γc мы опустим, поскольку аналогичную схему доказательства мож-
но найти в [19]. Обоснуем справедливость (7)–(13). Возьмём в (1) в качестве пробных функций
элементы: (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i)) ± (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)), где (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) ∈ K1,
[ũν ] = 0 на Γc, ((w̃(1), ṽ(1))(0+)− (w̃(2), ṽ(2))(0−))ν0 = 0. Получим

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ũ)−
∫
Ωc

γ

fũ+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)
x w̃(i)

x + φ(i)
x φ̃(i)

x + (v(i)x + φ(i))(ṽ(i)x + φ̃(i))

}
= 0.

Отсюда, интегрируя по частям и учитывая уравнения равновесия (4) и условия (6), находим

−
2∑

i=1

∫
γi

[σn]ũ−
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)
xxw̃

(i) + (φ(i)
xx − v(i)x − φ(i))φ̃(i) + (v(i)xx + φ(i)

x )ṽ(i)
}
+

+w(1)
x w̃(1) |x=1

x=0+ +φ(1)
x φ̃(1) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))ṽ(1) |x=1
x=0+ +w(2)

x w̃(2) |x=0−
x=−1 +

+φ(2)
x φ̃(2) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))ṽ(2) |x=0−
x=−1= 0.

(14)

Далее выберем в (14) тестовые функции, обладающие свойствами

ṽ(i) = w̃(i) = φ̃(i) = 0 при x = 0+, 0−, 1,−1.

Получаем равенство

−
2∑

i=1

∫
γi

([σn]ũn + [σs]ũs)−
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)
xxw̃

(i) + (φ(i)
xx − v(i)x − φ(i))φ̃(i) + (v(i)xx + φ(i)

x )ṽ(i)
}

= 0,

откуда благодаря равенствам ṽ(i) = ũn, w̃(i) = ũs на γi следуют уравнения (7).
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Вернёмся к равенству (14), справедливому для указанных выше функций
(ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)). В силу (7), мы будем иметь

w(1)
x w̃(1) |x=1

x=0+ +φ(1)
x φ̃(1) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))ṽ(1) |x=1
x=0+ +

+w(2)
x w̃(2) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x φ̃(2) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))ṽ(2) |x=0−
x=−1= 0.

Поскольку на функции ṽ(i), w̃(i) при x = 1,−1, а на φ̃(i) при x = 1,−1, 0+, 0− отсутствуют
ограничения, из последнего равенства получим краевые условия (9) и (11).

Подставим теперь в вариационное неравенство (1) пробные элементы (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) =
(u, v(i), w(i), φ(i)) + (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)), (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) ∈ K1, [ũν ] = 0 на Γc. Мы имеем∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ũ)−
∫
Ωc

γ

fũ+

2∑
i=1

∫
γi

{
w(i)
x w̃(i)

x + φ(i)
x φ̃(i)

x + (v(i)x + φ(i))(ṽ(i)x + φ̃(i))

}
⩾ 0.

Отсюда, интегрируя по частям, а также применяя краевые условия (4), (6)–(11), получим
неравенство

−w(1)
x w̃(1)(0+)− (v(1)x + φ(1))ṽ(1)(0+) + w(2)

x w̃(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))ṽ(2)(0−) ⩾ 0,

которое справедливо для всех функций (ṽi, w̃i) ∈ H1(γi)
2 таких, что

((w̃(1), ṽ(1))(0+)− (w̃(2), ṽ(2))(0−))ν0 ⩾ 0.

Таким образом, мы обосновали, что из (1) следует условие (13).
И наконец, приступим к доказательству справедливости равенства (12). Для этого в ва-

риационное неравенство (1) последовательно выберем в роли пробных элементов функции:
(ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (0, 0, 0, 0) и (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = 2(u, v(i), w(i), φ(i)). В результате получим∫

Ωc
γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+

2∑
i=1

∫
γi

{
w(i)
x w(i)

x + φ(i)
x φ(i)

x + (v(i)x + φ(i))(v(i)x + φ(i))

}
= 0.

Интегрирование по частям и применение условий (4), (6)–(8) здесь даёт равенство

w(1)
x w(1) |x=1

x=0+ +φ(1)
x φ(1) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))v(1) |x=1
x=0+ +

+w(2)
x w(2) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x φ(2) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))v(2) |x=0−
x=−1= 0,

из которого в силу условий (9) и (11) приходим к справедливости равенства (12). Таким обра-
зом, теорема в одну сторону доказана.

Достаточность. Пусть теперь выполнены все соотношения (4)–(13). Возьмём
(ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1. Умножим (4) на (ū − u), первое равенство в (7) на (v̄(i) − v(i)), вто-
рое — на (w̄(i) − w(i)), третье — на (φ̄(i) − φ(i)). Проинтегрируем по Ωc

γ и γi соответственно.
Сложим интегралы. Тогда мы имеем∫
Ωc

γ

(−div σ − f)(ū− u) +

2∑
i=1

∫
γi

(−v(i)xx − φ(i)
x − [σn])(v̄

(i) − v(i)) +
2∑

i=1

∫
γi

(−w(i)
xx − [σs])(w̄

(i) −w(i))+

+
2∑

i=1

∫
γi

(−φ(i)
xx + v(i)x + φ(i))(φ̄(i) − φ(i)) = 0.
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Интегрируя это тождество по частям, мы получаем∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)
x (w̄(i)

x − w(i)
x ) + φ(i)

x (φ̄(i)
x − φ(i)

x ) + (v(i)x + φ(i))(v̄(i)x + φ̄(i) − v(i)x − φ(i))

}
=

−
∫
Γc

[σν(ū− u)]−
2∑

i=1

∫
γi

[σn(ū− u)] +
2∑

i=1

∫
γi

[σn](v̄
(i) − v(i)) +

2∑
i=1

∫
γi

[σs](w̄
(i) − w(i))+

+w(1)
x (w̄(1) − w(1)) |x=1

x=0+ +φ(1)
x (φ̄(1) − φ(1)) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))(v̄(1) − v(1)) |x=1
x=0+ +

+w(2)
x (w̄(2) − w(2)) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x (φ̄(2) − φ(2)) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))(v̄(2) − v(2)) |x=0−
x=−1 .

Для получения вариационного неравенства (1) нам достаточно показать, что правая часть
последнего равенства неотрицательна. Покажем это. В силу (8), (9), (11), (12) и последних
трёх условий из (6) последнее равенство можем переписать в виде∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)
x (w̄(i)

x − w(i)
x ) + φ(i)

x (φ̄(i)
x − φ(i)

x ) + (v(i)x + φ(i))(v̄(i)x + φ̄(i) − v(i)x − φ(i))

}
=

−
∫
Γc

σν [ūν ]− w(1)
x w̄(1)(0+)− (v(1)x + φ(1))v̄(1)(0+) + w(2)

x w̄(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))v̄(2)(0−).

(15)

Первое слагаемое правой части (15) неотрицательно в силу второго неравенства из (6) и нера-
венства [ūν ] ⩾ 0, а сумма оставшихся слагаемых неотрицательна по условию (13). Следователь-
но, правая часть (15) неотрицательна. Таким образом, мы показали, что из (4)–(13) следует
вариационное неравенство (1).

Итак, теорема 2 полностью доказана. □

3. СЛУЧАЙ С ОТСЛОЕНИЕМ

В данном разделе будет исследована задача равновесия упругого тела с трещиной и тон-
кими упругими включениями. При этом будет предполагаться наличие отслоения на положи-
тельном берегу γ1 (см. рис. 1). В данном случае существование отслоения означает, что помимо
трещины Γc существует ещё и трещина между включением γ1 и упругим телом. Оказывается,
что для данного случая условия сопряжения в контактной точке для дифференциальной по-
становки будут идентичными с предыдущим случаем. Вместе с тем, формулировки задачи, а
также доказательство эквивалентности будут значительно отличаться. Обозначения останутся
прежними.

Приведём вариационную постановку задачи. Для этого введём множество допустимых
функций

K2 = {(u, v(i), w(i), φ(i)) | u ∈ H1
Γ(Ω

c
γ)

2, (v(i), w(i), φ(i)) ∈ H1(γi)
3, v(2) = un, w(2) = us на γ2;

v(1) = u−n , w(1) = u−s на γ1; [un] ⩾ 0 на γ1; [uν ] ⩾ 0 на Γc;

((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 ⩾ 0, i = 1, 2}
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и запишем функционал энергии

Π(u, v(i), w(i), φ(i)) =
1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
1

2

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x )2 + (φ(i)
x )2 + (v(i)x + φ(i))2

}
.

Теорема 3. Задача минимизации

найти (u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K2, так что Π(u, v(i), w(i), φ(i)) = inf
K2

Π

имеет единственное решение, удовлетворяющее вариационному неравенству

(u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K2,∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) +
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)
x (w̄(i)

x − w(i)
x ) + φ(i)

x (φ̄(i)
x − φ(i)

x )

}
+

+
2∑

i=1

∫
γi

(v(i)x + φ(i))(v̄(i)x + φ̄(i) − v(i)x − φ(i)) ⩾ 0

(16)

для всех (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K2, i = 1, 2.
Теорема 3 доказывается тем же путём, что и теорема 1 из предыдущего раздела, поэтому

выкладки мы здесь опустим.
Приведём дифференциальную формулировку для данного случая. Найти u, σ, определён-

ные в Ωc
γ , и v(i), w(i), φ(i), определённые на γi, такие, что

−div σ = f, σ = Aε(u) в Ωc
γ , (17)

u = 0 на Γ, (18)

[uν ] ⩾ 0, σν ⩽ 0, [σν ] = 0, σ±
τ = 0, σν [uν ] = 0 на Γc, (19)

−v(i)xx − φ(i)
x = [σn], −w(i)

xx = [σs], −φ(i)
xx + v(i)x + φ(i) = 0 на γi, (20)

v(1) = u−n , w(1) = u−s на γ1, v(2) = un, w(2) = us на γ2, (21)

φ(1) + v(1)x = w(1)
x = φ(1)

x = 0 при x = 1, φ(2) + v(2)x = w(2)
x = φ(2)

x = 0 при x = −1, (22)

[un] ⩾ 0, σ+
n ⩽ 0, σ+

s = 0, σ+
n [un] = 0 на γ1, (23)

((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 ⩾ 0, (24)

φ(1)
x (0+) = φ(2)

x (0−) = 0, (25)

(w(2)
x w(2))(0−) + (φ(2) + v(2)x )v(2)(0−)− (w(1)

x w(1))(0+)− (φ(1) + v(1)x )v(1)(0+) = 0, (26)

(w(2)
x w̄(2))(0−) + (φ(2) + v(2)x )v̄(2)(0−)− (w(1)

x w̄(1))(0+)− (φ(1) + v(1)x )v̄(1)(0+) ⩾ 0 (27)

∀ (v̄i, w̄i) ∈ H1(γi)
2, ((w̄(1), v̄(1))(0+)− (w̄(2), v̄(2))(0−))ν0 ⩾ 0, i = 1, 2.

Здесь первые два равенства из (21) гарантируют совпадение вертикальных и горизонтальных
перемещений упругого тела с перемещениями включения на γ−1 . Группа нелинейных краевых
условий (23) описывает отслоение тонкого включения на γ+1 .

Теорема 4. Формулировки (16) и (17)–(27) эквивалентны на классе достаточно гладких
решений.
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Доказательство. Необходимость. Докажем, что из вариационного неравенства (16) сле-
дуют все условия (17)–(27). А именно, приведём доказательство справедливости краевых усло-
вий (20), (22)–(27). Остальные условия получаются аналогично предыдущей модели.

Итак, возьмём в (16) тестовые функции вида

(ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i)) + (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)),

где (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) ∈ K2, [ũν ] = 0 на Γc, ṽ(i) = w̃(i) = φ̃(i) = 0 на γi. Интегрирование по частям
и применение уравнений равновесия (17) и условий (19) приводит к неравенству

−
∫
γ1

σ+nũ+ = −
∫
γ1

(σ+
n ũ

+
n + σ+

s ũ
+
s ) ⩾ 0,

откуда получаем
σ+
n ⩽ 0, σ+

s = 0 на γ1.

Справедливость условия σ+
n [un] = 0 из (23) доказывается локально. Схожие рассуждения

можно найти в [19]. Таким образом, мы убедились в верности всех соотношений (23).
Рассмотрим теперь функции (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i)) ± (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)), где

(ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) ∈ K2, ((w̃(1), ṽ(1))(0+) − (w̃(2), ṽ(2))(0−))ν0 = 0, [ũν ] = 0 на Γc, [ũn] = 0 на γ1.
Производя подстановку функций (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) в (16), мы будем иметь равенство

−
∫
γ1

[(σn)ũ]−
∫
γ2

[σn]ũ−
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)
xxw̃

(i) + (φ(i)
xx − v(i)x − φ(i))φ̃(i) + (v(i)xx + φ(i)

x )ṽ(i)
}
+

+w(1)
x w̃(1) |x=1

x=0+ +φ(1)
x φ̃(1) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))ṽ(1) |x=1
x=0+ +

+w(2)
x w̃(2) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x φ̃(2) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))ṽ(2) |x=0−
x=−1= 0.

(28)

Здесь для первого слагаемого в силу (23) можем записать цепочку преобразований

−
∫
γ1

[(σn)ũ] = −
∫
γ1

[σnũn]−
∫
γ1

[σsũs]±
∫
γ1

σ+
n ũ

−
n −

∫
γ1

σ+
s ũ

−
s = −

∫
γ1

[σn]ũ
−
n −

∫
γ1

[σs]ũ
−
s .

Учитывая это и равенства ṽ(1) = ũ−n , w̃(1) = ũ−s на γ1, ṽ(2) = ũn, w̃(2) = ũs на γ2, а также
предполагая, что ṽ(i) = w̃(i) = φ̃(i) = 0 при x = 0, 1,−1, из (28) получим

−
2∑

i=1

∫
γi

([σs] + w(i)
xx)w̃

(i) −
2∑

i=1

∫
γi

([σn] + v(i)xx + φ(i)
x )ṽ(i) −

2∑
i=1

∫
γi

(φ(i)
xx − v(i)x − φ(i))φ̃(i) = 0.

Отсюда следуют все уравнения (20). Далее, возвращаясь к равенству (28), получим справед-
ливость всех соотношений (22) и (25).

Чтобы получить следующее условие, сначала поочерёдно выберем в вариационное нера-
венство (16) функции (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (0, 0, 0, 0) и (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = 2(u, v(i), w(i), φ(i)).
Затем проинтегрируем по частям и применим условия (17)–(22), (25). В результате получим
равенство вида

−
∫
γ1

σ+n[u]− w(1)
x w(1)(0+)− (v(1)x + φ(1))v(1)(0+) + w(2)

x w(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))v(2)(0−) = 0,

откуда находим (26), поскольку здесь первое слагаемое равно нулю в силу последних двух
условий из (23).
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И наконец, путём подстановки в вариационное неравенство (16) пробных функций
(ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i))+(ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)), где (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) ∈ K2, [ũν ] = 0 на Γc,
[ũn] = 0 на γ1, и применения доказанных выше краевых условий, убедимся в справедливости
условия (27). Таким образом, теорема в одну сторону доказана.

Достаточность. Докажем теперь, что из (17)–(27) следует (16). Из (17) и (20) для про-
извольной функции (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1 после интегрирования получим∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+

2∑
i=1

∫
γi

{
w(i)
x (w̄(i)

x − w(i)
x ) + φ(i)

x (φ̄(i)
x − φ(i)

x ) + (v(i)x + φ(i))(v̄(i)x + φ̄(i) − v(i)x − φ(i))

}
=

= −
∫
Γc

[σν(ū− u)]−
∫
γ1

[σn(ū− u)]±
∫
γ1

σ+
n (ū

−
n − u−)±

∫
γ1

σ+
s (ū

−
s − u−s )−

−
∫
γ2

[σn(ū− u)] +

2∑
i=1

∫
γi

[σn](v̄
(i) − v(i)) +

2∑
i=1

∫
γi

[σs](w̄
(i) − w(i))+

+w(1)
x (w̄(1) − w(1)) |x=1

x=0+ +φ(1)
x (φ̄(1) − φ(1)) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))(v̄(1) − v(1)) |x=1
x=0+ +

+w(2)
x (w̄(2) − w(2)) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x (φ̄(2) − φ(2)) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))(v̄(2) − v(2)) |x=0−
x=−1 .

Очевидно, что для того чтобы получить вариационное неравенство (16), достаточно доказать
неотрицательность правой части равенства выше. Действительно, применяя краевые усло-
вия (19), (21)–(23), (25) и (26), последнее равенство переписывается в виде∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)
x (w̄(i)

x − w(i)
x ) + φ(i)

x (φ̄(i)
x − φ(i)

x ) + (v(i)x + φ(i))(v̄(i)x + φ̄(i) − v(i)x − φ(i))

}
=

= −
∫
γ1

σ+
n [ūn]−

∫
Γc

σν [ūν ]− w(1)
x w̄(1)(0+)−

−(v(1)x + φ(1))v̄(1)(0+) + w(2)
x w̄(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))v̄(2)(0−).

(29)

Первое и второе слагаемые правой части равенства (29) неотрицательны в силу (19), (23)
и условий [ūn] ⩾ 0 на γ1, [ūν ] ⩾ 0 на Γc. Сумма оставшихся слагаемых правой части (29)
будет неотрицательна по условию (27). Следовательно, из (29) получаем вариационное нера-
венство (16).

Теорема 4 полностью доказана. □

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе изучена задача о сопряжении тонких упругих включений, которые
расположены в двумерном упругом теле с трещиной. При этом предполагается, что трещина
проходит между включениями. Мы исследовали два случая: случай без отслоения, а также
случай с отслоением, где на одном из берегов одного из включений имеется трещина. Для
каждого случая получены следующие результаты:

1. Доказаны теоремы существования и единственности решения задачи равновесия.
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2. Получены эквивалентные дифференциальные постановки задач, включающие в себя
условия сопряжения в точке контакта.
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