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Оцениваются размеры области допустимых начальных значений решений и области пре-
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ВВЕДЕНИЕ

Системы типа Лотки—Вольтерры широко используются для моделирования различных
взаимодействий между некими субъектами в биологической, химической или экономической
среде [1, 2]. Наиболее часто такие системы применяют для построения популяционных моде-
лей, описывающих динамику изменения численности нескольких популяций в биологическом
сообществе. При этом в прикладных задачах задействуются как непрерывные, так и разност-
ные модели [3, 4]. Разностные уравнения могут получаться в результате дискретизации непре-
рывных уравнений с помощью каких-то вычислительных схем, а могут строиться и непосред-
ственно без привязки к непрерывным моделям. Поскольку динамика изменения численности
популяций представляет собой по сути дискретный процесс, то математический аппарат раз-
ностных уравнений часто оказывается более уместным для описания данного процесса [4].

Одной из важных задач популяционной динамики является проблема предельной огра-
ниченности решений [1]. В рамках этой задачи исследуются условия, гарантирующие суще-
ствование ограниченной области в фазовом пространстве системы такой, что любое решение
за конечное время войдёт в данную область и более её уже не покинет. С биологической точки
зрения это будет означать, что численности популяций не будут превышать некоторые опре-
делённые значения. В дискретных моделях такую предельную ограниченность часто удаётся
гарантировать лишь для решений, начинающихся в некоторой конечной окрестности начала
координат. Но поскольку размер этой окрестности можно варьировать, то это не вызывает
принципиальных проблем при моделировании реальных процессов.

Другой важной задачей является проблема персистентности системы [1]. Персистентность
означает, что в процессе биологического взаимодействия популяции не вымирают, и их числен-
ности не опускаются ниже некоторых определённых положительных значений. Если система
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обладает свойствами предельной ограниченности решений и персистентности, то она называ-
ется перманентной [1, 5, 6].

Указанные выше задачи широко исследовались в последние десятилетия для систем
Лотки—Вольтерры с постоянными и переменными коэффициентами [4–6], при воздействии
случайных или неслучайных возмущений [7–9], при наличии запаздывания или диффу-
зии [10, 11], и т. д. Отдельный интерес для практических приложений представляет изучение
систем с гибридной структурой [12, 13], в частности, когда коэффициенты заданной систе-
мы могут переключаться с одного набора значений на другой в результате каких-то внеш-
них воздействий, изменения схемы управления, и т. п. Разработке методов динамического
анализа для систем с переключениями посвящено множество работ (см. [14, 15]). Стандарт-
ным инструментом для такого анализа является прямой метод Ляпунова. Например, системы
Лотки—Вольтерры с переключениями рассматривались в работах [16–18].

В настоящей работе исследуется гибридная дискретная система типа Лотки—Вольтерры,
которая может функционировать как в плановом режиме с некоторым асимптотически устой-
чивым положением равновесия, так и в возмущённом режиме, при котором теряются указанное
положение равновесия и свойства устойчивости. Анализируется динамика такой системы, уста-
навливаются достаточные условия предельной ограниченности решений и перманентности,
оцениваются области допустимых начальных и предельных значений решений, соответствую-
щие изучаемой динамике. Отличительной особенностью работы является применение метода
дробления фазового пространства системы на части и построение разных функций Ляпунова
в разных частях этого пространства. Такой подход позволяет получить лучшие результаты
как в качественном, так и в количественном смысле [19, 20].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим дискретную систему

xi(k + 1) = xi(k) exp
(
h
(
ci +

n∑
j=1

pijfj(xj(k))
))

, i = 1, . . . , n. (1)

Уравнения (1) являются разностным аналогом хорошо известной дифференциальной систе-
мы Лотки—Вольтерры обобщённого типа [3, 4]. Они обычно используются для моделирования
взаимодействия нескольких популяций в биологическом сообществе. Так, переменная xi(k)
описывает численность i-ой популяции при k-ой итерации; k = 0, 1, . . .; i = 1, . . . , n. Величи-
на h > 0 определяет шаг дискретизации. Постоянные коэффициенты ci и pij характеризуют
скорость естественного прироста (убыли) популяций, внутривидовую конкуренцию и межви-
довое взаимодействие; i, j = 1, . . . , n. Функции fi(zi), заданные при zi ∈ [0,+∞), подбираются
таким образом, чтобы результаты моделирования согласовывались с наблюдаемыми экспери-
ментальными данными; i = 1, . . . , n.

Отметим, что уравнения (1) также применяют для моделирования некоторых химических
и экономических процессов [1, 2].

В соответствии с физическим смыслом переменных, систему (1) будем рассматривать
в неотрицательном ортанте K+ = {z = (z1, . . . , zn)

T : zi ⩾ 0, i = 1, . . . , n}. Через
K+

0 = {z = (z1, . . . , zn)
T : zi > 0, i = 1, . . . , n} обозначим внутренность ортанта K+. Заметим,

что множества K+ и K+
0 являются инвариантными множествами системы (1).

Согласно стандартным предположениями (см. [1–3]), будем считать, что функции fi(zi)
непрерывны и строго возрастают при zi ∈ [0,+∞), fi(0) = 0 и fi(zi) → +∞ при zi → +∞;
i = 1, . . . , n.

Дополнительно предположим, что для любой константы H функции f̃i(zi) = fi(e
zi)

удовлетворяют условию Липшица на интервале (−∞, H] с некоторой константой Липшица

L(H) > 0, и кроме того,
1∫
0

fi(τ)
τ dτ < +∞; i = 1, . . . , n.
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Замечание 1. Все сделанные предположения будут выполнены, например, для функ-
ций степенного типа: fi(zi) = zµi

i , где µi > 0, i = 1, . . . , n. В частности, случай, когда
µ1 = . . . = µn = 1, соответствует классической разностной системе Лотки—Вольтерры.

Обозначим f(z) = (f1(z1), . . . , fn(zn))
T , c = (c1, . . . , cn)

T , P = (pij)
n
i,j=1.

Будем считать, что detP ̸= 0, P−1c < 0 (покомпонентно), и существуют положи-
тельные числа λ1, . . . , λn такие, что матрица ΛP + PTΛ отрицательно определена (здесь
Λ = diag {λ1, . . . , λn}).

При сделанных предположениях система (1) будет иметь единственное положение рав-
новесия x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)

T ∈ K+
0 , причём это положение равновесия будет асимптотически

устойчивым [1–4].
Динамику системы (1) назовём плановым (программным) режимом. Далее полагаем, что

в некоторые моменты времени в результате каких-то внешних воздействий рассматриваемая
система переходит в возмущённый режим

xi(k + 1) = xi(k) exp
(
h
(
ĉi(k) +

n∑
j=1

p̂ij(k)fj(xj(k))
))

, i = 1, . . . , n. (2)

Здесь коэффициенты ĉi(k), p̂ij(k) представляют собой некоторые ограниченные величины

|ĉi(k)| ⩽ ĉi, |p̂ij(k)| ⩽ p̂ij , k = 0, 1, . . . (ĉi = const ⩾ 0, p̂ij = const ⩾ 0).

А после окончания действия возмущений система снова возвращается в плановый режим (1).
В качестве другой интерпретации задачи можно полагать, что система функционирует в воз-
мущённом режиме (2), но в некоторые моменты времени мы с помощью специального ста-
билизирующего управления приводим систему к плановому режиму (1). После отключения
управления система возвращается к режиму (2).

Целью настоящей работы является нахождение ограничений на время пребывания (число
последовательных итераций) исследуемой системы в режимах (1) и (2), гарантирующих тре-
буемые динамические характеристики поведения решений системы. В частности, будет иссле-
дована задача о попадании решений системы в некоторую компактную окрестность G ∈ K+

0

точки x̄ и дальнейшем их там пребывании. Таким образом, в работе будут получены усло-
вия предельной ограниченности решений и перманентности гибридной системы, состоящей из
подсистем (1) и (2).

2. ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА И ПОЛУЧЕНИЕ ОЦЕНОК НА
НИХ

Для решения поставленной задачи будем использовать две функции Ляпунова [3, 17]

V1(z) =

n∑
i=1

λi

∫ zi

x̄i

fi(τ)− fi(x̄i)

τ
dτ, V2(z) =

n∑
i=1

λi

∫ zi

x̄i

fi(τ)

τ
dτ,

где в качестве коэффициентов λ1, . . . , λn возьмём числа, указанные в предыдущем разделе
статьи.

Имеем, что V1(x̄) = 0, V1(z) > 0 при z ̸= x̄, и V1(z) → +∞, если zi → +0 хотя бы при
одном значении индекса i ∈ {1, . . . , n}, а также если ∥z∥ → +∞. В то же время, функция V2(z)
сохраняет конечное значение, если zi → +0 при i ∈ {1, . . . , n}, но V2(z) → +∞ при ∥z∥ → +∞.
Таким образом, можно указать такое H̄ > 0, что

V2(z) > 0 при ∥z∥ ⩾ H̄. (3)
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Вычислим конечные разности функций V1(z) и V2(z) на решениях подсистем (1) и (2).
Выберем произвольные значения 0 < H1 < min

i=1,...,n
x̄i и H2 > ∥x̄∥. Зададим область

(см. рис. 1)
T1(H1, H2) =

{
z ∈ K+

0 : ∥z− x̄∥ ⩾ H1, ∥z∥ ⩽ H2

}
.

Рис. 1. Области фазового пространства

Получаем

∆V1

∣∣
(1)

= V1(x(k + 1))− V1(x(k)) =

=
n∑

i=1

λi

∫ xi(k+1)

xi(k)

fi(τ)− fi(x̄i)

τ
dτ =

n∑
i=1

λi

yi(k+1)∫
yi(k)

(
f̃i(ξ)− f̃i(ȳi)

)
dξ =

= h
n∑

i=1

λi

(
f̃i(yi(k) + θik∆yi(k))− f̃i(ȳi)

) n∑
j=1

pij

(
f̃j(yj(k))− f̃j(ȳj)

)
=

= h
n∑

i=1

λi

(
f̃i(yi(k))− f̃i(ȳi)

) n∑
j=1

pij

(
f̃j(yj(k))− f̃j(ȳj)

)
+

+h

n∑
i=1

λi

(
f̃i(yi(k) + θik∆yi(k))− f̃i(yi(k))

) n∑
j=1

pij

(
f̃j(yj(k))− f̃j(ȳj)

)
.

Здесь yi(k) = ln xi(k), ȳi = ln x̄i, ∆yi(k) = yi(k + 1)− yi(k), θik ∈ (0, 1), i = 1, . . . , n.
Значит, если ∥x(k)∥ ⩽ H2 и ∥x(k + 1)∥ ⩽ H2, то будет справедливо неравенство

∆V1

∣∣
(1)

⩽
(
− b1h+ b2L(lnH2)h

2
)
∥f(x(k))− f(x̄)∥2,

где b1, b2 — некоторые положительные постоянные, не зависящие от h и H2.
Выберем 0 < h1(H2) < b1/

(
b2 L(lnH2)

)
. Тогда, если h ∈ (0, h1(H2)), то пока решение

системы (1) остаётся в области T1(H1, H2), будут верны оценки

∆V1

∣∣
(1)

⩽ −h b3(H2)∥f(x(k))− f(x̄)∥2 ⩽ −hα1(H1, H2), (4)

где b3(H2), α1(H1, H2) — положительные постоянные, зависящие от H2 и от H1, H2 соответ-
ственно.

Проводя аналогичные рассуждения, можно задать неотрицательную постоянную β1(H2),
зависящую от H2, так, что если h ∈ (0, h1(H2)), то пока решение системы (2) остаётся в области
(см. рис. 1)

T2(H2) =
{
z ∈ K+

0 : ∥z∥ ⩽ H2

}
,
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будет верна оценка
∆V1

∣∣
(2)

⩽ hβ1(H2). (5)

Рассмотрим теперь область вида (см. рис. 1)

T3(H3, H4) =
{
z ∈ K+

0 : H3 ⩽ ∥z∥ ⩽ H4

}
,

где H3, H4 — некоторые положительные постоянные, H3 < H4.
Имеем

∆V2

∣∣
(1)

= V2(x(k + 1))− V2(x(k)) =

=
n∑

i=1

λi

∫ xi(k+1)

xi(k)

fi(τ)

τ
dτ =

n∑
i=1

λi

yi(k+1)∫
yi(k)

f̃i(ξ) dξ =

= h
n∑

i=1

λif̃i(yi(k) + θ̂ik∆yi(k))

ci +
n∑

j=1

pij f̃j(yj(k))

 =

= h
n∑

i=1

λif̃i(yi(k))

ci +
n∑

j=1

pij f̃j(yj(k))

+

+h
n∑

i=1

λi

(
f̃i(yi(k) + θ̂ik∆yi(k))− f̃i(yi(k))

) ci +
n∑

j=1

pij f̃j(yj(k))

 .

Здесь, как и ранее, yi(k) = ln xi(k), ∆yi(k) = yi(k + 1)− yi(k), θ̂ik ∈ (0, 1), i = 1, . . . , n.
Значит, если ∥x(k)∥ ⩽ H4 и ∥x(k + 1)∥ ⩽ H4, то будет справедливо неравенство

∆V2

∣∣
(1)

⩽ −b4h∥f(x(k))∥2 + b5h∥f(x(k))∥+ b6L(lnH4)h
2
(
1 + ∥f(x(k))∥2

)
,

где b4, b5, b6 — некоторые положительные постоянные, не зависящие от h и H4.
Найдём величину H̃ > 0 такую, что

∥f(z)∥ > b5/b4 при ∥z∥ ⩾ H̃. (6)

На основе величин, определяемых по формулам (3) и (6), найдём константу Ĥ = max{H̄; H̃}.
Будем считать, что H4 > H3 > Ĥ. Тогда нетрудно подобрать такие положительные постоянные
h2(H3, H4) и b7(H3, H4), что если h ∈ (0, h2(H3, H4)), то пока решение системы (1) остаётся в
области T3(H3, H4), будет выполнено неравенство

∆V2

∣∣
(1)

⩽ −h b7(H3, H4)∥f(x(k))∥2.

В результате, для любого η ⩾ 0 в области T3(H3, H4) можно построить оценку

∆V2

∣∣
(1)

⩽ −hα2(η,H3, H4)V
η
2 (x(k)), (7)

где α2(η,H3, H4) — положительная постоянная, зависящая от выбора величин η, H3 и H4.
Аналогичным образом можно найти неотрицательную постоянную β2(η,H3, H4), завися-

щую от выбора величин η, H3 и H4, такую, что при h ∈ (0, h2(H3, H4)) в области T3(H3, H4)
будет верна оценка

∆V2

∣∣
(2)

⩽ hβ2(η,H3, H4)V
η
2 (x(k)). (8)
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Замечание 2. Коэффициенты α1(H1, H2), β1(H2), α2(η,H3, H4), β2(η,H3, H4), присут-
ствующие в неравенствах (4)–(8), а также величины h1(H2), h2(H3, H4), могут быть неслож-
ным образом оценены при выбранных значениях H1, H2, H3, H4, η для конкретно заданного
семейства подсистем (1), (2) в результате численного анализа.

3. ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрим теперь гибридную систему, образованную подсистемами (1) и (2). Пусть дис-
кретная функция σ(k) : {0, 1, . . .} → {1, 2} определяет порядок переключения между этими
подсистемами. Так, если σ(k) = 1, то считаем, что во время k-ой итерации гибридная система
работает в плановом режиме (1), а если σ(k) = 2, то — в возмущённом режиме (2); k = 0, 1, . . ..

Соотношения (4)–(8), установленные ранее для выбранных функций Ляпунова, позволяют
получить оценки для решений гибридной системы в соответствующих областях положитель-
ного ортанта K+

0 .
Лемма. Для любых η, y, x, таких что η > 0, y > 0 и x < y−η+1, справедливы неравенства(

y − xyη
)−η+1

⩾ y−η+1 + (η − 1)x, если η > 1,

и (
y − xyη

)−η+1
⩽ y−η+1 + (η − 1)x, если 0 < η < 1.

Доказательство. Выберем η > 0, y > 0 и рассмотрим функцию

φ(x) =
(
y−η+1 + (η − 1)x

)(
y − xyη

)η−1
.

Имеем
φ ′(x) = −η(η − 1)xyη

(
y − xyη

)η−2
.

Если η > 1, то φ ′(x) > 0 при x < 0 и φ ′(x) < 0 при 0 < x < y−η+1, а значит

max
(−∞, y−η+1)

φ(x) = φ(0) = 1.

Аналогично если 0 < η < 1, то φ ′(x) < 0 при x < 0 и φ ′(x) > 0 при 0 < x < y−η+1, а значит,

min
(−∞, y−η+1)

φ(x) = φ(0) = 1.

Лемма доказана. □

Пусть некоторые значения 0 < H1 < min
i=1,...,n

x̄i и H2 > ∥x̄∥ выбраны, величина h1(H2)

определена и оценки (4), (5) в области T1(H1, H2) построены.
Положим: ω̄k(H1, H2) = α1(H1, H2), если σ(k) = 1, и ω̄k(H1, H2) = −β1(H2), если σ(k) = 2;

k = 0, 1, . . ..
Возьмём k0 ⩾ 0, x0 ∈ T1(H1, H2) и рассмотрим решение x(k) гибридной системы (1), (2)

такое, что x(k0) = x0. Предположим, что при k = k0, . . . , k̃ решение x(k) остаётся в области
T1(H1, H2). Тогда если h ∈ (0, h1(H2)), то при k = k0 + 1, . . . , k̃ будут справедливы оценки

V1(x(k)) ⩽ V1(x(k − 1))− hω̄k−1(H1, H2) ⩽ . . . ⩽ V1(x0)− h
k−1∑
i=k0

ω̄i(H1, H2). (9)

Аналогично пусть некоторые значения η ⩾ 0, H4 > H3 > Ĥ выбраны, величи-
на h2(H3, H4) определена и оценки (7), (8) в области T3(H3, H4) построены. Положим
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ω̃k(η,H3, H4) = α2(η,H3, H4), если σ(k) = 1, и ω̃k(η,H3, H4) = −β2(η,H3, H4), если σ(k) = 2;
k = 0, 1, . . ..

Возьмём k0 ⩾ 0, x0 ∈ T3(H3, H4) и рассмотрим решение x(k) гибридной системы (1), (2)
такое, что x(k0) = x0. Предположим, что при k = k0, . . . , k̃ решение x(k) остаётся в области
T3(H3, H4). Тогда, применяя лемму, нетрудно найти положительное h̄2(η,H3, H4) ⩽ h2(H3, H4)
такое, что если h ∈ (0, h̄2(η,H3, H4)), то при k = k0 + 1, . . . , k̃ будут справедливы оценки

V −η+1
2 (x(k)) ⩾

(
V2(x(k − 1))− hω̃k−1(η,H3, H4)V

η
2 (x(k − 1))

)−η+1
⩾

⩾ V −η+1
2 (x(k − 1)) + (η − 1)hω̃k−1(η,H3, H4) ⩾ . . . ⩾

⩾ V −η+1
2 (x0) + (η − 1)h

k−1∑
i=k0

ω̃i(η,H3, H4),

(10)

если η > 1;

V −η+1
2 (x(k)) ⩽

(
V2(x(k − 1))− hω̃k−1(η,H3, H4)V

η
2 (x(k − 1))

)−η+1
⩽

⩽ V −η+1
2 (x(k − 1)) + (η − 1)hω̃k−1(η,H3, H4) ⩽ . . . ⩽

⩽ V −η+1
2 (x0) + (η − 1)h

k−1∑
i=k0

ω̃i(η,H3, H4),

(11)

если 0 ⩽ η < 1;

V2(x(k)) ⩽
(
1− hω̃k−1(1, H3, H4)

)
V2(x(k − 1)) ⩽ . . . ⩽

k−1∏
i=k0

(
1− hω̃i(1, H3, H4)

)
V2(x0), (12)

если η = 1.
Учитывая конкретный вид используемых функций Ляпунова V1(z) и V2(z), неравен-

ства (9)–(12) позволяют оценить значение ∥x(k)∥ в течение времени пребывания рассматрива-
емого решения x(k) гибридной системы в соответствующих областях положительного ортанта.

4. АНАЛИЗ ДИНАМИКИ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ

Будем теперь исследовать динамику решений гибридной системы (1), (2). Получим сна-
чала достаточные условия предельной ограниченности решений системы с помощью функции
Ляпунова V2(z).

Теорема 1. Пусть для некоторых выбранных значений H4 > H3 > Ĥ, η ⩾ 0 построены
оценки (7), (8) и при этом справедливы следующие условия:

1) существуют числа ∆1 и ∆2 такие, что

H3 < B(H3) < ∆2 < ∆1 < B(∆1) < H4, (13)

где
B(s) = max

z∈K+
0 : V2(z)=A(s)

∥z∥, A(s) = max
z∈K+

0 : ∥z∥=s
V2(z);

2) время пребывания (число последовательных итераций) гибридной системы в режи-
ме (1) ограничено снизу натуральным значением L1, а время пребывания (число последова-
тельных итераций) системы в режиме (2) ограничено сверху натуральным значением L2, и
выполнено соотношение

−α2(η,H3, H4)L1 + β2(η,H3, H4)L2 < 0. (14)
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Тогда найдётся такое h01 > 0, что если h ∈ (0, h01) и ∥x0∥ ⩽ ∆1, то можно указать
K ⩾ 0 так, чтобы неравенство ∥x(k)∥ ⩽ ∆2 имело место при всех k ⩾ k0+K. Здесь x(k) — ре-
шение гибридной системы (1), (2), удовлетворяющее начальному условию x(k0) = x0; k0 ⩾ 0,
x0 ∈ K+

0 .

Доказательство. Пусть x0 ∈ T3(H3, H4). Тогда, если h ∈ (0, h̄2(η,H3, H4)), то пока ре-
шение гибридной системы остаётся в области T3(H3, H4), будут выполнены оценки (10)–(12)
(в зависимости от выбранного значения η).

Выбор величины ∆1 согласно неравенствам (13), а также предположение об ограни-
ченности времени пребывания системы в режиме (2) гарантируют существование значения
0 < h21(η,H3, H4,∆1, L2) ⩽ h̄2(η,H3, H4) такого, что при h ∈ (0, h21(η,H3, H4,∆1, L2)) и
∥x0∥ ⩽ ∆1 будет сохраняться условие ∥x(k)∥ ⩽ H4 при всех k = k0, k0 + 1, . . . (т. е. реше-
ние гибридной системы не покинет область T3(H3, H4) через верхнюю границу ∥z∥ = H4).

С другой стороны, согласно условию (14) найдётся такое k̄ ⩾ k0, что при k = k̄ оцен-
ки (10)–(12) станут несовместными в области T3(H3, H4) (значит, решение гибридной системы
в момент k = k̄ покинет область T3(H3, H4) через нижнюю границу ∥z∥ = H3).

Наконец, выбор величины ∆2 согласно неравенствам (13) с учётом предположения об
ограниченности времени пребывания системы в режиме (2) гарантируют существование зна-
чения 0 < h22(η,H3, H4,∆2, L2) ⩽ h̄2(η,H3, H4) такого, что при h ∈ (0, h22(η,H3, H4,∆2, L2))
будет сохраняться условие ∥x(k)∥ ⩽ ∆2 при всех k ⩾ k̄ (т. е. решение гибридной системы,
войдя в какой-то момент в область T2(∆2), в дальнейшем её уже не покинет).

Полагая h01 = min{h21(η,H3, H4,∆1, L2); h22(η,H3, H4,∆2, L2)}, приходим к требуемому.
Теорема доказана. □

Замечание 3. Нетрудно проверить, что величина K в формулировке теоремы 1 может
быть выбрана не зависящей от k0, т. е. условия теоремы 1 обеспечивают равномерную пре-
дельную ограниченность решений.

Замечание 4. Неравенства (13) задают ограничения на выбор величин H3 и H4

(см. рис. 2). Можно заметить, что для существования величин ∆1 и ∆2, удовлетворяющих
неравенствам (13), необходимо и достаточно, чтобы значения H3 и H4 были выбраны так,
чтобы выполнялось неравенство B(B(H3)) < H4.

Рис. 2. Ограничения на выбор значений H3 и H4

Замечание 5. С помощью выбора величины η можно оптимизировать соотношение (14),
найдя max

η⩾0
α2(η,H3, H4)/β2(η,H3, H4). Отметим, что условие 1) теоремы 1 не зависит от выбо-

ра η. Однако, от выбора η зависит оценка на предельное допустимое значение шага дискрети-
зации h01.
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Замечание 6. Если функции f̃i(zi) = fi(e
zi), i = 1, . . . , n, удовлетворяют условию Лип-

шица на любом интервале (−∞, H] с константой Липшица L > 0, не зависящей от выбора H,
то, полагая H4 = +∞, можно рассмотреть задачу о равномерной диссипативности гибридной
системы (1), (2). Для этого достаточно сделать дополнительное предположение о существова-
нии такого η ⩾ 0, для которого оценки (7), (8) будут справедливы в области T3(H3,+∞). В
этом случае в условиях теоремы 1 можно выбрать ∆1 = +∞.

Привлечём теперь для динамического анализа функцию Ляпунова V1(z), чтобы гаранти-
ровать перманентность гибридной системы (1), (2).

Теорема 2. Пусть время пребывания (число последовательных итераций) гибридной
системы в режиме (1) ограничено снизу натуральным значением L1, а время пребывания
(число последовательных итераций) системы в режиме (2) ограничено сверху натуральным
значением L2, и справедливы следующие условия:

1) для некоторых выбранных значений H4 > H3 > Ĥ, η ⩾ 0 построены оценки (7), (8), и
при этом существуют числа ∆1 и ∆2, удовлетворяющие неравенствам (13), а также верно
соотношение (14);

2) для некоторого 0 < H1 < min
i=1,...,n

x̄i и H2 = ∆2 построены оценки (4), (5) и при этом

−α1(H1,∆2)L1 + β1(∆2)L2 < 0. (15)

Тогда для любой константы C > 0 можно найти h02 > 0 так, что если h ∈ (0, h02), то
будет существовать N ⩾ 0 такое, что любое решение гибридной системы (1), (2), начина-
ющееся в области T2(∆1), не позднее N -ой итерации войдёт в область

G =
{
z ∈ K+

0 : V1(z) ⩽ D(H1) + C
}
∩ T2(∆2),

где D(H1) = max
z∈K+

0 : ∥z−x̄∥=H1

V1(z), и далее её не покинет.

Доказательство. Согласно теореме 1, при h ∈ (0, h01) любое решение системы (1), (2),
начинающееся в области T2(∆1), в какой-то момент войдёт в область T2(∆2) и более её не
покинет. Условие (15), с учётом оценки (9), гарантирует, что если h ∈ (0, h1(∆2)), то в какой-
то момент решение войдёт в H1-окрестность точки x̄. Наконец, шаг дискретизации можно
выбрать настолько малым, чтобы решения, начинающиеся в H1-окрестности точки x̄, не вы-
прыгивали за пределы области G за L2 итераций. Теорема доказана. □

Замечание 7. Применение функции Ляпунова V2(z) позволяет загнать решения гибрид-
ной системы (1), (2), начинающиеся в области T2(∆1) в область T2(∆2) (гарантировать их пре-
дельную ограниченность). А применение функции Ляпунова V1(z) позволяет в дальнейшем
загнать решения в некоторую окрестность G точки x̄ (гарантировать перманентность систе-
мы). Размеры окрестности G, ограничения на величины L1 и L2, а также оценку допустимого
шага дискретизации, можно регулировать за счёт выбора констант C, H1, H3, H4, η, ∆1, ∆2.
На рис. 3 изображена схема поведения решений системы, обеспечивающегося теоремой 2. От-
метим, что с помощью только одной из функций Ляпунова V1(z) или V2(z) гарантировать
перманентность системы при сделанных предположениях не удастся.

5. ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР

Рассмотрим систему вида (1), описывающую взаимодействие двух (n = 2) популяций в
биологическом сообществе

x1(k + 1) = x1(k) exp
(
h
(
− 1− x1(k) + 2x2(k)

))
,

x2(k + 1) = x2(k) exp
(
h
(
3− 2x1(k)− x2(k)

))
.

(16)
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Рис. 3. Динамика решений гибридной системы

Здесь fi(zi) = zi, i = 1, 2. Система (16) имеет положение равновесия x̄ = (1, 1)T ∈ K+
0 .

Предположим, что возмущённая система (2) представлена в форме

x1(k + 1) = x1(k) exp
(
h
(
− cos(k) + cos(k)x1(k) + 2 sin(k)x2(k)

))
,

x2(k + 1) = x2(k) exp
(
h
(
3 cos(k)− 2 sin(k)x1(k) + cos(k)x2(k)

))
.

(17)

Выберем Λ = diag {1, 1} и построим функции Ляпунова

V1(z) = z1 − ln z1 + z2 − ln z2 − 2, V2(z) = z1 + z2 − 2.

Зададим H3 = 4. Тогда B(H3) = 4
√
2, и потому можно взять, например, ∆2 = 6, ∆1 = 10.

Получим B(∆1) = 10
√
2, и следовательно, для выполнения неравенств (13) достаточно поло-

жить H4 = 15.
Для η = 2 при достаточно малом шаге дискретизации h в области T3(4, 15) придём к

оценкам
V2(z) > 0, ∆V2

∣∣
(16)

⩽ −0.15hV 2
2 (x(k)), ∆V2

∣∣
(17)

⩽ 7.1hV 2
2 (x(k)).

Согласно теореме 1, если выполнено неравенство

−0.15L1 + 7.1L2 < 0, (18)

то решения исследуемой гибридной системы, состоящей из подсистем (16) и (17), начинающи-
еся в области T2(10), в какой-то момент времени попадут в область T2(6) и более из неё не
выйдут. Таким образом, указанные решения системы будут предельно ограниченными.

Возьмём теперь H1 = 0.75. При достаточно малом шаге дискретизации h в области
T1(0.75, 6) получим оценки

∆V1

∣∣
(16)

⩽ −0.56h, ∆V1

∣∣
(17)

⩽ 53h.

Значит, если, в дополнение к неравенству (18), выполнено соотношение

−0.56L1 + 53L2 < 0, (19)

то согласно теореме 2 изучаемая гибридная система будет перманентной для решений, на-
чинающихся в области T2(10). Отметим, что неравенство (18) вытекает из неравенства (19).
Таким образом, условие (19) будет гарантировать невымирание рассматриваемых популяций
и их ограниченную численность. Более того, с помощью теоремы 2 можно оценить границы
для предельных численностей этих популяций. Наилучшей точности оценок можно добиться
путём численного перебора возможных значений параметров H1, H3, H4, ∆1, ∆2, η.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе были получены ограничения на закон переключения между плановым и возму-
щённым режимами функционирования заданной дискретной динамической системы, гаран-
тирующие предельную ограниченность решений системы и её перманентность. Для решения
поставленной задачи использовался прямой метод Ляпунова. Поскольку для неоднородных
систем оценки на выбранную функцию Ляпунова, как правило, существенно зависят от рас-
сматриваемой области фазового пространства, бывает целесообразно разбить фазовое про-
странство на части и в каждой из частей использовать свои оценки. Возможно даже в каждой
из частей строить свою функцию Ляпунова. В настоящей работе к анализу были привлече-
ны две функции Ляпунова. Было отмечено, что лишь совместное применение этих функций
приводит к желаемому результату. Полученные в работе соотношения связывают между собой
ограничения на закон переключения, размеры области начальных значений решений, размеры
области предельного пребывания решений, величину шага дискретизации. Эти соотношения
определяются выбором некоторых вспомогательных параметров, что позволяет формулиро-
вать задачи по оптимизации данного выбора.
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