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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для (x, z, t), x ∈ R, z > 0, t ∈ R рассматривается следующая система интегро-дифферен-
циальных уравнений:

ρ
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[
µ
∂u

∂x
+

∫ t

0
h(x, t− τ)µ

∂u

∂x
dτ

]
+

∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂u

∂z

]
+

∫ t

0
h(x, t− τ)

∂

∂z

[
(λ+ 2µ)

∂u

∂z

]
dτ

(1)

с начальными и граничными условиями

u |t<0≡ 0, (2)[
∂u

∂z
+

∫ t

0
h(x, t− τ)

∂u

∂z

]
z=+0

= − δ(t)

λ(0) + 2µ(0)
, (3)

где u(x, z, t) — функция смещения, δ(t) — дельта-функция Дирака, ρ — плотность среды, λ, µ —
параметры Ламе. Функция h(x, t), входящая в интеграл свёртки, описывает вязкие свойства
среды и называется ядром памяти.

Предполагаем, что величины ρ, λ, µ известны и принадлежат классу Λ:

Λ =
{
ρ(z), µ(z), λ(z) ∈ C2(R+), ρ(z) > 0, µ(z) > 0, λ(z) > 0,

λ′(+0) = µ′(+0) = ρ′(+0) = 0, R+ = [0,∞)
}
.
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Определение 1. Задачу определения вектора смещения u(x, z, t), удовлетворяющих (в
обобщённом смысле) равенствам (1)–(3), при заданных функциях h(x, t), ρ(z), µ(z), λ(z) будем
называть прямой задачей.

Предполагаем, что ядро памяти h(x, t) является малой величиной и, вводя формально
параметр малости ε, его можно представить в виде

h(x, t) = εh1(x, t). (4)

Решение прямой задачи (1)–(5) будем искать в виде ряда по степеням ε:

u(x, z, t) =

∞∑
j=0

εjuj(x, z, t). (5)

Подставляя (4), (5) в (1) и считая, что вклад слагаемых с членами при εj , j = 2, 3, . . .
пренебрежимо мал, приравниваем члены, стоящие при εj , j = 0, 1. В результате получаем две
прямые задачи:

(i) Задача определения u0(x, z, t) из равенств

ρ
∂2u0

∂t2
= µ

∂2u0

∂x2
+

∂

∂z

(
(λ+ 2µ)

∂u0

∂z

)
, (6)

u0 |t<0≡ 0, (7)[
∂u0

∂z

]
z=+0

= − δ(t)

λ(0) + 2µ(0)
. (8)

(ii) Задача определения u1(x, z, t) из равенств

ρ
∂2u1

∂t2
= µ

∂2u1

∂x2
+

∂

∂z

(
(λ+ 2µ)

∂u1

∂z

)
+

∫ t

0
h1(x, t− τ)

[
µ
∂2u0

∂x2
+

∂

∂z

(
(λ+ 2µ)

∂u0

∂z

)]
dτ, (9)

u1 |t<0≡ 0, (10)(
∂u1

∂z
+

∫ t

0
h1(x, t− τ)

∂u0

∂z
dτ

) ∣∣∣∣∣
z=+0

= 0. (11)

Обратная задача: найти ядро h1(x, t), t > 0, входящее в (9), (11), если известна допол-
нительная информация о решении прямой задачи (9)–(11)

u1(x, z, t)|z=+0 = g(x, t), x ∈ R, t > 0, (12)

g(x, t) — заданная функция.
Определение 2. Функция h1(x, t) из класса C1

t ([0,∞);L2(R)) называется решением об-
ратной задачи (9)–(12) если соответствующее ей решение прямой задачи (9)–(11) u1(x, z, t)
из класса обобщённых функций D′(R2

+ × R) удовлетворяет (12) для g(x, t), принадлежащих
классу обобщённых функций D′(R2

+). Здесь R+ = [0,∞), R2
+ = R× R+.

Данное исследование представляет двумерную обратную задачу линейной динамической
упругости с памятью. Искомой величиной в поставленной задаче является ядро интегрального
оператора, моделирующего явление памяти (или последействия), которое имеет место при
распространении волновых процессов в вязкоупругих средах.

Задачи определения ядер памяти в интегро-дифференциальных уравнениях — направле-
ние в теории обратных задач, возникшее в конце прошлого столетия [1–7]. Подробный анализ
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источников по данному направлению представлен в монографии [8], которая является одной
из последних фундаментальных работ в области исследования обратных задач для сред с
последействием. В ней представлены результаты исследования корректности ряда постано-
вок одномерных и многомерных обратных динамических задач для гиперболических интегро-
дифференциальных уравнений, возникающих при описании внутренних характеристик сред с
последействием по измерениям волнового поля в доступных областях.

Многомерные обратные задачи являются наименее изученными. Их решение представля-
ет как математический интерес, так и интерес с точки зрения приложений. Задачи по опре-
делению ядер, когда искомая функция зависит от двух и более переменных, рассмотрены в
работах [9–19]. В [9] для решения обратных задач в ограниченной области применяется ме-
тод разделения переменных, с помощью которого задачи сводятся к системе интегральных
уравнений вольтерровского типа относительно неизвестных функций, зависящих от времен-
ной переменной. В работах [10–15] отличительной особенностью исследований по определению
ядер (имеющих специальный вид) является использование сосредоточенного источника возму-
щения волн и сведение исходной задачи к решению задач интегральной геометрии. Решениями
обратных задач являются коэффициенты уравнения и пространственные части ядер, носитель
которых сосредоточен в некоторой компактной области пространства. В работе [16] на основе
метода шкал банаховых пространств получена локальная однозначная разрешимость задачи
определения ядра k(x, t) для уравнения вязкоупругости в классе функций, аналитических по
переменной x и гладких по переменной t. Позже [17] с помощью этого же метода в комбина-
ции с методом весовых норм была исследована глобальная однозначная разрешимость задачи
определения k(x, t).

В работах [18, 19] применялся асимптотический подход к решению двумерных за-
дач определения ядер и коэффициентов в слабо горизонтально-неоднородных упругих сре-
дах с памятью. Из результатов по численному исследованию обратных задач для интегро-
дифференциальных уравнений упругости можно отметить работы [20–23].

Новизна представленной работы заключается в применении принципа линеаризации к ис-
следованию многомерной обратной задачи определения функции памяти для системы вязко-
упругости. Теоретическая значимость исследования — получение необходимых и достаточных
условий однозначной разрешимости двумерной обратной задачи (9)–(12) и оценки устойчиво-
сти её решения.

2. СВЕДЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ К СИСТЕМЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРОВСКОГО ТИПА

Прямая задача (6)–(8) изучена в монографии [24]. Показано, что в такой постановке при
(ρ, λ, µ) ∈ Λ функция u0(x, z, t) ≡ u0(z, t). Доказаны теоремы существования и единственности
решения прямой задачи для u0(z, t) в классе C2(DT ), DT = {(y, t) : y 6 t 6 T − y}, T > 0

фиксировано, y = φ(z) :=
∫ z

0
dξ
c(ξ) , c(z) :=

√
λ(z)+2µ(z)

ρ(z) .
Далее будем полагать функцию u0(z, t) известной, удовлетворяющей условиям достаточ-

ной гладкости в области DT .
В задаче (9)–(12) перейдём от функции u1(x, z, t) к её образу Фурье

ũ1(ν, z, t) := Fx[u1](ν, z, t), причём supp ũ1(ν, z, t) ⊂ [−ω, ω], j = 1, 2, где ω — фиксиро-
ванное положительное число.

Будем считать, что h̃1(ν, t) = Fx[h1](ν, t) ∈ Λ̃1(ω, T ) тогда и только тогда, когда
h̃1(ν, t) ∈ C1

t (R× R+) и для любого фиксированного t ∈ [0, T ] supp h̃1(ν, t) ⊂ [−ω, ω]. Соот-
ветственно, h1(x, t) ∈ Λ1(ω, T ) тогда и только тогда, когда h̃1(ν, t) = Fx[h1](ν, t) ∈ Λ̃1(ω, T ).

Обратная задача (9)–(12) в терминах функции ũ1 перепишется в виде

ρ
∂2ũ1(ν, z, t)

∂t2
=

∂

∂z

(
(λ+ 2µ)

∂ũ1

∂z

)
− ν2µũ1 +

∫ t

0
h̃1(ν, t− τ)

[
(λ+ 2µ)

∂2u0

∂z2

]
dτ, (13)
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ũ1 |t<0≡ 0, (14)(
∂ũ1

∂z
+

∫ t

0
h̃1(ν, t− τ)

∂u0(z, τ)

∂z
dτ

) ∣∣∣
z=+0

= 0, (15)

ũ1
1(ν, 0, t) = Fx[g](ν, t) =: g̃(ν, t). (16)

Пусть

V1(ν, y, t) :=
ũ1(ν, φ−1(y), t)

s(y)
, V0(y, t) :=

u0(φ−1(y), t)

s(y)
, s(y) :=

√
c(+0)ρ(+0)

c (φ−1(y)) ρ (φ−1(y))
.

Тогда (13)–(16) для y > 0, t ∈ R примут вид

∂2V1

∂t2
=
∂2V1

∂y2
+ q̃(ν, y)V1 +

∫ t

0
h̃1(ν, t− τ)

[
∂2V0(y, τ)

∂y2
+ q(y)V0(y, τ)

]
dτ, (17)

V1 |t<0≡ 0, (18)(
∂V1

∂y
+

∫ t

0
h̃1(ν, t− τ)

∂V0(y, τ)

∂y
dτ

) ∣∣∣
y=+0

= 0, (19)

V1 |y=0= g̃(ν, t), (20)

где

q̃(y, ν) := q(y)− ν2µ(φ−1(y))

ρ(φ−1(y))
.

Имеем [24]

V0(y, t) = θ(t− y) [a(0) + v(y, t)] , a(0) = [(λ(+0) + 2µ(+0))ρ(+0)]−
1
2 ,∫ t

0
h̃1(ν, t− τ)

∂V0(y, τ)

∂y
dτ =

∂

∂y

∫ t

y
h̃1(ν, t− τ)

(
a(0) + v(y, τ)

)
dτ

= −a(0)h̃1(ν, t− y) +

∫ t

y
h̃1(ν, t− τ)

∂v

∂y
(y, τ)dτ,

(21)

∫ t

0
h̃1(ν, t− τ)

∂2V0(y, τ)

∂y2
dτ = a(0)h̃′1(ν, t− y) + h̃1(ν, t− y)

∂v

∂y
(y, y)

+

∫ t

y
h̃1(ν, t− τ)

∂2v

∂y2
(y, τ)dτ.

(22)

Здесь и далее, к примеру, h̃′1, g̃′′ означает операцию однократного и двукратного диффе-
ренцирования по переменной t соответствующих функций.

С учётом (21), (22) задача (17)–(20) перепишется в следующем виде:

∂2V1

∂t2
=
∂2V1

∂y2
+ q̃(y, ν)V1 + a(0)h̃′1(ν, t− y) + h̃1(ν, t− y)

∂v

∂y
(y, y)

+

∫ t

y
h̃1(ν, t− τ)p(y, τ)dτ, y > 0,

∂V1

∂y

∣∣∣
y=+0

= a(0)h̃1(ν, t),

V1 |y=0= g̃(ν, t),
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V1 |t=y= 0, (23)

где

p(y, t) :=
∂2v

∂y2
(y, t) + q(y)

(
a(0) + v(y, t)

)
.

С помощью формулы Даламбера получаем

V1(ν, y, t) =
1

2
(g̃(ν, t− y) + g̃(ν, t+ y)) +

1

2

t+y∫
t−y

a(0)h̃1(ν, τ)dτ

+
1

2

y∫
0

∫ t+y−ξ

t−y+ξ

{
a(0)h̃′1(ν, τ − ξ) + h̃1(ν, τ − ξ)∂v

∂y
(ξ, ξ) + q̃(ν, ξ)V1(ν, ξ, τ)

+

∫ τ

ξ
h̃1(ν, τ − η)p(ξ, η)dη

}
dτdξ =: W [V1, h1, h

′
1].

(24)

Переходя в равенстве (24) к пределу t→ y + 0 c учётом (23) и g̃(ν, 0) = 0, имеем

−g̃(ν, 2y) =

2y∫
0

a(0)h̃1(ν, τ)dτ

+

y∫
0

∫ 2y−ξ

ξ

{
a(0)h̃′1(ν, τ − ξ) + h̃1(ν, τ − ξ)∂v

∂y
(ξ, ξ) + q̃(ν, ξ)V1(ν, ξ, τ)

+

∫ τ

ξ
h̃1(ν, τ − η)p(ξ, η)dη

}
dτdξ.

(25)

Заменяя 2y на t и дифференцируя (25) по t, получаем

−g̃′(ν, t) = a(0)h̃1(ν, t) +

t/2∫
0

{
a(0)h̃′1(ν, t− 2ξ) + h̃1(ν, t− 2ξ)

∂v

∂y
(ξ, ξ)

+q̃(ν, ξ)V1(ν, ξ, t− ξ) +

∫ t−ξ

ξ
h̃1(ν, t− ξ − τ)p(ξ, τ)dτ

}
dξ.

(26)

Дифференцируя по t (26) (предварительно сделав замену переменной во втором интеграле
t− 2ξ = τ), получаем уравнение для h̃′1(ν, t):

h̃′1(ν, t) = − 2

3a(0)
g̃′′(ν, t)− 2

3a

t/2∫
0

{
h̃1(ν, τ − ξ)∂v

∂y
(ξ, ξ) + q̃(ν, ξ)

∂V1

∂t
(ν, ξ, t− ξ)

+h̃1(ν, 0)p(ξ, t− ξ) +

∫ t−ξ

ξ
h̃′1(ν, t− ξ − τ)p(ξ, τ)dτ

}
dξ.

(27)

Для замыкания системы (24), (27) необходимо добавить уравнение для ∂V1
∂t (ν, y, t):

∂V1

∂t
(ν, y, t) =

∂

∂t
W [V1, h1, h

′
1], (28)
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и уравнение для h̃1(ν, t):

h̃1(ν, t) = h̃1(ν, 0) +

∫ t

0
h̃′1(ν, τ)dτ. (29)

Таким образом, получаем замкнутую линейную систему интегральных уравнений Воль-
терра второго рода (24), (27)–(29) в области DT относительно V1(ν, y, t), h̃′1(ν, t), ∂V1

∂t (ν, y, t),
h̃1(ν, t) .

Так как в данную систему входит неизвестная величина h̃1(ν, 0), то её можно найти из
уравнения (26) при t = 0:

h̃1(ν, 0) = − 1

a(0)
g̃′(ν, 0).

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Основными результатами исследования являются следующие теоремы однозначной гло-
бальной разрешимости и устойчивости обратной задачи определения h̃1(ν, t).

Теорема 1. Пусть ω, T — фиксированные положительные числа, (ρ, λ, µ) ∈ Λ. Для
существования и единственности решения обратной задачи (9)–(12) h1(x, t) ∈ Λ1(ω, T ) необ-
ходимо и достаточно, чтобы g̃(ν, t) ∈ C2

t (R× [0, T ]), g̃(ν, 0) = 0, и для любого фиксированного
t ∈ [0, T ] supp g̃(ν, t) ⊂ [−ω, ω].

Доказательство. Обратная задача (9)–(12) эквивалентна системе интегральных урав-
нений (24), (27)–(29). Данная система является замкнутой линейной системой интегральных
уравнений Вольтерра второго рода с непрерывными свободными членами и ядрами относи-
тельно неизвестных функций в области DT при ν ∈ R. Идея доказательства существования
единственного решения данной системы состоит в применении обобщённого принципа сжатых
отображений. Запишем систему (24), (27)–(29) в виде операторного уравнения

ψ = Bψ, (30)

ψ =
[
ψ1(ν, y, t), ψ2(ν, t), ψ3(ν, y, t), ψ4(ν, t)

]
:

=
[
V1(ν, y, t), h̃′1(ν, t),

∂V1

∂t
(ν, y, t)− a(0)

2
yh̃′1(ν, t− y), h̃1(ν, t)

]
.

Оператор B = (B1, B2, B3, B4) определён на множестве функций ψ ∈ C(R×DT ), где

B1ψ = ψ01(ν, y, t) +

y∫
0

a(0)ψ4(ν, 2ξ + t− y)dξ

+
1

2

y∫
0

∫ t+y−ξ

t−y+ξ

{
a(0)ψ2(ν, τ − ξ) + ψ4(ν, τ − ξ)∂v

∂y
(ξ, ξ)

+q̃(ν, ξ)ψ1(ν, ξ, τ) +

∫ τ

ξ
ψ4(ν, τ − η)p(ξ, η)dη

}
dτdξ,

B2ψ = ψ02(ν, t)− 2

3a(0)

t/2∫
0

{
ψ4(ν, τ − ξ)∂v

∂y
(ξ, ξ) + q̃(ν, ξ)

∂V1

∂t
(ν, ξ, t− ξ)

+ψ4(ν, 0)p(ξ, t− ξ) +

∫ t−ξ

ξ
ψ2(ν, t− ξ − τ)p(ξ, τ)dτ

}
dξ,
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B3ψ = ψ03(ν, y, t) +

y∫
0

a(0)ψ2(ν, 2ξ + t− y)dξ

+
1

2

y∫
0

{
a

2
ψ2(ν, t+ y − 2ξ) + (ψ4(ν, t+ y − 2ξ)− ψ4(t− y))

∂v

∂y
(ξ, ξ)

+q̃(ν, ξ)
(
ψ1(ν, ξ, t+ y − ξ)− ψ1(ν, ξ, t− y + ξ)

)
+

∫ t+y−ξ

ξ
ψ4(ν, t+ y − ξ − η)p(ξ, η)dη −

∫ t−y+ξ

ξ
ψ4(ν, t− y + ξ − η)p(ξ, η)dη

}
dξ,

B4ψ = ψ04(ν) + 2

∫ t/2

0
(t− 2ξ)ψ2(ν, 2ξ)dξ,

где
∂V1

∂t
(ν, y, t) = ψ3(ν, y, t) +

a(0)

2
yψ2(ν, t− y),

ψ01(ν, y, t) =
1

2
(g̃(ν, t− y) + g̃(ν, t+ y)) , ψ02(ν, t) = − 2

3a
g̃′′(ν, t),

ψ03(ν, y, t) =
1

2

(
g̃′(ν, t− y) + g̃′(ν, t+ y)

)
, ψ04(ν) = h̃1(ν, 0).

Покажем теперь, что некоторая степень n (n — натуральное число) линейного отображе-
ния Bψ является сжатием. Положим

‖ψ‖(ν) = max

{
max

(y,t)∈DT

|ψ1,3(ν, y, t))|, max
t∈[0,T ]

|ψ2,4(ν, t)|
}
.

Пусть ψ(1), ψ(2) — две непрерывные вектор-функции в R × DT , удовлетворяющие линейной
системе интегральных уравнений (30). Обозначим

∆(y, t) = {(ξ, τ) : 0 6 ξ 6 y, t− y + ξ 6 τ 6 t+ y − ξ}, Σ(y, t, ξ) = {τ : (ξ, τ) ∈ ∆(y, t)}.

Тогда для (ν, y, t) ∈ R × DT имеем (в оценках используем факт, что в уравнении (27)
t = 2y)

|B1ψ
(1) −B1ψ

(2)|(ν, y, t)

6 µ1

∫ y

0
max

{
max

τ∈Σ(y,t,ξ)
|ψ(1)

1 (ν, ξ, τ)− ψ(2)
1 (ν, ξ, τ)|, |ψ(1)

2,4(2ξ)− ψ(2)
2,4(2ξ)|

}
dξ

6 µ1

∫ y

0
max

{
max

(ξ,τ)∈DT

|ψ(1)
1 (ν, ξ, τ)− ψ(2)

1 (ν, ξ, τ)|, max
ξ∈[0,T/2]

|ψ(1)
2,4(2ξ)− ψ(2)

2,4(2ξ)|
}
dξ

6 µ1y‖ψ(1) − ψ(2)‖,

далее

|B2ψ
(1) −B2ψ

(2)|(2y)

6 µ2

∫ y

0
max

{
max

ξ∈[0,T/2]
|ψ(1)

3 (ξ, T − ξ, ν)− ψ(2)
3 (ξ, T − ξ, ν)|, max

ξ∈[0,T/2]
|ψ(1)

2,4(2ξ)− ψ(2)
2,4(2ξ)|

}
dξ

6 µ2y‖ψ(1) − ψ(2)‖,
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|B3ψ
(1) −B3ψ

(2)|(ν, y, t)

6 µ3

∫ y

0
max

{
max

τ∈Σ(y,t,ξ)
|ψ(1)

1 (ν, ξ, τ)− ψ(2)
1 (ν, ξ, τ)|, |ψ(1)

2,4(2ξ)− ψ(2)
2,4(2ξ)|

}
dξ

6 µ3y‖ψ(1) − ψ(2)‖,

|B4ψ
(1) −B4ψ

(2)|(2y) 6 µ4

∫ y

0
max

ξ∈[0,T/2]
|ψ(1)

2 (2ξ)− ψ(2)
2 (2ξ)| dξ 6 µ4y‖ψ(1) − ψ(2)‖,

где µj — константы, зависящие от величин, входящих в C (теорема 2).
Полагая M = max{µ1, µ2, µ3, µ4}, получаем, что

max
16j64

|Bjψ(1) −Bjψ(2)|(ν, y, t) 6My‖ψ(1) − ψ(2)‖, (ν, y, t) ∈ R×DT .

Далее
|B2

1ψ
(1) −B2

1ψ
(2)|(ν, y, t)

6 µ1

∫ y

0
max

{
max

ξ∈Σ(y,t,τ)
|B1ψ

(1)(ν, ξ, τ)−B1ψ
(2)(ν, ξ, τ)|, |B2,4ψ

(1)(2ξ)−B2,4ψ
(2)(2ξ)|

}
dξ

6 µ1M

∫ y

0
ξ‖ψ(1) − ψ(2)‖ dξ 6 µ1M

y2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖,

|B2
2ψ

(1) −B2
2ψ

(2)|(2y)

6 µ2

∫ y

0
max

{
max

τ∈[ξ,2y−ξ]
|B3ψ

(1)(ν, ξ, τ)−B3ψ
(2)(ν, ξ, τ)|, |B2,4ψ

(1)(2ξ)−B2,4ψ
(2)(2ξ)|

}
dξ

6 µ2M

∫ y

0
ξ‖ψ(1) − ψ(2)‖ dξ 6 µ2M

y2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖,

|B2
3ψ

(1) −B2
3ψ

(2)|(ν, y, t)

6 µ3

∫ y

0
max

{
max

τ∈Σ(y,t,ξ)
|B1ψ

(1)(ν, ξ, τ)−B1ψ
(2)(ν, ξ, τ)|, |B2,4ψ

(1)(2ξ)−B2,4ψ
(2)(2ξ)|

}
dξ

6 µ3M

∫ y

0
ξ‖ψ(1) − ψ(2)‖ dξ 6 µ3M

y2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖,

|B2
4ψ

(1) −B2
4ψ

(2)|(2y) 6 µ4

∫ y

0
max |B2ψ

(1)(2ξ)−B2ψ
(2)(2ξ)| dξ

6 µ4M

∫ y

0
ξ‖ψ(1) − ψ(2)‖ dξ 6 µ4M

y2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖.

Отсюда

max
16j63

|B2
jψ

(1) −B2
jψ

(2)|(ν, y, t) 6M2 y
2

2!
‖ψ(1) − ψ(2)‖, (ν, y, t) ∈ R×DT ,

и, вообще,

max
16j64

|Bn
j ψ

(1) −Bn
j ψ

(2)|(ν, y, t) 6Mn y
n

n!
‖ψ(1) − ψ(2)‖, (ν, y, t) ∈ R×DT ,

‖Bnψ(1) −Bnψ(2)‖ 6Mn (T2 )n

n!
‖ψ(1) − ψ(2)‖.
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При любом фиксированном T число n можно выбрать настолько большим, что

Mn (T2 )n

n!
< 1.

Тогда отображение Bn является сжатием. Согласно обобщению принципа сжимающих отоб-
ражений уравнение Bψ = ψ имеет одно и только одно решение, принадлежащее C(R × DT ).
Данное решение может быть найдено методом последовательных приближений. �

Теорема 2. Пусть h
(1)
1 (x, t), h

(2)
1 (x, t) ∈ Λ1(ω, T ) — решения обратной задачи (9)–(12),

отвечающие информациям g(1)(x, t), g(2)(x, t) соответственно. Тогда при выполнении усло-
вий теоремы 1 имеет место оценка устойчивости∫

R

‖h(1)
1 − h

(2)
1 ‖

2
C[0,T ] dx 6 C

ω∫
−ω

‖g̃(1) − g̃(2)‖2C2[0,T ] dν, (31)

где C — некоторая константа, зависящая от величин ω, T и значений функций µ(z), λ(z),
ρ(z).

Доказательство. Пусть ψ(j) — вектор-функции, которые являются решениями (30), то
есть справедливы уравнения ψ(j) = Bψ(j).

Переходя в этом выражении к разностям ψ(1) − ψ(2), g̃(1) − g̃(2), из рассуждений, прове-
дённых при доказательстве теоремы 1, получим оценку∥∥∥ψ(1) − ψ(2)

∥∥∥ (ν) 6 α‖g̃(1) − g̃(2)‖C2[0,T ](ν) + β

∫ y

0

∥∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥∥ (ν, ξ)dξ, (32)

где постоянные α, β зависят от величин, входящих в C. Из неравенства (32) следует, что∥∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥∥ (ν) 6 C‖g̃(1) − g̃(2)‖C2[0,T ](ν).

Неравенство (31) вытекает из следующего свойства изометричности оператора преобра-
зования Фурье Fx:

ω∫
−ω

|h̃(1)
1 (ν, t)− h̃(2)

1 (ν, t)|2 dν =

∫
R

|h(1)
1 (x, t)− h(2)

1 (x, t)|2 dx.

Теорема 2 доказана. �

Теперь рассмотрим вопрос о сходимости последовательности решений некоторого семей-
ства задач к искомому решению. Пусть существует решение h1(x, t) ∈ C1

t ([0,∞);L2(R)), отве-
чающее информации g̃(ν, t).

Определим множество функций g̃ω(ν, t) по правилу

g̃ω(ν, t) := θ(ω − |ν|)g̃(ν, t).

Выделим семейство обратных задач: определить функцию hω1 (x, t) = F−1
ν [h̃ω(ν, t)] по ин-

формации g̃ω(ν, t).
Теорема 3. Данное семейство является регуляризованным, то есть:
1) для каждого ω > 0 обратная задача корректна;
2) если данные таковы, что решение исходной (корректной) задачи существует, то

при ω → ∞ последовательность решений семейства задач с этими данными стремится к
решению исходной (некорректной) задачи.
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Доказательство. Теоремы 1 и 2, доказанные ранее, утверждают о корректности обрат-
ной задачи. Теперь покажем, что

lim
ω→∞

sup
t∈[0,T ]

∫
R

|hω1 (x, t)− h1(x, t)|2dx = 0.

Действительно,

lim
ω→∞

sup
t∈[0,T ]

∫
R

|hω1 (x, t)− h1(x, t)|2dx = lim
ω→∞

sup
t∈[0,T ]

( ω∫
−ω

|h̃ω1 (ν, t)− h̃1(ν, t)|2dν+

−ω∫
−∞

|h̃1(ν, t)|2dν +

+∞∫
ω

|h̃1(ν, t)|2dν
)

= lim
ω→∞

sup
t∈[0,T ]

 −ω∫
−∞

|h̃1(ν, t)|2dν +

+∞∫
ω

|h̃1(ν, t)|2dν

 = 0.

Тем самым теорема 3 доказана. �
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