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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

Ниже будут рассмотрены две задачи: прямая и обратная.
Прямая задача. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую соотношениям

utt + σ(x, u)ut − uxx = 0, x > 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = ut|t=0 = 0, ux|x=0 = −A, t ∈ [0, T ],
(1)

в которых T и A — заданные положительные числа, σ(x, u) = σ0(x)+σ1(x)u, а σ0(x) и σ1(x) —
некоторые известные гладкие функции.

Уравнение (1) возникает при описания электромагнитных волн распространяющихся
вдоль оси x в случае, когда сила тока нелинейно зависит от электрического напряжения (см.
приложение).

Обратная задача. Пусть σ(x, u) = σ0(x) + σ1(x)u. Обозначим через um(x, t) — решение
прямой задачи, в которой роль числа A играет играет Am > 0, m = 1, 2. Требуется найти
функции σ0(x) и σ1(x) на отрезке [0, T/2] по функциям

hm(t) = um(0, t), t ∈ [0, T ], m = 1, 2. (2)

Насколько нам известно, обе постановки задач являются новыми, ранее они никем не
рассматривались. В разд. 2 мы изучаем прямую задачу, получаем для её решения априор-
ную оценку, затем доказываем существование её единственного решения. В разд. 3 проводит-
ся анализ обратной задачи, строится система нелинейных интегральных уравнений задачи,
устанавливается теорема существования и единственности её локального решения в области
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{(x, t) | 0 6 x 6 t 6 T0 − x} при достаточно малом T0 ∈ (0, T ). При этом функции σ0(x)
и σ1(x) находятся для x ∈ [0, T0/2]. Конечно, можно было бы доказать теорему единственно-
сти решения обратной задачи на всём интервале [0, T/2], но мы не стали этого делать в силу
громоздкости системы уравнений и неизбежного из-за этого увеличении объёма статьи.

Обратные задачи об определении коэффициентов в нелинейных гиперболических уравне-
ниях или системах интенсивно изучаются в последние годы (см. обзор ниже).

В работе [1] на лоренцевом многообразии рассмотрены нелинейные обратные задачи для
волнового уравнения �gu(x)+H(x, u(x)) = f(x) с оператором Лапласа—Бельтрами. Показано,
что в заданном пространстве-времени (M, g) заданное отображение определяет некоторые ко-
эффициенты разложения нелинейности H в ряд Тейлора по u. В [2] для полулинейного волно-
вого уравнения �gu+w(x, u,∇gu) = 0 на лоренцевых многообразиях изучена обратная задача
определения фоновой лоренцевой метрики. В [3] рассмотрена обратная краевая задача для
полулинейного волнового уравнения �u+H(x, u(x)) = 0 на зависящем от времени лоренцевом

многообразии M с времениподобной границей, в предположении, что H(x, z) ∼
∞∑
k=2

hk(x)zk,

hk ∈ C∞(M). Установлено, что зависящие от времени коэффициенты при нелинейных членах
могут быть восстановлены на основе отображения Неймана—Дирихле. В работе [4] изучена об-
ратная задача восстановления нелинейности f(x, u) в уравнении�u+f(x, u) = 0. Показано, что
можно восстановить нечётную по u функцию f(x, u), а также, что можно восстановить функ-
цию α(x), когда f(x, u) = α(x)u2m. В [5] рассмотрена геометрическая нелинейная обратная
задача восстановления эрмитовой связи A «источник-решение» уравнения �Au + κ|u|2u = f ,
где κ 6= 0, �A — волновой оператор связи в пространстве Минковского R1+3. В работе [6]
показано, что оператор рассеяния для волновых уравнений вида �u + f(u) = 0, f ∈ C∞(R),
f ∼ u5, определяет функцию f . В [7] исследована обратная задача для уравнения �u+aum = 0
в Rn+1, n > 1, где m > 2 — целое число. Найдена оценка устойчивости по Гёльдеру для вос-
становления неизвестного потенциала a(x, t) по отображению Дирихле—Неймана. В [8] в дву-
мерном и трёхмерном пространствах рассмотрена обратная задача восстановления функции
α(x) > 0, α ∈ C∞0 , входящей в уравнение �u + α(x)|u|2u = 0. Показано, что с помощью пре-
образования Радона можно восстановить неизвестный коэффициент. В [9] для нелинейного
дифференциального уравнения �u = q(x)uγ+1, γ > 0, рассмотрена обратная задача об опре-
делении коэффициента q(x). Предполагается, что искомый коэффициент представляет собой
финитную в R3 функцию. Показано, что решения соответствующих прямых задач ограниче-
ны в некоторой окрестности фронта волны, найдено асимптотическое разложение решения
в этой окрестности. Доказана теорема об однозначности решения обратной задачи. В рабо-
те [10] рассмотрена одномерная обратная задача определения коэффициента при степенной
градиентной нелинейности в уравнении �u = q(x)(ux)m, m — вещественное число, m > 1.
Для обратной задачи установлена теорема о локальном существовании её решения и найдена
оценка устойчивости решения.

В [11] исследуется вопрос о сингулярном возмущении для квазилинейных гиперболиче-
ских систем в ограниченной области R3, зависящий от малого параметра, оценивается скорость
сходимости равномерно устойчивых решений полной системы к решению редуцированной си-
стемы при стремлении параметра к нулю. Затем этот результат применяется для изучения
сходимости полных уравнений Максвелла к квазистационарным. В работе [12] изучаются ос-
новные свойства уравнений Максвелла для нелинейных неоднородных сред. Используя клас-
сическое представление нелинейной оптики для нелинейной поляризации в виде степенного
ряда, показано, что решение системы уравнений существует и является единственным в со-
ответствующем пространстве, если ток возбуждения не слишком велик. В [13] рассматрива-
ются нелинейные уравнения Максвелла с мгновенной нелинейностью, предложена эффектив-
ная численная аппроксимация высокочастотных импульсов распространяющихся в нелиней-
ных дисперсионных оптических средах. Для большого класса полулинейных систем описаны
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решения в терминах профилей. Эти профили являются решением сингулярного уравнения,
включающего ещё одну переменную, описывающую фазу решения. В [14] с помощью вариа-
ционных методов рассматривается класс систем Клейна—Гордона—Максвелла с типом вогну-
то–выпуклой нелинейности. Неизвестными в системе являются поле u, связанное с частицей,
и электрический потенциал φ. Наличие нелинейного члена моделирует взаимодействие между
многими частицами или внешние нелинейные возмущения. Исследован вопрос существова-
ния решения в зависимости от параметра, входящего в уравнение. В [15] излагается теория
локальной корректности для квазилинейных уравнений Максвелла с поглощающими гранич-
ными условиями в Hm для m > 3. Уравнения Максвелла оснащены мгновенными нелинейны-
ми материальными законами, приводящими к квазилинейной симметричной гиперболической
системе первого порядка. Рассматриваются как линейные, так и нелинейные граничные усло-
вия поглощения. Показано существование и единственность локального решения, доказана
непрерывная зависимость от данных. В случае нелинейных граничных условий доказатель-
ство основано на априорных оценках и теории регулярности для соответствующей линейной
задачи, которая рассматривается в работе. В [16] рассматривается абстрактная задача Коши
для системы Максвелла, моделирующая электромагнитные поля при наличии границы раз-
дела между оптическими средами. Электрическая поляризация, как правило, происходит с
задержкой во времени и нелинейно, превращая макроскопические уравнения Максвелла в си-
стему нелинейных интегро-дифференциальных уравнений. В работе в рамках эволюционных
уравнений доказывается корректность в функциональных пространствах, экспоненциально
взвешенных во времени и имеющих различную пространственную регулярность. В работе [17]
рассматривается гиперболическое уравнение с переменной главной частью и нелинейностью
в младшем члене. Предполагается, что коэффициенты уравнения являются гладкими функ-
циями точки трёхмерного пространства и постоянны вне некоторой компактной области. Из
внешности этой области на неоднородность падает плоская волна с направлением `. Решение
соответствующей задачи Коши для исходного уравнения измеряется в точках границы области
для временного интервала, включающего в себя момент прихода волны в эти точки. Предпо-
лагается, что единичный вектор ` может пробегать последовательно все возможные значения.
На основе этой информации о решениях уравнения изучается обратная задача об определе-
нии коэффициента при нелинейности. Показывается, что решение обратной задачи сводится
к некоторой задаче интегральной геометрии. Эта задача изучена и на её основе, установлена
оценка устойчивости решения рассматриваемой обратной задачи. В работе [18] для гиперболи-
ческого уравнения второго порядка, содержащего два нелинейных члена, изучается обратная
задача заключающаяся о определении коэффициентов при нелинейностях. Рассматривается
задача Коши с источником, сосредоточенным в точке y. Эта точка является параметром за-
дачи и пробегает последовательно некоторую сферическую поверхность S. Предполагается,
что искомые коэффициенты отличны от нуля только в области лежащей внутри S. Задаётся
след решения задачи Коши на S для всевозможных значений y и для моментов времени близ-
ких к приходу волны от источника в точки поверхности S. Показывается, что задание такой
информации о решении задачи Коши позволяет свести рассматриваемую обратную задачу к
двум последовательно решаемым задачам интегральной геометрии. Для этих задач найдены
оценки устойчивости решений.

2. ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ
Так как скорость распространения волн для уравнения (1) равна 1, то решение задачи (1)

удовлетворяет условию u(x, t) = 0, t 6 x. Обозначим GT = {(x, t) | 0 6 x 6 t 6 T − x}.
Введём функции

v(x, t) = ut(x, t) + ux(x, t), w(x, t) = ut(x, t)− ux(x, t),

ϕ(x, t) = ut(x, t) =
v(x, t) + w(x, t)

2
.
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Тогда в области GT выполняются соотношения

vt − vx + σ(x, u)ϕ = 0, v|t=x = 0,

wt + wx + σ(x, u)ϕ = 0, w(0, t) = v(0, t) + 2A.
(3)

Интегрируя первое уравнение (3) на плоскости переменных ξ, τ вдоль отрезка прямой линии
τ + ξ = t+ x от точки (x, t) до точки ((x+ t)/2, (x+ t)/2) и учитывая граничное условие при
τ = ξ, находим уравнение для функции v(x, t):

v(x, t) = −
t∫

(x+t)/2

σ(ξ, u(ξ, τ))ϕ(ξ, τ)|ξ=t+x−τ dτ, (x, t) ∈ GT . (4)

Аналогично, интегрируя второе уравнение (3) вдоль отрезка прямой линии τ − ξ = t− x
от точки (0, t−x) до точки (x, t) и учитывая граничное условие при ξ = 0, находим уравнение
для функции w(x, t):

w(x, t) = v(0, t− x) + 2A−
t∫

t−x

σ(ξ, u(ξ, τ))ϕ(ξ, τ)|ξ=x−t+τ dτ, (x, t) ∈ GT .

Исключим из этого уравнения член v(0, t−x) с помощью уравнения (4). Тогда получим новое
уравнение для w(x, t):

w(x, t) = 2A−
t−x∫

(t−x)/2

σ(ξ, u(ξ, τ))ϕ(ξ, τ)|ξ=t−x−τ dτ

−
t∫

t−x

σ(ξ, u(ξ, τ))ϕ(ξ, τ)|ξ=x−t+τ dτ, (x, t) ∈ GT . (5)

Складывая уравнения (4) и (5) и деля результат на 2, получаем уравнение для функции ϕ(x, t):

ϕ(x, t) = A− 1

2

t−x∫
(t−x)/2

σ(ξ, u(ξ, τ))ϕ(ξ, τ)|ξ=t−x−τ dτ −
1

2

t∫
t−x

σ(ξ, u(ξ, τ))ϕ(ξ, τ)|ξ=x−t+τ dτ

− 1

2

t∫
(x+t)/2

σ(ξ, u(ξ, τ))ϕ(ξ, τ)|ξ=t+x−τ dτ, (x, t) ∈ GT . (6)

Добавим к этому уравнению уравнение для функции u(x, t). Оно имеет вид

u(x, t) =

t∫
x

ϕ(x, τ) dτ, (x, t) ∈ GT . (7)

Уравнения (6) и (7) образуют замкнутую систему уравнений для определения функций
ϕ(x, t) и u(x, t) в области GT . Используем теперь, что σ(x, u) = σ0(x) + σ1(x)u.

Для системы (6), (7) имеет место следующая лемма.
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Лемма (Априорная оценка решения). Пусть функции σ0(x) и σ1(x) удовлетворяют
следующим условиям:

σ0 ∈ C([0, T/2], σ1 ∈ C([0, T/2], 0 < η00 6 σ0(x) 6 η0, |σ1(x)| 6 η1, x ∈ [0, T/2],

σ0(x)− |σ1(x)| > 0, x ∈ [0, T/2],
(8)

в которых η00, η0 и η1 — некоторые положительные числа. Пусть, кроме того, выполнено
условие

A
(
e(η0+η1)T − 1

)
6 η0 + η1. (9)

Тогда, если в области GT существует непрерывное решение уравнений (6), (7), то для него
выполняются оценки

|u(x, t)| 6 1,

|ut(x, t)| = |ϕ(x, t)| 6 A0, (x, t) ∈ GT ,
(10)

в которых постоянная A0 определена равенством

A0 := A exp{(η0 + η1)T}.

Доказательство. Введём множества

Σ(t) = {x|x ∈ [0, T/2− |t− T/2|]}, t ∈ [0, T ]

и функцию
ϕ∗(t) := max

x∈Σ(t)
|ϕ(x, t)|.

Из уравнений (6), (7) следуют неравенства

|u(x, t)| 6
t∫

0

ϕ∗(τ) dτ =: J(t),

ϕ∗(t) 6 A+

t∫
0

[
η0 + η1

τ∫
0

ϕ∗(τ1) dτ1

]
ϕ∗(τ) dτ 6 A+ η0J(t) + η1J

2(t), t ∈ [0, T ].

Предположим, что J(T ) 6 1. Тогда

ϕ∗(t) 6 A+ (η0 + η1)J(t),

J ′(t) = ϕ∗(t) 6 A+ (η0 + η1)J(t), t ∈ [0, T ], J(0) = 0.

Интегрируя неравенство для J(t), получаем оценку

J(t) 6
A

η0 + η1

(
e(η0+η1)t − 1

)
, t ∈ [0, T ].

Неравенство J(T ) 6 1 выполняется при условии

A
(
e(η0+η1)T − 1

)
6 η0 + η1,

которое совпадает с условием (9) леммы. Следовательно, сделанное выше предположение вы-
полнено и полученное неравенство для J(t) верно. Тогда для ϕ∗(t) имеет место оценка

ϕ∗(t) 6 A exp
{

(η0 + η1)t
}
6 A exp

{
(η0 + η1)T

}
= A0, t ∈ [0, T ],

из которой вытекает вторая оценка (10). Первая оценка (10) является следствием неравенства
|u(x, t)| 6 J(T ) 6 1. �
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Замечание 1. Условие (9) можно рассматривать как условие на выбор числа A. Это
условие заведомо выполняется, если постоянная A достаточно мала. При этом функция u(x, t)
не является равномерно малой в силу нелинейности задачи.

Замечание 2. Из условий (8) и оценки |u(x, t)| 6 1 следует, что

0 6 σ0(x)− |σ1(x)| 6 σ0(x)− |σ1(x)u| 6 σ(x, u) 6 η0 + η1, x ∈ [0, T ]. (11)

Теорема 1 (единственности и существования решения). Пусть функции σ0(x)
и σ1(x) удовлетворяют условиям леммы. Тогда в области GT существует единственное
непрерывно-дифференцируемое решение прямой задачи. Кроме того, имеет место равенство

ϕ(x, x) =: α1(x) = A exp

−1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

 , x ∈ [0.T/2]. (12)

Доказательство. Рассмотрим для системы уравнений (6) и (7) последовательные при-
ближения

ϕ0(x, t) = A, (x, t) ∈ GT ,

ϕn(x, t) = A− 1

2

t−x∫
(t−x)/2

σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ)|ξ=t−x−τ dτ

− 1

2

t∫
t−x

σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ)|ξ=x−t+τ dτ −
1

2

t∫
(x+t)/2

σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ)|ξ=t+x−τ dτ,

n = 1, 2, . . . , (x, t) ∈ GT , (13)

un(x, t) =

t∫
x

ϕn(x, τ) dτ, n = 0, 1, 2, . . . , (x, t) ∈ GT . (14)

Докажем, что все функции un(x, t), ϕn(x, t) удовлетворяют условиям

|un(x, t) 6 1, n = 0, 1, 2, . . . , (x, t) ∈ GT ,
|ϕn(x, t) 6 A exp

{
(η0 + η1)t

}
6 A0, n = 0, 1, 2, . . . , (x, t) ∈ GT ,

(15)

аналогичным оценкам (10).
При n = 0 второе неравенство (15) очевидно:

|ϕ0(x, t)| 6 A 6 A exp
{

(η0 + η1)t
}
6 A0, (x, t) ∈ GT .

Используя его и неравенство (9), для функции u0(x, t) получаем оценку

|u0(x, t)| 6
t∫

0

|ϕ0(x, τ)| dτ 6
t∫

0

A exp
{

(η0 + η1)τ
}
dτ

=
1

η0 + η1
A
[

exp
{

(η0 + η1)t
}
− 1
]
6
η0 + η1

η0 + η1
= 1, (x, t) ∈ GT .
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Оценим функции u1(x, t), ϕ1(x, t). Из формулы (13), используя неравенство (11), находим

|ϕ1(x, t)| 6 A+ (η0 + η1)

t∫
0

max
ξ∈Σ(t)

|ϕ0(ξ, τ)| dτ

6 A+ (η0 + η1)A

t∫
0

exp
{

(η0 + η1)τ
}
dτ = A exp

{
(η0 + η1)t

}
6 A0, (x, t) ∈ GT .

Из формулы (14) следует первое неравенство (15) при n = 1:

|u1(x, t)| 6
t∫

x

|ϕ1(x, τ)| dτ 6 A
t∫

0

exp
{

(η0 + η1)τ
}
dτ =

1

η0 + η1
A
[

exp
{

(η0 + η1)t
}
− 1
]
6 1.

Используя для последующих приближений подобные вычисления, убеждаемся в справед-
ливости неравенств (15) при любом n.

Докажем сходимость последовательных приближений. Введём разности

un = un+1 − un, ϕn = ϕn+1 − ϕn, n = 0, 1, 2, . . . .

Используя уравнения (13), (14), находим соотношения

ϕ0(x, t) = −1

2

t−x∫
(t−x)/2

σ(ξ, u0(ξ, τ))ϕ0(ξ, τ)|ξ=t−x−τ dτ −
1

2

t∫
t−x

σ(ξ, u0(ξ, τ))ϕ0(ξ, τ)|ξ=x−t+τ dτ

− 1

2

t∫
(x+t)/2

σ(ξ, u0(ξ, τ))ϕ0(ξ, τ)|ξ=t+x−τ dτ, (x, t) ∈ GT , (16)

ϕn(x, t) = −1

2

t−x∫
(t−x)/2

[σ(ξ, un(ξ, τ))ϕn(ξ, τ)− σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ)‖ξ=t−x−τ dτ

− 1

2

t∫
t−x

[σ(ξ, un(ξ, τ))ϕn(ξ, τ)− σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ)]|ξ=x−t+τ dτ

− 1

2

t∫
(x+t)/2

[σ(ξ, un(ξ, τ))ϕn(ξ, τ)− σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ)]|ξ=t+x−τ dτ,

n = 1, 2, . . . , (x, t) ∈ GT , (17)

un(x, t) =

t∫
x

ϕn(x, τ) dτ, n = 0, 1, 2, . . . (x, t) ∈ GT . (18)
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Из уравнений (16), (18) получаем, что

|ϕ0(x, t)| 6
t∫

0

max
ξ∈Σ(t)

σ(ξ, u0(ξ, τ))|ϕ0(ξ, τ)| dτ 6
t∫

0

(η0 + η1)A0 dτ = (η0 + η1)A0
t

1!
,

|u0(x, t)| 6
t∫

0

| max
ξ∈Σ(t)

ϕ0(ξ, τ)| dτ 6 (η0 + η1)A0T
t

1!
, (x, t) ∈ GT .

(19)

Чтобы оценить |ϕn(x, t)| для n = 1, 2, . . . , преобразуем равенство (17). Для этого запишем
разность σ(ξ, un(ξ, τ))ϕn(ξ, τ)− σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ) сначала в виде

σ(ξ, un(ξ, τ))ϕn(ξ, τ)− σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ)

= [σ(ξ, un(ξ, τ))− σ(ξ, un−1(ξ, τ))]ϕn(ξ, τ) + σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ),

а затем, используя представление σ(x, u) = σ0(x)+σ1(x)u, запишем множитель, стоящий перед
ϕn(ξ, τ), в виде

σ(ξ, un(ξ, τ))− σ(ξ, un−1(ξ, τ)) = σ1(x)un−1(ξ, τ).

Так как
σ(ξ, u) 6 η0 + η1, |σ1(ξ)| 6 η1, |ϕn(x, t)| 6 A0,

то

|σ(ξ, un(ξ, τ))ϕn(ξ, τ)− σ(ξ, un−1(ξ, τ))ϕn−1(ξ, τ)| 6 |un−1(ξ, τ)|A0η1 + |ϕn−1(ξ, τ)|(η0 + η1).

Поэтому из равенства (17) находим, что

|ϕn(x, t)| 6
t∫

0

[
A0η1 max

ξ∈Σ(t)
|un−1(ξ, τ)|+ (η0 + η1) max

ξ∈Σ(t)
|ϕn−1(ξ, τ)|

]
dτ,

n = 1, 2, . . . , (x, t) ∈ GT .

Используя эту формулу и неравенства (18), (19), оценим функции ϕ1(x, t), u1(x, t):

|ϕ1(x, t)| 6
t∫

0

[
A0η1 max

ξ∈Σ(t)
|u0(ξ, τ)|+ (η0 + η1) max

ξ∈Σ(t)
|ϕ0(ξ, τ)|

]
dτ

6

t∫
0

[
A0η1(η0+η1)A0T

τ

1!
+(η0+η1)A0

τ

1!

]
dτ = (η0+η1)A0

[
η1A0T+1

] t2
2!

=: B
t2

2!
, (x, t) ∈ GT ,

|u1(x, t)| 6
t∫

x

max
ξ∈Σ(t)

|ϕ1(x, τ)| dτ 6 BT t
2

2!
, (x, t) ∈ GT .

С помощью этих формул оценим последующее приближение. Проводя вычисления, получаем

|ϕ2(x, t)| 6
t∫

0

[
A0η1 max

ξ∈Σ(t)
|u1(ξ, τ)|+ (η0 + η1) max

ξ∈Σ(t)
|ϕ1(ξ, τ)|

]
dτ

6

t∫
0

[
A0η1BT

τ2

2!
+ (η0 + η1)B

τ2

2!

]
dτ = B

(
A0η1T + η0 + η1

) t3
3!
,



76 В. Г. Романов, Т. В. Бугуева

|u2(x, t)| 6
t∫

x

max
ξ∈Σ(t)

|ϕ2(x, τ)| dτ 6 TB
(
TA0η1 + η0 + η1

) t3
3!
, (x, t) ∈ GT ,

|ϕ3(x, t)| 6
t∫

0

[
A0η1 max

ξ∈Σ(t)
|u2(ξ, τ)|+ (η0 + η1) max

ξ∈Σ(t)
|ϕ2(ξ, τ)|

]
dτ

6

t∫
0

[
A0η1TB

(
TA0η1+η0+η1

)τ3

3!
+(η0+η1)B(A0η1T+η0+η1)

τ3

3!

]
dτ = B

(
A0η1T+η0+η1

)2 t4
4!
,

|u3(x, t)| 6
t∫

x

max
ξ∈Σ(t)

|ϕ3(x, τ)| dτ 6 TB
(
A0η1T + η0 + η1

)2 t4
4!
, (x, t) ∈ GT ,

|ϕ4(x, t)| 6
t∫

0

[
A0η1 max

ξ∈Σ(t)
|u3(ξ, τ)|+ (η0 + η1) max

ξ∈Σ(t)
|ϕ3(ξ, τ)|

]
dτ

6

t∫
0

[
A0η1TB

(
A0η1T + η0 + η1

)2 τ4

4!
+ (η0 + η1)B

(
A0η1T + η0 + η1

)2 τ4

4!

]
dτ

= B
(
A0η1T + η0 + η1

)3 t5
5!
,

|u3(x, t)| 6
t∫

x

max
ξ∈Σ(t)

|ϕ3(x, τ)| dτ 6 TB
(
A0η1T + η0 + η1

)3 t5
5!
, (x, t) ∈ GT .

Методом математической индукции проверяются общие неравенства:

|ϕn(x, t)| 6 B
(
A0η1T + η0 + η1

)n−1 tn+1

(n+ 1)!
6 B

(
A0η1T + η0 + η1

)n−1 Tn+1

(n+ 1)!
,

|un(x, t)| 6 TB
(
A0η1T + η0 + η1

)n−1 tn+1

(n+ 1)!
6 TB

(
A0η1T + η0 + η1

)n−1 Tn+1

(n+ 1)!
,

(x, t) ∈ GT , n = 3, 4, . . . ,

из которых следует равномерная сходимость в области GT последовательностей un(x, t),
ϕn(x, t).

Так как эти последовательности непрерывны, то они сходятся к некоторым непрерывным
функциям u(x, t), ϕ(x, t) = ut(x, t). Из равенств (4), (5) вытекает непрерывность в GT функций
v(x, t) и w(x, t), следовательно, и функции ux(x, t). Таким образом, u ∈ C1(GT ).

Докажем единственность решения прямой задачи. Пусть существуют два непрерывно-
дифференцируемые решения u1(x, t) и u2(x, t), для каждого из которых выполнены неравен-
ства (10). Обозначим

ũ(x, t) := u1(x, t)− u2(x, t),

ϕ̃(x, t) = ϕ1(x, t)− ϕ2(x, t), ϕ1(x, t) :=
∂u1

∂t
(x, t), ϕ2(x, t) :=

∂u2

∂t
(x, t).
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Тогда разности ũ(x, t) и ϕ̃(x, t) удовлетворяют соотношениям

ũ(x, t) =

t∫
x

ϕ̃(x, τ) dτ, (x, t) ∈ GT , (20)

ϕ̃(x, t) = −1

2

t−x∫
(t−x)/2

[
σ(u1(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ)− σ(u2(ξ, τ))ϕ2(ξ, τ)

]
ξ=t−x−τ dτ

− 1

2

t∫
t−x

[
σ(u1(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ)− σ(u2(ξ, τ))ϕ2(ξ, τ)

]
ξ=x−t+τ dτ

− 1

2

t∫
(x+t)/2

[
σ(u1(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ)− σ(u2(ξ, τ))ϕ2(ξ, τ)

]
ξ=t+x−τ dτ, (x, t) ∈ GT . (21)

Запишем разность σ(u1(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ)− σ(u2(ξ, τ))ϕ2(ξ, τ) сначала в виде

σ(u1(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ)− σ(u2(ξ, τ))ϕ2(ξ, τ) = [σ(u1(ξ, τ))− σ(u2(ξ, τ))]ϕ1(ξ, τ) + σ(u2(ξ, τ))ϕ̃(ξ, τ),

а затем член σ(u1(ξ, τ))− σ(u2(ξ, τ)) представим следующей формулой:

σ(u1(ξ, τ))− σ(u2(ξ, τ)) = σ1(ξ)ũ(ξ, τ).

Тогда
|σ(u1(ξ, τ))ϕ1(ξ, τ)− σ(u2(ξ, τ))ϕ2(ξ, τ)| 6 |ũ(ξ, τ)|A0η1 + |ϕ̃(ξ, τ)|(η0 + η1).

Из равенства (21) находим, что

|ϕ̃(x, t)| 6 −1

2

t−x∫
(t−x)/2

[
|ũ(ξ, τ)|A0η1 + |ϕ̃(ξ, τ)|(η0 + η1)

]
ξ=t−x−τ dτ

− 1

2

t∫
t−x

[
|ũ(ξ, τ)|A0η1 + |ϕ̃(ξ, τ)|(η0 + η1)

]
ξ=x−t+τ dτ

− 1

2

t∫
(x+t)/2

[
|ũ(ξ, τ)|A0σ1 + |ϕ̃(ξ, τ)(η0 + η1)

]
ξ=t+x−τ dτ, (x, t) ∈ GT . (22)

Обозначим

z(t) = max

(
max
x∈Σ(t)

|ũ(x, t)|, max
x∈Σ(t)

|ϕ̃(x, t)|
)
,

где Σ(t) — сечение области GT плоскостью t = const. Тогда из формулы (20) следует неравен-
ство

|ũ(x, t)| 6
t∫

0

z(τ) dτ, (x, t) ∈ GT , (23)
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а из неравенства (22) следует оценка

|ϕ̃(x, t)| 6
t∫

0

[A0η1 + η0 + η1]z(τ) dτ, (x, t) ∈ GT . (24)

Результатом неравенств (23) и (24) является итоговое неравенство

z(t) 6 C

t∫
0

z(τ) dτ, t ∈ [0, T ], (25)

в котором постоянная C определяется равенством C = max[1, A0η1 + η0 + η1]. Из неравен-
ства (25) следует, что z(t) ≡ 0 для t ∈ [0, T ], отсюда следует равенство u1(x, t) = u2(x, t) в
GT .

Чтобы доказать равенство (12), положим в уравнении (6) t = x. тогда для функции
α1(x) = ϕ(x, x) получим, что

α1(x) = A− 1

2

x∫
0

σ(τ, 0)α1(τ) dτ, x ∈ [0, T/2].

Замечая, что σ(τ, 0) = σ0(τ), из этого линейного интегрального уравнения находим форму-
лу (12). �

Теорема 2. Пусть выполнены условия леммы и условие

σ0 ∈ C1[0, T/2].

Тогда функция ψ(x, t) := ϕt(x, t) принадлежит пространству C(GT ) и справедливо равенство

ψ(x, x) =: α2(x) = −α1(x)

8

(
2σ0(x) + 2σ0(0)−

x∫
0

[σ2
0(ξ)− 4σ1(ξ)α1(ξ)] dξ

)
, x ∈ [0, T/2]. (26)

Доказательство. В равенстве (6) от интегрирования по переменной τ перейдём к инте-
грированию по переменной ξ:

ϕ(x, t) = A− 1

2

(t−x)/2∫
0

σ
(
ξ, u(ξ, τ)

)
ϕ(ξ, τ)

∣∣
τ=t−x−ξ dξ −

1

2

x∫
0

σ
(
ξ, u(ξ, τ)

)
ϕ(ξ, τ)

∣∣
τ=t−x+ξ

dξ

− 1

2

(x+t)/2∫
x

σ
(
ξ, (ξ)u(ξ, τ)

)
ϕ(ξ, τ)

∣∣
τ=t+x−ξ dξ, (x, t) ∈ GT .

Продифференцируем равенство (26) по переменной t, учитывая, что

ϕ(x, x) = α1(x), σ
(
x, u(x, x)

)
= σ0(x),

∂

∂t
σ
(
x, u(x, t)

)
= σ1(x)ϕ(x, t).

Обозначая ψ(x, t) :=
∂ϕ

∂t
(x, t), в результате получим
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ψ(x, t) = −1

4
σ0

(
t− x

2

)
α1

(
t− x

2

)
− 1

4
σ0

(
x+ t

2

)
α1

(
x+ t

2

)

− 1

2

(t−x)/2∫
0

[
σ1(ξ)ϕ2(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))ψ(ξ, τ)

]
τ=t−x−ξ

dξ

− 1

2

x∫
0

[
σ1(ξ)ϕ2(ξ, τ) + σ

(
u(ξ, τ)

)
ψ(ξ, τ)

]
τ=t−x+ξ

dξ

− 1

2

(x+t)/2∫
x

[
σ1(ξ)ϕ2(ξ, τ) + σ

(
u(ξ, τ)

)
ψ(ξ, τ)

]
τ=t+x−ξ

dξ, (x, t) ∈ GT . (27)

Положим в уравнении (27) t = x. Тогда для функции α2(x) := ψ(x, x) получим уравнение

α2(x) = −1

4
σ0(0)A− 1

4
σ0(x)α1(x)− 1

2

x∫
0

[
σ1(ξ)α2

1(ξ) + σ0(ξ)α2(ξ)

]
dξ, x ∈ [0, T/2]. (28)

Дифференцируя равенство (28) и используя равенство α′1(x) = −σ0(x)α1(x)/2, получаем для
α2(x) линейное уравнение первого порядка с данными Коши при x = 0:

d

dx
α2(x) = −1

8
[2σ′0(x)− σ2

0(x)]α1(x)− 1

2
[σ1(x)α2

1(x) + σ0(x)α2(x)], (x, t) ∈ GT ,

α2(0) = −1

2
σ0(0)A.

Деля обе части уравнения на α1(x), запишем его в виде

d

dx

(
α2(x)

α1(x)

)
= −1

8

[
2σ′0(x)− σ2

0(x) + 4σ1(x)α1(x)
]
.

Интегрируя это уравнение с учётом начальных данных, находим формулу для вычисления
α2(x):

α2(x) = −1

8

2σ0(x) + 2σ0(0)−
x∫

0

[σ2
0(ξ)− 4σ1(ξ)α1(ξ)] dξ

α1(x), x ∈ [0, T/2],

которая совпадает с формулой (26).

Обозначим χ(x, t) :=
∂ψ

∂t
(x, t) и продифференцируем уравнение (27) по переменной t.

Тогда получим уравнение для χ(x, t):

∂ψ

∂t
(x, t) = −1

8
σ′0

(
t− x

2

)
α1

(
t− x

2

)
− 1

8
σ0

(
t− x

2

)
α′1

(
t− x

2

)
− 1

8
σ′0

(
x+ t

2

)
α1

(
x+ t

2

)
− 1

8
σ0

(
x+ t

2

)
α′1

(
x+ t

2

)
− 1

4

[
σ1

(
t− x

2

)
ϕ2

(
t− x

2
,
t− x

2

)
+ σ0

(
t− x

2

)
ψ

(
t− x

2
,
t− x

2

)]

− 1

2

(t−x)/2∫
0

[
2σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))χ(ξ, τ)

]
τ=t−x−ξ

dξ
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− 1

2

x∫
0

[
2σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ

(
u(ξ, τ)

)
χ(ξ, τ)

]
τ=t−x+ξ

dξ

− 1

4

[
σ1

(
x+ t

2

)
ϕ2

(
x+ t

2
,
x+ t

2

)
+ σ0

(
x+ t

2

)
ψ

(
x+ t

2
,
x+ t

2

)]

− 1

2

(x+t)/2∫
x

[
2σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ

(
u(ξ, τ)

)
χ(ξ, τ)

]
τ=t+x−ξ

dξ,

(x, t) ∈ GT .

Окончательно получим

χ(x, t) = −1

8

[
σ′0

(
t− x

2

)
α1

(
t− x

2

)
+ σ0

(
t− x

2

)
α′1

(
t− x

2

)]
− 1

8

[
σ′0

(
x+ t

2

)
α1

(
x+ t

2

)
+ σ0

(
x+ t

2

)
α′1

(
x+ t

2

)]
− 1

4

[
σ1

(
t− x

2

)
α2

1

(
t− x

2

)
+ σ0

(
t− x

2

)
α2

(
t− x

2

)]
− 1

4

[
σ1

(
t+ x

2

)
α2

1

(
t+ x

2

)
+ σ0

(
t+ x

2

)
α2

(
t+ x

2

)]

− 1

2

(t−x)/2∫
0

[
3σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))χ(ξ, τ)

]
τ=t−x−ξ

dξ

− 1

2

x∫
0

[
3σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))χ(ξ, τ)

]
τ=t−x+ξ

dξ

− 1

2

(x+t)/2∫
x

[
3σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))χ(ξ, τ)

]
τ=t+x−ξ

dξ, (x, t) ∈ GT . (29)

В уравнениях (27) и (29) от интегрирования по переменной ξ перейдём к интегрированию
по переменной τ . Тогда эти уравнения примут вид

ψ(x, t) = −1

4
σ0

(
t− x

2

)
α1

(
t− x

2

)
− 1

4
σ0

(
x+ t

2

)
α1

(
x+ t

2

)

− 1

2

t−x∫
(t−x)/2

[
σ1(ξ)ϕ2(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))ψ(ξ, τ)

]
ξ=t−x−τ

dτ

− 1

2

t∫
t−x

[
σ1(ξ)ϕ2(ξ, τ) + σ

(
u(ξ, τ)

)
ψ(ξ, τ)

]
ξ=x−t+τ

dτ

− 1

2

t∫
(x+t)/2

[
σ1(ξ)ϕ2(ξ, τ) + σ

(
u(ξ, τ)

)
ψ(ξ, τ)

]
ξ=t+x−τ

dτ, (x, t) ∈ GT . (30)



Обратная задача для уравнения электродинамики с нелинейным поглощением 81

χ(x, t) = −1

8

[
σ′0

(
t− x

2

)
α1

(
t− x

2

)
+ σ0

(
t− x

2

)
α′1

(
t− x

2

)]
− 1

8

[
σ′0

(
x+ t

2

)
α1

(
x+ t

2

)
+ σ0

(
x+ t

2

)
α′1

(
x+ t

2

)]
− 1

4

[
σ1

(
t− x

2

)
α2

1

(
t− x

2

)
+ σ0

(
t− x

2

)
α2

(
t− x

2

)]
− 1

4

[
σ1

(
t+ x

2

)
α2

1

(
t+ x

2

)
+ σ0

(
t+ x

2

)
α2

(
t+ x

2

)]

− 1

2

t−x∫
(t−x)/2

[
3σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))χ(ξ, τ)

]
ξ=t−x−τ

dτ

− 1

2

t∫
t−x

[
3σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))χ(ξ, τ)

]
ξ=x−t+τ

dτ

− 1

2

t∫
(x+t)/2

[
3σ1(ξ)ϕ(ξ, τ)ψ(ξ, τ) + σ(ξ, u(ξ, τ))χ(ξ, τ)

]
ξ=t+x−τ

dτ, (x, t) ∈ GT . (31)

Уравнения (6), (7), (30), (31) образуют замкнутую систему уравнений для функций u(x, t),
ϕ(x, t), ψ(x, t), χ(x, t). Применяя к ней подход, описанный при доказательстве теоремы 1, по-
лучим утверждение теоремы 2, а именно, что ψ(x, t) ∈ C(GT ) и χ(x, t) ∈ C(GT ). �

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Определение. Будем говорить, что функции hm(t) ∈ H, m = 1, 2, если они удовлетворя-
ют условиям

hm ∈ C3[0, T ], hm(0) = 0, h′m(0) = Am,
h′′1(0)

A1
=
h′′2(0)

A2
6 −η00, m = 1, 2. (32)

В последнем условии η00 — некоторое положительное число.

Теорема 3. Пусть задана информация (2) при A1 6= A2, A1 > 0, A2 > 0, и функции
hm(t) ∈ H, m = 1, 2. Тогда существует положительное число T0 и единственный набор
функций σ0 ∈ C[0, T0/2] и σ1 ∈ C[0, T0/2], такой, что обобщённые решения um ∈ C1(GT0)
задачи (1) при A = Am, m = 1, 2, удовлетворяют условию (2) для t 6 T0. Кроме того,

σ0(x) > η00, x ∈ [0, T/2].

Доказательство. Из теорем 1 и 2 и уравнений (6), (7), (27) следует, что задаваемые
функции hm(t), m = 1, 2, должны удовлетворять необходимым для разрешимости обратной
задачи условиям (32) при некотором η00 > 0.

Применим формулу Даламбера к задаче

∂2um
∂x2

− ∂2um
∂t2

= −σ(x, um)
∂um
∂t

, x > 0, t ∈ (0, T ],

um|x=0 = hm(t),
∂um
∂x

∣∣∣∣
x=0

= −Am, t ∈ [0, T ],

где m = 1, 2.
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В результате получим

um(x, t) = u0
m(x, t)− 1

2

∫∫
D(x,t)

[
σ(ξ, um(ξ, τ))ϕm(ξ, τ)

]
dτdξ, (33)

где D(x, t) = {(ξ, τ) | 0 6 ξ 6 x 6 T/2, t− x+ ξ 6 τ 6 x+ t− ξ}, ϕm(ξ, τ) =
∂um
∂t

(ξ, τ),

u0
m(x, t) =

hm(t+ x) + hm(t− x)

2
−Amx, m = 1, 2, (34)

— известные функции.
Запишем уравнение (33) следующим образом:

um(x, t) = u0
m(x, t)− 1

2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

σ(ξ, um(ξ, τ))ϕm(ξ, τ) dτ, (x, t) ∈ GT , m = 1, 2. (35)

Продифференцируем уравнение (35) по переменной t. Тогда для функций

ϕm(x, t) :=
∂um
∂t

(x, t), ψm(x, t) :=
∂2um
∂t2

, χm(x, t) :=
∂3um
∂t3

(x, t)

получим уравнения

ϕm(x, t) = ϕ0
m(x, t)− 1

2

x∫
0

[
σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))ϕm(ξ, t+ x− ξ)

− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))ϕm(ξ, t− x+ ξ)
]}
dξ, (x, t) ∈ GT , (36)

ψm(x, t) = ψ0
m(x, t)− 1

2

x∫
0

[
σ1(ξ)ϕ2

m(ξ, t+ x− ξ) + σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))ψm(ξ, t+ x− ξ)

− σ1(ξ)ϕ2
m(ξ, t− x+ ξ)− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))ψm(ξ, t− x+ ξ)

]}
dξ,

(x, t) ∈ GT , (37)

χm(x, t) = χ0
m(x, t)− 1

2

x∫
0

[
3σ1(ξ)ϕm(ξ, t+ x− ξ)ψm(ξ, t+ x− ξ)

+ σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))χm(ξ, t+ x− ξ)− 3σ1(ξ)ϕm(ξ, t− x+ ξ)ψm(ξ, t− x+ ξ)

− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))χm(ξ, t− x+ ξ)
]}
dξ,

(x, t) ∈ GT , (38)

в которых

ϕ0
m(x, t) =

h′m(t+ x) + h′m(t− x)

2
, ψ0

m(x, t) =
h′′m(t+ x) + h′′m(t− x)

2
,

χ0
m(x, t) =

h′′′m(t+ x) + h′′′m(t− x)

2
, m = 1, 2.

(39)
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Аналогично формулам (12), (26) можем написать соотношения для функций: α1m и α2m

ϕm(x, x) =: α1m(x) = Am exp

(
− 1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

)
, x ∈ [0, T/2], (40)

ψm(x, x) =: α2m(x) = −1

8

2σ0(x) + 2σ0(0)−
x∫

0

[σ2
0(ξ)− 4σ1(ξ)α1m(ξ)] dξ

α1m(x),

x ∈ [0, T/2]. (41)

Из равенств (2), (40), (41) при x = 0, t = 0 имеем

α1m(0) = Am = h′m(0), α2m(0) = −1

2
σ0(0)Am = h′′m(0), m = 1, 2,

отсюда находим

σ0
0 =: σ0(0) = −2h′′m(0)

Am
> 2η00, m = 1, 2. (42)

Рассмотрим уравнение (29) для функций χm(x, t), m = 1, 2, при x = 0. Учитывая, что
α′1m(x) = −σ0(x)α1m(x)/2, находим, что

χm(0, t) = h′′′m(t) = −1

8

[
2σ′0(t/2)− σ2

0(t/2)
]
α1m(t/2)− 1

2

[
σ1(t/2)α2

1m(t/2) + σ0(t/2)α2m(t/2)
]

−
t/2∫
0

[
3σ1(ξ)ϕm(ξ, τ)ψm(ξ, τ) + σ(ξ, um(ξ, τ))χm(ξ, τ)

]
τ=t−ξ

dξ, (x, t) ∈ GT .

Сделаем в этом уравнении замену переменной t = 2x и воспользуемся для α2m(x) форму-
лой (41). Тогда в силу (42) получим равенства

h′′′m(2x) = −1

8

[
2σ′0(x)− 2σ2

0(x)− σ0(x)σ0
0

]
α1m(x)− 1

2
σ1(x)α2

1m(x)

− 1

16
σ0(x)α1m(x)

x∫
0

[σ2
0(ξ)− 4σ1m(ξ)α1m(ξ)] dξ,

−
x∫

0

[
3σ1(ξ)ϕm(ξ, τ)ψm(ξ, τ) + σ(ξ, um(ξ, τ))χm(ξ, τ)

]
τ=2x−ξ

dξ, m = 1, 2, (x, t) ∈ GT .

Разделим эти равенства на α1m(x)/8. Тогда получим систему линейных уравнений относи-
тельно функций 2σ′0(x)− 2σ2

0(x)− σ0(x)σ0
0 и σ1(x):

2σ′0(x)− 2σ2
0(x)− σ0(x)σ0

0 + 4α1m(x)σ1(x) = Φm(x)− 8
h′′′m(2x)

α1m(x)
, m = 1, 2, (43)

в которой

Φm(x) := −1

2
σ0(x)

x∫
0

[σ2
0(ξ)− 4σ1(ξ)α1m(ξ)] dξ

− 8

α1m(x)

x∫
0

[
3σ1(ξ)ϕm(ξ, τ)ψm(ξ, τ) + σ(ξ, um(ξ, τ))χm(ξ, τ)

]
τ=2x−ξ

dξ, m = 1, 2. (44)
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Используя равенства

α1m(x) = Am exp

(
− 1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

)
, m = 1, 2,

из уравнений (43) находим, что

2σ′0(x)− 2σ2
0(x)− σ0(x)σ0

0 =
1

A2 −A1

{
A2Φ1(x)−A1Φ2(x)

− 8

A1A2

[
A2

2h
′′′
1 (2x)−A2

1h
′′′
2 (2x)

]
exp

(
1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

)}
, x ∈ [0, T/2], (45)

σ1(x) = σ0
1(x) +

1

4(A1 −A2)
[Φ1(x)− Φ2(x)] exp

(
1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

)

+ σ0
1(x)

[
exp

(
1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

)
− 1

]
, x ∈ [0, T/2. (46)

В формуле (46)

σ0
1(x) =

2

A1 −A2

(
h′′′2 (2x)

A2
− h′′′1 (2x)

A1

)
.

Интегрируя уравнение (45), получаем интегральное соотношение

σ0(x) = σ0
0 +

x∫
0

[
σ2

0(ξ) +
σ0

0

2
σ0(ξ)

]
dξ +

1

2(A2 −A1)

x∫
0

{
A2Φ1(ξ)−A1Φ2(ξ)

− 8

A1A2

[
A2

2h
′′′
1 (2ξ)−A2

1h
′′′
2 (2ξ)

]
exp

(
1

2

ξ∫
0

σ0(ξ1) dξ1

)}
dξ, x ∈ [0, T/2]. (47)

Уравнения (26), (35)–(38) при m = 1, 2, (46), (47), образуют замкнутую систему нелиней-
ных интегральных уравнений для решения обратной задачи.

Определим вектор-функции

g(x, t) =
(
σ0(x), σ1(x), u1(x, t), u2(x, t), ϕ1(x, t), ϕ2(x, t), ψ1(x, t), ψ2(x, t), χ1(x, t), χ2(x, t)

)
,

g0(x, t) =
(
σ0

0, σ
0
1(x), u0

1(x, t), u0
2(x, t), ϕ0

1(x, t), ϕ0
2(x, t), ψ0

1(x), ψ0
2(x, t), χ0

1(x, t), χ0
2(x, t)

)
.

(48)

Пусть C(GT ) — пространство векторных функций g(x, t), в котором норма определяется как
максимум норм компонент, и в нём шар

‖g − g0‖C(GT ) 6 ‖g0‖C(GT ).

Рассмотрим на этом множестве равенство

Λ(g) = g, (49)
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в котором компоненты оператора Λ = (Λ1,Λ2, . . . ,Λ10) определены формулами

Λ1g(x) = σ0
0 +

x∫
0

[
σ2

0(ξ) +
σ0

0

2
σ0(ξ)

]
dξ +

1

2(A2 −A1)

x∫
0

{
A2Φ1(ξ)−A1Φ2(ξ)

− 8

A1A2

[
A2

2h
′′′
1 (2ξ)−A2

1h
′′′
2 (2ξ)

]
exp

(
1

2

ξ∫
0

σ0(ξ1) dξ1

)}
dξ, x ∈ [0, T/2], (50)

Λ2g(x) = σ0
1(x) +

1

4(A1 −A2)
[Φ1(x)− Φ2(x)] exp

(
1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

)

+ σ0
1(x)

[
exp

( x∫
0

σ0(ξ) dξ

)
− 1

]
, x ∈ [0, T/2, (51)

Λ2+mg(x, t) = u0
m(x, t)− 1

2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

σ(ξ, um(ξ, τ))ϕm(ξ, τ) dτ, (x, t) ∈ GT , m = 1, 2, (52)

Λ4+mg(x, t) = ϕ0
m(x, t)− 1

2

x∫
0

[
σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))ϕm(ξ, t+ x− ξ)

− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))ϕm(ξ, t− x+ ξ)
]
dξ, (x, t) ∈ GT , m = 1, 2, (53)

Λ6+mg(x, t) = ψ0
m(x, t)− 1

2

x∫
0

[
σ1(ξ)ϕ2

m(ξ, t+ x− ξ) + σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))ψm(ξ, t+ x− ξ)

− σ1(ξ)ϕ2
m(ξ, t− x+ ξ)− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))ψm(ξ, t− x+ ξ)

]
dξ,

(x, t) ∈ GT , m = 1, 2, (54)

Λ8+mg(x, t) = χ0
m(x, t)− 1

2

x∫
0

[
3σ1(ξ)ϕm(ξ, t+ x− ξ)ψm(ξ, t+ x− ξ)

+ σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))χm(ξ, t+ x− ξ)− 3σ1(ξ)ϕm(ξ, t− x+ ξ)ψm(ξ, t− x+ ξ)

− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))χm(ξ, t− x+ ξ)
]
dξ, (x, t) ∈ GT , m = 1, 2. (55)

Обозначим C(GT ) — прямое произведение 10 экземпляров пространств C(GT ), которое
является банаховым пространством непрерывных вектор-функций с нормой

‖g‖C(GT ) = max
16k610

‖gk‖C(GT ).

Так как g0 ∈ C(GT ), то все вектор-функции, определённые в (48) являются элементами
C(GT ). Рассмотрим в C(GT ) замкнутое множество

RT :=
{

g ∈ C(GT ) |
∥∥g − g0

∥∥
C(GT )

6
∥∥g0
∥∥
C(GT )

}
.
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На этом множестве справедливы оценки

‖gk‖C(GT ) 6 ‖g‖C(GT ) 6 2‖g0‖C(GT ), k = 1, 10. (56)

В дальнейшем для сокращения записи будем использовать обозначение ‖g‖ вместо ‖g‖C(GT ).
Положим

0 < a∗ 6 Am 6 A∗, m = 1, 2, |A1 −A2| > δ > 0. (57)

Тогда имеет место следующая оценка:

a∗ exp(−‖g0‖T/2) 6 α1m(x) 6 A∗ exp(‖g0‖T/2). (58)

Используя это неравенство и (56), оценим функции Φm, m = 1, 2:

|Φm(x)| 6 |σ0(x)|
2

x∫
0

∣∣σ2
0(ξ)− 4σ1(ξ)α1m(ξ)

∣∣ dξ
+

8

|α1m(x)|

x∫
0

∣∣∣∣3σ1(ξ)ϕm(ξ, τ)ψm(ξ, τ) + σ(ξ, um(ξ, τ))χm(ξ, τ)

∣∣∣∣
τ=2x−ξ

dξ

6
‖g0‖

2

T

2

[(
2‖g0‖

)2
+ 8‖g0‖A∗ exp

(
‖g0‖T/2

)]
+

4T

a∗
exp

(
‖g0‖T/2

)[
4
(
2‖g0‖

)3
+
(
2‖g0‖

)2]
= T‖g0‖κ0, m = 1, 2. (59)

Здесь

κ0 := κ0

(
‖g0‖, T

)
=
[
‖g0‖+ 2A∗ exp

(
‖g0‖T/2

)]
+

4

a∗
exp

(
‖g0‖T/2

)[
8
(
2‖g0‖

)2
+ 4‖g0‖

]
.

Из условия
|χ0
m(x, t)| 6 ‖g0‖, (x, t) ∈ GT

и формулы (39) следуют неравенства

|h′′′(0)| 6 ‖g0‖, |h′′′(t) + h′′′(0)| 6 2‖g0‖, |h′′′(t)| 6 3‖g0‖, t ∈ [0.T ].

Используя последнее из них и формулы (47), (57)–(59), оценим разность

∣∣Λ1g − g0
1

∣∣ 6 x∫
0

∣∣∣∣2σ2
0(ξ) +

σ0
0

2
σ0(ξ)

∣∣∣∣ dξ +
1

2|A2 −A1|

x∫
0

{∣∣A2Φ1(ξ)−A1Φ2(ξ)
∣∣

+
8

A1A2

∣∣A2
2h
′′′
1 (2ξ)−A2

1h
′′′
2 (2ξ)

∣∣ exp

(
1

2

ξ∫
0

σ0(ξ1) dξ1

)}
dξ

6
9T

2
‖g0‖2 +

T

4δ

[
2A∗T‖g0‖κ0 +

48A∗
a∗
‖g0‖ exp

(
T‖g0‖/2

)]
= T‖g0‖κ1, x ∈ [0, T/2]. (60)

Здесь

κ1 := κ1(‖g0‖, T ) =
9

2
‖g0‖+

1

4δ

[
2A∗Tκ0 +

48A∗
a∗

exp
(
T‖g0‖/2)

]
.

Воспользуемся неравенством

ex − 1 6 xex, x > 0, (61)
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формулами (46), (57)–(59) и оценим

∣∣Λ2g − g0
2

∣∣ 6 1

4|A1 −A2|
|Φ1(x)− Φ2(x)| exp

(
1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

)
+ |σ0

1(x)|

∣∣∣∣∣ exp

(
1

2

x∫
0

σ0(ξ) dξ

)
− 1

∣∣∣∣∣
6
T

2δ
‖g0‖κ0 exp

(
T‖g0‖/2

)
+ T‖g0‖2 exp

(
T‖g0‖/2

)
= T‖g0‖κ2, x ∈ [0, T/2]. (62)

Здесь

κ2 := κ2

(
‖g0‖, T

)
=

(
κ0

2δ
+ ‖g0‖

)
exp

(
T‖g0‖/2

)
.

Аналогично, используя (33), (34), (57)–(59), получаем оценку

∣∣Λ2+mg − g0
2+m

∣∣ 6 1

2

∫∫
D(x,t)

∣∣σ(ξ, um(ξ, τ))ϕm(ξ, τ)
∣∣ dτdξ

6
T 2

2

(
‖g0‖2 + 2‖g0‖3

)
= T‖g0‖κ3, m = 1, 2, x ∈ [0, T/2],

в которой κ3 := κ3(‖g0‖, T ) = T
(
‖g0‖+ 2‖g0‖2

)
/2.

Используя (53)–(55), (56), запишем оценки для |Akg − gk0|, k = 5, 10 в виде

∣∣Λ4+mg(x, t)− g0
4+m(x, t)

∣∣ 6 1

2

x∫
0

∣∣σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))ϕm(ξ, t+ x− ξ)

− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))ϕm(ξ, t− x+ ξ)
∣∣ dξ

6
T

2

((
2‖g0‖

)2
+
(
2‖g0‖

)3)
= T‖g0‖κ4(‖g0‖), m = 1, 2, x ∈ [0, T/2],

здесь κ4 := κ4(‖g0‖) = 2‖g0‖+ 4‖g0‖2,

∣∣Λ6+mg(x, t)− g0
6+m(x, t)

∣∣ 6 1

2

x∫
0

∣∣σ1(ξ)ϕ2
m(ξ, t+ x− ξ) + σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))ψm(ξ, t+ x− ξ)

− σ1(ξ)ϕ2
m(ξ, t− x+ ξ)− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))ψm(ξ, t− x+ ξ)

∣∣ dξ
6
T

2

[
2
(
2‖g0‖

)3
+
(
2‖g0‖

)2)]
=: T‖g0‖κ5, m = 1, 2, x ∈ [0, T/2],

здесь κ5 := κ5(‖g0‖) = 8‖g0‖2 + 2‖g0‖,∣∣Λ8+mg(x, t)− g0
8+m(x, t)

∣∣
6

1

2

x∫
0

∣∣3σ1(ξ)ϕm(ξ, t+ x− ξ)ψm(ξ, t+ x− ξ) + σ(ξ, um(ξ, t+ x− ξ))χm(ξ, t+ x− ξ)

− 3σ1(ξ)ϕm(ξ, t− x+ ξ)ψm(ξ, t− x+ ξ)− σ(ξ, um(ξ, t− x+ ξ))χm(ξ, t− x+ ξ)
∣∣ dξ

6
T

2

[
4
(
2‖g0‖

)3
+
(
2‖g0‖

)2]
= T‖g0‖κ6, m = 1, 2, x ∈ [0, T/2],

здесь κ6 := κ6

(
‖g0‖

)
= 16‖g0‖2 + 2‖g0‖.
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Оценим снизу функции σ0(x) и σ(x, um(x, t)), m = 1, 2. Напомним, что, согласно усло-
вию (32) и формуле (42) , σ0

0 > 2η00 > 0. Отсюда в силу (60) следует

σ0(x) > 2σ0
0 − |σ0(x)− σ0

0| > 2η00 − T‖g0‖κ1 > η00,

если T‖g0‖κ1 6 η00.
Далее, из формул (39), (56) следует, что

|ϕ0
m(x, t)| = 1

2

∣∣h′m(t+ x) + h′m(t− x)
∣∣ 6 ‖g0‖, m = 1, 2, (x, t) ∈ GT .

Из этого неравенства вытекают оценки

|h′m(0)| 6 ‖g0‖, |h′m(t) + h′m(0)| 6 2‖g0‖, |h′m(t)| 6 3‖g0‖, t ∈ [0, T ].

Используя условия hm(0) = 0, m = 1, 2, получаем

|hm(t)| 6 3T‖g0‖, m = 1, 2, t ∈ [0, T ].

Формула (34) приводит к оценке

|u0
2+m(x, t)| 6

∣∣∣∣12[hm(t+ x) + hm(t− x)]−Amx
∣∣∣∣

6 T

(
3‖g0‖+

1

2
max{A1, A2}

)
, m = 1, 2, (x, t) ∈ GT .

Следовательно,

|u2+m(x, t)| 6 |u0
2+m(x, t)|+ |u2+m(x, t)− u0

2+m(x, t)|

6 T

(
3‖g0‖+

1

2
max{A1, A2}+ ‖g0‖κ3

)
, m = 1, 2, (x, t) ∈ GT .

Тогда получаем, что

σ(x, um(x, t)) > σ0(x)− |σ1(x)| |um(x, t)|

> 2η00 − T 2‖g0‖
(

3‖g0‖+
1

2
max(A1, A2) + ‖g0‖κ3

)
κ2 > 0, m = 1, 2,

если выполнен условие

T 2‖g0‖
(

3‖g0‖+
1

2
max(A1, A2) + ‖g0‖κ3

)
κ2 6 2η00.

Выберем число T ′0 так, чтобы выполнялись условия

T ′0κk 6 1, k = 1, 6, T ′0‖g0‖κ1 6 η00,

(T ′)2‖g0‖
(

3‖g0‖+
1

2
max{A1, A2}+ ‖g0‖κ3

)
κ2 6 2η00.

Тогда оператор Λ отображает множество RT ′
0
в себя и на этом множестве выполнены соотно-

шения
σ0(x) > η00, σ(x, um(x, t)) > 0.
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Покажем, что оператор Λ, определённый равенствами (49)–(54), является сжимающим
при достаточно малом положительном T 6 T ′0.

Пусть

g1(x, t)=
(
σ1

0(x), σ1
1(x), u1

1(x, t), u1
2(x, t), ϕ1

1(x, t), ϕ1
2(x, t), ψ1

1(x, t), ψ1
2(x, t), χ1

1(x, t), χ1
2(x, t)

)
,

g2(x, t)=
(
σ2

0(x), σ2
1(x), u2

1(x, t), u2
2(x, t), ϕ2

1(x, t), ϕ2
2(x, t), ψ2

1(x, t), ψ2
2(x, t), χ2

1(x, t), χ2
2(x, t)

)
.

Воспользуемся (40), (44) и рассмотрим разность Φ1
m(ξ)− Φ2

m(ξ), m = 1, 2:

Φ1
m(x)− Φ2

m(x) = −1

2

(
σ1

0(x)− σ2
0(x)

) x∫
0

[(
σ1

0(ξ)
)2 − 4σ1

1(ξ)Am exp

( x∫
0

σ1
0(ξ) dξ

)]
dξ

− 1

2
σ2

0(x)

x∫
0

{(
σ1

0(ξ)− σ2
0(ξ)

)(
σ1

0(ξ) + σ2
0(ξ)

)
− 4Am

(
σ1

1(ξ)− σ2
1(ξ)

)
exp

( x∫
0

σ1
0(ξ) dξ

)

− 4Amσ
2
1(ξ) exp

( x∫
0

σ2
0(ξ) dξ

)[
exp

( x∫
0

(
σ1

0(ξ)− σ2
0(ξ)

)
dξ

)
− 1

]}
dξ

− 8

α1
1m(x)α2

1m(x)
Am exp

( x∫
0

σ1
0(ξ) dξ

)[
exp

( x∫
0

(
σ2

0(ξ)− σ1
0(ξ)

)
dξ

)
− 1

]

×
x∫

0

[
3σ1

1(ξ)ϕ1
m(ξ, τ)ψ1

m(ξ, τ) + σ(ξ, u1
m(ξ, τ))χ1

m(ξ, τ)

]
τ=2x−ξ

dξ

+
8

α2
1m(x)

x∫
0

[
3
(
σ1

1(ξ)− σ2
1(ξ)

)
ϕ1
m(ξ, τ)ψ1

m(ξ, τ) + 3σ2
1(ξ)

(
ϕ1
m(ξ, τ)− ϕ2

m(ξ, τ)
)
ψ1
m(ξ, τ)

+ 3σ2
1(ξ)ϕ2

m(ξ, τ)
(
ψ1
m(ξ, τ)− ψ2

m(ξ, τ)
)

+
(
σ1

0(ξ)− σ2
0(ξ)

)
χ1
m(ξ, τ) + σ2

0(ξ)
(
χ1
m(ξ, τ)− χ2

m(ξ, τ)
)

+
(
σ1

1(ξ)− σ2
1(ξ)

)
u1
m(ξ, τ)χ1

m(ξ, τ)

+ σ2
1(ξ)

(
u1
m(ξ, τ)− u2

m(ξ, τ)
)
χ1
m(ξ, τ) + σ2

1(ξ)u2
m(ξ, τ)

(
χ1
m(ξ, τ)− χ2

m(ξ, τ)
)]
τ=2x−ξ

dξ.

Отсюда, в силу (58), (61) получим оценку для разности Φ1
m(ξ)− Φ2

m(ξ), m = 1, 2:

∣∣Φ1
m(x)− Φ2

m(x)
∣∣ 6 {‖g0‖2 +

(
2‖g0‖

)
Am exp

(
T
∥∥g0
∥∥/2)

+
∥∥g0
∥∥2
(∥∥g0

∥∥+Am exp
(
T
∥∥g0
∥∥/2)+Am

(
2‖g0‖

)
exp

(
T
∥∥g0
∥∥/2) exp

(
2T
∥∥g0
∥∥))

+
8

a2
∗

exp
(
T
∥∥g0
∥∥)Am exp

(
T
∥∥g0
∥∥/2)1

2
exp

(
2T
∥∥g0
∥∥)T

2

[
4
(
2‖g0‖

)3
+
(
2‖g0‖

)2]
+

4

a∗
exp

(
T
∥∥g0
∥∥/2)[12

(
2
∥∥g0
∥∥)3 + 2

(
2
∥∥g0
∥∥)2]}T‖g1 − g2‖

=: C0

(
T,
∥∥g0
∥∥)T‖g1 − g2‖, m = 1, 2, (x, t) ∈ GT . (63)

Опираясь на равенства (50)–(55), (63) оценим разности Λkg
1(x)− Λkg

2(x), k = 1, 10.

∣∣Λ1g
1(x)− Λ1g

2(x)
∣∣ 6 x∫

0

∣∣∣∣∣(σ1
0(ξ)− σ2

0(ξ)
)(
σ1

0(ξ) + σ2
0(ξ)

)
+
σ0

0

2

(
σ1

0(ξ)− σ2
0(ξ)

)∣∣∣∣∣ dξ
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+
1

2|A2 −A1|

x∫
0

∣∣∣∣∣A2

(
Φ1

1(ξ)− Φ2
1(ξ)

)
−A1

(
Φ1

2(ξ)− Φ2
2(ξ)

)

− 8

A1A2

[
(A2)2h′′′1 (2ξ)− (A1)2h′′′2 (2ξ)

]
exp

(
1

2

ξ∫
0

σ2
0(ξ1) dξ1

)

×

[
exp

(
1

2

ξ∫
0

[
σ1

0(ξ1)− σ2
0(ξ1)

]
dξ1

)
− 1

]∣∣∣∣∣ dξ
6

{
2‖g0‖+

1

2
‖g0‖+

1

2δ

[
A∗C0 +

48A∗
a∗
‖g0
∥∥ exp

(
T
∥∥g0
∥∥/2)1

4
exp

(
2T
∥∥g0
∥∥)]}T

2
‖g1 − g2‖C(GT )

=: C1

(
T, ‖g0‖

)
T‖g1 − g2‖, (x, t) ∈ GT ,

∣∣Λ2g
1(x)− Λ2g

2(x)
∣∣ 6 1

4|A1 −A2|
∣∣(Φ1

1(x)− Φ2
1(x)

)
−
(
Φ1

2(x)− Φ2
2(x)

)∣∣ exp

(
1

2

x∫
0

σ1
0(ξ) dξ

)

+
∣∣Φ2

1(x)− Φ2
2(x)

∣∣ exp

( x∫
0

σ2
0(ξ) dξ

)[
exp

( x∫
0

(
σ1

0(ξ)− σ2
0(ξ)

)
dξ

)
− 1

]

+
∣∣σ0

1(x)
∣∣ exp

( x∫
0

σ2
0(ξ) dξ

)[
exp

( x∫
0

(
σ1

0(ξ)− σ2
0(ξ)

)
dξ

)
− 1

]

6

{
1

2δ
C0 exp

(
T
∥∥g0
∥∥/2)+ T

∥∥g0
∥∥κ0 exp

(
T
∥∥g0
∥∥/2)1

2
exp

(
2T
∥∥g0
∥∥)

+
(
2
∥∥g0
∥∥) exp

(
T
∥∥g0
∥∥)1

2
exp

(
2T
∥∥g0
∥∥)}T‖g1 − g2‖

=: C2

(
T, ‖g0‖

)
T‖g1 − g2‖, (x, t) ∈ GT .

Учитывая обозначения

σk(ξ, ukm(x, t)) := σk0 (x) + σk1 (x)ukm(x, t), k = 1, 2,

оценим следующие разности:∣∣Λ2+mg1(x, t)− Λ2+mg2(x, t)
∣∣

6
1

2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

∣∣∣σ1(ξ, u1
m(ξ, τ))ϕ1

m(ξ, τ)− σ2(ξ, u2
m(ξ, τ))ϕ2

m(ξ, τ)
∣∣∣ dτ

6

{
T

8

[
2
(
2‖g0‖

)
+ 3
(
2‖g0‖

)2]}
T‖g1 − g2‖ =: C3

(
T, ‖g0‖

)
T‖g1 − g2‖, (x, t) ∈ GT ,

∣∣Λ4+mg1(x, t)− Λ4+mg2(x, t)
∣∣

6
1

2

x∫
0

(∣∣σ1(ξ, u1
m(ξ, t+ x− ξ))ϕ1

m(ξ, t+ x− ξ)− σ2(ξ, u2
m(ξ, t+ x− ξ))ϕ2

m(ξ, t+ x− ξ)
∣∣
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+
∣∣σ1(ξ, u1

m(ξ, t− x+ ξ))ϕ1
m(ξ, t− x+ ξ)− σ2(ξ, u2

m(ξ, t− x+ ξ))ϕ2
m(ξ, t− x+ ξ)

∣∣) dξ
6

{
1

4

[
4
(
2‖g0‖

)
+ 6
(
2‖g0‖

)2]}
T‖g1 − g2‖

=: C4

(
T, ‖g0‖

)
T‖g1 − g2‖, (x, t) ∈ GT , m = 1, 2,

∣∣Λ6+mg1(x, t)− Λ6+mg2(x, t)
∣∣ 6 1

2

x∫
0

(∣∣σ1
1(ξ)

(
ϕ1
m

)2
(ξ, t+ x− ξ)− σ2

1(ξ)
(
ϕ2
m

)2
(ξ, t+ x− ξ)

∣∣
+
∣∣σ1(ξ, u1

m(ξ, t+ x− ξ))ψ1
m(ξ, t+ x− ξ)− σ2(ξ, u2

m(ξ, t+ x− ξ))ψ2
m(ξ, t+ x− ξ)

∣∣
+
∣∣σ1

1(ξ)
(
ϕ1
m

)2
(ξ, t− x+ ξ)− σ2

1(ξ)
(
ϕ2
m

)2
(ξ, t− x+ ξ)

∣∣
+
∣∣σ1(ξ, u1

m(ξ, t− x+ ξ))ψ1
m(ξ, t− x+ ξ)− σ2(ξ, u2

m(ξ, t− x+ ξ))ψ2
m(ξ, t− x+ ξ)

∣∣) dξ
6

{
1

4

[(
2‖g0‖

)2
+ 4
(
2‖g0‖

)2
+ 6
(
2‖g0‖

)2]}
T‖g1 − g2‖

=: C5

(
T, ‖g0‖

)
T‖g1 − g2‖, (x, t) ∈ GT , m = 1, 2,

∣∣Λ8+mg1(x, t)− Λ8+mg2(x, t)
∣∣

6
1

2

x∫
0

(
3
∣∣σ1

1(ξ)ϕ1
m(ξ, t+ x− ξ)ψ1

m(ξ, t+ x− ξ)− σ2
1(ξ)ϕ2

m(ξ, t+ x− ξ)ψ2
m(ξ, t+ x− ξ)

∣∣
+
∣∣σ1(ξ, u1

m(ξ, t+ x− ξ))χ1
m(ξ, t+ x− ξ)− σ2(ξ, u2

m(ξ, t+ x− ξ))χ2
m(ξ, t+ x− ξ)

∣∣
+ 3
∣∣σ1

1(ξ)ϕ1
m(ξ, t− x+ ξ)ψ1

m(ξ, t− x+ ξ)− σ2
1(ξ)ϕ2

m(ξ, t− x+ ξ)ψ2
m(ξ, t− x+ ξ)

∣∣
+
∣∣σ1(ξ, u1

m(ξ, t− x+ ξ))χ1
m(ξ, t− x+ ξ)− σ2(ξ, u2

m(ξ, t− x+ ξ))χ2
m(ξ, t− x+ ξ)

∣∣) dξ
6

{
1

4

[
4
(
2‖g0‖

)
+ 24

(
2‖g0‖

)2]}
T‖g1 − g2‖

=: C6

(
T, ‖g0‖

)
T‖g1 − g2‖, (x, t) ∈ GT , m = 1, 2.

Пусть ρ ∈ (0, 1). Выберем T0 из условия

T0 = min

{
T ′0,

ρ

Ck
, k = 1, 6

}
,

тогда
‖Λg1 −Λg2‖C(G(T0)) 6 ρ ‖g1 − g2‖C(G(T ′′

0 )).

Таким образом, Λ является сжимающим отображением на множестве RT0 . В силу прин-
ципа сжимающих отображений на RT0 существует единственное решение операторного урав-
нения (49). Теорема 3 доказана. �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В случае, когда сила тока нелинейно зависит от электрического напряжения, систему
уравнений Максвелла удаётся свести к нелинейному волновому уравнению. Для данного урав-
нения поставлены прямая и обратная задачи. Проведено исследование прямой задачи, полу-
чена априорная оценка, доказаны теоремы существования и единственности решения. Рас-
смотрена обратная задача определения двух неизвестных функций σ0(x) и σ1(x), входящих в
коэффициент поглощения σ(x, u) = σ0(x) + σ1(x)u. Доказаны теоремы существования и един-
ственности решения. Все полученные результаты являются новыми.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Выведем здесь уравнение (1). Рассмотрим уравнения электродинамики

rotH = ε
∂E

∂t
+ j(E), rotE = −µ∂H

∂t
, (x, t) ∈ R4, (64)

где H = (H1, H2, H3), E = (E1, E2, E3) — векторы магнитной и электрической напряжённостей
поля, j(E) — сила электрического тока, ε и µ — положительные постоянные, x = (x1, x2, x3).
Примем, что сила тока определяется следующей формулой:

j(E) =

(
a0(x) +

3∑
i=1

ai(x)Ei(x, t)

)
E(x, t).

Рассмотрим случай, когда H = (0, H2, 0),E = (E1, 0, 0) и компоненты H2 и E1 зависят только
от одной пространственной переменной x3. Тогда система уравнений (64) сводится к системе
из двух скалярных уравнений

−∂H2

∂x3
= ε

∂E1

∂t
+ j1(x3, E1),

∂E1

∂x3
= −µ∂H2

∂t
, (65)

в которой j1(x3, E1) = a0(x3)E1+a1(x3)E2
1 . Исключая из (65) функциюH2, получаем уравнение

∂2E1

∂x2
3

= µε
∂2E1

∂t2
+ µ

(
a0(x3) + 2a1(x3)E1

)∂E1

∂t
.

Обозначая

x3 = x, u(x, t) = E1(x, t
√
εµ),

σ0(x) = a0(x)

√
µ

ε
, σ1(x) = 2a1(x)

√
µ

ε
, σ(x, u) = σ0(x) + σ1(x)u,

приходим к уравнению (1).
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