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Представлены результаты разработки оригинальной математической модели и программ-
ного модуля для поросетевого моделирования переноса модифицирующих добавок (рас-
творы ПАВ и наночастиц) в процессе вторичного заводнения нефтеносных пластов.
В рамках двухфазного поросетевого подхода реализовано моделирование конвективно-
диффузионного механизма переноса модифицирующей добавки в пределах водной фазы
с учётом влияния локальной концентрации добавки на вязкость, межфазное натяжение
и краевой угол смачивания. За счёт применения оригинального подхода добавления фик-
тивных узлов на ветви удалось существенно уменьшить влияние численной диффузии,
характерной для моделей конвективно-диффузионного переноса в сетевых задачах. В ре-
зультате тестирования на решении одномерной конвективно-диффузионной задачи с ана-
литическим решением показана удовлетворительная разрешающая способность предло-
женного расчётного алгоритма.
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ВВЕДЕНИЕ

Течение многофазной жидкости в пористых средах является одним из значимых про-
цессов, происходящих в природе и технологиях. Большим блоком в проблематике течения
многофазной жидкости в пористых средах являются процессы вытеснения нефти из при-
родных резервуаров. Одним из распространённых методов добычи нефти из месторождений
с трудноизвлекаемыми запасами является заводнение пласта, при котором нефть из пори-
стой среды вытесняется водой. При этом современные методы добычи позволяют извлечь
от 20 до 40% процентов нефти, а остальное остаётся в породе. Одним из способов увеличения
нефтеотдачи является заводнение с использованием различных добавок, модифицирующих
физико-химические свойства (такие как смачивание, коэффициент межфазного натяжения,
вязкость и др.). В качестве модифицирующих добавок могут выступать растворы полиме-
ров, поверхностно-активные вещества (ПАВ) или наноматериалы. Для изучения влияния мо-
дифицирующих добавок на процесс вытеснения нефти из образца горной породы, в первую
очередь, используются разнообразные экспериментальные методы [1, 2, 3]. Результаты этих ис-
следований показывают, что изменение физико-химических свойств вытесняющей жидкости
существенно влияет на эффективность вытеснения нефти.
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Кроме того, одним из основных методов исследования влияния добавок на механизмы
вытеснения нефти является численное моделирование. Существует три основных подхода для
моделирования процесса вытеснения нефти: метод решёточных уравнений Больцмана [4], ме-
тоды вычислительной гидродинамики [5, 6] и поросетвые методы. Первые два подхода позво-
ляют смоделировать процесс вытеснения нефти из образца с детальным описанием геометрии
порового пространства и прямым разрешением фронта вытеснения. Однако, такие подходы
требуют значительных вычислительных затрат и использование суперкомпьютеров [7]. Более
эффективным с точки зрения использования вычислительных ресурсов способом моделиро-
вания процесса вытеснения нефти является поросетовое моделирование [8, 9]. Такой подход
позволяет моделировать керн (образец горной породы), состоящий из нескольких миллионов
пор [10]. Суть поросетового моделирования — это представление порового пространства в ви-
де графа, состоящего из набора узлов и соединяющих его ветвей. В узлах выполняется закон
сохранения массы, а на ветвях — закон сохранения количества движения.

Поросетевые методы активно развиваются и усложняются. В последнее время появились
работы, в которых с помощью поросетевого моделирования попытались учесть влияние моди-
фицирующих добавок на характеристики нефтевытеснения. Так, в работе [11] представлено
исследование влияния различных растворов ПАВ на эффективность закачки CO2 в пористую
среду. В работе [12] при помощи динамической поросетвой модели [13] удалось довольно точ-
но описать эксперимент [2] по влиянию добавки полимера на коэффициент нефтевытеснения.
Однако, в большинстве работ используется приближение, при котором свойства вытесняю-
щей жидкости являются однородными, и концентрация добавки не меняется ни во времени,
ни в объёме пористой среды в процессе вытеснения. Ранее нашим коллективом была разра-
ботана подобная поросетевая модель для динамического моделирования процесса вытеснения
нефти [14], которая позволяет описать процесс вытеснения нефти жидкостью с постоянными
физическими свойствами (вязкость, межфазное натяжение и краевой угол смачиваемости).
В данной статье представлены результаты развития этой модели. Разработана оригинальная
математическая модель и реализован программный модуль для поросетевого моделирования
переноса модифицирующих добавок в процессе заводнения. В рамках поросетевого подхода ре-
ализована модель конвективно-диффузионного механизма переноса локальной концентрации
модифицирующей добавки в пределах водной фазы, с учётом влияния добавки на вязкость,
межфазное натяжение и краевой угол смачивания.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Предложенная математическая модель описывает одновременно два физических процес-
са, происходящих в поровом пространстве. Первый процесс — это вытеснение нефти вытес-
няющей жидкостью (водная фаза). Второй процесс — это перенос модифицирующей добавки
в объёме вытесняющей жидкости. При этом вытесняющая жидкость и нефть не смешиваются,
а концентрация модифицирующей добавки меняется только в пределах вытесняющей жидко-
сти. Рассматривается двухфазное несмешивающееся течение. Жидкость, краевой угол для ко-
торой меньше 90 градусов, будем называть «смачивающей», другую жидкость — «несмачива-
ющей». Для определённости принято, что водный раствор с добавкой — это фаза 1, а нефть —
фаза 2. Распределение жидкостей внутри порового пространства задаётся объёмной долей
фаз. Объёмную долю водной фазы обозначим как ϕ. Таким образом, объёмная доля нефти
определяется как 1−ϕ. Содержание модифицирующей добавки внутри водной фазы задаётся
массовой концентрацией c. Представленная модель базируется на разработанной ранее мате-
матической модели для сетевого моделирования процесса вытеснения нефти [14]. Реализован
поршневой режим течения при котором граница раздела фаз перпендикулярна потоку и нет
протекания смачиваемой жидкости по стенкам и в углах канала. В элементах сети, где при-
сутствуют обе фазы, физические свойства (плотность и вязкость) определяются по правилу
смеси.
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Математическую модель, которая описывает процесс вытеснения нефти из резервуара
можно разбить на две части:
1) гидравлическая модель, определяющая распределение давления и расходов в сети;
2) модель переноса водной фазы по сети.

1.1. Гидравлическая модель

Первую часть модели возьмём из сетевой части гибридного алгоритма [15], в дальнейшем
это позволит реализовать гибридный 1D–3D алгоритм для моделирования процесса вытесне-
ния нефти из образцов с трещинами. Течение жидкости по системе будем рассматривать на
ориентированном графе, узлы которого обозначим как поры, а ветки (рёбра) графа как ка-
налы. Для описания сетевой модели введём соответствующие обозначения: множество узлов
обозначим N , множество ветвей (каналов) — U . Пусть Oi является подмножеством ветвей,
начинающихся в i-том узле, а Ii — подмножеством ветвей, заканчивающихся в i-том узле.
С каждой ветвью соотносится пара узлов с принятым обозначением Nin — начальный узел
и Nout — конечный узел. Направление ветви задаётся от начального узла к конечному, со-
ответственно, значение расхода qb и скорости ub на b-й ветви, b ∈ U , может принимать как
положительное значение (течение жидкости совпадает с направлением ветви), так и отрица-
тельное. Стоит также отметить, что в общем случае, большинство узлов в сети между собой
не связаны: в среднем на каждый узел приходится две–четыре ветви. Следовательно, из всего
множества ветвей Uib, где i ∈ N необходимо выделить только сравнительно небольшое под-
множество существенных ветвей. Такой подход позволяет задать матрицу связей для всего
графа в виде (1). Используя это выражение, задачу потокораспределения в сети можно свести
к сочетанию закона сохранения массы в узлах (2) и закона сопротивления в каналах (3).

Eib =


1, если b ∈ Oi

−1, если b ∈ Ii
0, иначе,

(1)

∑
b∈Ui

Eibqb = Qi, i ∈ N, (2)

sb
∣∣qb∣∣qb =

∑
i∈N

Eib · pi ± Pc, b ∈ U, (3)

где Eib — матрица связи, qb — объёмный поток жидкости на ветви, Qi — источник массы,
существующий в узле, pi — давление в i-том узле, Pc — капиллярное давление, знак которого
зависит от распределения фаз в канале, sb — коэффициент сопротивления, определяемый по
формуле Дарси — Вейсбаха:

sb =

(
λfrl

d
+ ξ

)
ρ

2f2
, (4)

где λfr — коэффициент линейного трения, d — гидравлический диаметр канала, l — длина
канала, ρ — плотность жидкости, f — площадь сечения канала, ξ — коэффициент местного
сопротивления. Коэффициент линейного трения для ламинарного случая определяется сле-
дующим образом: λfr = C

Re , где C константа зависящая от формы сечения. Стоит отметить,
что для задач вытеснения нефти, как правило, характерны очень маленькие скорости течения
< 0, 1 м/с.

Для связи поля давления и расходов используется хорошо зарекомендовавший себя
SIMPLE — подобный алгоритм [16].
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Плотность и молекулярная вязкость рассматриваемой двухфазной среды находятся через
объёмную долю фазы в канале по правилу смеси:

ρ = ρ1(c)ϕ+ (1− ϕ)ρ2,

µ = µ1(c)ϕ+ (1− ϕ)µ2,
(5)

где ρ1(c), µ1(c) — плотность и вязкость вытесняющей жидкости, которые зависят от концен-
трации модифицирующей добавки c, и ρ2, µ2 — плотность и вязкость нефти соответственно.

1.2. Моделирование течения несмешивающихся фаз по сети
Рассмотрим вторую часть математической модели. Если в гидравлической модели сети

узел — это материальная точка с заданным давлением и основной рабочий объём сети сосре-
доточен в ветвях, то для учёта накопления/уноса различных фаз, необходимо каждому узлу
придать объём. Для этого сеть разбивается на такие элементы как «поры» — часть сети, где
сливаются/разделяются потоки и «каналы» — часть сети, соединяющая две соседних поры.
Поры и каналы имеют свой объём. Длина канала меньше длины соответствующей ей ветви,
поскольку длина ветви рассчитывается между центрами узлов, а длина канала — от границы
до границы узла.

Так как жидкости между собой не смешиваются, то замещение одной жидкости другой
сводится в общем случае к уравнению баланса:

ϕnew
i = ϕold

i +

(∑
qin −

∑
qout

)
Vi

∆t, (6)

где ϕnew
i – объёмная доля фазы на новом временном шаге, ϕold

i — объёмная доля на предыду-
щем временном шаге,

∑
qin и

∑
qout — сумма потоков приносящих фазу в элемент и уносящих,

соответственно, Vi — объём элемента, ∆t — временной шаг, i — номер элемента (как поры так
и канала). Временной шаг ∆t не является постоянной величиной, а определяется как мини-
мальное время ∆tmin, необходимое для полного заполнения одной из фаз одного элемента
сети. Логично выделить массив элементов, в которых потенциально происходит изменение
фазы и работать только с ним, пересчитывая его на каждом временном слое, отслеживая
фронт движения фаз в резервуаре. С точки зрения замещения фазы каналы отличаются от
пор только тем, что у канала один вход и один выход.

Отдельно стоит рассмотреть ситуацию, когда в «пору» приходят два потока с разными
жидкостями. Поскольку невозможно разрешить форму границы раздела фаз, то определить
какая фаза выходит из поры также невозможно. Поэтому для соблюдения баланса массы
необходимо сделать следующее допущение: если пора не до конца заполнилась вытесняющей
жидкостью, то из узла выходит только вытесняемая жидкость. При течении в канале двух
несмешивающихся жидкостей в месте раздела фаз из-за межфазного натяжения образуется
перепад давления, величина которого для цилиндрического канала определяется из уравнения
Юнга — Лапласа:

Pc =
2σ(c) cos(Θ(c))

d/2
, (7)

где σ(c) — коэффициент поверхностного натяжения, Θ(c) — контактный угол между твёрдой
стенкой и жидкостью, которые зависят от концентрации модифицирующей добавки c, d —
гидравлический диаметр.

Рассчитанное в уравнении (7) давление задаётся как напор в уравнении (3). Направление
напора задаётся от несмачивающей жидкости в сторону смачивающей. Если граница раздела
фаз проходит в поре, то соответствующий напор задаётся на ветви вверх по потоку от соот-
ветствующего поре узла. При попадании границы раздела фаз в пору капиллярное давление
сохраняется.
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1.3. Перенос модифицирующей добавки

Для моделирования процесса переноса модифицирующей свойства вытесняющей жидко-
сти добавки запишем уравнение сохранения массы добавки в дифференциальном виде:

∂ρ1c

∂t
+

∂

∂x
(ρ1uc) =

∂

∂x

(
ρ1D

∂c

∂x

)
, (8)

где c — массовая концентрация добавки, ρ1 — плотность, t — время, x — координата вдоль
ветви, u — скорость несущего потока жидкости, D — коэффициент диффузии. Важно отме-
тить, что перенос модифицирующей добавки осуществляется только в пределах водной фазы.
В общем случае модифицирующие добавки воздействуют на характеристики смачиваемости
(контактный угол), величину коэффициента межфазного натяжения и вязкость вытесняющей
жидкости (в приближении ньютоновской среды). В качестве модельных растворов в расчётах
использовались реальные растворы ПАВ, полимеров и наносуспензий, которые эксперимен-
тально были исследованы ранее [17, 18, 19, 20]. Свойства этих растворов (динамическая вяз-
кость (9), коэффициент межфазного натяжения (10) и контактный угол (11) в зависимости от
концентрации добавки можно описать следующими выражениями:

µ1 = µ0
(
1 + α1c+ α2c

2
)
, (9)

σ = σ0
(
1 + β1c+ β2c

2
)
, (10)

Θ = Θ0

(
1 + γ1c+ γ2c

2
)
, (11)

здесь c — это массовая концентрация, выраженная в процентах.
Аппроксимация соответствующих экспериментальных данных с помощью метода наи-

меньших квадратов позволила определить следующие значения коэффициентов в уравнениях
(9)–(11): α1 = 659, 95; α2 = 2075, 97; β1 = 19, 44; β2 = 114, 41; γ1 = 10, 0 и γ2 = 38, 25.

Для дискретизации уравнения (8) рассмотрим ветвь графа длиной l и площадью сече-
ния f , на которой необходимо выделить контрольный объём (см. рис. 1).

Рис. 1. Выделение контрольных объёмов на ветви

Обычно, при моделировании переноса модифицирующей добавки в сетевой задаче кон-
центрацию добавки рассчитывают в узлах, а затем «сносят» это значение на ветви вниз по
потоку. Такой подход справедлив при доминировании конвективного потока над диффузион-
ным. Однако, при использовании неявной схемы для аппроксимации конвективного слагаемого
в результате расчёта наблюдается сильная численная диффузия, которая может превышать
молекулярную диффузию. В результате фронт концентрации модифицирующей добавки раз-
мывается и получается нефизическое решение. Для преодоления этой проблемы был пред-
ложен и реализован оригинальный подход учёта динамики распределения модифицирующей
добавки по длине ветви, с добавлением фиктивных узлов. Саму ветвь мы можем рассматри-
вать как узел, которому соответствуют две ветви.
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Проинтегрировав уравнение (8) по контрольному i-му объёму и представив производные
в виде конечных разностей, получим неявную схему первого порядка:

ρk+1
1,i c

k+1
i − ρk1,icki

∆t
Vi +

Uin∑
b

ρk+1
1,b ubfbc

k+1
b −

Uout∑
b

ρk+1
1,b ubfbc

k+1
b

= D
n∑
j

ρk+1
1,i c

k+1
i − ρk+1

1,j c
k+1
j

lj/2
fj , (12)

где k — номер временного шага, Vi — объём i-го контрольного объёма, Uin — множество вет-
вей, по которым конвективный поток поступает в узел, Uout — множество ветвей по которым
конвективный поток выходит из узла, n — множество соседних контрольных объёмов. На
границах расчётной области задаётся условие фиксированного значения концентрации.

Итоговый расчётный алгоритм строится следующим образом:
1) задаётся начальное распределение давления, расходов и концентраций фаз по сети;
2) определяется список элементов сети, в которых возможен процесс замены фаз на пер-

вом временном шаге;
3) с помощью уравнения (5) рассчитываются плотность и вязкость для всех элементов

сети;
4) на ветвях с двумя фазами задаётся напор, советующий капиллярному давлению;
5) решается гидравлическая задача;
6) определятся ∆tmin;
7) при помощи уравнения (6) пересчитываются доли фаз;
8) решается уравнение (12) на перенос модифицирующей добавки;
9) пересчитываются свойства жидкости (вязкость, контактный угол и межфазное натя-

жение);
10) обновляется список элементов сети, в которых возможен процесс замены фаз на те-

кущем временном шаге;
11) повторяем весь алгоритм с третьего шага.

Выход из алгоритма происходит, когда суммарное время расчёта превышает заданное или
не происходит смены фаз ни в одном элементе.

2. ТЕСТИРОВАНИЕ

2.1. Верификация модуля переноса модифицирующей добавки

Проведено тестирование разработанного модуля расчёта переноса модифицирующей до-
бавки в рамках поросетевого подхода. В качестве объекта рассматривается прямой канал,
в котором распространяется добавка(не влияющая, в данном случае, на свойства жидкости).
Для одномерного случая уравнение (8) с постоянными коэффициентами имеет следующее

аналитическое решение: c(x, t) =
m

2ρf
√
πDt

exp

{
− (x− u · t)2

4Dt

}
, где m — масса добавки, ρ —

плотность жидкости, f — площадь сечения канала, x — расстояние от центра канала, t —
время от начала эксперимента, D — коэффициент диффузии, u — средняя скорость потока на
ветви.

Задача решалась в безразмерных переменных. На концах канала концентрация задава-
лась равной нулю. Канал разбивался на 100 равномерных отрезков. В первом случае рассмат-
ривался только диффузионный перенос вещества (u = 0). Так как в момент времени t = 0
аналитическое решение это δ - функция, которую сложно воспроизвести на расчётной сетке,
за начальное было принято распределение в момент времени t = 1. На рис. 2(а) представлено
сравнение профилей концентраций в момент времени t = 2.
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Рис. 2. Распределение концентрации добавки Ci, i = 1, 4, по длине канала в различные
моменты времени в сравнении с аналитическим решением для: (a) u = 0 и (b) u = 1;

1 — аналитическое решение в начальный момент времени,
2 –– начальное распределение для расчёта,

3 –– аналитическое решение в момент времени t = 2,
4 –– расчётное решение в момент времени t = 2

Из рисунка видно хорошее совпадение в центре канала и небольшое отличие на границах.
Это связанно с тем, что аналитическое решение не согласовано с граничными условиями.

Далее была рассмотрена задача конвективно-диффузионного переноса (u = 1). На
рис. 2(b) представлено сравнение результатов расчёта с аналитическим решением для этого
варианта. В качестве начального распределения также берутся значения для аналитическо-
го решения в начальный момент времени. Как видно, также наблюдается достаточно хоро-
шее совпадение результатов расчёта с аналитическим решением. Таким образом, в результате
тестирования была показана удовлетворительная разрешающая способность реализованного
расчётного алгоритма.

2.2. Моделирование переноса добавки, модифицирующей свойства вытесняющей
жидкости, по сетевой модели пористой среды

Для тестирования расчётной методики проведено моделирование вытеснения нефти из
регулярной решётки, образованной пересекающимися прямоугольными микроканалами. Эта
микрорешетка является простейшей моделью пористой среды. Решётка состоит из 30×30 ячеек
(количество микроканалов 31×31). Размер стороны ячейки 250 мкм, ширина и высота микро-
каналов 250 и 200 мкм соответственно. На первом этапе расчётная область полностью запол-
нена нефтью, далее происходит её вытеснение чистой водой. На входе в расчётную область
(левый нижний угол на рис. 3) задавался расход 3 мл/мин.

Вода заполняла каналы решётки, вытесняя нефть. Контактный угол был задан рав-
ным Θ0 = 120◦. Значение коэффициента поверхностного натяжения было задано равным
σ0 = 0, 0235 Н/м. Физические свойства нефти, использованные в расчёте – плотность ρ2 =
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Рис. 3. Расчётные поля распределения физических величин на финальной стадии процесса
заводнения водой: (a) объёмная доля воды; (b) поле давления, Па;

(c) расход жидкости по микроканалам, мл/мин

850 кг/м3, динамическая вязкость µ2 = 0, 02 Па·с. Вытесняющая жидкость – вода с физиче-
скими свойствами: плотность ρ1 = 1000 кг/м3, динамическая вязкость µ0 = 0, 001 Па·с. В про-
цессе расчёта происходит постепенное вытеснение нефти водой. Примерно через 5 секунд после
начала процесса заводнения вода доходит до выхода из расчётной области (правый верхний
угол). И примерно через 1 секунду после этого процесс течения устанавливается. Вода течёт
по одним и тем же каналам. Выход новых порций нефти прекращается. Расчётная карти-
на распределения физических полей на финальной стадии заводнения водой представлена на
рис. 3. Из результатов расчёта видно, что значительная часть области после заводнения уже
заполнена водой (65%). При этом видно, что вода движется преимущественно в диагональ-
ном направлении. Стоит отметить, что большие части расчётной области за счёт действия
капиллярных сил остаются заполненными нефтью и не охвачены течением.

После того, как объемнаядоля вытесненной нефти стабилизируется (см. рис. 4), на входе
в вытесняющую жидкость начинают подавать модифицирующую добавку с концентрацией

Рис. 4. Динамика движения модифицирующей добавки по сети

c = 0, 1%, коэффициент диффузии модифицирующей добавки в воде задавался равным
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D = 10−10 м2/с. Это происходит примерно после 6 секунд вытеснения водой. Модифици-
рующая добавка переносится в пределах водной фазы меняя характеристики смачивания и
вязкость. На рис. 4 представлена динамика распространения фронта модифицирующей до-
бавки. Видно, что сначала добавка переносится в основном за счёт конвекции по микрокана-
лам, заполненным водой, а затем за счёт диффузии распространяется по всему объёму сети
в пределах водной фазы. Поскольку модифицирующая добавка влияет на свойства вытесняю-
щей жидкости, то после того, как добавка дойдёт до границы раздела фаз и её концентрация
достигнет своего максимального значения, происходит дополнительное вытеснение нефти за
счёт изменения капиллярного давления и увеличения вязкости. На рис. 5(a) представлена
динамика изменения водонасыщенности во времени.

Рис. 5. Динамика изменения: (a) водонасыщенности S, %,
и (b) перепада давления ∆P , кПа, до и после подачи модифицирующей добавки;

1 — вода, 2 — вода с модифицирующей добавкой

Здесь до шестой секунды вытеснение производится водой (синяя кривая), а дальше в воду
начинает подаваться добавка (красная кривая). Как видно, после того как добавка распростра-
нится по водной фазе (на это требуется около 2 с), водонасыщеность дополнительно возрастает
до 67%, тем самым происходит довытеснение нефти.

При этом поскольку вязкость вытесняющей жидкости также существенно возросла
с 0, 001 Па·с до 0, 088 Па·с, что приводит к существенному росту перепада давления на про-
качку раствора (см. рис. 5(b)).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработана оригинальная математическая модель и реализован программный модуль
для поросетевого моделирования переноса модифицирующих добавок (растворы ПАВ и на-
ночастиц) в процессе вторичного заводнения нефтеносных пластов. В рамках двухфазного
сетевого подхода выполнено моделирование конвективно-диффузионного механизма переноса
модифицирующей добавки в пределах водной фазы с учётом влияния локальной концентра-
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ции добавки на коэффициент вязкости, межфазное натяжение и краевой угол смачивания. Се-
рьёзной проблемой, с которой столкнулись при моделировании конвективно-диффузионного
переноса добавки в рамках сетевого подхода, явилось существенное влияние численной диф-
фузии. Для преодоления этой проблемы был предложен и реализован оригинальный подход
учёта динамики распределения модифицирующей добавки по длине ветви графа с добавлени-
ем фиктивного узла. Проведённое тестирование на задаче конвективно-диффузионного моди-
фицирующей добавки (одномерная сеть), имеющей аналитическое решение, показало удовле-
творительную разрешающую способность реализованного расчётного алгоритма. Проведена
апробация разработанной поросетевой модели переноса модифицирующей добавки в процессе
вторичного заводнения регулярной сети, образованной микроканалами.
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