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ВВЕДЕНИЕ

В последние годы большое внимание уделяется теоретическому анализу многодиффузи-
онных моделей тепломассопереноса (ТМП) и исследованию качественных свойств их решений.
Это связано, с одной стороны, с той большой ролью, которую играют многокомпонентные жид-
кие системы на практике, а, с другой стороны, с большим разнообразием важных явлений,
которые могут происходить в многокомпонентных смесях. Хорошо известно, например, что в
теплопроводящей бинарной жидкости диффузионный массоперенос может возникать не толь-
ко за счёт градиента концентрации в силу закона Фика [1], но и за счёт градиента температуры.
Соответствующий эффект получил название эффекта Соре́ [2]. В свою очередь, диффузион-
ный теплоперенос может возникать не только за счёт градиента температуры в силу закона
Фурье [1], но и за счёт градиента концентрации (согласно эффекту Дюфура [2]).

К настоящему времени в литературе появилось достаточно большое количество работ,
посвящённых исследованию качественных свойств решений для моделей ТМП, в том числе
для моделей, учитывающих эффекты Соре́ и/или Дюфура. Опубликованные работы можно
разбить на несколько групп.

Первая группа содержит работы, в которых разрабатываются эффективные методы на-
хождения точных решений уравнений ТМП. Отметим среди них, начиная с пионерской работы
Л.В.Овсянникова [3], работы [4]–[7], а также обзорную статью [8]. Вторая группа содержит
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работы, посвящённые применению метода симметрии Ли – Овсянникова для исследования
качественных свойств решений уравнений ТМП (см., например, [9]–[13]. Ряд работ посвящён
разработке эффективных численных алгоритмов решения краевых задач для уравнений ТМП
(с учётом эффекта Соре́) [14, 15]. Ещё одна группа содержит работы, касающиеся исследования
разрешимости краевых задач для однодиффузионных моделей ТМП с переменными коэффи-
циентами переноса (см., например, [16]–[21]). Но нужно отметить, что авторам неизвестны
какие-либо работы по исследованию разрешимости краевых задач для двухдиффузионных
моделей ТМП, учитывающих эффект Соре́ или Дюфура. Во всяком случае, несмотря на наш
тщательный поиск, мы не смогли найти в литературе публикации, посвящённые строгому ис-
следованию разрешимости краевых задач для указанных моделей.

С учётом этого целью настоящей работы будет являться разработка математического
аппарата исследования краевых задач для стационарной модели термодиффузии, описыва-
ющей течение теплопроводящей бинарной жидкости с учётом эффекта Соре́. Мы рассмот-
рим простой, но важный для практики случай, когда все коэффициенты переноса, входящие
в указанные модели, постоянны, причём коэффициент Соре́, входящий в уравнение конвекции-
диффузии для концентрации, может иметь произвольный знак (и величину). Основываясь
на разработанном аппарате, мы докажем глобальную разрешимость сформулированной ниже
конкретной краевой задачи для рассматриваемой модели термодиффузии, выведем априор-
ные оценки норм решений, проанализируем их зависимость от всех коэффициентов переноса,
а также докажем локальную единственность слабого решения. Аналогичные результаты спра-
ведливы в отношении разрешимости краевой задачи для двухдиффузионной модели ТМП,
учитываеющей эффект Дюфура (вместо эффекта Соре́).

1. ПОСТАНОВКА ОСНОВНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Пусть Ω — ограниченная область в R3 с липшицевой границей Γ, состоящей из двух частей:
ΓD и ΓN . В данной работе мы рассмотрим следующую краевую задачу для модели тепломас-
сопереноса, описывающую движение бинарной теплопроводящей жидкости в области Ω:

−ν∆u + (u · ∇)u +∇p = f − (βTT − βCC)G, divu = 0 в Ω, (1)

−k∆T + u · ∇T = f в Ω, (2)

−λ∆C −Dθ∆T + u · ∇C = f c в Ω, (3)

u = g на Γ, T = 0 на ΓD, C = 0 на Γ, k
∂T

∂n
= χ на ΓN . (4)

Здесь u — вектор скорости, T — температура среды, C — концентрация растворённого ве-
щества, составляющего вместе с основной средой бинарную жидкость, p = P/ρ0, где P —
давление, ρ0 = const — плотность жидкости, ν = const > 0 – коэффициент кинематической
вязкости, k = const > 0 — коэффициент теплопроводности, λ = const > 0 — коэффициент
диффузии, Dθ = const — коэффициент Соре́, βT > 0 и βC > 0 — постоянные коэффициенты
теплового расширения и концентрационного сжатия, G = −(0, 0, G) — вектор гравитационного
ускорения, а выражения βTTG и βCCG описывают соответственно плотности сил тепловой
либо концентрационной плавучести, f — плотность гидродинамических источников, f (либо
f c) — плотность источников тепла (либо вещества). Ниже на задачу (1)–(4) для заданных
величин ν, k, λ, βT , βC , f , f , f c, g и χ будем ссылаться как на задачу 1. Более подробно о вы-
воде модели (1), (2), (3), причём в более общем случае переменных коэффициентов, можно
прочитать в [8, 22].

Отметим, что для концентрации C мы используем условие Дирихле C|Γ = 0 на всей гра-
нице Γ, тогда как для температуры T используется условие Дирихле T |ΓD

= 0 на участке ΓD
и условие Неймана на ΓN . Оно физически отвечает заданию нормального теплового потока
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k
∂T

∂n
на участке ΓN . По аналогичной схеме могут быть исследованы другие краевые задачи

для модели (1)–(4).
Для упрощения доказательства разрешимости и бо́льшей прозрачности рассуждений мы

рассматриваем задачу 1 при однородных граничных условиях Дирихле для T и C соответ-
ственно на ΓD и Γ. Случай неоднородных граничных условий Дирихле для T и C может быть
сведён к однородному случаю путём введения лифтингов неоднородных граничных данных
для T и C. О деталях сведения можно прочитать в [23, гл. 5].

2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ОСНОВНЫЕ
ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

Так же, как и в работах [23, 24], при исследовании задачи 1, мы будем использовать про-
странства Lr(D), 1 6 r 6 ∞, и пространства Соболева Hs(D), s ∈ R. Здесь D обозначает
либо область Ω, либо границу Γ, либо часть Γ0 границы Γ. Соответствующие пространства
вектор-функций будем обозначать через Lr(D) и Hs(D). Через (·, ·)s,Ω, ‖ · ‖s,Ω или | · |s,Ω будем
обозначать скалярное произведение, норму или полунорму в Hs(Ω) или Hs(Ω) соответственно.
Скалярные произведения и нормы в пространстве L2(Ω) или в его векторном аналоге будем
обозначать через (·, ·) и ‖·‖Ω, соответственно.X∗ обозначает двойственное пространство к гиль-
бертову пространству X, а отношение двойственности для пары X и X∗ записывается через
〈·, ·〉X∗×X или просто 〈·, ·〉.

В нашем анализе мы будем также использовать следующие функциональные простран-
ства:

L2
0(Ω) = {h ∈ L2(Ω) | (h, 1) = 0}, H1

0 (Ω) = {ϕ ∈ H1(Ω) | ϕ|Γ = 0}, C = H1
0 (Ω),

T = {h ∈ H1(Ω) | h|ΓD
= 0}, H1

0(Ω) = H1
0 (Ω)3, V =

{
v ∈ H1

0(Ω) | divv = 0 в Ω
}
.

Отметим, что каждое из пространств H1(Ω), C ≡ H1
0 (Ω) и T является гильбертовым простран-

ством по норме ‖ · ‖1,Ω, которая эквивалентна полунорме | · |1,Ω для функции C ∈ C или T ∈ T
в соответствии с неравенством Фридрихса — Пуанкаре́ [23, с. 26]:

‖ϕ‖1,Ω 6 CP |ϕ|1,Ω для любой ϕ ∈ T (либо ϕ ∈ C), CP = const > 1. (5)

Для функции T ∈ T неравенство (5) имеет место, конечно, в случае, когда meas ΓD >0, что,
конечно, будет предполагаться выполненным (см. условие 2.1 ниже). Определим произведения
пространств X = H1

0(Ω)× T × C и W = V × T × C ⊂ X с нормой

‖x‖2X = ‖u‖21,Ω + ‖T‖21,Ω + ‖C‖21,Ω для любого x ≡ (u, T, C) ∈ X
(или для любого (u, T, C) ∈W )

(6)

и обозначим через X∗ двойственное пространство H−1(Ω)× T ∗ × C∗ к X.
Мы предполагаем, что для исходных данных задачи 1 выполняются следующие условия:
2.1. Ω — ограниченная область в пространстве R3 с границей Γ ∈ C0,1, состоящей из N

связных компонент Γ(j), j = 1, 2, . . . , N ; открытые подмножества ΓD и ΓN множества Γ удо-
влетворяют условиям Γ = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅ и meas ΓD > 0.

2.2. f ∈ H−1(Ω), f ∈ T ∗, f c ∈ C∗, χ ∈ L2(ΓN ).
2.3. g ∈ H1/2(Γ), (g,n)Γ(j) = 0, j = 1, 2, . . . , N ; g · n|ΓN

> 0.
2.4. k ∈ R+, λ ∈ R+, ν ∈ R+, Dθ ∈ R, βT ∈ R, βC ∈ R.
Здесь и ниже R+ = {s ∈ R, s > 0}.
Введём постоянные векторы

b1 = βTG, b2 = βCG. (7)
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Отметим, что существуют константы β1 и β2, с которыми выполняются неравенства

|(b1T,v)| ≡ |(βTGT,v)| 6 β1‖T‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых T ∈ T , v ∈ V,

|(b2C,v)| ≡ |(βCGC,v)| 6 β2‖C‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых C ∈ C, v ∈ V. (8)

Ниже нам потребуются некоторые хорошо известные свойства билинейных и трилинейных
форм, связанных с линейными и нелинейными слагаемыми в уравнениях (1)–(3). Сформули-
руем их в виде следующей леммы.

Лемма. Пусть u ∈ H1(Ω) с divu = 0 — заданная функция и пусть выполняются усло-
вия 2.1, 2.4. Тогда существуют положительные константы δ0, δ1, δ2, γ1, γ′1, γ2, γ′2, γ3 и β,
зависящие от Ω, такие, что имеют место следующие соотношения:

(∇v,∇v)>δ0‖v‖21,Ω для любого v ∈ H1
0(Ω), (9)

(∇T,∇T ) > δ1‖T‖21,Ω для любой T ∈ T , (10)

(∇C,∇C) > δ2‖C‖21,Ω, для любой C ∈ C, (11)

|((w·∇)u,v)|6γ′1‖w‖L4(Ω)‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω
6 γ1‖w‖1,Ω‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых w, u, v∈H1(Ω), (12)

((u · ∇)v,w) = −((u · ∇)w,v), ((u · ∇)v,v) = 0 для любых v ∈ H1
0 (Ω)3,w ∈ H1(Ω), (13)

|(w · ∇T, h)| 6 γ′2‖w‖L4(Ω)‖T‖1,Ω‖h‖1,Ω 6 γ2‖w‖1,Ω‖T‖1,Ω‖h‖1,Ω
для любых w ∈ H1(Ω), T ∈ T , h ∈ T (либо T ∈ C, h ∈ C), (14)

(u · ∇S, S) = (1/2)(u · n, S2)ΓN
для любой S ∈ T ,

(u · ∇h, h) = 0 для любой h ∈ C,
(15)

(w · ∇ϕ,ϕ) = 0 для любых w ∈ V, ϕ ∈ T (либо ϕ ∈ C), (16)

|(χ, S)ΓN
| 6 γ3‖χ‖ΓN

‖S‖1,Ω для любых χ ∈ L2(ΓN ), S ∈ T , (17)

sup
v∈H1

0 (Ω)3,v 6=0

−(divv, p)/‖v‖1,Ω > β‖p‖Ω для любой p ∈ L2
0(Ω). (18)

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ 1

Введём слабую формулировку задачи 1. Для этого умножим первое уравнение в (1) на
функцию v ∈ H1

0(Ω), уравнение (2) — на функцию S ∈ T , а уравнение (3) — на функцию
h ∈ C, проинтегрируем по области Ω, применим формулы Грина и воспользуемся граничны-
ми условиями в (4). В результате мы приходим к слабой формулировке задачи 1, которая
заключается в нахождении такой четвёрки функций u ∈ H1(Ω), p ∈ L2

0(Ω), T ∈ T , C ∈ C,
называемой слабым решением задачи 1, что

ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p,divv) = 〈f ,v〉 − (b1T − b2C,v) для любого v ∈ H1
0(Ω), (19)

k(∇T,∇S) + (u · ∇T, S) = 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
для любой S ∈ T , (20)

λ(∇C,∇h) +Dθ(∇T,∇h) + (u · ∇C, h) = 〈f c, h〉 для любой h ∈ C, (21)

divu = 0 в Ω, u = g на Γ. (22)
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Рассмотрим сужение тождества (19) на пространство V , имеющее вид

ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v) = 〈f ,v〉 − (b1T − b2C,v) для любого v ∈ V. (23)

Несложно показать, рассуждая, как, например, в [23, гл. 5], что для доказательства суще-
ствования слабого решения задачи 1 достаточно доказать существование решения (u, T, C) ∈
H1(Ω)×T ×C задачи (20)–(23), а затем восстановить давление p ∈ L2

0(Ω) по стандартной схеме
с использованием схемы де Рама (см, например, [25]).

Поскольку скорость u удовлетворяет неоднородному граничному условию u|Γ = g, то,
как обычно, будем искать компоненту u решения (u, T, C) ∈ H1(Ω) × T × C задачи (20)–(23)
в следующем виде:

u = u0 + ũ. (24)

В (24) ũ ∈ V — новая неизвестная функция, тогда как u0 ≡ uε0 ∈ H1(Ω) — значение при ε = ε0

так называемого лифтинга uε скорости u, 0 < ε 6 1, удовлетворяющего условиям

divuε = 0 в Ω, uε|Γ = g, ‖uε‖1,Ω 6 Cε‖g‖1/2,Γ, (25)

|(v · ∇)uε,v)| 6 ε‖g‖1/2,Γ‖v‖21,Ω для любого v ∈ V. (26)

Здесь Cε — константа, не зависящая от g, но зависящая от ε и Ω. Доказательство существо-
вания лифтинга uε с описанными свойствами можно найти в [23, прил. 2] и [25]. Что касается
конкретного значения ε0 параметра ε, характеризующего лифтинг скорости, то, как и в [23, 25],
мы выберем его из условия ε = ε0 6 (ν∗/2)‖g‖1/2,Γ. Из него и (26) следует, что

|((v · ∇)uε0 ,v)| 6 (ν∗/2)‖v‖21,Ω для любогоv ∈ V. (27)

Подставляя (24) в (20), (21) и (23), мы получаем следующие тождества для тройки
(ũ, T, C):

k(∇T,∇S) + (u0 · ∇T, S) + (ũ · ∇T, S) = 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
для любой S ∈ T , (28)

λ(∇C,∇h) +Dθ(∇T,∇h) + (u0 · ∇C, h) + (ũ · ∇C, h) = 〈f c, h〉 для любой h ∈ C, (29)

ν(∇ũ,∇v) + ((u0 · ∇)ũ,v) + ((ũ · ∇)u0,v) + ((ũ · ∇)ũ,v)

= 〈f ,v〉 − ν(∇u0,∇v)− ((u0 · ∇)u0,v)− (b1T,v) + (b2C,v) для любогоv ∈ V. (30)

Нашей ближайшей целью является доказательство существования решения (ũ, T, C) ∈
W ≡ V ×T ×C задачи (28), (29), (30). Для этого мы применим теоремуШаудера о неподвижной
точке. С этой целью введём тройки z = (w, η, µ) ∈W , y = (ũ, T, C) ∈W и определим оператор
F : W → W , действующий по формуле: F (z) = y, где элементы T ∈ T , C ∈ C и ũ ∈ V
получаются путём последовательного решения следующих линейных задач:

a1(T, S) ≡ k(∇T,∇S) + (u0 · ∇T, S) + (w · ∇T, S) = 〈l1, S〉 для любой S ∈ T , (31)

a2(C, h) ≡ λ(∇C,∇h) + (u0 · ∇C, h) + (w · ∇C, h)

= 〈l2, h〉 −Dθ(∇Tw,∇h) для любой h ∈ C, (32)

a0(ũ,v) ≡ ν(∇ũ,∇v) + ((u0 · ∇)ũ,v) + ((ũ · ∇)u0,v)

+ ((w · ∇)ũ,v) = 〈l0,v〉 − (b1Tw,v) + b2Cw,v) для любого v ∈ V. (33)
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Здесь z ≡ (w, η, µ) ∈ V × T × C — заданный элемент, тогда как функционалы l1 : T → R,
l2 : C → R и l0 : V → R определяются формулами

〈l1, S〉 = 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
, 〈l2, h〉 = 〈f c, h〉, (34)

〈l0,v〉 = 〈f ,v〉 − ν(∇u0,∇v)−
(
(u0 · ∇)u0,v

)
. (35)

Индекс w у функций Tw и Cw в (33) означает, что Tw и Cw являются решениями соответ-
ственно задач (31) или (32), отвечающих заданному элементу w ∈ V или паре (w, Tw) ∈ V ×T .

Используя (9), (12), (15), (16) и (26), мы выводим следующие оценки:

ν|(∇u0,∇v)| 6 νCε0‖g‖1/2,Γ‖v‖1,Ω для любого v ∈ V, (36)

|((u0 · ∇)u0,v)| 6 γ1‖u0‖21,Ω‖v‖1,Ω 6 γ1C
2
ε0‖g‖

2
1/2,Γ‖v‖V для любого v ∈ V, (37)

ν(∇v,∇v) + ((v · ∇)u0,v) > (δ0ν/2)‖v‖21,Ω для любого v ∈ V, (38)

(u0 · ∇T, T ) = (1/2)(g · n, T 2)ΓN
> 0, (w · ∇T, T ) = 0,

(u0 · ∇C,C) = 0, (w · ∇C,C) = 0,

для любых T ∈ T или C ∈ C, w ∈ V.
(39)

Из (34), (35), (36), (37) и (17) следует, что l1 ∈ T ∗, l2 ∈ C∗, l0 ∈ V ∗ и выполняются
следующие оценки:

‖l1‖T ∗ 6 ‖f‖T ∗ + γ3‖χ‖ΓN
, ‖l2‖C∗ = ‖f c‖C∗ , (40)

‖l0‖V ∗ 6Ml0 ≡ ‖f‖−1,Ω +Mg, Mg = νmaxCε0‖g‖1/2,Γ + γ1C
2
ε0‖g‖

2
1/2,Γ. (41)

Кроме того, для каждого вектора w ∈ V билинейная форма a1 : T × T → R, определён-
ная в тождестве (31), непрерывна с учётом (14) и коэрцитивна на T с константой k∗ = δ1k.
Последнее следует из (10), (16) и (39), в силу которых имеем:

a1(S, S) > k(∇S,∇S) + (1/2)(g · n, S2)ΓN
> k∗‖S‖21,Ω для любой S ∈ T , k∗ = δ1k. (42)

Точно так же для каждого вектора w ∈W билинейная форма a2 : C × C, определённая в (32),
непрерывна с учётом (14) и коэрцитивна на C с константой λ∗ = δ2λ, поскольку в силу (11), (16)
и (39) имеем

a2(h, h) > λ(∇h,∇h) > λ∗‖h‖21,Ω для любой h ∈ C, λ∗ = δ2λ. (43)

Из теоремы Лакса — Мильграма и оценок (40) следует, что для любой тройки z ≡
(w, η, µ) ∈ W существует единственное решение T ≡ Tw ∈ T задачи (31) и C ≡ Cw ∈ C
задачи (32). Кроме того, с учётом (40), (42), (43) для функций T и C справедливы следующие
оценки:

‖T‖1,Ω 6 c1(‖f‖T ∗ + γ3‖χ‖ΓN
) ≡MT (c1 = 1/k∗),

‖C‖1,Ω 6 c2(‖f‖C∗ + |Dθ|‖∇T‖Ω) 6 c2(‖f‖C∗ + |Dθ|MT ) ≡MC (c2 = 1/λ∗).
(44)

Теперь рассмотрим задачу (33) относительно ũ. Из (8), (41) и (44) следует, что для правой
части в (33) справедлива следующая оценка:

|〈l0,v〉 − (b1Tw,v) + (b2Cw,v)| 6 [Ml0 + β1‖Tw‖1,Ω + β2‖Cw‖1,Ω]‖v‖1,Ω
[Ml0 + (β1MT + β2MC)]‖v‖1,Ω для любого v ∈ V.

(45)
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Кроме того, из (13) и (38) следует, что для каждой тройки (w, η, µ) билинейная форма a0 :
V × V → R, определённая в (33), непрерывна и коэрцитивна с константой коэрцитивности
(ν∗/2), где ν∗ = δ0ν. В таком случае из теоремы Лакса — Мильграма следует, что для каждой
тройки z = (w, η, µ) ∈ W ≡ V × T × C существует единственное решение ũ ∈ V задачи (33),
и выполняется с учётом (45) следующая оценка:

‖ũ‖1,Ω 6Mũ = (2/ν∗)(Ml0 + β1MT + β2MC). (46)

Исходя из формул (44) и (46), мы введём выпуклое замкнутое множество (типа бесконеч-
номерного бруса) K в W формулой

K =
{

(w, η, µ) ∈W | ‖η‖1,Ω 6MT ≡ (1/k∗)(‖f‖T ∗ + γ3‖χ‖ΓN
),

‖µ‖1,Ω 6MC ≡ (1/λ∗)(‖f c‖C∗ + |Dθ|MT ),

‖w‖1,Ω 6Mũ ≡ (2/ν∗)(Ml0 + β1MT + β2MC)
}
.

(47)

Из (44), (46), (47) следует, что определённый выше оператор F :W → W отображает множе-
ство K в себя. Это означает, что для любой тройки z = (w, η, µ) ∈ K решение y ≡ (ũ, T, C)
задачи (31), (32), (33) удовлетворяет следующим оценкам:

‖ũ‖1,Ω 6Mũ, ‖T‖1,Ω 6MT , ‖C‖1,Ω 6MC . (48)

Осталось доказать, что оператор F компактен и непрерывен на множестве K, заданном
в (47). Для этого выберем произвольную последовательность zn = (wn, ηn, µn), n = 1, 2, . . .
из K и положим yn ≡ (ũn, Tn, Cn) = F (zn) ∈ K. Покажем, что из последовательности yn
можно выделить подпоследовательность, которая сходится по норме X к элементу y ∈ K.
В силу рефлексивности пространств H1(Ω) и H1(Ω) и компактности вложений H1(Ω) ⊂ L4(Ω),
H1(Ω) ⊂ L4(Ω) существует подпоследовательность последовательности {zn} = {(wn, ηn, µn)},
которую мы снова обозначим через {zn}, и существует элемент z = (w, η, µ) ∈ K такой, что

ηn → η слабо в H1(Ω), сильно в L4(Ω) и п.в. в Ω при n→∞, (49)

µn → µ слабо в H1(Ω), сильно в L4(Ω) и п.в. в Ω при n→∞, (50)

wn → w слабо в H1(Ω), сильно в L4(Ω) и п.в. в Ω при n→∞. (51)

Пусть y = F (z). По определению, элемент y ≡ (ũ, T, C) ∈ W является решением зада-
чи (31), (32), (33), которая соответствует тройке z = (w, η, µ), а элемент yn ≡ (ũn, Tn, Cn) ∈W
является решением следующей задачи:

a1(Tn, S) ≡ k(∇Tn,∇S) + (u0 · ∇Tn, S) + (wn · ∇Tn, S) = 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
, (52)

a2(Cn, h) ≡ λ(∇Cn,∇h) + (u0 · ∇Cn, h)

+ (wn · ∇Cn, h) = 〈f c, h〉 −Dθ(∇Tn,∇h) для любой h ∈ C, (53)

a0(ũn,v) ≡ ν(∇ũn,∇v) + ((u0 · ∇)ũn,v) + ((ũn · ∇)u0,v) + ((wn · ∇)ũn,v)

= 〈f ,v〉 − ν(∇u0,∇v)− ((u0 · ∇)u0,v)− (b1Tn,v) + (b2Cn,v),v) для любого v ∈ V. (54)

Она получается из (31), (32), (33) заменой элемента z = (w, η, µ) на zn = (wn, ηn, µn), а тройки
(u, T, C) — на (un, Tn, Cn).

Докажем, что yn → y сильно в X при n → ∞ или, что эквивалентно, Tn → T , Cn → C
сильно в H1(Ω) и ũn → ũ сильно в H1(Ω) при n → ∞. Для этого вычтем (31), (32) и (33),
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соответственно, из (52), (53) и (54). В результате мы получим следующие линейные задачи
для разностей Tn − T , Cn − C и ũn − ũ:

a1(Tn − T, S) ≡ k(∇(Tn − T ),∇S) + (u0 · ∇(Tn − T ), S) + (wn · ∇(Tn − T ), S)

− ((wn −w) · ∇T, S) для любой S ∈ T , (55)

a2(Cn − C, h) ≡ λ(∇(Cn − C),∇h) + (u0 · ∇(Cn − C), h) + (wn · ∇(Cn − C), h)

−Dθ((∇Tn −∇T ),∇h)− ((wn −w) · ∇C, h) для любой h ∈ C, (56)

a0(ũn − ũ,v) ≡ ν(∇(ũn − ũ),∇v) + ((u0 · ∇)(ũn − ũ),v) + (((ũn − ũ) · ∇)u0,v)

+ ((wn · ∇)(ũn − ũ),v) = −(((wn −w) · ∇)ũ,v)

− (b1(Tn − T ),v) + (b2(Cn − C),v) для любого v ∈ V. (57)

Используя (14), (48), (49) и (51), мы имеем

|((wn −w) · ∇T, S)| 6 γ′2‖wn −w‖L4(Ω)‖T‖1,Ω‖S‖1,Ω
6 γ′2MT ‖wn −w‖L4(Ω)‖S‖1,Ω → 0 при n→∞ для любой S ∈ T , (58)

Как было показано выше, для любой тройки (wn, ηn, µn) ∈ V ×T ×C билинейная относительно
разности Tn − T и S форма a1 : T × T → R, определённая в (55), непрерывна и коэрцитив-
на с константой коэрцитивности k∗ >0. Отсюда вытекает, в силу (58) и теоремы Лакса —
Мильграма, применённой к задаче (55), что

‖Tn − T‖1,Ω → 0 при n→∞. (59)

Нам осталось показать, что

‖Cn − C‖1,Ω → 0, ‖ũn − ũ‖1,Ω → 0 при n→∞. (60)

Первое утверждение в (60) доказывается аналогично (59) с использованием (14), (59) и оценки

‖(∇Tn −∇T ),∇h)| 6 ‖∇Tn −∇T‖Ω‖∇h‖Ω → 0 при n→∞ для любой h ∈ C. (61)

Для доказательства второго утверждения в (60) обратимся к задаче (57) и рассмотрим, как
при выводе оценки (59), сначала первое слагаемое в правой части (57). Используя (12), (46)
и (51), выводим что

(((wn −w) · ∇)ũ,v) 6 γ′1‖wn −w‖L4(Ω)‖ũ‖1,Ω‖v‖1,Ω
6 γ′1Mũ‖v‖1,Ω‖wn −w‖L4(Ω) → 0 при n→∞ для любого v ∈ V. (62)

Применяя далее оценки (8) ко второму и третьему слагаемым в правой части (57) и ис-
пользуя (59) и первое соотношение в (60), имеем

|(b1(Tn − T ),v)| 6 β1‖Tn − T‖1,Ω‖v‖1,Ω → 0 при n→∞ для любого v ∈ V, (63)

|(b2(Cn − C),v)| 6 β2‖Cn − C‖1,Ω‖v‖1,Ω → 0 при n→∞ для любого v ∈ V. (64)

Из (62)–(64) вытекает в силу теоремы Лакса — Мильграма, применённой к задаче (57), ко-
эрцитивной с константой коэрцитивности ν∗/2, не зависящей от n, справедливость второго
соотношения в (60).
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Из (59) и (60) следует, что упомянутый выше оператор F : W →W является непрерывным
и компактным на множестве K ⊂W , определённом в (47). Поэтому в силу теоремы Шаудера
оператор F имеет неподвижную точку y ≡ (ũ, T, C) = F (z) ∈ K, которая, по построению,
является искомым решением задачи (28), (29), (30) и, кроме того, удовлетворяет всем оценкам
в (48). Это, в свою очередь, означает, что тройка (u, T, C) ∈ H1(Ω) × T × C, где вектор u
определён в (24), является искомым решением задачи (20), (21), (22), (23) и справедливы
следующие оценки для (u, T, C):

‖u‖1,Ω 6Mu ≡Mũ + Cε0‖g‖1/2,Γ, ‖T‖1,Ω 6MT , ‖C‖1,Ω 6MC . (65)

Осталось доказать существование компоненты p слабого решения задачи 1, удовлетворя-
ющей вместе с тройкой (u, T, C) тождеству (19). Это делается с помощью теоремы де Рама
(см. детали в [23] и [25]). Кроме того, используя inf − sup условие (18) и рассуждая, как в [21],
можно получить следующую оценку для p:

‖p‖Ω 6Mp ≡ β−1[(ν + γ1Mu)Mu + β1MT + β2MC + ‖f‖−1,Ω]. (66)

Здесь β — константа, введённая в (18). Таким образом, мы доказали следующую теорему.
Теорема 1. Пусть выполняются условия 2.1–2.4. Тогда существует слабое решение

(u, p, T, C) ∈ H1(Ω) × L2
0(Ω) × T × C задачи 1, для которого справедливы оценки (65), (66),

где Mũ, MT и MC – непрерывные неотрицательные функции норм ‖f‖−1,Ω, ‖f‖T ∗, ‖f c‖C∗,
‖g‖1/2,Γ, ‖χ‖ΓN

, определяемые формулами

MT ≡ (1/δ1k)(‖f‖T ∗ + γ3‖χ‖ΓN
),

MC ≡ (1/δ2λ)(‖f c‖C∗ + |Dθ|MT ),

Mũ ≡ (2/δ0ν)(Ml0 + β1MT + β2MC).

(67)

Совершенно по аналогичной схеме может быть исследована краевая задача для двухдиф-
фузионной модели ТМП, учитывающей эффект Дюфура (вместо эффекта Соре́). Для этой
модели, называемой моделью концентрационной диффузии, уравнения (1) и (4) не изменяют-
ся, а (2) и (3) принимают вид

−k∆T −Dδ∆C + u · ∇T = f в Ω, (2a)

−λ∆C + u · ∇C = f c в Ω. (3a)

Здесь Dδ ∈ R — коэффициент Дюфура. На полученную задачу (1), (2а), (3а), (4), будем
ссылаться как на задачу 2. Для задачи 2 справедлив следующий аналог теоремы 1.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 2.1–2.4 и Dδ ∈ R. Тогда существует слабое
решение (u, p, T, C) ∈ H1(Ω) × L2

0(Ω) × T × C задачи 2, для которого справедливы оценки
(65), (66), где MC , MT и Mũ – непрерывные неотрицательные функции норм ‖f‖−1,Ω, ‖f‖T ∗,
‖f c‖C∗ , ‖g‖1/2,Γ, ‖χ‖ΓN

, определяемые формулами

MC ≡ (1/δ2λ)‖f c‖C∗ ,
MT ≡ (1/δ1k)(‖f‖T ∗ + γ3‖χ‖ΓN

+ |Dδ|MC),

Mũ ≡ (2/δ0ν)(Ml0 + β1MT + β2MC).

(68)

Анализ оценок (65)–(68) показывает, что известный факт об обратно пропорциональной
зависимости H1-норм основных компонент (скорости, температуры и концентрации) решения
задачи 1 от ведущих коэффициентов ν, k и λ (см., например, [23, гл. 5], [26]) сохраняется
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и для модели термодиффузии (1)–(3). Но в отношении их зависимости от коэффициента Соре́
наблюдается совсем другая тенденция. Видно, что для задачи 1 оценки H1–норм скорости
и концентрации линейно растут с ростом |Dθ|, тогда как оценка H1–нормы температуры, во-
обще, не зависит от |Dθ|. Точно так же для задачи 2 оценки H1–норм скорости и температуры
линейно растут с ростом модуля коэффициента Дюфура |Dδ|, тогда как оценка H1–нормы
концентрации не зависит от |Dδ|. В этом состоит основное отличие в поведении решений кра-
евых задач для классической стационарной модели ТМП, рассмотренной, например, в [26],
и исследованных в этой работе краевых задач для модели ТМП, учитывающей эффект Соре́
(или Дюфура).

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1

Выведем в этом разделе достаточные условия на исходные данные, обеспечивающие един-
ственность слабого решения задачи 1. Предположим, что, наряду с решением (u1, p1, T1, C1)
задачи 1, существование которого вместе с оценками (65), (66) вытекает из теоремы 3.1, суще-
ствует ещё одно решение (u2, p2, T2, C2) задачи 1. Полагая u = u1−u2, p = p1−p2, T = T1−T2,
C = C1−C2, вычтем соотношения (19)–(22), записанные для u2, p2, T2 и C2, из этих же соотно-
шений, записанных для u1, p1, T1 и C1. В результате мы приходим к следующим соотношениям
для разностей u, p, T и C:

ν(∇u,∇v) + ((u2 · ∇)u,v) + ((u · ∇)u1,v)− (divv, p)

= −(b1T,v) + (b2C,v) для любого v ∈ V, (69)

k(∇T,∇S) + (u2 · ∇T, S) + (u · ∇T1, S) = 0 для любой S ∈ T , (70)

λ(∇C,∇h) +Dθ(∇T,∇h) + (u2 · ∇C, h) + (u · ∇C1, h) = 0 для любой h ∈ C, (71)

divu = 0, u = 0 на Γ, T = 0 на ΓD, C = 0 на Γ. (72)

Полагая в (69)–(71) v = u, S = T , h = C и учитывая (13), (15), (16) и условие divu = 0, будем
иметь

ν(∇u,∇u) = −((u · ∇)u1,u)− (b1T,u) + (b2C,u), (73)

k(∇T,∇T ) + (u · ∇T1, T ) 6 0, (74)

λ(∇C,∇C) +Dθ(∇T,∇C) + (u · ∇C1, C) 6 0. (75)

Из (74) и (75) выводим последовательно с учётом (10), (11), (14) и оценок ‖T1‖1,Ω 6 MT ,
‖C1‖1,Ω 6MC , что

‖T‖1,Ω 6
γ2

δ1k
MT ‖u‖1,Ω, ‖C‖1,Ω 6

γ2

δ2λ
MC‖u‖1,Ω +

|Dθ|
δ2λ
‖T‖1,Ω. (76)

Из (76) вытекает, что

‖C‖1,Ω 6
γ2

δ2λ
MC‖u‖1,Ω +

|Dθ|
δ2λ

(
γ2

δ1k
MT

)
‖u‖1,Ω 6

[
γ2

δ2λ
MC +

|Dθ|
δ2λ

(
γ2

δ1k
MT

)]
‖u‖1,Ω. (77)

Используя предыдущие оценки (12), (8), (76), (77), и оценку ‖u1‖1,Ω 6Mu из (73) приходим к
неравенству

δ0ν‖u‖21,Ω 6 γ1‖u1‖1,Ω‖u‖21,Ω + (β1‖T‖1,Ω + β2‖C‖1,Ω)‖u‖1,Ω

6

[
γ1Mu +

β1γ2

δ1k
MT +

β2

δ2λ

(
γ2MC +

γ2D
θ

δ1k
MT

)]
‖u‖21,Ω.
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Из него вытекает, в свою очередь, следующее основное неравенство:[
δ0ν − γ1Mu −

γ2

δ1k

(
β1 +

β2D
θ

δ2λ

)
MT −

β2γ2

δ2λ
MC

]
‖u‖21,Ω 6 0. (78)

Пусть исходные данные для задачи 1 таковы, что выполняется условие

γ1Mu +
γ2

δ1k

(
β1 +

β2|Dθ|
δ2λ

)
MT +

β2γ2

δ2λ
MC < δ0ν

или (эквивалентное) условие

γ1

δ0ν
Mu +

β1

δ0ν

γ2

δ1k
MT +

β2

δ0νδ2λ

(
γ2MC +

γ2|Dθ|
δ1k

MT

)
< 1. (79)

Из (78) тогда вытекает, что u = 0, а из (76), в свою очередь, следует, что T = 0 и C = 0.
Это означает, что u1 = u2, T1 = T2, C1 = C2. Отсюда и (69) с учётом inf − sup условия (18)
вытекает, что p = 0. Тем самым доказана теорема.

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 3.1 и условие (79). Тогда слабое ре-
шение задачи 1 существует и единственно.

Аналогичная теорема единственности верна и для задачи 2.
Замечание. При Dθ = 0, т. е. в отсутствие эффекта Соре́, неравенство (79) переходит

в условие
γ0

δ0ν
Mu +

γ2

δ0ν

β1

δ1k
MT +

γ2

δ0ν

β2

δ2λ
MC < 1, (∗)

имеющее смысл условия единственности решения краевой задачи для классической модели
тепломассопереноса, установленное в [26] (см. также [23, гл. 5]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены краевые задачи для стационарных двухдиффузионных моделей
тепломассопереноса, учитывающих эффект Соре́ (либо эффект Дюфура). Развит математиче-
ский аппарат их исследования, на основе которого доказана глобальная разрешимость указан-
ных краевых задач, выведены апприорные оценки решений и доказана локальная единствен-
ность слабого решения. Структура построенных оценок норм основных компонент решения
такова, что, в частности, для задачи 1 оценка H1-нормы температуры не зависит от модуля
коэффициента Соре́, тогда как оценки для H1-норм скорости и концентрации линейно растут
с его ростом. Аналогичная ситуация наблюдается и для задачи 2. Отметим, что сценарий, для
которого в исходной модели учитываются оба эффекта Соре́ и Дюфура, (с коэффициентамиDθ

и Dδ), является существенно более сложным для теоретического анализа. Исследованию этого
сценария, так же, как и случаев, когда все входящие в модель коэффициенты переноса зависят
от одного или обоих диффузионных параметров, авторы предполагают посвятить отдельную
работу.
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