
CИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ИНДУСТРИАЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2025. Т. 28, № 4. C. 81–95

УДК 531.36

ОБ ОСОБЫХ РЕШЕНИЯХ В ЗАДАЧЕ
О КАЧЕНИИ ШАРА С МНОГОСВЯЗНОЙ ПОЛОСТЬЮ,

ЗАПОЛНЕННОЙ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТЬЮ

c© 2025 В. Д. Иртеговa, Т. Н. Титоренкоb

Институт динамики систем и теории управления им. В.М.Матросова СО РАН,
ул. Лермонтова, 134, г. Иркутск 664033, Россия

E-mails: airteg@icc.ru, btitor@icc.ru

Поступила в редакцию 30.07.2024 г.; после доработки 04.11.2025 г.;
принята к публикации 10.12.2025 г.

Исследуются дифференциальные уравнения, описывающие качение без скольжения урав-
новешенного динамически несимметричного шара по неподвижной горизонтальной плос-
кости в поле тяжести. Шар содержит многосвязную полость, целиком заполненную одно-
родной идеальной несжимаемой жидкостью, совершающей безвихревое движение. Мето-
дом Рауса — Ляпунова с использованием символьных вычислений находятся особые реше-
ния уравнений движения, даётся их механическая интерпретация и исследуется устойчи-
вость. Рассматривается случай, когда механическая система находится под воздействием
произвольного линейного потенциального силового поля.
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ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задаче о вращении твёрдого тела с неподвижной точкой, содержащего полости, запол-
ненные однородной идеальной жидкостью, посвящено немало работ, начиная с исследований
Жуковского [1], Пуанкаре [2], Стеклова [3] и др. Исследования были обусловлены изучением
движения Земли, для которой твёрдое тело с жидким наполнением служило моделью. Интерес
к этой задаче в различных постановках сохраняется до сих пор [4]–[6]. Твёрдое тело с поло-
стями, наполненными жидкостью, используется как модель для исследования геофизических
процессов [7], движения космических аппаратов [8].

В настоящей работе рассматривается некоторое обобщение данной задачи: качение без
скольжения шара по неподвижной горизонтальной плоскости в поле тяжести. Шар содер-
жит многосвязную полость, целиком заполненную однородной идеальной несжимаемой жид-
костью, совершающей безвихревое движение. Предполагается, что центр масс системы сов-
падает с геометрическим центром шара. В различных постановках эта задача исследовалась
в работах [9], [10]. Для описания движения тела (шар+жидкость) вводится подвижная си-
стема координат Oxyz, начало которой совпадает с центром масс тела, а её оси Ox, Oy и Oz
направлены вдоль его главных осей инерции для точки O. В этой системе координат уравнения
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движения тела имеют вид [11]:

A∗1ω̇1 + (A∗3 −A∗2)ω2ω3 +A∗3Ω3ω2 −A∗2Ω2ω3 = γ1ωn,

A∗2ω̇2 + (A∗1 −A∗3)ω1ω3 +A∗1Ω1ω3 −A∗3Ω3ω1 = γ2ωn,

A∗3ω̇3 + (A∗2 −A∗1)ω1ω2 +A∗2Ω2ω1 −A∗1Ω1ω2 = γ3ωn,

γ̇1 = ω3γ2 − ω2γ3, γ̇2 = ω1γ3 − ω3γ1, γ̇3 = ω2γ1 − ω1γ2,

ωn = ω̇1γ1 + ω̇2γ2 + ω̇3γ3.

(1)

Здесь A∗i = Ai/(mr
2) + 1, Ωi = ki/(Ai + mr2), i = 1, 2, 3, m — сумма масс твёрдого тела

и жидкости, r — радиус шара, Ai, i = 1, 2, 3, — момент инерции тела, ω = (ω1, ω2, ω3) — вектор
угловой скорости шара, γ = (γ1, γ2, γ3) — единичный вектор, направленный по вертикали
вверх, k = (k1, k2, k3) — вектор момента количества циклического движения жидкости.

Система (1) допускает следующие первые интегралы:

V0 = A∗1ω
2
1 +A∗2ω

2
2 +A∗3ω

2
3 − ω̃2

n = const, ω̃n = ω1γ1 + ω2γ2 + ω3γ3,

V1 = [A∗1(ω1 + Ω1)− ω̃nγ1]
2 + [A∗2(ω2 + Ω2)− ω̃nγ2]

2 + [A∗3(ω3 + Ω3)− ω̃nγ3]
2 = const,

V2 = A∗1(ω1 + Ω1)γ1 +A∗2(ω2 + Ω2)γ2 +A∗3(ω3 + Ω3)γ3 − ω̃n = const,

V3 = γ21 + γ22 + γ23 = 1

(2)

и является вполне интегрируемой.
Рассматривается также случай, когда механическая система находится под воздействием

силового поля с потенциалом U = b1δ1+b2δ2+b3δ3, bi = const, где δ = (δ1, δ2, δ3) — направляю-
щий вектор этого поля. Это может быть, например, постоянное магнитное или электрическое
поле [12]. Исследуется частный случай задачи, когда векторы γ и δ параллельны или проти-
воположно направлены. Уравнения движения записываются в виде

A∗1ω̇1 + (A∗3 −A∗2)ω2ω3 +A∗3Ω3ω2 −A∗2Ω2ω3 = γ1ωn +MQ1 ,

A∗2ω̇2 + (A∗1 −A∗3)ω1ω3 +A∗1Ω1ω3 −A∗3Ω3ω1 = γ2ωn +MQ2 ,

A∗3ω̇3 + (A∗2 −A∗1)ω1ω2 +A∗2Ω2ω1 −A∗1Ω1ω2 = γ3ωn +MQ3 ,

γ̇1 = ω3γ2 − ω2γ3, γ̇2 = ω1γ3 − ω3γ1, γ̇3 = ω2γ1 − ω1γ2,

(3)

где MQ = γ × ∂U/∂γ — вектор момента сил.
Первые интегралы уравнений (3):

2Ṽ0 = A∗1ω
2
1 +A∗2ω

2
2 +A∗3ω

2
3 − ω̃2

n + 2U = const,

Ṽ1 = A∗1(ω1 + Ω1)γ1 +A∗2(ω2 + Ω2)γ2 +A∗3(ω3 + Ω3)γ3 − ω̃n = const,

Ṽ2 = γ21 + γ22 + γ23 = 1.

В общем случае система (3) неинтегрируема. Интегрируемость задачи о качении шара
в различных постановках обсуждается в [13].

Уравнения (1) по форме совпадают с дифференциальными уравнениями, описывающими
качение уравновешенного динамически несимметричного шара с ротором по неподвижной го-
ризонтальной плоскости [14]. Эквивалентность уравнений движения в этих задачах отмечена
ещё Жуковским. Задачи о качении шара с ротором возникают, например, в робототехнике [15].
Аналогия уравнений позволяет переносить результаты исследования одних механических си-
стем на другие при соответствующей их интерпретации. В [11] доказана интегрируемость
уравнений (1). Данный резульат использован в [14] для анализа уравнений движения шара
с ротором на основе подхода, изложенного в [16], [17].
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В настоящей работе для анализа уравнений (1), (3) применяется метод Рауса — Ляпуно-
ва и его обобщения [18]–[20], а также система аналитических вычислений. Находятся особые
решения указанных уравнений, в качестве которых рассматриваются инвариантные множе-
ства, удовлетворяющие необходимым условиям экстремума первых интегралов задачи. Такие
множества называются стационарными. Обладающие указанным свойством нульмерные мно-
жества традиционно называют стационарными решениями, множества положительной раз-
мерности — стационарными инвариантными многообразиями (ИМ). Найденные решения ис-
следуются на устойчивость по Ляпунову. Даётся их механическая интерпретация.

1. СТАЦИОНАРНЫЕ МНОЖЕСТВА ПРИ НАЛИЧИИ ПОЛЯ ТЯЖЕСТИ

Перманентные вращения. Под перманентными вращениями в данной задаче будем
понимать движения тела вида [21]. Найдём стационарные множества, соответствующие таким
движениям. Для этого в дифференциальных уравнениях (1) положим ω̇1 = ω̇2 = ω̇3 = 0
и построим для получившейся системы лексикографический базис Грёбнера [22] относительно
ω2 > ω3 > γ2 > γ3:

((A1 −A3)ω1 + k1)γ3 − k3γ1 = 0, ((A1 −A2)ω1 + k1)γ2 − k2γ1 = 0,

((A1 −A3)ω1 + k1)ω3 − k3ω1 = 0, ((A2 −A1)ω1 − k1)ω2 + k2ω1 = 0.
(4)

Уравнения (4) совместно с интегралом V3 = 1 определяют одномерное ИМ уравнений
движения (1), что можно проверить прямым вычислением по определению ИМ: производная,
вычисленная от указанных выражений в силу уравнений (1), обращается тождественно в нуль
на данных выражениях. Дифференциальное уравнение ω̇1 = 0 на этом ИМ имеет семейство
решений

ω1 = ω0
1 = const . (5)

В исходном фазовом пространстве решениям (5) соответствуют два однопараметрических
семейства решений дифференциальных уравнений (1):

ω1 = ω0
1, ω2 =

k2ω
0
1

k1 + (A1 −A2)ω0
1

, ω3 =
k3ω

0
1

k1 + (A1 −A3)ω0
1

,

γ1 = ±(k1 + (A1 −A2)ω
0
1)(k1 + (A1 −A3)ω

0
1)ρ

−1/2
1 ,

γ2 = ±k2(k1 + (A1 −A3)ω
0
1)ρ

−1/2
1 , γ3 = ±k3(k1 + (A1 −A2)ω

0
1)ρ

−1/2
1 .

(6)

Чтобы их получить, нужно подставить (5) в уравнения ИМ. Здесь

ρ1 = k23z
2
1 + k22z

2
2 + z21z

2
2 , z1 = k1 + (A1 −A2)ω

0
1, z2 = k1 + (A1 −A3)ω

0
1,

ω0
1 — параметр семейств.

С механической точки зрения, элементам семейств решений (6) соответствуют перманент-
ные вращения тела исследуемой системы. Вращение происходит вокруг оси, расположенной
в теле, с угловой скоростью ω2 = (k22z

−2
1 + k23z

−2
2 + 1)ω02

1 . Ось вращения проходит через точку
касания шара с плоскостью и перпендикулярна этой плоскости.

При k2 = k3 = 0 решения (6) принимают вид

ω1 = ω0
1, ω2 = ω3 = 0, γ1 = ±1, γ2 = γ3 = 0

и описывают вращение тела относительно одной из главных его осей инерции (оси Ox) с уг-
ловой скоростью ω0

1.
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Получим семейства интегралов, которые принимают стационарное значение на найден-
ных решениях. Для этого образуем из первых интегралов задачи (2) их полную линейную
комбинацию

2K = 2λ0V0 − λ1V1 − 2λ2V2 − λ3V3, (7)

где λj = const, j = 0, . . . , 3, — параметры семейства интегралов K, и запишем необходимые
условия экстремума K по фазовым переменным

∂K

∂ωi
= 0,

∂K

∂γi
= 0, i = 1, 2, 3. (8)

Из уравнений (8) найдём ограничения на λj , при которых решения (6) удовлетворяют
этим уравнениям. Подставив полученные выражения в (7), будем иметь

2K1,2 = 2

(
V0 ∓

2z4ω
0
1

z1z2
V2 +

ω0
1(k1 + (A1 +mr2)ω0

1) z3
mr2z21z

2
2

V3

)
λ0

+

(
− V1 ±

2z4(k1 +A1ω
0
1)

mr2z1z2
V2 −

(k1 +A1ω
0
1)(k1 + (A1 + 2mr2)ω0

1) z3
m2r4z21z

2
2

V3

)
λ1. (9)

Здесь

z3 =
(
k21 + k22 + k23

)[
k21 + 2k1(2A1 −A2 −A3)ω

0
1

]
− 2k1

[
(A1 −A2)k

2
2 + (A1 −A3)k

2
3

]
ω0
1

+
{[

6A2
1 +A2

2 + 4A2A3 +A2
3 − 6A1(A2 +A3)

]
(k21 + k22 + k23)

− (A1 −A2)(5A1 −A2 − 4A3)k
2
2 − (A1 −A3)(5A1 − 4A2 −A3)k

2
3ω

02

1

+ 2(A1 −A2)(A1 −A3)(2A1 −A2 −A3)k1ω
3
10 + (A1 −A2)

2(A1 −A3)
2
}
ω04

1 ,

z4 = (k23z
2
1 + k22z

2
2 + z21z

2
2)1/2.

Семейство интегралов K1,2 распадается на два подсемейства (коэффициенты при λ0, λ1).
Как само семейство, так и каждое из его подсемейств, принимает стационарное значение на
элементах семейств решений (6).

Замечание. Если построить лексикографический базис относительно ω1 > ω3 > γ1 > γ3
или ω1 > ω2 > γ1 > γ2, то, следуя описанному выше способу, получим ещё четыре однопара-
метрических семейства решений уравнений движения (1):

ω1 =
k1ω

0
2

k2 + (A2 −A1)ω0
2

, ω2 = ω0
2, ω3 =

k3ω
0
2

k2 + (A2 −A3)ω0
2

,

γ1 = ±k1(k2 + (A2 −A3)ω
0
2)ρ

−1/2
2 ,

γ2 = ±(k2 + (A2 −A1)ω
0
2)(k2 + (A2 −A3)ω

0
2)ρ

−1/2
2 ,

γ3 = ±k3(k2 + (A2 −A1)ω
0
2)ρ

−1/2
2

(10)

и

ω1 =
k1ω

0
3

k3 + (A3 −A1)ω0
3

, ω2 =
k2ω

0
3

k3 + (A3 −A2)ω0
3

, ω3 = ω0
3,

γ1 = ±k1(k3 + (A3 −A2)ω
0
3)ρ

−1/2
3 , γ2 = ±k2(k3 + (A3 −A1)ω

0
3)ρ

−1/2
3 ,

γ3 = ±(k3 + (A3 −A1)ω
0
3)(k3 + (A3 −A2)ω

0
3)ρ

−1/2
3 .

(11)

Здесь

ρ2 = k21 z̃
2
1 + k23 z̃

2
2 + z̃21 z̃

2
2 , ρ3 = k21 ẑ

2
1 + k22 ẑ

2
2 + ẑ21 ẑ

2
2 , z̃1 = k2 + (A2 −A3)ω

0
2,
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z̃2 = k2 + (A2 −A1)ω
0
2, ẑ1 = k3 + (A3 −A2)ω

0
3, ẑ2 = k3 + (A3 −A1)ω

0
3,

ω0
2, ω0

3 − параметры семейств.

При k1 = k3 = 0 решения (10) и k1 = k2 = 0 решения (11) соответственно принимают вид

ω1 = 0, ω2 = ω0
2, ω3 = 0, γ1 = 0, γ2 = ±1, γ3 = 0,

ω1 = ω2 = 0, ω3 = ω0
3, γ1 = γ2 = 0, γ3 = ±1

и описывают вращение тела относительно его главных осей инерции.
Положения равновесия. Найдём стационарные множества, соответствующие положе-

ниям равновесия тела.
Очевидно, уравнения (1) имеют решение ω1 = ω2 = ω3 = 0. Последние соотношения

совместно с интегралом V3 = 1 определяют ИМ коразмерности 4 этих уравнений. Уравнения
ИМ:

ω1 = ω2 = ω3 = 0, γ21 + γ22 + γ23 = 1. (12)

Дифференциальные уравнения γ̇2 = 0, γ̇3 = 0 на ИМ (12) имеют семейство решений:

γ2 = γ02 = const, γ3 = γ03 = const . (13)

Решениям (13) в исходном фазовом пространстве соответствуют два двухпараметриче-
ских семейства решений дифференциальных уравнений (1):

ω1 = ω2 = ω3 = 0, γ1 = ±(1− γ022 − γ0
2

3 )1/2, γ2 = γ02 , γ3 = γ03 , (14)

здесь γ02 , γ03 — параметры семейств.
С механической точки зрения, элементы семейств решений (14) представляют собой по-

ложения равновесия исследуемой механической системы.
Как и в предыдущем случае, используя уравнения стационарности (8), найдём, что инте-

грал V0 принимает стационарное значение на ИМ (12) и элементах семейств решений (14).

2. СТАЦИОНАРНЫЕ МНОЖЕСТВА В СЛУЧАЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО
ЛИНЕЙНОГО СИЛОВОГО ПОЛЯ

Положения равновесия. В рассматриваемом случае существует только два положения
равновесия тела. Для их нахождения можно использовать уравнения стационарности инте-
грала 2W = 2(λ0Ṽ0 − λ1Ṽ1)− λ2Ṽ2:

∂W

∂ωi
= 0,

∂W

∂γi
= 0, i = 1, 2, 3. (15)

Полагая в (15) ω1 = ω2 = ω3 = 0 и разрешая получившиеся уравнения относительно
γ1, γ2, γ3, λ1, λ2, будем иметь

γ3 = ±b3ρ−1, λ1 = 0, λ2 = ±ρλ0,
ρ = (b21 + b22 + b23)

1/2.
(16)

Первые три соотношения (16) совместно с ω1 = ω2 = ω3 = 0 определяют два решения
дифференциальных уравнений (3):

ω1 = ω2 = ω3 = 0, γ1 = ±b1ρ−1, γ2 = ±b2ρ−1, γ3 = ±b3ρ−1. (17)

С механической точки зрения, эти решения соответствуют положениям равновесия тела.
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Подставив значения λ1, λ2 (16) в выражения для W , получим интегралы, принимающие
стационарное значение на решениях (17):

W1,2 = (2Ṽ0 ∓ ρṼ2)λ0. (18)

Маятниковые движения. При следующих ограничениях на параметры задачи k1 =
k3 = b2 = 0 соотношения ω1 = 0, ω3 = 0, γ2 = 0 определяют ИМ коразмерности 3 уравне-
ний движения (3), что можно проверить, продифференцировав данные соотношения в силу
указанных уравнений.

Дифференциальные уравнения на этом ИМ имеют вид

ω̇2 =
mr2(b1γ3 − b3γ1)

A2 +mr2
, γ̇1 = −γ3ω2, γ̇3 = γ1ω2

и описывают маятникоподобные колебания тела относительно его неподвижной оси Oy. Такие
движения возможны, в частности, когда ось параллельна плоскости.

Ещё два ИМ подобного вида существуют при k2 = k3 = b1 = 0 и k1 = k2 = b3 = 0. Диффе-
ренциальные уравнения на этих ИМ описывают маятниковые движения тела соответственно
относительно его неподвижной оси Ox и Oz. Интеграл W3 = Ṽ 2

1 принимает стационарное
значение на этих ИМ.

3. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ И ИМ

3.1. При наличии поля тяжести

Перманентные вращения. Исследуем устойчивость элементов семейств решений (6).
Для уменьшения объёма вычислений ограничимся случаем λ1 = 0, k1 = 0, A1 = 2A3, A2 =
3/2A3. Семейство интегралов K1,2 (9) будем использовать для получения достаточных усло-
вий. При указанных ограничениях на параметры семейства решений и интегралы примут вид

ω1 = ω0
1, ω2 =

2k2
A3

, ω3 =
k3
A3
, γ1 = ±A3ω

0
1%

−1
1 , γ2 = ±2k2%

−1
1 , γ3 = ±k3%−1

1 , (19)

K̃1,2 = V0 ∓
%1
A3
V2 +

(2A3 +mr2)%21
mr2A2

3

V3,

здесь %1 = (4k22 + k23 +A2
3ω

02
1 )1/2.

Введём отклонения от невозмущённого решения:

y1 = γ1 ∓A3ω
0
1%

−1
1 , y2 = γ2 ∓ 2k2%

−1
1 , y3 = γ3 = ±k3%−1

1 ,

y4 = ω1 − ω0
1, y5 = ω2 −

2k2
A3

, y6 = ω3 −
k3
A3
.

Вторая вариация K̃1,2 в отклонениях на множестве, определяемом первыми вариациями
условных интегралов

δV2 =
1

mr2

(
2
(
A3ω

0
1y1 + 2k2y2 + k3y3

)
±A3

(
2A3ω

0
1y4 + 3k2y5 + k3y6

)
%−1
1

)
= 0,

δV3 = ±2(A3ω
0
1y1 + 2k2y2 + k3y3) %

−1
1 = 0,

записывается следующим образом:

δ2K̃1,2 =
%21%2

A2
3k

2
3mr

2

((
k23 +A2

3ω
02

1

)
y21 + 4k2A3ω

0
1y1y2 +

(
4k22 + k23

)
y22

)
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+
1

4

(
6A3

mr2
+

9k22%2

A2
3mr

2ω02
1

− k22
%21

+ 4

)
y25 +

1

2
k2k3

( 3%2

A2
3mr

2ω02
1

− 1

%21

)
y5y6

+
1

4

(
4A3

mr2
+

k23%2

A2
3mr

2ω02
1

− k23
%21

+ 4

)
y26 ±

%1
A3mr2

(
3k2%2
A3ω0

1

y1y5 − (3A3 + 2mr2)y2y5

+
4k2(A3 +mr2)

k3
y2y6 +

k23%2 + 2A2
3(A3 +mr2)ω02

1

A3k3ω0
1

y1y6

)
,

где %2 = 2A3 +mr2.
Условия положительной определённости квадратичных форм δ2K̃1,2 будут достаточными

для устойчивости решений (19). В форме неравенств Сильвестра они имеют вид:

∆1 =
%21%2(k

2
3 +A2

3ω
02
1 )

A2
3k

2
3mr

2
> 0, ∆2 =

%61%
2
2

A4
3k

2
3m

2r4
> 0,

∆3 =
%41%2

(
3%21%2 +mr2

(
k23 +A2

3ω
02
1

))
A3

3k
2
3m

3r6
> 0,

∆4 =
%41

A2
3k

2
3m

4r8

((
3A3 + 2mr2)%21%2 +mr2

[
4k22%2 +A2

3(3A3 + 2mr2)ω02

1

])
> 0.

(20)

Неравенства (20) выполняются в силу положительности A3,m, r и k3 6= 0. Последнее
условие имеет простую механическую интерпретацию. При устойчивом вращении вектор k не
лежит в плоскости Oxy эллипсоида инерции тела.

Сопоставим достаточные условия с необходимыми. Запишем уравнения первого прибли-
жения:

ẏ1 =
1

A3
(k3y2 − 2k2y3)∓

k3
%1

(k3y5 − 2k2y6), ẏ2 = − k3
A3
y1 + ω0

1y3 ±
1

%1

(
k3y4 −A3ω

0
1y6
)
,

ẏ3 =
2k2
A3

y1 − ω0
1y2 ∓

1

%1

(
2k2y4 −A3ω

0
1y5
)
,

2ẏ4 =
1

%3

(
4k2(3(A3 +mr2)%21 − k23mr2)y6 − k3

[
3(A3 +mr2)%21 −mr2

(
k23 +A2

3ω
02

1

)]
y5

)
,

ẏ5 =
2A3ω

0
1

%3

([
k23mr

2 − 2(A3 +mr2)%21]y6 + k2k3mr
2y5

)
,

2̇y6 =
A3ω

0
1

%3

([
3%21%2 +mr2

(
k23 +A2

3ω
02

1

)]
y5 − 4k2k3mr

2y6

)
,

(21)

где
%3 =

[
3A3

(
4k22 + k23

)
+ 2
(
6k22 + k23

)
mr2

]
%2 + 2A2

3(A3 +mr2)(3A3 + 2mr2)ω02

1 .

Характеристическое уравнение системы (21) имеет вид

λ2

A2
3%3

(
A2

3λ
2 + 4k22 + k23 +A2

3ω
02

1

){[
(2A3 +mr2)

(
3A3

(
4k22 + k23

)
+ 2
(
6k22 + k23

)
mr2

)
+ 2A2

3(A3 +mr2)(3A3 + 2mr2)ω02

1

]
λ2 + 2A2

3ω
02

1

(
4k22 + k23 +A2

3ω
02

1

)}
= 0. (22)

Очевидно, уравнение (22) имеет только нулевые и чисто мнимые корни с простыми эле-
ментарными делителями в силу положительности A3,m, r и условия задачи k2 6= 0 (k3 6= 0).
Таким образом, достаточные условия близки к необходимым.

Положения равновесия. Доказана неустойчивость в линейном приближении семейств
решений (14), принадлежащих ИМ (12).
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Введём отклонения от невозмущённого движения:

y1 = ω1, y2 = ω2, y3 = ω3, y4 = γ1 ∓ χ1, y5 = γ2 − γ02 , y6 = γ3 − γ03 ,

где χ1 = (1− γ022 − γ0
2

3 )1/2, и запишем уравнения первого приближения:

ẏ1 =
1

χ2

(
±mr2χ1

[
k3(A3 +mr2)γ02 − k2(A2 +mr2)γ03

]
y1

+
[
mr2γ03(A2 +mr2)

(
k3γ

0
3 ± k1χ1

)
+ k3(A3 +mr2)

(
γ0

2

2 mr
2 − (A2 +mr2)

)]
y2

+ (k2(A2 +mr2)((A3 +mr2)− γ023 mr2)∓mr2(A3 +mr2)(k1χ1γ
0
2 ± k2γ0

2

2 ))y3

)
,

ẏ2 =
1

χ2

({
γ03mr

2
[
(A3 −A1)k3γ

0
3 − k2(A1 +mr2)γ02

]
+ k3(A3 +mr2)(A1 + γ0

2

2 mr
2)
}
y1

∓ γ02mr2
[
k3χ1(A3 +mr2)∓ k1(A1 +mr2)γ03

]
y2 +

{
±mr2(A3 +mr2)γ02

(
k2χ1 ∓ k1γ02

)
+ k1

[
(A1 −A3)γ

02

3 mr
2 −A1(A3 +mr2)

]}
y3

)
, (23)

ẏ3 =
1

χ2

({
γ02mr

2
[
(A1 −A2)k2γ

0
2 + k3(A1 +mr2)γ03

]
− k2(A2 +mr2)

(
A1 + γ0

2

3 mr
2
)}
y1

+
{
k1
[
(A2 −A1)γ

02

2 mr
2 +A1(A2 +mr2)

]
+ (A2 +mr2)γ03mr

2(k1γ
0
3 ∓ k3χ1)

}
y2

− γ03mr2
[
(A1 +mr2)γ02k1 ∓ χ1(A2 +mr2)k2

]
y3

)
,

ẏ4 = −γ03y2 + γ02y3, ẏ5 = γ03y1 ∓ χ1y3, ẏ6 = −γ02y1 ± χ1y2.

Здесь

χ2 = A1(A2 +mr2)(A3 +mr2)−
[
(A1 −A2)(A3 +mr2)γ0

2

2 + (A1 −A3)(A2 +mr2)γ0
2

3

]
mr2.

Характеристическое уравнение системы (23) имеет вид

λ4

χ2

({
A1A2A3 +

[
A2A3

(
γ0

2

2 + γ0
2

3

)
+A1

(
A2 +A3 −A3γ

02

2 −A2γ
02

3

)]
mr2

+
(
A1χ

2
1 +A2γ

02

2 +A3γ
02

3

)
m2r4

}
λ2 +A1k

2
1 +A2k

2
2 +A3k

2
3

+
{
k22 + k23 + γ0

2

2

(
k21 − k22

)
+ γ0

2

3

(
k21 − k23

)
∓ 2
[
k1χ1

(
k2γ

0
2 + k3γ

0
3

)
± k2k3γ02γ03

]}
mr2

)
= 0. (24)

Неустойчивость в линейном приближении элементов семейств решений (14) была уста-
новлена, исходя из анализа нулевых корней характеристического уравнения (24).

Корень λ = 0 имеет кратность 4. Число линейно независимых собственных векторов,
соответствующих этому корню, равно 3 (ранг матрицы A − λE, вычисленный при λ = 0,
равен 3, A — матрица системы (23)). Таким образом, жорданова форма матрицы системы (23)
недиагональная. Откуда следует неустойчивость элементов исследуемых семейств решений
в линейном приближении.

Для ИМ (12) доказана устойчивость по части переменных. Исследование проводилось
в картах

ω1 = ω2 = ω3 = 0, γ1 = ±κ

на данном ИМ. Здесь κ = (1− γ22 − γ23)1/2.
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Введём отклонения от невозмущённого решения

y1 = ω1, y2 = ω2, y3 = ω3, y4 = γ1 ∓ κ

и запишем вариацию интеграла V0 в окрестности исследуемого решения:

∆V0 =

(
1 +

A1

mr2
− 3(y4 ± κ)2

)
y21 +

(
1 +

A2

mr2
− 3γ22

)
y22 +

(
1 +

A3

mr2
− 3γ23

)
y23

+ (γ2y2 − γ3y3)2 + (γ2y2 − y1(y4 ± κ))2 + (γ3y3 − y1(y4 ± κ))2.

Исходя из решений (13) дифференциальных уравнений на исследуемом ИМ, его можно
рассматривать как семейство ИМ, где γ02 , γ03 — параметры семейства. В новых переменных

φ1 = (1 +
A1

mr2
− 3(y4 ± κ̂)2

)1/2

y1, φ2 =

(
1 +

A2

mr2
− 3γ0

2

2

)1/2

y2,

φ3 =

(
1 +

A3

mr2
− 3γ0

2

3

)1/2

y3, φ4 = −γ02y2 + y1(y4 ± κ̂),

κ̂ = (1− γ022 − γ0
2

3 )1/2,

∆V0 можно записать следующим образом:

∆V0 = φ21 + φ22 + φ23 + φ24 +

(
γ02

(
1 +

A2

mr2
− 3γ0

2

2

)−1/2

φ2 − γ03
(

1 +
A3

mr2
− 3γ0

2

3

)−1/2

φ3

)2

+

(
γ02

(
1 +

A2

mr2
− 3γ0

2

2

)−1/2

φ2 − γ03
(

1 +
A3

mr2
− 3γ0

2

3

)−1/2

φ3 + φ4

)2

.

Поскольку квадратичная форма ∆V0 знакоопределена по переменным φ1, φ2, φ3, φ4 при
ограничениях на параметры

((
A2 6 2mr2 ∧ −σ1 < γ02 < σ1

)
∨
(
A2 > 2mr2 ∧ −1 6 γ02 6 1

))
∧
((
A3 6 2mr2 ∧ −σ2 < γ03 < σ2

)
∨
(
A3 > 2mr2 ∧ −1 6 γ03 6 1

))
,

то исследуемое семейство ИМ устойчиво по переменным

(
3
(
γ0

2

2 + γ0
2

3

)
+A1/(mr

2
)
− 2)1/2ω1, (1 +A2/(mr

2)− 3γ0
2

2 )1/2ω2,(
1 +A3/(mr

2)− 3γ0
2

3

)1/2
ω3, V (1− γ022 − γ0

2

3 V )1/2ω1 − γ02ω2

при указанных условиях. Здесь σ1 = ((A2 +mr2)/(3mr2))1/2, σ2 = ((A3 +mr2)(3mr2))1/2.
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3.2. Случай произвольного линейного силового поля

Положения равновесия. Для решения

ω1 = ω2 = ω3 = 0, γ1 = −b1ρ−1, γ2 = −b2ρ−1, γ3 = −b3ρ−1,

ρ = (b21 + b22 + b23)
1/2

с использованием интеграла W2 = 2Ṽ0 + ρṼ2 получены достаточные условия устойчивости.
Исследование проведено для случая A1 = 2A3, A2 = 3/2A3, k2 = k3 = 0.

Введём отклонения от невозмущённого движения:

y1 = ω1, y2 = ω2, y3 = ω3, y4 = γ1 + b1ρ
−1, y5 = γ2 + b2ρ

−1, y6 = γ3 + b3ρ
−1.

Вторая вариация интеграла W2 в отклонениях на множестве

δV2 = −2(b1y4 + b2y5 + b3y6) ρ−1 = 0

при указанных ограничениях на параметры имеет вид δ2W2 = Q1 +Q2, где

2Q1 =
A3

mr2

(
y21 +

3

4
y22 +

1

2
y23

)
+

1

2ρ2
[
(b2y1 − b1y2)2 + (b3y1 − b1y3)2 + (b3y2 − b2y3)2

]
,

2Q2 = ρ

(
(y24 + y25) +

(b1y4 + b2y5)
2

b23

)
.

Условия знакоопределенности квадратичной формы δ2W2 являются достаточными для
устойчивости исследуемого решения. Очевидно, квадратичные формы Q1, Q2 положительно
определены: Q1 — в силу положительности параметров A3,m, r; Q2 — при b3 6= 0. Таким
образом, устойчивому положению равновесия соответствует потенциал внешних сил U = b1γ1+
b2γ2 + b3γ3 (b3 6= 0).

Сопоставим достаточные условия с необходимыми. Для этого запишем уравнения первого
приближения:

ẏ1 =
mr2

A3D

(
b1k1[b3D1y2 − 2b2(A3 +mr2)y3]

+A3

{
b3
(
D1ρ

2 + b22mr
2
)
y5 + b2

[
b1b3mr

2y4 − (D1ρ
2 + (b21 + b22)mr

2)y6
]})

,

ẏ2 =
1

A3D

(
b2b3[2k1D2y2 − 2A3b1mr

2y5]mr
2 − 2k1

{
A3

[(
b21 + 2b22

)
mr2 +D2ρ

2
]

+ b22m
2r4
}
y3

− 2A3b3mr
2
(
D2ρ

2 + b21mr
2
)
y4 + 2A3b1mr

2
[
D2ρ

2 +
(
b21 + b22

)
mr2

]
y6

)
, (25)

ẏ3 =
1

A3D

(
k1mr

2
[
A3

(
b21 + 4b23

)
+ 2b23mr

2
]
y2 + k1D2(3A3ρ

2y2 − 2b2b3mr
2y3)

+A3mr
2
{
b2
(
3D2ρ

2 + b21mr
2
)
y4 − b1

[
3D2ρ

2 +
(
b21 + b23

)
mr2

]
y5 + b1b2b3mr

2y6
})
,

ẏ4 = (b3y2 − b2y3) ρ−1, ẏ5 = (b1y3 − b3y1) ρ−1, ẏ6 = (b2y1 − b1y2) ρ−1.

Здесь

D = 6A2
3ρ

2 +
[
A3

(
b21 + b22 + 5ρ2

)
+ (A3 +mr2)

(
2b21 + b22 + 2ρ2

)]
mr2,
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D1 = 3A3 + 2mr2, D2 = (2A3 +mr2).

Характеристическое уравнение системы (25)

λ2(a0λ
4 + a1λ

2 + a2) = 0 (26)

имеет только нулевые и чисто мнимые корни с простыми элементарными делителями при
выполнении условий

a0 > 0, a1 > 0, a2 > 0,

a21 − 4a0a2 = A3
3mr

2ρ2
{
A3mr

2
[
4b21
(
b21 + 3b22 − b23

)
+
(
3b22 + b23

)2]
+ 8k21ρ

(
10b21 + 3b22 + b23

)}
+ 4k21

{
k21mr

2
(
b22 + b23

)[(
b22 + b23

)
mr2 + 4A3ρ

2
]

+A2
3

[(
2b21
(
b21 + 2b22 + 7ρ2

)
+
(
b22 + b23

)(
3b22 + b23

))
m2r4ρ+ 4k21ρ

4]
}
> 0. (27)

Здесь

a0 = A3

{[
A3

(
b21 + b22 + 5ρ2

)
+
(
2b21 + b22 + 2ρ2

)
(A3 +mr2)

]
mr2 + 6A2

3ρ
2
}
,

a1 =
[
2
(
b22 + b23

)
mr2 + 4A3ρ

2
]
k21 +

[
A3

(
2b21 + b22 + 2ρ2

)
(A3 + 2mr2) +A2

3

(
b21 + b22 + 5ρ2

)]
mr2ρ,

a2 = mr2
[
2
(
b22 + b23

)
k21ρ+A3

(
2b21 + b22 + 2ρ2

)
mr2ρ2

]
.

Очевидно, выражения (27) содержат только положительные слагаемые, в частности, при
0 < |b3| 6

√
b21 + 3b22. Сопоставляя последний результат с полученными достаточными услови-

ями, можно заключить, что достаточные условия близки к необходимым.
Для второго положения равновесия (14) доказана неустойчивость.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методом Рауса — Ляпунова проведён анализ особых решений уравнений движения урав-
новешенного динамически несимметричного шара с многосвязной полостью, заполненной иде-
альной жидкостью. Шар катится без проскальзывания по неподвижной горизонтальной плос-
кости при наличии поля тяжести. В качестве особых рассматривались решения, на которых
первые интегралы задачи (или их комбинации) принимают стационарное значение. Найдены
решения, обладающие указанным свойством, среди них перманентные вращения и положения
равновесия тела. Проведён анализ их устойчивости по Ляпунову. Интегралы, принимающие
стационарное значение на найденных решениях, использовались для получения достаточных
условий их устойчивости. Для перманентных вращений достаточные условия получены в ви-
де ограничений на компоненты вектора момента количества циклического движения жидко-
сти. Для положений равновесия доказана неустойчивость в линейном приближении. Дока-
зана устойчивость по части переменных ИМ, которому эти положения равновесия принад-
лежат. Рассмотрен также случай, когда механическая система находится под воздействием
произвольного линейного потенциального силового поля. Здесь найдены положения равнове-
сия и маятниковые ИМ. Для положений равновесия получены необходимые и достаточные
условия устойчивости в виде ограничений на коэффициенты потенциала силового поля.

Как отмечалось во Введении, в [14] проведён анализ уравнений движения шара Чаплыги-
на с ротором, эквивалентных рассматриваемым в настоящей работе в интегрируемом случае.
Дано описание особых решений уравнений в зависимости от значений констант первых инте-
гралов задачи, исследована их устойчивость топологическими методами. В настоящей работе
все найденные решения представлены в ‘ виде выражений от параметров, характеризующих
исследуемую механическую систему (масса, радиус, моменты инерции, компоненты вектора
момента количества циклического движения жидкости), что позволяет проводить дальнейший
анализ решений в пространстве указанных параметров, давать более детальную механическую
интерпретацию этим решениям.
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