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При использовании метода интегральных многообразий для решения конкретных задач
центральным становится вопрос о вычислении функции, описывающей интегральное мно-
гообразие. Одним из способов приближённого вычисления функции является использова-
ние асимптотического разложения её по степеням малого параметра. При этом функцию
можно задать или явно, или параметрически, или неявным образом. В работе приведе-
ны примеры двух моделей, взятых из химической кинетики, в сингулярно возмущённых
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ВВЕДЕНИЕ

Теория сингулярно возмущённых систем дифференциальных уравнений традиционно свя-
зывалась с проблемами нелинейной механики. Системы с малым параметром естественным
образом возникают при моделировании и исследовании объектов, характерной особенностью
которых является наличие процессов, имеющих существенно различающиеся скорости, на-
пример, в задачах химической кинетики. Для качественного анализа динамических характе-
ристик моделей химической кинетики целесообразно использовать метод интегральных мно-
гообразий, который позволяет свести качественный анализ полной системы к исследованию
интегрального многообразия медленных движений и качественному анализу системы меньшей
размерности на интегральном многообразии (см. [1]–[6]). Заметим также, что очень полезна
книга [7], состоящая из двух частей, в которых рассматриваются методы качественной тео-
рии в нелинейной динамике. Эта книга посвящена качественной теории многомерных систем
дифференциальных уравнений (необязательно с малым параметром) как с простой, так и со
сложной динамикой. Подобные вопросы также рассматривались в [8]–[12]. Качественный ана-
лиз системы обыкновеннных дифференциальных уравнений с малым параметром сводится к
исследованию системы по схеме, которую мы вкратце опишем далее в разд. 1 работы (см. [3]).

При использовании метода интегральных многообразий для решения конкретных задач
центральным становится вопрос о вычислении функции, описывающей интегральное много-
образие. Одним из способов приближённого вычисления функции является использование
асимптотического разложения её по степеням малого параметра.

Напомним способы задания функции (см. [13]): явное задание y = f(x), x ∈ U ⊂ Rn;
параметрическое x = ϕ(t), y = ψ(t), t1 6 t 6 t2; неявное F (x, y) = 0.
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Например, окружность можно задать тремя способами:

x2 + y2 = R2 − неявное задание; x = R cosϕ, y = R sinϕ − параметрическое;

y =
√
R2 − x2, y = −

√
R2 − x2 − явное.

В данной работе разд. 1 и 2 посвящены явному заданию интегрального многообразия;
разд. 3, 4 — параметрическому заданию.

1. ЯВНОЕ ЗАДАНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЙ

Рассматривается сингулярно возмущённая система обыкновенных дифференциальных
уравнений

ẋ(t) = f
(
x(t), y(t), t, ε

)
, ε ẏ(t) = g

(
x(t), y(t), t, ε

)
(1)

где x ∈ Rm — медленные, y ∈ Rn — быстрые переменные, f, g — достаточно гладкие функции,
t ∈ R, ε — положительный малый параметр.

Под интегральным многообразием системы (1) понимается некоторое множество в про-
странстве Rm × Rn × R, состоящее из интегральных кривых этой системы.

Если в системе (1) положить ε = 0, то получим порождающую или вырожденную систему

ẋ = f(x, y, t, 0), 0 = g(x, y, t, 0). (2)

Уравнение g(x, y, t, 0) = 0 задаёт медленную поверхность. Это уравнение медленной по-
верхности может иметь одно или несколько решений, каждое из которых задаёт лист медлен-
ной поверхности.

Далее выполняем следующие шаги.
Шаг I. Описание листов интегрального многообразия. Интегральное многообразие в ну-

левом приближении (ε = 0) задаётся уравнением g(x(t), y(t), t, 0) = 0, называемым уравнением
медленной поверхности. Оно может иметь несколько решений y = ϕi(x, t), i = 1, . . . , l, задаю-
щих листы медленной поверхности.

Шаг II. Нахождение границ листов медленной поверности. Граница листа находится как
пересечение медленной поверхности g(x(t), y(t), t, 0) = 0 с поверхностью, заданной уравнением

det

(
∂g

∂y
(x(t), y(t), t, 0)

)
= 0.

Шаг III. Выяснение характера устойчивости листов медленной поверхности. Для листа
y = ϕi(x, t) характер устойчивости зависит от знака собственных чисел матрицы

∂g

∂y
(x(t), ϕi(x, t), t, 0), i =, 2, ..., l.

Лист устойчив, если действительные числа всех собственных чисел отрицательны. Лист
неустойчив, если действительные части всех собственных чисел положительны. Лист условно
устойчив, если среди действительных чисел имеются и положительные, и отрицательные (но
нет нулевых). В случае нулевых действительных частей собственных чисел небходимо рас-
сматривать первое приближение по ε медленной поверхности.

Шаг IV. Качественный анализ динамики медленной подсистемы на каждом из листов
медленной поверхности с выяснением следующих основных особенностей динамики: нахожде-
ние стационарных состояний, их типа, условий множественности, колебаний разных видов, в
том числе, релаксационных, решений-уток. Если траектория содержит постоянно чередующи-
еся медленные и быстрые участки, она описывает релаксационные колебания. Решения-утки —
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это траектории, переходящие с притягивающего участка медленной кривой на отталкивающий
участок. Подробно решения-утки и релаксационные колебания описываются в [14]–[18].

Шаг V. Качественный анализ системы в целом. Учитываем тот факт, что близость реше-
ний полной и вырожденной систем может быть только на конечном промежутке [0, T ].

Во многих задачах невозможно найти корень уравнения 0 = g(x, y, t, 0) в явном виде
y = h0(x, t), поскольку это уравнение оказывается либо трансцендентным, либо полиномом
высокой степени относительно y. Неявная форма задания обладает очевидными недостатка-
ми по сравнению с явной. Зачастую решение уравнения удаётся записать в параметрической
форме.

Листы интегрального многообразия медленных движений
(
или медленного интегрально-

го многообразия системы (1)
)
являются уточнением при учёте малого параметра ε листов

медленной поверхности и получаются из них с помощью асимптотического разложения по
степеням ε ([3]):

h(x, t, ε) = h0(x, t) + εh1(x, t) + · · ·+ εkhk(x, t) + · · · , (3)

где коэффициенты разложения hk(x, t) вычисляются по следующей рекуррентной формуле

hk = −B−1

[
g(k) − ∂hk−1

∂t
−

k−1∑
p=0

∂hp
∂x

f (k−1−p)

]
, k = 1, 2, . . . , (4)

здесь B = det

(
∂g

∂y

(
x, h0(x, t), t, 0

))
6= 0.

Рассмотрим систему (1) при выполнении следующих условий.
I. Уравнение g(x, y, t, 0) = 0 имеет изолированное решение y = h0(x, t) при t ∈ R, x ∈ Rm.
II. В области

Ω0 = {(x, y, t, ε) | x ∈ Rm, ‖y − h0(x, t)‖ < ρ, t ∈ R, 0 6 ε 6 ε0}

функции f, g и h0 равномерно непрерывны и ограничены вместе с частными производными по
переменным до (k + 2)-го порядка включительно (k > 0).

III. Собственные значения λi(x, t) (i = 1, . . . , n) матрицы
∂g

∂y

(
x, h0(x, t), t, 0

)
подчиняются

неравенству Reλi(x, t) 6 −2γ < 0.

Справедлива следующая

Теорема 1 [3]. Пусть выполняются условия I–III. Тогда существует такое ε1 (0 < ε1 6
ε0), что для каждого ε ∈ (0, ε1] система (1) имеет интегральное многообразие медленных
движений y = h(x, t, ε), представленное формулой (3) с коэффициентами (4), движение по
которому описывается уравнением ẋ = f

(
x, h(x, t, ε), t, ε

)
.

2. ПРИМЕР 1

2.1. Описание модели

Рассматривается детальный механизм с бимолекулярной реакцией на поверхности ката-
лизатора [3]. Учитываются два возможных механизма реакции: реакция на поверхности ката-
лизатора между адсорбированными веществами (адсорбционный механизм) и реакция между
адсорбированным веществом и веществом, находящимся в газовой фазе (ударный механизм).
Предполагается, что реакция идёт при постоянном давлении.
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Кинетической схеме модели соответствует система дифференциальных уравнений с без-
размерными переменными

ẋ1 = a− x1 − α[ω1 + (ω3 − ω1 − ω2)x1], (5)

ẋ2 = b− x2 − α[ω2 + ω4 + (ω3 − ω1 − ω2)x2], (6)

ẏ1 = β(2ω1 − ω3 − ω4), (7)

ẏ2 = β(ω2 − ω3). (8)

Переменными

ω1 = κ1x1(1− y1 − κ1y2)2 − κ−1y
2
1,

ω2 = κ2x2(1− y1 − y2)− κ−2y2, ω3 = y1y2, ω4 = κ4x2y1

обозначены обезразмеренные скорости четырёх стадий.
Область изменения переменных имеет вид

W = {(x1, x2, y1, y2) | 0 6 x1 6 a, 0 6 x2 6 b, 0 6 y1, 0 6 y2, y1 + y2 6 1}.

Скорость реакции на поверхности катализатора существенно выше, чем скорости адсорб-
ции. Предполагается, что основным механизмом реакции является адсорбционный, а ударный
механизм учитывается как дополнительный. Поэтому мы используем при анализе модели сле-
дующую иерархию параметров:

κ−2, κ−1, κ4 � κ1, κ2 � 1.

Константы десорбции предполагаются малыми сравнительно с константами адсорбции. Кроме
того, α� β. Нас будет интересовать ситуация, в которой ε = 1/β � κ−2, κ−1, κ4.

Эти предположения о параметрах системы позволяют считать, что

κ−1 = µκ0−1, κ−2 = µκ0−2, κ4 = µκ04,

где µ – малый параметр, а κ0−1, κ
0
−2, κ

0
4 - величины порядка o(1).

2.2. Медленная поверхность

Систему (5)–(8) перепишем в следующей форме

ẋ = f(x, y, ν, µ), εẏ = g(x, y, ν, µ),

где

x = (x1, x2), y = (y1, y2), ν = (a, b, α, κ1, κ2, κ
0
−1, κ

0
−2, κ

0
4), f = (f1, f2), g = (g1, g2),

a ε, µ — независимые малые параметры (заметим, что в системе может быть несколько малых
параметров [19]). Функции f1, f2, g1, g2 имеют вид

f1 = a− x1 − α(ω1 + (ω3 − ω1 − ω2)x1),

f2 = b− x2 − α(ω2 + ω4 + (ω3 − ω1 − ω2)x2),

g1 = 2ω1 − ω3 − ω4, g2 = ω2 − ω3.

Интегральное многообразие в нулевом приближении ε = 0, или медленная поверхность, задаёт-
ся уравнением g(x, y, ν, µ) = 0. Как было показано выше, оно может иметь одно или несколько
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решений, каждое из которых задаёт лист медленной поверхности. Во всех внутренних точках
листа медленной поверхности выполняется условие

det

(
∂g

∂y
(x, y, ν, µ)

)
6= 0.

Уравнения медленной поверхности для системы (5)–(8) имеют вид 2ω1−ω3−ω4 = 0, ω2−
ω3 = 0 или, более подробно

2
[
κ1x1(1− y1 − y2)2 − µκ0−1y

2
1

]
− y1y2 − µκ04x2y1 = 0,

κ1x2(1− y1 − y2)2 − µκ0−2y2 − y1y2 = 0.

Введём следующие обозначения:

z1 = 1− y1 − y2, z2 = y1y2, ω1 = κ1x1, ω2 = κ2x2.

В этих обозначениях уравнения медленной поверхности при µ = 0 имеют вид

2ω1z
2
1 − z2 = 0, ω2z1 − z2 = 0.

Эта система уравнений имеет два решения

z1 = 0, z2 = 0; (9)

z1 =
ω2

2ω1
, z2 =

ω2
2

2ω1
. (10)

Первое решение задаёт две поверхности

y1 = 0, y2 = 1;

y1 = 1, y2 = 0.

Второе решение также определяет две поверхности. Они задаются системой уравнений

z1 = 1− y1 − y2 =
ω2

2ω1
, z2 = y1y2 =

ω2
2

2ω1
, (11)

т. е.
ω1 =

y1y2
2(1− y1 − y2)2

, ω2 =
y1y2

1− y1 − y2
.

В [4] было показано, что медленная поверхность системы (5)–(8), задаваемая уравнениями
(9)–(10) и (11), состоит из 10 листов; при κ−1 6= 0, κ4 6= 0 в физической области W лежат
только три листа медленной поверхности, а при κ−1 = κ4 = 0 только четыре листа (в этом
случае лист y1 = 1, y2 = 0 лежит на границе области W ), причём мы видим, что все они
задаются явным образом.

3. ПАРАМЕТРИЗОВАННОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ МНОГООБРАЗИЕ

Рассмотрим дифференциальные уравнения из [2]:

εẋ = f(x, t, ε), (12)

где x ∈ Rn+m, t ∈ R — переменная, имеющая смысл времени, ε > 0 — малый параметр, ẋ —
производная по времени, вектор-функция f является (m + n)-мерной достаточно гладкой в
интересующей области изменения переменных.
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Под интегральным многообразием системы (12) понимается некоторое множество в про-
странстве Rm+n × R, состоящее из интегральных кривых этой системы.

В [4] приведён алгоритм построения асимптотического разложения интегрального много-
образия в параметрическом виде. Медленное интегральное многообразие и уравнение движе-
ния по нему ищем в параметрическом виде

x = P (s, t, ε), ṡ = S(s, t, ε).

Функции P и S находим в виде асимптотических рядов по степеням ε :

x = P (s, t, ε) = ϕ(s, t) + εP1(s, t) + . . .+ εkPk(s, t) + . . . ,

ṡ = S(s, t, ε) = S0(s, t) + εS1(s, t) + . . .+ εkSk(s, t) + . . . ,
(13)

где ϕ(s, t) является решением уравнения f(x, t, 0) = 0.

Мы не будем подробно описывать этот алгоритм, а лишь перечислим шаги. Дифферен-
цируя x по t и подставляя в равенство (12), раскладывая правую часть в ряд Тейлора с цен-
тром разложения в точке (ϕ(s, t), t, 0), приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях
ε, найдём сначала коэффициент P1(s, t) асимптотики порядка ε для интегрального многооб-
разия x = P (s, t, ε) и член S0(s, t) асимптотики нулевого порядка для ṡ = S(s, t, ε), а затем
и следующие члены разложения P2, S1, P3, S2, . . . , которые вычисляются аналогичным обра-
зом. Поскольку вычисление коэффициентов Pi+1, Si, i = 1, 2, . . . , достаточно громоздко, а
для конкретных систем дифференциальных уравнений, описывающих процессы химической
кинетики, достаточно знать лишь главные члены разложений, мы не будем выписывать их
выражения.

Условия, при которых будет построена асимптотика решения системы (12), следующие.
I. Пусть функция f(x, t, ε) бесконечно дифференцируема в области D(x, t, ε) = D(x, t) ×

(0 6 ε 6 ε0), где D(x, t) — некоторая область в пространстве переменных (x, t), ε0 — некоторая
постоянная.

II. Пусть вырожденное уравнение f(x, t, 0) = 0 имеет для всех t ∈ R решение, которое
может быть записано в параметрическом виде x = ϕ(s, t), где s ∈ Rm – параметр, а для
функции ϕ(s, t) в некоторой области пространства переменных D(s, t) = D(s)×(−∞ < t <∞),
где D(s) – некоторая область пространства параметров, должны быть выполнены следующие
условия:

1) функция ϕ(s, t) достаточно гладкая,

2) ранг матрицы ϕs(s, t) =
∂ϕ

∂s
(s, t) равен m, т. е. числу параметров.

III. Пусть кратность собственного значения λ = 0 равна m, а остальные n собственных

значений λi(s, t) матрицы A(s, t) =
∂f

∂x
(ϕ(s, t), t, 0) удовлетворяют в D(s, t) условию

Reλi(s, t) < 0, i = 1, . . . , n,

rankA(s, t) = n, и m-кратному нулевому собственному значению соответствует m линейно
независимых собственных векторов.

Теорема 2 [20]. Пусть в области Ω = {(s, t, ε) | s ∈ Rm, t ∈ R, 0 6 ε 6 ε0} выполня-
ются условия I, II, III. Тогда существует такое ε1, что 0 < ε1 6 ε0 и для каждого ε ∈ (0, ε1]
уравнение (12) имеет интегральное многообразие медленных движений x = P (s, t, ε), пред-
ставленное в параметрическом виде с параметром s ∈ Rm, оно единственно, и движение по
нему описывается уравнением ṡ = S(s, t, ε).
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4. ПРИМЕР 2

Рассмотрим пример системы обыкновенных дифференциальных уравнений, взятой из
конкретной задачи химической кинетики, который показывает, что постановка задачи, рас-
смотренной в пункте 3, не надуманная.

Рассмотрим автономную систему обыкновенных дифференциальных уравнений

ẋ1 = x27 − b2x6x1 − b8x1x2,
ẋ2 = b4x7 − b5x2 − b8x1x2 − b9x2x3 − b12x2x4,

ẋ3 = b2x6x1 − 2b3x
2
3 − b6x3 + b2x5 − b9x2x3 + 2b10x4x5 + b12x2x4,

ẋ4 = x23 − b10x4x5 − b12x2x4,
ẋ5 = b6x3 − b7x5 − b10x4x5 − b11x5,

(14)

где

x6 = 1− x3 − x4 − x5, x7 = 1−
5∑

i=1

xi.

Область изменения переменных имеет вид

W =

{
(x1, . . . , x5) | 0 6 xi 6 1, i = 1, . . . , 5,

5∑
i=1

xi 6 1

}
.

Эта система соответствует некоторой модели реакции каталитического окисления. Подробный
её анализ дан в [4]. При анализе модели использована следующая иерархия параметров:

b10 > b8 � b7 > b1, b2, b3, b4, b6, b11, b12 � b5, b9,

где коэффициенты b10, b8 на несколько порядков больше остальных. Обозначая ε = 1
b10

, µ = 1
b8
,

перепишем систему (14) в виде εẋ = f(x, ε). Функция f является полиномом, следовательно,
условие I выполнено. Полагая ε = 0, µ = 0, имеем систему

0 = −x1x2,
0 = −x1x2,
0 = 2x4x5,

0 = −x4x5,
0 = −x4x5.

Матрица Якоби для правых частей вырожденной системы есть

A0 =
∂f

∂x
=


−x2 −x1 0 0 0
−x2 −x1 0 0 0

0 0 0 2x5 2x4
0 0 0 −x5 −x4
0 0 0 −x5 −x4

 .

Ранг матрицы A0 равен 2. Для того чтобы выполнялось условие II, необходимо ввести пара-
метр s ∈ R3.

Запараметризуем решение уравнения f(x, 0) = 0 следующим образом:

x1 = 0,

x2 = −s1,
x3 = s1 + s2,

x4 = 0,

x5 = −s3.
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В терминах постановки задачи это означает, что

ϕ1(s) = 0, ϕ2(s) = −s1, ϕ3(s) = s2 + s3, ϕ4(s) = 0, ϕ5(s) = −s3,

где s = (s1, s2, s3) ∈ R3 (m = 3). Матрица Якоби для правых частей системы есть

∂ϕ

∂s
=


0 0 0
−1 0 0
0 1 1
0 0 0
0 0 −1

 .

Легко видеть, что rank
∂ϕ

∂s
= 3. Таким образом, выполнены условия I и II.

Осталось проверить условие III. Будем искать собственные числа матрицы A(s), получен-
ной из матрицы A0(x) посредством линейной замены

A(s) =


s1 0 0 0 0
s1 0 0 0 0
0 0 0 −2s3 0
0 0 0 s3 0
0 0 0 s3 0

 .

Ясно, что rankA(s) = 2 и кратность собственного числа λ = 0 равна 3 (т.е. числу пара-
метров, m = 3), а остальные 2 собственных числа удовлетворяют условию:

Reλ1 = s1 < 0, Reλ1 = s3 < 0, т. к. xi > 0, i = 1, . . . , 5,

(рассматриваем xi, не принадлежащие границе множества).
Автор выражает искреннюю благодарность рецензенту за время, потраченное на прочте-

ние работы, за очень полезные замечания, которые подталкивают к изучению более трудных
вопросов качественной теории дифференциальных уравнений. Автор также выражает особую
благодарность Я.А.Копылову и А.Б.Кутбаеву за помощь в работе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе были подробно рассмотрены два способа задания интегральных многообразий
для сингулярно возмущённых систем, возникающих в задачах химической кинетики: явный и
параметрический.

На основе проведённого анализа можно сделать следующие выводы:
а) явное задание интегральных многообразий является удобным и интуитивно понятным

методом, однако не всегда применимо из-за сложности или невозможности нахождения ана-
литических решений;

б) параметрическое задание многообразий представляет более гибкий и универсальный
подход, особенно в случаях, когда уравнения имеют сложную структуру;

в) асимптотический метод разложения функций по малым параметрам доказал свою эф-
фективность для приближённого описания медленных поверхностей и их уточнений. Приве-
дённые примеры из химической кинетики демонстрируют практическую применимость рас-
смотренных методов. Работа вносит вклад в развитие подходов к решению задач, связанных с
многоуровневой динамикой, и может быть полезна при исследовании математических моделей
процессов с разномасштабными переменными.
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