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Для расчёта прогиба круговой пластины, подпёртой в конечном числе точек, под действи-
ем распределённой внешней нагрузки предлагается прямой вычислительный алгоритм,
основанный на многократном применении быстрого преобразования Фурье и метода пя-
титочечной прогонки. При учёте ограничений на прогиб в произвольной системе точек
строится фундаментальная система решений, с помощью которой решается задача о кон-
такте пластины с податливыми опорами. Приводятся результаты методических расчётов,
демонстрирующие высокую эффективность алгоритма.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача изгиба пластин относится к классическим задачам теории упругости. Её решение
для разных вариантов сосредоточенной и распределённой поверхностной нагрузки при раз-
личных условиях на контуре (жёсткая заделка, шарнирное опирание, свободный край) можно
найти в трудах С.Жермен, Г.Кирхгофа, Р. Герца, А.Лява, С.П.Тимошенко, В. З. Власова,
А.С.Вольмира, А.Л. Гольденвейзера и других известных авторов. Теория пластин широко
применяется в строительной механике для анализа напряжений и деформаций в тонкостен-
ных элементах конструкций из однородных и армированных материалов, композитов, слои-
стых и блочных структур.

Современные здания в строительстве достигают в высоту полкилометра и более, а про-
лёты сооружений могут быть порядка километра. Такие размеры стали возможными за счёт
применения инновационных конструктивных систем. При этом для экстремально больших зда-
ний и сооружений отсутствуют нормативные параметры нагрузок и воздействий, что приводит
к необходимости проведения дополнительных расчётов. Усложняющими факторами являют-
ся нелинейность (физическая, конструктивная, геометрическая, генетическая) [1], многослой-
ность несущих конструкций (сборно-монолитные конструкции, усиление и восстановление) [2],
а также неравномерность осадки фундаментов. При учёте этих факторов возрастает трудо-
ёмкость выполнения расчётов, что неизбежно приводит к увеличению времени вычислений,
необходимости использования высокопроизводительной компьютерной техники и быстрых вы-
числительных алгоритмов. Особую роль расчётные методы играют при строительстве зданий
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и сооружений в условиях вечной мерзлоты [3, 4], поскольку на стадии проектирования необхо-
димо учитывать изменения условий эксплуатации в период потепления и таяния грунта [5, 6].
Таким образом, современное развитие строительной индустрии требует разработки математи-
ческого аппарата, способного максимально быстро и с требуемой точностью решать задачи,
возникающие при анализе прочности элементов строительных конструкций.

Разработанный нами быстрый алгоритм предназначен для численного исследования
частной задачи изгиба, с помощью которой можно моделировать влияние осадки опор на
напряжённо-деформированное состояние круговой пластины. Алгоритм основан на разложе-
нии искомой сеточной функции прогиба при решении конечно-разностного аналога уравнения
изгиба по окружной переменной на сумму по собственным функциям одномерного разностно-
го оператора Лапласа (см., например, [7]). К решению возникающей при этом серии незави-
симых одномерных систем уравнений по радиальной переменной применяется экономичный
метод прогонки (в данном случае, пятиточечной). Альтернативный подход к решению задач
изгиба — метод коллокаций и наименьших квадратов, обладающий высокой эффективностью,
предложен в работах [8, 9]. Экстремальные по точности алгоритмы без насыщения для чис-
ленного решения задач изгиба пластин разработаны в [10].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассматривается круговая пластина радиуса R, подпёртая в n > 3 точках с полярны-
ми координатами rk, θk на плоскости (rk < R, k = 1, 2, . . . , n). Положения точек контакта
пластины с опорными стержнями по высоте относительно её плоскости задаются смещени-
ями δi. Требуется определить прогиб и основные характеристики статического напряжённо-
деформированного состояния пластины (кривизны, моменты и перерезывающие усилия) под
действием приложенной к ней распределённой системы сил q(r, θ).

В соответствии с гипотезами Кирхгофа — Лява радиальное ur и окружное uθ перемещения
точек при чистом изгибе выражаются через производные от прогиба w(r, θ) по радиусу r
и полярному углу θ:

ur = −z ∂w
∂r

, uθ = −z ∂w
r∂θ

,

где z — вертикальная координата точки пластины относительно нейтральной (срединной)
плоскости. Отличные от нуля компоненты тензора деформаций находятся по формулам

εr = −z ∂
2w

∂r2
, εθ = −z

r

(
∂2w

r∂θ2
+
∂w

∂r

)
, εrθ = −z

r

(
∂2w

∂r∂θ
− ∂w

r∂θ

)
.

Кривизны координатных линий и кручение вычисляются следующим образом:

ær =
∂2w

∂r2
, æθ =

∂2w

r2∂θ2
+
∂w

r∂r
, ærθ =

∂2w

r∂r∂θ
− ∂w

r2∂θ
.

Компоненты тензора напряжений связаны с деформациями уравнениями закона Гука:

σr =
E

1− ν2
(
εr + νεθ

)
, σθ =

E

1− ν2
(
νεr + εθ

)
, σrθ =

E

1 + ν
εrθ.

Изгибающие и скручивающий моменты связаны с кривизнами и кручением уравнениями,
которые также следуют из закона Гука:

Mr = −D
(
ær + νæθ

)
, Mθ = −D

(
æθ + νær

)
, Mrθ = (1− ν)Dærθ.

Здесь D = Eh3/
(
12(1 − ν2)

)
— изгибная (цилиндрическая) жёсткость, E — модуль Юнга,

ν – коэффициент Пуассона, h — толщина пластины. Перерезывающие усилия равны

Qr =
∂Mr

∂r
− ∂Mrθ

r∂θ
= −D∂∆w

∂r
, Qθ = −∂Mrθ

∂r
+
∂Mθ

r∂θ
= −D∂∆w

r∂θ
,
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где ∆ — двумерный оператор Лапласа: ∆w =
∂

r∂r

(
r∂w

∂r

)
+

∂2w

r2∂θ2
.

В вариационной формулировке задача сводится к минимизации квадратичного функцио-
нала упругой энергии

J(w) =
1

2

R∫
0

2π∫
0

(
Mrær +Mθæθ +Mrθærθ − 2qw

)
r dθdr

на множестве функций w(r, θ) из пространства Соболева W 2
2 в круге радиуса R, удовлет-

воряющих ограничениям
w(rk, θk) = δk, k = 1, 2, . . . , n. (1)

В задачах теории пластин произвольного очертания с контактными граничными услови-
ями — ограничениями более общего вида, в том числе с условиями одностороннего контакта
в терминах вариационных неравенств, доказаны теоремы существования и единственности
решений [11], которые естественным образом распространяются на рассматриваемый случай.
Очень важно отметить, что постановка задачи с точечными ограничениями в рамках уравне-
ний пространственной теории упругости, например, для пластины как кругового диска малой
толщины, математически некорректна. В этом случае функции, описывающие поле перемеще-
ний, принадлежат пространству обобщенных функций W 1

2 , для которых значения в точках,
вообще говоря, не определены. Таким образом, строго говоря, невозможно выполнить расчёты
напряжённо-деформированного состояния пространственных элементов конструкций при на-
личии точечных опор с помощью метода конечных элементов. Для корректности постановки
требуется учитывать площадь поперечного сечения опорных стержней (свай).

При наличии дискретных ограничений (1) в точках контакта на пластину действуют со-
средоточенные силы q1, q2, . . . , qn. Если эти силы уже определены, то вариационная задача
преобразуется в задачу безусловной минимизации лагранжиана

L(w) = J(w)−
n∑
k=1

qkw(rk, θk),

решение которой неединственно — оно определяется с точностью до перемещения пластины
(параллельного переноса и поворота) как абсолютно жёсткого целого

wabs(r, θ) = ar cos θ + br sin θ + c

с произвольными коэффициентами a, b и c.
Подставляя выражения для моментов и кривизн в L(w) после вычисления и приравнивая

к нулю вариации функционала, получим уравнение Софи Жермен, учитывающее систему
сосредоточенных сил:

D∆2w = q +

n∑
k=1

qkδ(r − rk)δ(θ − θk), (2)

где δ(r) и δ(θ) — дельта–функции Дирака, и граничные условия свободного края при r = R:

Mr = 0, Qr −
1

r

∂Mrθ

∂θ
= 0,

которые в терминах прогиба принимают следующий вид:

∂2w

∂r2
+ ν

(
1

r

∂w

∂r
+

1

r2
∂2w

∂θ2

)
= 0,

∂∆w

∂r
+ (1− ν)

(
1

r2
∂3w

∂r∂θ2
− 1

r3
∂2w

∂θ2

)
= 0. (3)
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Если требуется учесть мембранные усилия в плоскости пластины, возникающие за счёт
отклонения опорных стержней от вертикального положения, то к функционалу упругой энер-
гии необходимо добавить квадратичное слагаемое, которое зависит от первых производных
радиального и окружного перемещений точек срединной плоскости и характеризует потен-
циальную энергию плоского напряжённого состояния. Это приводит к вариационной задаче
с тремя варьируемыми функциями. Однако такая задача выходит за рамки данной статьи.

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Численное решение строится на основе разностной схемы, аппроксимирующей уравне-
ние (2) и граничные условия (3) со вторым порядком точности. Вводится равномерная поляр-
ная сетка, согласованная с ограничивающей пластину окружностью, с двумя законтурными
узлами, которые необходимы для корректной аппроксимации граничных условий:

ρj = (j − 1/2)hr, ϑl = lhθ, 1 6 j 6 nr + 2, 1 6 l 6 nθ,

с шагами hr = R/nr и hθ = 2π/nθ. Оператор Лапласа во внутренних узлах сетки аппроксими-
руется разностным отношением

j(wj+1,l − wj,l)− (j − 1)(wj,l − wj−1,l)

ρjhr
+
wj,l+1 − 2wj,l + wj,l−1

ρ2jh
2
θ

.

При реализации вычислительного алгоритма существенно используются дискретное преобра-
зование Фурье и соответствующее обратное преобразование:

wj,l =

nθ∑
s=1

Wj,s e
−islhθ , Wj,s =

1

nθ

nθ∑
l=1

wj,l e
islhθ (i — мнимая единица). (4)

В терминах коэффициентов дискретного преобразования Wj,s разностный аналог опера-
тора Лапласа приводится к виду:

nθ∑
l=1

∆
(1)
j,s e

−islhθ , ∆
(1)
j,s =

j(Wj+1,s −Wj,s)− (j − 1)(Wj,s −Wj−1,s)

ρjhr
+ λs

Wj,s

ρ2j
.

Здесь λs — собственные значения оператора разностного дифференцирования второго поряд-
ка:

λs = − 4

h2θ
sin2

(
shθ
2

)
.

Коэффициенты дискретного преобразования Фурье для бигармонического оператора вы-
ражаются через коэффициенты оператора Лапласа

∆
(1)
j,s = aj,sWj+1,s + cj,sWj,s + bj,sWj−1,s

по следующим формулам:

∆
(2)
j,s = aj,saj+1,sWj+2,s + aj,s

(
cj,s + cj+1,s

)
Wj+1,s +

(
aj,sbj+1,s + c2j,s + bj,saj−1,s

)
Wj,s

+ bj,s
(
cj,s + cj−1,s

)
Wj−1,s + bj,sbj−1,sWj−2,s.

С помощью этих формул разностная схема приводится к серии из nθ не связанных меж-
ду собой систем линейных алгебраических уравнений для коэффициентов Фурье с пятидиа-
гональными матрицами размерности (nr + 2) × (nr + 2) и со столбцами свободных членов,
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составленными из коэффициентов обратного преобразования правой части (2). Последние два
уравнения в системах аппроксимируют граничные условия (3):

∆
(1)
nr+1,s −∆

(1)
nr,s

hr
+ (1− ν)λs

(
Wnr+1,s −Wnr,s

R2hr
− Wnr+1,s +Wnr,s

2R3

)
= 0,

Ωnr+1,s + Ωnr,s = 0,

(5)

где для краткости введено обозначение

Ωj,s =
Wj+1,s − 2Wj,s +Wj−1,s

h2r
+ ν

(
Wj+1,s −Wj−1,s

2ρjhr
+ λs

Wj,s

ρ2j

)
.

Система уравнений, соответствующая s = nθ, оказывается вырожденной, так как λnθ = 0.
Это следствие неединственности решения задачи изгиба, когда граничные условия на всём
контуре пластины формулируются в терминах самоуравновешенных изгибающих моментов
и перерезывающих усилий. Для исключения произвола вместо (5) в этой системе ставятся
граничные условия

∆
(1)
nr+1,nθ

+ ∆(1)
nr,nθ

= 0 и Wnr+1,nθ +Wnr,nθ = 0.

Используемая здесь аппроксимация граничных условий обеспечивает второй порядок точ-
ности схемы на гладких решениях, но при этом в последних строках матриц для s < m по-
является «лишний» элемент, нарушающий пятидиагональную структуру. Тем не менее метод
пятиточечной прогонки, с помощью которого решаются полученные системы, легко приспо-
собить к этой ситуации за счёт эквивалентных преобразований со строками. По окончании
решения систем сеточные значения прогиба пластины вычисляются по формулам (4).

В рассматриваемой общей задаче с n опорами описанный алгоритм применяется n−2 раза.
Таким образом строится фундаментальная система решений, линейная комбинация которых
даёт искомое решение.

Сначала из n опор выбираются три базовые опоры, образующие треугольник. Такой вы-
бор, вообще говоря, неоднозначен. Эти три опоры не должны лежать на одной прямой и по
возможности должны располагаться на максимальном расстоянии друг от друга. Затем все
опоры заменяются соответствующими их действию на пластину сосредоточенными силами
q1, q2, . . . , qn. При построении частных решений w0(r, θ), w1(r, θ), . . . , wn−3(r, θ), образующих
фундаментальную систему, величины qk выбираются построчно по таблице, которая состав-
лена так, чтобы обеспечить линейную независимость строк.

Т а б л и ц а

Сосредоточенные силы для частных решений

q1, q2, q3, 0, 0, 0, 0, . . . 0, 0
q1, q2, q3, q0, 0, 0, 0, . . . 0, 0
q1, q2, q3, 0, q0, 0, 0, . . . 0, 0
q1, q2, q3, 0, 0, q0, 0, . . . 0, 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
q1, q2, q3, 0, 0, 0, 0, . . . q0, 0
q1, q2, q3, 0, 0, 0, 0, . . . 0, q0

В этой таблице первые три столбца относятся к базовым опорам, а столбцы, начиная
с четвёртого, к оставшимся (n− 3)-м. Величины q1, q2 и q3 для каждого частного решения по
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строкам таблицы определяются из системы уравнений равновесия сил и моментов сил отно-
сительно декартовых координатных осей в плоскости пластины:

n∑
k=1

qk =

R∫
0

2π∫
0

q(r, θ)r dθdr,

n∑
k=1

qkrk cos θk =

R∫
0

2π∫
0

q(r, θ) cos θ r2 dθdr,

n∑
k=1

qkrk sin θk =

R∫
0

2π∫
0

q(r, θ) cos θ r2 dθdr.

(6)

Величина q0 6= 0 при реализации алгоритма задаётся. Она может быть взята произволь-
ной, однако, во избежание потери точности арифметических операций при счёте, её значение
по порядку величин должно соответствовать максимальному по модулю значению действую-
щей нагрузки q(r, θ), умноженному на площадь пластины.

В технической механике имеется прямой метод решения систем типа (6), исходя из урав-
нений равновесия для моментов сил. При таком способе оси, относительно которых записы-
ваются уравнения равновесия моментов, выбираются так, чтобы они проходили попеременно
через точки контакта пластины с двумя из трёх базовых опор. В результате система уравнений
равновесия преобразуется к трём независимым уравнениям для q1, q2 и q3, соответственно.

Искомое решение задачи с n опорами принимает вид

w = wabs(r, θ) +
n−3∑
k=0

µkwk(r, θ).

Неопределённые множители µk, в том числе входящие в wabs коэффициенты a, b и c, находятся
как решение системы линейных алгебраических уравнений

n−3∑
k=1

µk = 1, ari cos θi + bri sin θi + c+
n−3∑
k=0

µkwk(ri, θi) = δi, i = 1, 2, . . . , n. (7)

Эта система включает в себя n+ 1 уравнение и n+ 1 неизвестную величину. Первое уравнение
в (7) гарантирует выполнение разностного аналога уравнения (2) с требуемой правой частью,
а остальные уравнения служат для удовлетворения контактным граничным условиям. Явля-
ется ли система (7) невырожденной, легко проверяется апостериорно с помощью процедуры
вычисления определителя матрицы. Теоретическое обоснование этого вопроса оставим пока
открытым.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МЕТОДИЧЕСКИХ РАСЧЁТОВ

Численные расчёты задач на основе разработанного алгоритма проводились с помощью
авторской программы, составленной на алгоритмическом языке Python с применением биб-
лиотечных процедур для решения систем линейных алгебраических уравнений и вычисления
быстрого преобразования Фурье. Следует отметить высокую эффективность алгоритма – для
расчёта задачи с 10-ю опорами на сетке из 120× 720 узлов требуется менее двух секунд про-
цессорного времени.

Для иллюстрации работоспособности алгоритма и программы на рис. 1 приведены поля
линий уровня прогиба пластины диаметром 25 м на опорах (число опор варьируется) под дей-
ствием давления q = 27.5 кПа. Опоры находятся на одном уровне и расположены равномерно
вдоль окружности радиуса R1 = 10 м. Материал — бетон класса B25. Параметры упругости
материала: модуль Юнга E = 30 ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.2.
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Рис. 1. Поля линий уровня прогиба пластины (w, мм) диаметром 25 м с четырьмя
опорами (a) и шестью опорами (b) по внешнему периметру (R1 = 10 м)

На рис. 2 представлены результаты расчётов аналогичной задачи при равномерном рас-
положении опор под пластиной вдоль двух окружностей с радиусами R1 = 10 м и R2 = 5 м.
Число опор по внутреннему периметру равно 4, число опор по внешнему периметру — 8 и 10,
соответственно. Расчёты показывают, что при увеличении числа внешних опор прогиб пласти-
ны в центре возрастает, а по краям — уменьшается.

Рис. 2. Поля линий уровня прогиба пластины (w, мм) с четырьмя опорами по внутреннему
периметру (радиус их расположения — 5 м) и различным числом опор:

(a) восемь и (b) десять – по внешнему периметру (радиус их расположения — 10 м)

На рис. 3 число опор по внутреннему периметру равно пяти, по внешнему периметру —
десяти, а радиус их расположения варьируется: R1 = 10 м и R1 = 12 м. Судя по расчё-
там, удаление внешних опор от центра приводит к провисанию пластины между внутренним
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и внешним периметрами.

Рис. 3. Поля линий уровня прогиба пластины (w, мм) с десятью опорами по внешнему
периметру и пятью опорами по внутреннему периметру;

R1 = 10 м (a) и R1 = 12 м (b); R2 = 5 м

Результаты на рис. 4 получены при разных значениях внутреннего радиуса: R2 = 4 м
и R2 = 6 м. По внешнему периметру расположено 8 опор, по внутреннему — 4 опоры. Срав-
нение показывает, что если опоры перемещаются дальше от центра, то пластина в центре
прогибается вниз.

Рис. 4. Поля линий уровня прогиба пластины (w, мм) с восемью опорами по внешнему
периметру (R1 = 10 м) и четырьмя опорами по внутреннему периметру;

R2 = 4 м (a) и R2 = 6 м (b)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанный алгоритм обладает исключительно высокой эффективностью, поэтому его
можно использовать в качестве базового алгоритма при решении итерационными методами
прикладных задач изгиба армированных круговых плит, плит переменной толщины и оболо-
чечных конструкций (куполов). Используемая в процессе его построения методика решения
задач изгиба на основе разложения функции прогиба по собственным функциям одномерного
разностного оператора второй производной допускает обобщение на задачи изгиба пластин
прямоугольного очертания, а также на задачи статической теории упругости плоского напря-
жённого и плоского деформированного состояний для бигармонического уравнения, записан-
ного относительно функции напряжений Эри.
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Abstract. To calculate the deflection of a circular plate supported at a finite number of points
under the action of a distributed external load, a direct computational algorithm is proposed
based on the repeated application of the fast Fourier transform and the five-point sweep
method. Taking into account the constraints on the deflection in an arbitrary system of points,
a fundamental system of solutions is constructed, with the help of which the problem of contact
of the plate with pliable supports is solved. The results of methodological computations,
demonstrating the high efficiency of the algorithm, are presented.
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