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ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматриваются системы уравнений, полученные А.Ф. Сидоровым для уравне-
ний нестационарной пространственной естественной конвекции несжимаемой вязкой жидкости
в приближении Буссинеска [1]

∂u

∂t
+ (u∇)u = −∇

(
p

ρ

)
+ ν∆u− βqT, ∂T

∂t
+ (u∇)T = κ∆T, divu = 0. (1)

Здесь u(x1, x2, x3, t) = (u1, u2, u3) — вектор скорости, p(x1, x2, x3, t) — давление, ρ = const —
плотность, T (x1, x2, x3, t) — температура, ν — коэффициент кинематической вязкости, κ —
коэффициент теплопроводности, q = (0, 0, q) — ускорение силы тяжести, β — коэффициент
теплового расширения жидкости

В работе [2] рассмотрены решения системы (1) с линейными относительно одной или
двух пространственных переменных компонентами вектора скорости. Отметим, что в 80-ые
годы А.Ф.Сидоров рассматривал такие решения для ряда моделей сплошной среды (см. [3],
стр. 168–204.). Несколько ранее решения такого типа рассматривались в работах [4, 5]. В после-
дующие годы решения с линейной зависимостью поля скоростей от части пространственных
координат рассматривались неоднократно для различных моделей сжимаемой и несжимае-
мой сплошной среды многими исследователями. Были получены соответствующие системы
уравнений, найдены и изучены некоторые классы точных решений рассматривавшихся мате-
матических моделей с линейными относительно одной или двух пространственных переменных
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компонентами вектора скорости (см., например, [6]). В ряде работ рассматривался случай ли-
нейной зависимости от двух пространственных переменных. Для этого случая в работе [7]
выведено много новых точных решений двумерных и трёхмерных нестационарных уравнений
Навье — Стокса, изучены вопросы нелинейной устойчивости решений, в работе [8] осуществля-
ется точное интегрирование уравнений термодиффузии, в работе [9] построены классы точных
решений уравнений Обербека — Буссинеска с учётом диссипативной функции Рэлея. Весьма
продуктивно рассмотрение решений с линейной зависимостью от части переменных для моде-
ли термокапиллярной и термоконцентрационной конвекции (см., например, [10–12]).

Интерес исследователей к поиску точных решений мотивирован как важностью демон-
страции и исследования любых новых примеров таких решений для изучаемых математи-
ческих моделей сплошной среды, так и потенциально возможным применением конкретных
точных решений при численном моделировании процессов в сплошной среде, например, в ка-
честве элемента математической модели или в качестве теста. Существует довольно много
подходов к поиску точных решений. Мощным методом поиска является теоретико-групповой
подход [13]. Также распространён подход, когда точные решения разыскиваются с использова-
нием того или иного анзаца. При этом решения находятся или в замкнутой форме (см., напри-
мер, автомодельные решения в [14]), или путём сведения тем или иным образом (в частности,
иногда после введения новых неизвестных и преобразования определяющих уравнений) исход-
ной задачи к более простым математическим задачам [15]. Плодотворны метод дифференци-
альных связей [16] и поиск решений после предположения о виде течения (этот метод можно
считать обобщением предыдущего) и получения решения (иногда после анализа совместности
получающихся переопределённых систем уравнений) в замкнутой форме или в виде решения,
выписанного с помощью функций, удовлетворяющих некоторой системе ОДУ.

А.Ф.Сидоров (см. [2]) для случая естественной конвекции несжимаемой жидкости в при-
ближении Буссинеска сделал предположение о виде течения — линейность поля скоростей
по части пространственных координат, но ограничился в той работе, в основном, получением
описывающих их систем уравнений в частных производных. В данной работе для исследо-
вания полученных в [2] систем и поиска точных решений уравнений Обербека — Буссинеска
используется метод редукции систем уравнений в частных производных (систем УЧП) к си-
стемам обыкновенных дифференциальных уравнений (системам ОДУ), развиваемый автора-
ми (см., например, [17], где, в частности, подробно описаны его общие подходы). Показано
как с помощью развиваемого авторами метода можно редуцировать полученные в [2] системы
УЧП к системам ОДУ.

Для удобства дальнейшего изложения вместо u(x1, x2, x3, t) = (u1, u2, u3) в системе (1)
введём обозначение U(x, y, z, t) = (u, v, w) для вектора скорости.

1. ЛИНЕЙНОСТЬ ПО ОДНОЙ КООРДИНАТЕ

В этом случае А.Ф.Сидоров предполагал, что u = u(x, y, t), v = v(x, y, t), w = l(x, y, t)z +
r(x, y, t), T = f(x, y, t)z + g(x, y, t), p = h11(t)z

2 + h1(t)z + h(x, y, t), ρ = const. Тогда систе-
ма (1) сводится к системе семи дифференциальных уравнений в частных производных для
семи неизвестных функций u, v, l, r, f , g, h с произвольными функциями h11, h1 (см. [2])

L1 = ρ[ut + uux + vuy − ν(uxx + uyy)] = −hx,
L2 = ρ[vt + uvx + vvy − ν(vxx + vyy)] = −hy,

L3 = ρ[rt + urx + vry − ν(rxx + ryy)] = −h1 − ρβqg − ρlr,
L4 = ρ[lt + ulx + vly − ν(lxx + lyy)] = −2h11 − ρβqf − ρl2,

L5 = gt + ugx + vgy + rf − κ(gxx + gyy) = 0,

L6 = ft + ufx + vfy + lf − κ(fxx + fyy) = 0,

ux + vy + l = 0.

(2)
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Легко видеть, что

(L3)x = −(ρβqg + ρlr)x, (L3)y = −(ρβqg + ρlr)y,

(L4)x = −(ρβqf + ρl2)x, (L4)y = −(ρβqf + ρl2)y,

(L3)t = −(ρβqg + ρlr + h1)t, (L4)t = −(ρβqf + ρl2 + 2h11)t.

Здесь символ за круглыми скобками обозначает независимую переменную, по которой вычис-
ляется производная от выражения, стоящего в скобке.

1.1. Безвихревое течение

Изучим возможность существования безвихревого течения в рассматриваемом случае.
Если течение безвихревое, то (см., например, [18], Глава II. Теория физического поля, пункт 2.
Потенциальное векторное поле) существует функция Q(x, y, z, t) такая, что

u(x, y, t) = Qx, v(x, y, t) = Qy, w = l(x, y, t)z + r(x, y, t) = Qz.

Отсюда потенциал Q = 0.5l(x, y, t)z2 + r(x, y, t)z+k(x, y, t). Но тогда u(x, y, t) = Qx, v(x, y, t) =
Qy, если

l = l(t), r = r(t), f = f(t), g = g(t),

u(x, y, t) = kx(x, y, t), v(x, y, t) = ky(x, y, t),

w = l(t)z + r(t), T = f(t)z + g(t), p = h11(t)z
2 + h1(t)z + h(x, y, t).

При этом (см. систему (2)) получаем соотношения для шести неизвестных функций k =
k(x, y, t), f = f(t), l = l(t), r = r(t), g = g(t), h = h(x, y, t) с произвольными функциями
h11(t), h1(t), µ(t)

kxx + kyy + l(t) = 0, h(x, y, t) = µ(t)− ρ[kt + 0.5(k2x + k2y)− ν(kxx + kyy)], (3)

ρlt = −2h11 − ρβqf − ρl2, ft = −lf, (4)

ρrt = −h1 − ρβqg − ρlr, gt = −rf. (5)

Отметим, что в ней уравнения (4)–(5) образуют систему четырёх ОДУ для четырёх неиз-
вестных функций, не включающую функции k = k(x, y, t) и h = h(x, y, t). В этой систе-
ме, в свою очередь, уравнения (4) образуют систему ОДУ для определения f = f(t) и
l = l(t). Если найдены f = f(t) и l = l(t), то из (5) можно найти r = r(t) и g = g(t).
Заметим также, что первое уравнение в (3) после введения новой неизвестной функции
K(x, y, t) = k(x, y, t) + 0.25(x2 + y2)l(t) сводится к уравнению Лапласа ∆K = 0 для двух неза-
висимых переменных, а второе уравнение — после нахождения K(x, y, t), l(t) и, следовательно,
k(x, y, t) даёт выражение для h = h(x, y, t).

1.1.1. Частное решение.
Выпишем частное решение системы (2) для потенциального течения (3)–(5) в предполо-

жении, что h1 = −ρβqg, h11 = −0.5ρβqf . Тогда

l(t) = 1/(t+ t0), r(t) = r0/(t+ t0), r0 = const, t0 = const,

f(t) = f0/(t+ t0), g(t) = g0 + r0f0/(t+ t0), f0 = const, g0 = const .

Положим k(x, y, t) = −l(t)m(x, y), тогда mxx + myy = 1. Получили уравнение Пуассона.
Для решения уравнения Пуассона применяются разные подходы (см., например, [19]). Рас-
смотрим следующий подход. Пусть m = m(ψ), ψ = ψ(x, y). Вычислив производные сложной
функции m = m(ψ(x, y)) и, подставив эти выражения в уравнение mxx +myy = 1, получаем

m′′a+m′b = 1, (6)
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где a = ψ2
x + ψ2

y , b = ψxx + ψyy. Здесь и далее штрих обозначает дифференцирование по ψ.
Уравнение (6) сведётся к ОДУ, если найдутся такие функции a = a(ψ), b = b(ψ), при которых
система двух уравнений

a(ψ) = ψ2
x + ψ2

y , b(ψ) = ψxx + ψyy (7)

с тремя неизвестными функциями ψ(x, y), a = a(ψ), b = b(ψ) совместна. Ограничимся случаем
a(ψ) 6= 0. Продифференцировав первое уравнение системы (7) по x и по y, получим a′ψx =
2ψxψxx + 2ψyψxy и, соответственно, a′ψy = 2ψxψxy + 2ψyψyy. С учётом второго уравнения
системы (7) находим

ψxx =
a′(ψ2

x − ψ2
y) + 2ψ2

yb

2a
, ψxy =

ψxψy(a′ − b)
a

, ψyy =
a′(ψ2

y − ψ2
x) + 2ψ2

xb

2a
. (8)

Выбираем a(ψ) = ψ2
x + ψ2

y в качестве базового уравнения системы (7). Напомним, что ис-
пользуемые методы редукции УЧП или системы УЧП к ОДУ или системе ОДУ опираются
на построение характеристик некоего базового уравнения в частных производных первого по-
рядка, которое определённым образом связано с рассматриваемой системой УЧП или УЧП
(см. [17]). В данном случае оно входит в систему уравнений (7). Выписываем для базово-
го уравнения систему уравнений характеристик (см. [20] Chapter II. General theory of partial
differential equations of the first order. Section 7. General differential equation with n independent
variables.)

dx

ds
= 2ψx,

dy

ds
= 2ψy,

dψ

ds
= 2a,

dψx

ds
= a′ψx,

dψy

ds
= a′ψy.

Выбирая ψ в качестве независимой переменной, изменяющейся вдоль характеристики, полу-
чаем

dx

dψ
=
ψx

a
,

dy

dψ
=
ψy

a
,

dψx

dψ
=
a′

2a
ψx,

dψy

dψ
=
a′

2a
ψy. (9)

Дополним систему уравнений характеристик (9) уравнениями, описывающими изменение вто-
рых производных вдоль характеристик

dψxx

dψ
= −ψxx

(
ψx

a

)
x

− ψxy

(
ψy

a

)
x

+

(
a′

2a
ψx

)
x

,

dψxy

dψ
= −ψxx

(
ψx

a

)
y

− ψxy

(
ψy

a

)
y

+

(
a′

2a
ψx

)
y

,

dψyy

dψ
= −ψxy

(
ψx

a

)
y

− ψyy

(
ψy

a

)
y

+

(
a′

2a
ψy

)
y

.

Получили базовую систему уравнений характеристик (см. [17]). Здесь нижние индексы за
скобками обозначают независимые переменные, по которым вычисляются производные от вы-
ражений в скобках. Добавляем соотношение, которое должно быть первым интегралом рас-
ширенной системы уравнений характеристик

b′ =
dψxx

dψ
+
dψyy

dψ
= −ψxx

(
ψx

a

)
x

−ψxy

(
ψy

a

)
x

+

(
a′

2a
ψx

)
x

−ψxy

(
ψx

a

)
y

−ψyy

(
ψy

a

)
y

+

(
a′

2a
ψy

)
y

= −
ψ2
xx + 2ψ2

xy + ψ2
yy

a
+
a′

a2
(ψ2

xψxx + 2ψxψyψxy + ψ2
yψyy) +

(
a′

2a

)′
(ψ2

x + ψ2
y) +

a′

2a
(ψxx + ψyy).

Откуда, учитывая (7) и (8), получаем достаточное условие сведения уравнения (6) к ОДУ

b′ = b
3a′

2a
− 1

a
b2 +

a′′

2
− (a′)2

2a
. (10)
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Рассмотрим случай a = const. Тогда b = a/ψ, m′′a + (a/ψ)m′ = 1, m′ = c1/ψ + 0.5ψ/a, m =
c1 lnψ + 0.25ψ2/a+ a0, a0 = const. Изучим некоторые возможности.

(а) Если ψ = a
√
x2 + y2, то

ψx =
ax√
x2 + y2

, ψy =
ay√
x2 + y2

, ψxx =
ay2

(x2 + y2)3/2
,

ψyy =
ax2

(x2 + y2)3/2
, откуда b =

a

ψ
.

В этом случае

k(x, y, t) = −l(t)m(x, y) = −l(t)[c1 ln a
√
x2 + y2 + 0.25(x2 + y2) + a0].

(б) Если (см. (9)) ψx = c0 = const, ψy =
√
a− c20, то ψ = c0x + y

√
a− c20 + c3. Но если

ψ = c0x+ y
√
a− c20 + c3, то ψxx = 0, ψyy = 0, b = 0,

m′′ =
1

a
, m =

1

a
(0.5ψ2 + c4ψ + c5), cj = const, j = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Тогда

k = −l(t)m(x, y) = −l(t)[(1/a)[0.5(c0x+ y
√
a− c20 + c3)

2 + c4(c0x+ y
√
a− c20 + c3) + c5].

И для (а), и для (б) имеем частное решение вида

u = −mx/(t+ t0), v = −my/(t+ t0), w = (z + r0)/(t+ t0), T = g0 + f0(z + r0)/(t+ t0),

p = − ρβqf0z
2

2(t+ t0)
− ρβq

[
g0 +

r0f0
t+ t0

]
z + µ(t)− ρ

[
m

(t+ t0)2
+
m2

x +m2
y

2(t+ t0)2
+

ν

t+ t0

]
.

1.2. О сведении системы (2) к системе ОДУ

А.Ф.Сидоров в [2] для случая линейности по одной координате получил, в частности,
систему шести ОДУ с независимой переменой x для шести неизвестных функций, описываю-
щую при h1 = const, h11 = const плоскопараллельные стационарные течения. Найдём другую
редукцию системы (2) к системе ОДУ.

Систему (2) можно рассматривать как недоопределенную систему (в смысле [16], стр. 22.)
семи уравнений для девяти неизвестных функций u(x, y, t), v(x, y, t), l(x, y, t), r(x, y, t),
f(x, y, t), g(x, y, t), h(x, y, t), h11(t), h1(t). Для редукции к системе ОДУ обратимся к следствию
этой системы, продифференцировав по x третье и четвёртое уравнения системы, содержащие
в качестве слагаемых функции от переменной t. Получим определённую ([16], стр.22) систему
семи УЧП для семи неизвестных функций

ρ[ut + uux + vuy − ν(uxx + uyy)] = −hx,
ρ[vt + uvx + vvy − ν(vxx + vyy)] = −hy,

rtx + uxrx + urxx + vryx + vxry − ν(rxxx + ryyx) = −βqgx − (lxr + lrx),

ltx + ulxx + uxlx + vlyx + vxly − ν(lxxx + lyyx) = −βqfx − 2llx,

gt + ugx + vgy + rf − κ(gxx + gyy) = 0,

ft + ufx + vfy + lf − κ(fxx + fyy) = 0,

ux + vy + l = 0.

(11)
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Пусть в системе (11) u = u(ψ), v = v(ψ), r = r(ψ), l = l(ψ), h = h(ψ), g = g(ψ), f = f(ψ).
Отметим, что уравнение ψ(x, y, t) = const задаёт при t = const линию уровня перечисленных
функций. Вычислив производные сложных функций и подставив в (11), получим равенства [3]

ρ
{

[u′(ψt + uψx + vψy − ν(ψxx + ψyy)]− νu′′(ψ2
x + ψ2

y)
}

= −h′ψx,

ρ
{

[v′(ψt + uψx + vψy − ν(ψxx + ψyy)]− νv′′(ψ2
x + ψ2

y)
}

= −h′ψy,

r′[ψtx + u′ψ2
x + uψxx + vψyx + v′ψxψy − ν(ψxxx + ψyyx)]

+ r′′[ψxψt + uψ2
x + vψxψy − ν(3ψxψxx + 2ψyψyx + ψxψyy)]

− νr′′′(ψ3
x + ψ2

yψx) = −βqg′ψx − (l′r + lr′)ψx, (12)

l′[ψtx + u′ψ2
x + uψxx + vψyx + v′ψxψy − ν(ψxxx + ψyyx)]

+ l′′[ψxψt +uψ2
x + vψxψy − ν(3ψxψxx + 2ψyψyx +ψxψyy)]− νl′′′(ψ3

x +ψ2
yψx) = −βqf ′ψx− 2l′lψx,

g′[ψt + uψx + vψy − κ(ψxx + ψyy)]− κg′′(ψ2
x + ψ2

y) = −rf,
f ′[ψt + uψx + vψy − κ(ψxx + ψyy)]− κf ′′(ψ2

x + ψ2
y) = −lf,

u′ψx + v′ψy = −l.

Равенства (12) сведутся к системе ОДУ, если все производные от функции ψ(x, y, t) в них яв-
ляются дифференциальными следствиями некоторого базового [17] соотношения ψ = a(ψ)(t+
αx+ µy).

Утверждение 1. Пусть ψ = a(ψ)(t + αx + µy), где α = const, µ = const, a(ψ) 6= ηψ,
η = const, α 6= 0, µ 6= 0. Тогда равенства (12) сводятся к системе ОДУ.

Доказательство. Так как t+ αx+ µy = ψ/a(ψ), то

ψt = a/[1− a′(t+ αx+ µy)] = a2/(a− ψa′) = k(ψ).

Выбираем полученное уравнение ψt = k(ψ) в качестве базового.
Аналогично вычисляя другие производные от ψ, получаем

ψx = aα/[1− a′(t+ αx+ µy)] = αa2/(a− ψa′) = k(ψ)α, ψy = k(ψ)µ,

ψxx = k(ψ)k′(ψ)α2, ψyy = k(ψ)k′(ψ)µ2, ψxy = k(ψ)k′(ψ)αµ, ψtx = k(ψ)k′(ψ)α,

ψxxx = α3k(ψ)[(k′(ψ))2 + k(ψ)k′′(ψ)], ψyyx = αµ2k(ψ)[(k′(ψ))2 + k(ψ)k′′(ψ)].

Таким образом, все производные от функции ψ(x, y, t) из равенства (12) выражаются через
функцию k(ψ) и её производные по ψ: k′, k′′. Получаем недоопределенную (см. [16, стр. 22])
систему семи ОДУ для восьми функций

ρ
{
u′[(1 + uα+ vµ)− νk′(α2 + µ2)]− νu′′k(α2 + µ2)

}
= −h′α,

ρ
{
v′[(1 + uα+ vµ)− νk′(α2 + µ2)]− νv′′k(α2 + µ2)

}
= −h′µ,

r′[k′ + u′kα+ uk′α+ vk′µ+ v′kµ− να(α2 + µ2)(k′2 + kk′′)]

+ r′′k[1 + uα+ vµ− 3νk′(α2 + µ2)]− νr′′′k2(α2 + µ2) = [−βqg′ − (l′r + lr′)],

l′[k′ + u′kα+ uk′α+ vk′µ+ v′kµ− να(α2 + µ2)(k′2 + kk′′)]
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+ l′′k[1 + uα+ vµ− 3νk′(α2 + µ2)]− νl′′′k2(α2 + µ2) = −βqf ′ − 2l′l, (13)

g′k[1 + uα+ vµ− κk′(α2 + µ2)]− κg′′k2(α2 + µ2) = −rf,
f ′k[1 + uα+ vµ− κk′(α2 + µ2)]− κf ′′k2(α2 + µ2) = −lf,

k(u′α+ v′µ) = −l.

�

1.2.1. Частное решение системы (13).
Выпишем частное решение системы (13), положив k(ψ) = l(ψ) 6= 0, r = 0, g = g0 = const.

Система (13) в этом случае сведётся к виду

ρ
{
u′[(1 + uα+ vµ)− νl′(α2 + µ2)]− νu′′l(α2 + µ2)

}
= −h′α,

ρ
{
v′[(1 + uα+ vµ)− νl′(α2 + µ2)]− νv′′l(α2 + µ2)

}
= −h′µ,

l′[l′ + u′lα+ ul′α+ vl′µ+ v′lµ− να(α2 + µ2)(l′2 + ll′′)]

+ l′′l[1 + uα+ vµ− 3νl′(α2 + µ2)]− νl′′′l2(α2 + µ2) = −βqf ′ − 2l′l, (14)

f ′[1 + uα+ vµ− κl′(α2 + µ2)]− κf ′′l(α2 + µ2) = −f,
u′α+ v′µ = −1.

Из последнего уравнения системы (14) следует, что uα+vµ = −ψ+ψ0, ψ0 = const, u′′α+v′′µ = 0.
Умножив первое уравнение (14) на α, а второе на µ и сложив их, получим

ρ

α2 + µ2
[(1− ψ + ψ0)− νl′(α2 + µ2)] = h′,

h = h0 +
ρ

α2 + µ2
(ψ − 0.5ψ2 + ψ0ψ)− νρl,

h0 = const .

Третье и четвёртое уравнения примут вид

l′[l′ + l + l′(−ψ + ψ0)− να(α2 + µ2)(l′2 + ll′′)]

+ l′′l[1 + (−ψ + ψ0)− 3νl′(α2 + µ2)]− νl′′′l2(α2 + µ2) = −βqf ′, (15)

f ′[1 + (−ψ + ψ0)]− κ(f ′l)′(α2 + µ2) = −f.

Таким образом, приходим (см. (14), (15)) к частному решению системы (13)

l = ψ +B, B = −βqc0 − 1− ψ0 + ν(α2 + µ2), f = c0[ψ − 1− ψ0 + κ(α2 + µ2)],

u = u0 −
α

α2 + µ2
ψ, v = −ψ + ψ0

µ
− α

µ

(
u0 −

α

α2 + µ2
ψ

)
, u0 = const,

ψ = exp (t+ αx+ µy)−B, c0 = const, c0 = const,

h = h0 +
ρ

α2 + µ2
(ψ − 0.5ψ2 + ψ0ψ)− νρl, h0 = const .
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После подстановки этого частного решения в (2) получаем, что

u = u0 −
α

α2 + µ2
ψ, v = v0 −

µ

α2 + µ2
ψ, w = (ψ +B)z,

T = c0z[ψ − 1− ψ0 + κ(α2 + µ2)] + g0,

p = h11z
2 + h1z + h(ψ),

h = h0 +
ρ

α2 + µ2
(ψ − 0.5ψ2 + ψ0ψ)− νρl, h0 = const,

ψ = exp (t+ αx+ µy)−B,
B = −βqc0 − 1− ψ0 + ν(α2 + µ2),

ρ = const, h1 = const, h11 = const, c0 = const, c0 = const,

u0 = const v0 =
αu0 − ψ0

µ
, ψ0 = const, µ 6= 0.

(16)

является решением системы (2).

1.3. Об одном классе решений уравнений Обербека — Буссинеска

Форма полученного в предыдущем пункте решения приводит к мысли рассмотреть для
системы (1) анзац следующего вида:

u = A0 exp (t+ αx+ µy) +A1, v = B0 exp (t+ αx+ µy) +B1,

w = z exp (t+ αx+ µy), T = C0z[exp (t+ αx+ µy) + C1] + C2,

p = k0[exp (t+ αx+ µy)]2 + k1 exp (t+ αx+ µy) + k2z
2 + k3z + k4(t),

ki = const, i = 0, 1, 2, 3, A0 = const, A1 = const,

B0 = const, B1 = const, Ci = const, i = 0, 1, 2.

Подставляем эти выражения в систему (1). Получаем

ρ{A0 exp (t+ αx+ µy) + [A0 exp (t+ αx+ µy) +A1]αA0 exp (t+ αx+ µy)

+ [B0 exp (t+ αx+ µy) +B1]µA0 exp (t+ αx+ µy)

− ν(α2 + µ2)A0 exp (t+ αx+ µy)} = −{αk0[exp (t+ αx+ µy)]2 + αk1 exp (t+ αx+ µy)},

ρ{B0 exp (t+ αx+ µy) + [A0 exp (t+ αx+ µy) +A1]αB0 exp (t+ αx+ µy)

+ [B0 exp (t+ αx+ µy) +B1]µB0 exp (t+ αx+ µy)

− ν(α2 + µ2)B0 exp (t+ αx+ µy)} = −{µk0[exp (t+ αx+ µy)]2 + µk1 exp (t+ αx+ µy)},

ρ{z exp (t+ αx+ µy) + [A0 exp (t+ αx+ µy) +A1]αz exp (t+ αx+ µy)

+ [B0 exp (t+ αx+ µy) +B1]µz exp (t+ αx+ µy) + z[exp (t+ αx+ µy)]2

− ν(α2 + µ2)z exp (t+ αx+ µy)} = −[2k2z + k3]− ρβq{C0z[exp (t+ αx+ µy) + C1] + C2}, (17)

C0z exp (t+ αx+ µy) + [A0 exp (t+ αx+ µy) +A1]αC0z exp (t+ αx+ µy)

+ [B0 exp (t+ αx+ µy) +B1]µC0z exp (t+ αx+ µy)

+ z exp (t+ αx+ µy)C0[exp (t+ αx+ µy) + C1]− κC0(α
2 + µ2)z exp (t+ αx+ µy) = 0,
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(A0α+B0µ+ 1) exp (t+ αx+ µy) = 0.

Из (17) следует

A0α+B0µ+ 1 = 0,

C0 +A1αC0 +B1µC0 + C0C1 − κC0(α
2 + µ2),

A0α+B0µ+ 1 = 0,

ρ[1 +A1α+B1µ− ν(α2 + µ2) + βqC0] = 0,

k3 = −ρβqC2, 2k2 + ρβqC0C1 = 0, k3 + ρβqC2 = 0,

ρ{A0 +A1αA0 +B1µA0 − ν(α2 + µ2)A0}+ αk1 = 0,

ρ{αA2
0 + µA0B0}+ αk0 = 0,

ρ{B0 +A1αB0 +B1µB0 − ν(α2 + µ2)B0}+ µk1 = 0,

ρ{A0αB0 + µB2
0}+ µk0 = 0.

Откуда

A0 = − α

α2 + µ2
, B0 = − µ

α2 + µ2
, k0 = − ρ

α2 + µ2
,

B1 = −1 +A1α− ν(α2 + µ2) + βqC0

µ
, C1 = (κ− ν)(α2 + µ2) + βqC0, C0 6= 0.

Далее k1 = −ρβqC0/(α
2 + µ2), k2 = −0.5ρβqC0[(κ− ν)(α2 + µ2) + βqC0].

В итоге находим класс решений уравнений Обербека — Буссинеска, в котором
(A1, α, µ, C0, C2) — произвольные постоянные, k4(t) — произвольная функция:

u = A1 −
α

α2 + µ2
exp (t+ αx+ µy),

v = −1 +A1α− ν(α2 + µ2) + βqC0

µ
− µ

α2 + µ2
exp (t+ αx+ µy),

w = z exp (t+ αx+ µy),

T = C0z[exp (t+ αx+ µy) + (κ− ν)(α2 + µ2) + βqC0] + C2,

(18)

p = − ρ

α2 + µ2
[exp (t+ αx+ µy)]2 − ρβqC0

α2 + µ2
exp (t+ αx+ µy)

− 0.5ρβqC0z
2[(κ− ν)(α2 + µ2) + βqC0]− ρβqC2z + k4(t).

Класс решений (18) несколько шире, чем решение (16).

2. ЛИНЕЙНОСТЬ ПО ДВУМ КООРДИНАТАМ

Для течений с линейностью по двум пространственным координатам А.Ф.Сидоров пола-
гал (см. [2]), что

u = g1(x, t), v = l2(x, t)y + f2(x, t)z + g2(x, t),

w = l3(x, t)y + f3(x, t)z + g3(x, t), T = l(x, t)y + f(x, t)z + g(x, t),

p = p33(t)z
2 + p23(t)zy + p22(t)y

2 + p3(t)z + p2(t)y + p0(x, t).
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Тогда система (1) сводится к системе одиннадцати уравнений для одиннадцати неизвестных
функций, где пять функций p33(t), p23(t), p22(t), p3(t), p2(t) остаются произвольными

∂lk
∂t

+ g1
∂lk
∂x

+ l2lk + l3fk + (1 + δ2k)
p2k
ρ
− ν ∂

2lk
∂x2

+ βqlδ3k = 0, (k = 2, 3),

∂fk
∂t

+ g1
∂fk
∂x

+ f2lk + f3fk + (1 + δ3k)
pk3
ρ
− ν ∂

2fk
∂x2

+ βqfδ3k = 0, (k = 2, 3),

∂gk
∂t

+ g1
∂gk
∂x

+ g2lk + g3fk +
pk
ρ
− ν ∂

2gk
∂x2

+ βqgδ3k = 0, k = (2, 3),

∂l

∂t
+ g1

∂l

∂x
+ ll2 + l3f − κ

∂2l

∂x2
= 0,

∂f

∂t
+ g1

∂f

∂x
+ lf2 + f3f − κ

∂2f

∂x2
= 0,

∂g

∂t
+ g1

∂g

∂x
+ lg2 + g3f − κ

∂2g

∂x2
= 0,

∂g1
∂t

+ g1
∂g1
∂x

+
1

ρ

∂p0
∂x
− ν ∂

2g1
∂x2

= 0,

∂g1
∂x

+ l2 + f3 = 0.

(19)

Здесь δ3k — символ Кронекера.

2.1. О сведении системы (19) к системе ОДУ

А.Ф.Сидоров в [2] для случая линейности по двум координатам получил, в частности, си-
стему одиннадцати ОДУ с независимой переменой x для одиннадцати неизвестных функций,
описывающую стационарные пространственные течения. Рассмотрим, применяя развиваемый
авторами метод [17], нестационарный случай. Продифференцировав по x первые три уравне-
ния системы (19), обратимся к следствию системы (19) не содержащему членов, зависящих
только от времени [4]

∂2lk
∂t∂x

+
∂g1
∂x

∂lk
∂x

+ g1
∂2lk
∂x2

+ l2
∂lk
∂x

+ lk
∂l2
∂x

+ l3
∂fk
∂x

+ fk
∂l3
∂x

− ν ∂
3lk
∂x3

+ βq
∂l

∂x
δ3k = 0, (k = 2, 3),

∂2fk
∂t∂x

+
∂g1
∂x

∂fk
∂x

+ g1
∂2fk
∂x2

+ f2
∂lk
∂x

+ lk
∂f2
∂x

+ f3
∂fk
∂x

+ fk
∂f3
∂x

− ν ∂
3fk
∂x3

+ βq
∂f

∂x
δ3k = 0, (k = 2, 3),

∂2gk
∂t∂x

+
∂g1
∂x

∂gk
∂x

+ g1
∂2gk
∂x2

+ g2
∂lk
∂x

+ lk
∂g2
∂x

+ g3
∂fk
∂x

+ fk
∂g3
∂x

− ν ∂
3gk
∂x3

+ βq
∂g

∂x
δ3k = 0, (k = 2, 3), (20)

∂g1
∂t

+ g1
∂g1
∂x

+
1

ρ

∂p0
∂x
− ν ∂

2g1
∂x2

= 0,
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∂l

∂t
+ g1

∂l

∂x
+ ll2 + l3f − κ

∂2l

∂x2
= 0,

∂f

∂t
+ g1

∂f

∂x
+ lf2 + f3f − κ

∂2f

∂x2
= 0,

∂g

∂t
+ g1

∂g

∂x
+ lg2 + g3f − κ

∂2g

∂x2
= 0,

∂g1
∂x

+ l2 + f3 = 0.

Пусть в системе (20) g1 = g1(ψ), gk = gk(ψ), lk = lk(ψ), fk = fk(ψ), (k = 2, 3), l = l(ψ), f = f(ψ),
g = g(ψ), p0 = p0(ψ). Вычислив производные сложных функций и подставив их в систему (20),
получим соотношения

l′k(ψxt + g′1ψ
2
x + g1ψxx + l2ψx − νψxxx) + l′′k(ψxψt + g1ψ

2
x − 3νψxψxx)

− l′′′k νψ3
x + (lkl

′
2 + l3f

′
k + fkl

′
3 + βqδ3kl

′)ψx = 0,

f ′k(ψxt + g′1ψ
2
x + g1ψxx + f3ψx − νψxxx) + f ′′k (ψxψt + g1ψ

2
x − 3νψxψxx)

− f ′′′k νψ3
x + (lkf

′
2 + f2l

′
k + fkf

′
3 + βqδ3kf

′)ψx = 0,

g′k(ψxt + g′1ψ
2
x + g1ψxx − νψxxx) + g′′k(ψxψt + g1ψ

2
x − 3νψxψxx)

− g′′′k νψ3
x + (lkg

′
2 + g2l

′
k + fkg

′
3 + g3f

′
k + βqδ3kg

′)ψx = 0, (k = 2, 3), (21)

g′1(ψt + g1ψx)− ν(g′′1ψ
2
x + g′1ψxx) + (1/ρ)p′0ψx = 0,

g′1ψx + l2 + f3 = 0,

l′(ψt + g1ψx)− κ(l′′ψ2
x + l′ψxx) + ll2 + l3f = 0,

f ′(ψt + g1ψx)− κ(f ′′ψ2
x + f ′ψxx) + lf2 + f3f = 0,

g′(ψt + g1ψx)− κ(g′′ψ2
x + g′ψxx) + lg2 + g3f = 0.

Из соотношения g′1ψx + l2 + f3 = 0 находим ψx = −(l2 + f3)/g
′
1 = η(ψ), если g′1 6= 0.

Утверждение 2. Пусть ψx = η(ψ) — базовое уравнение и ψt = αη(ψ), α = const. Тогда
соотношения (21) сводятся к системе ОДУ.

Доказательство. Если ψx = η(ψ), ψt = αη(ψ), то ψt, ψx — производные одной и той же
функции ψ(x, t), ибо ψxt = ψtx = αηη′. При этом ψxx = ηη′, ψxxx = η′2η + η2η′′ и (21) сводится
к системе одиннадцати ОДУ для одиннадцати неизвестных функций lk, fk, gk, g1, p0, l, f , g с
произвольной функцией η(ψ)

l′k[αη′ + g′1η + g1η
′ + l2 − ν(η′2 + ηη′′)] + l′′kη(α+ g1 − 3νη′)

− l′′′k νη2 + (lkl
′
2 + l3f

′
k + fkl

′
3 + βqδ3kl

′) = 0,

f ′k[αη′ + g′1η + g1η
′ + f3 − ν(η′2 + ηη′′)] + f ′′k η(α+ g1 − 3νη′)

− f ′′′k νη2 + (lkf
′
2 + f2l

′
k + fkf

′
3 + βqδ3kf

′) = 0,
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g′k[αη′ + g′1η + g1η
′ − ν(η′2 + ηη′′)] + g′′kη(α+ g1 − 3νη′)

− g′′′k νη2 + (lkg
′
2 + g2l

′
k + fkg

′
3 + g3f

′
k + βqδ3kg

′) = 0, (k = 2, 3), (22)

g′1(α+ g1)− ν(g′′1η + g′1η
′) + (1/ρ)p′0 = 0,

g′1η + l2 + f3 = 0,

l′η(α+ g1)− κη(l′′η + l′η′) + ll2 + l3f = 0,

f ′η(α+ g1)− κη(f ′′η + f ′η′) + lf2 + f3f = 0,

g′η(α+ g1)− κη(g′′η + g′η′) + lg2 + g3f = 0.

Отметим, что условия утверждения немедленно приводят к выводу, что ψ = ψ(x+ αt). �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе для систем уравнений, полученных ранее А.Ф.Сидоровым для случая естествен-
ной конвекции вязкой несжимаемой жидкости в приближении Буссинеска в предположении
линейной зависимости решений от части независимых переменных [2], применены подходы,
развиваемые авторами для сведения систем УЧП к системам ОДУ (см., например, [17]). По-
иск редукций основан на выделении решений рассматриваемых уравнений, зависящих от одной
независимой переменной ψ, и опирается на выбор некоторого базового уравнения в частных
производных первого порядка определённым образом связанного с исходной системой УЧП
или некоторого базового соотношения. Следует отметить, что в работе не рассмотрены все
возможные варианты выбора базового уравнения и, следовательно, не исчерпаны все редук-
ции изучаемых систем уравнений, возможные в рамках применяемого метода. Кроме того,
в работе приведены лишь некоторые найденные частные точные решения соответствующих
систем.
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