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В работе исследуются краевые задачи о равновесии упругой пластины, содержащей объём-
ное упругое включение и тонкие жёсткие перемычки. Включение отслаивается от пласти-
ны, образуя межфазную трещину. Рассматриваемые в работе краевые условия на внеш-
ней границе пластины и на границе упругого включения соответствуют некоэрцитивным
краевым задачам. Найдены необходимые и достаточные условия существования решения
рассматриваемых задач и доказано существование решений. Дано обоснование возможно-
сти предельного перехода по параметру жёсткости включения при стремлении параметра
к бесконечности и к нулю. Проведён анализ предельных задач, описывающих равновесие
пластины с объёмным жёстким включением и с полостью. Анализируются как вариаци-
онные, так и дифференциальные постановки рассматриваемых задач.
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ВВЕДЕНИЕ

Упругие и неупругие конструкции сложной структуры находят широкое применение в
практической деятельности. В частности, конструкции могут включать объекты, которые
необходимо описывать в терминах математических моделей для тел разных размерностей.
Математическая модель, анализируемая в статье, соответствует упругой конструкции, части
которой описываются уравнениями для одномерных и двумерных объектов. Последние деся-
тилетия характеризуются высокой активностью анализа краевых задач для деформируемых
конструкций сложной структуры. Это касается и упругих тел с тонкими включениями различ-
ной природы, в том числе, при наличии отслоений, т. е. когда между тонкими включениями
и окружающим упругим телом имеются трещины. Следует отметить работы [1–13], где иссле-
довались асимптотические свойства решений подобных задач; анализ зависимости решений
от формы области, в частности, нахождение производной функционала энергии по длине тре-
щины можно найти в [14–17]; вопросы оптимального управления рассматривались в [18–20].
Aнализ напряжённого состояния в упругом теле и приближённые подходы имеются в [21, 22].
Термин «тонкое включение» означает, что размерность включения меньше размерности окру-
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жающего упругого тела. Что касается общих подходов к моделированию неоднородных упру-
гих тел, (см. [23, 24]).

В данной работе рассматриваются задачи равновесия упругой пластины при наличии
упругого объёмного включения при условии, что тонкое жёсткие перемычки соединяют пла-
стину и включение. Объёмное включение также соответствует упругой пластине; при этом на
общей границе для пластины и включения задаются условия свободного края (условия ти-
па Неймана). Основная трудность в задаче связана с тем, что на внешней границе упругой
пластины также рассматриваются граничные условия свободного края. Как следствие, для до-
казательства существования решения рассматриваемых краевых задач подходящее простран-
ство Соболева представляется в виде прямой суммы ортогональных подпространств. При этом
решение задач находится в одном из подпространств. Действующие на упругую пластину и
включение заданные внешние силы должны удовлетворять подходящим необходимым и до-
статочным условиям.

Работа структурирована следующим образом. В разд. 1 формулируется краевая задача о
равновесии упругой пластины Кирхгофа — Лява с объёмным упругим включением и тонкими
жёсткими перемычками, соединяющими пластину и включение. Доказывается разрешимость
краевой задачи, найдены необходимые и достаточные условия на заданные внешние нагрузки
для разрешимости задачи. Устанавливается эквивалентность дифференциальной и вариаци-
онной постановок задачи. Разд. 2 посвящён анализу асимптотики решений при стремлении
параметра жёсткости упругого включения к бесконечности. Доказана возможность предель-
ного перехода и проведён анализ предельной задачи. В разд. 3 исследуется разрешимость кра-
евой задачи для рассматриваемой конструкции в случае, когда пластина закреплена в трёх
заданных точках. Установлена разрешимость краевой задачи и дано обоснование возможности
предельного перехода при стремлении параметра жёсткости упругого включения к нулю.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ РАВНОВЕСИЯ

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой границей Γ, ω ⊂ Ω — пододобласть с
гладкой границей G, G∩Γ = ∅; γ1 = (−1, 1)×{0}, γ2 = {−3/2}× (0, 2) – кривые, пересекающие
G в точках x0, x1, соответственно, x0 = (0, 0); γ = γ1 ∪ γ2; Ω0 = Ω \G, Ωγ = Ω0 \ γ̄, (см. рис. 1).

Рис. 1. Упругая пластина с включением ω и жёсткими перемычками γi

Обозначим через n = (n1, n2), ν = (ν1, ν2), p = (p1, p2) — единичные нормальные векто-
ры к Γ, G и γ соответственно. Обозначим также wn = ∂w

∂n . Если M = {Mij}, i, j = 1, 2, то
∇∇M = Mij,ij . По повторяющимся индексам производится суммирование. Все величины с
двумя нижними индексами в дальнейшем считаются симметричными по этим индексам. Для
скалярной функции w положим ∇∇w = {w,ij}, i, j = 1, 2. Области Ω\(ω̄∪ γ̄), ω соответствуют
упругой пластине и упругому включению, а γi — тонким жёстким перемычкам.
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Введём обозначение для изгибающего момента Mn и поперечной силы Tn = Tn(M) на Γ,

Mn = −Mijnjni, Tn = −Mij,jni −Mij,kτkτjni, (τ1, τ2) = (−n2, n1). (1)

Тогда для гладких функций w, M = {Mij}, i, j = 1, 2, справедлива следующая формула
Грина [11]

−
∫
Ω

M · ∇∇w = −
∫
Ω

w∇∇M +

∫
Γ

Mnwn −
∫
Γ

Tnw ∓
∫
G±

Mνwν ±
∫
G±

T νw. (2)

Аналогичная формула может быть выписана и для множества Ωγ с разрезами G и γ,

−
∫

Ωγ

M · ∇∇w = −
∫

Ωγ

w∇∇M −
∫
γ

[Mpwp] +

∫
γ

[T pw]

+

∫
Γ

Mnwn −
∫
Γ

Tnw ∓
∫
G±

Mνwν ±
∫
G±

T νw,

где [h] = h+ − h− — скачок функции h на γ; при этом в (2) и (1) нужно одновременно брать
верхние или нижние знаки. Знаки ± соответствуют положительному и отрицательному на-
правлениям нормалей p, ν. Величины Mp, T p,Mν , T ν с нормалями p, ν определяются анало-
гично (1).

Для произвольного множества S ⊂ R2 введём пространство инфинитезимальных жёстких
перемещений

R(S) = {l | l(x) = a0 + a1x1 + a2x2, ai ∈ R, i = 0, 1, 2, x = (x1, x2) ∈ S}.

При определении пространства R(S) постоянные ai произвольны.
Обозначим через H2,γ(Ω0) пространство Соболева,

H2,γ(Ω0) = {v ∈ H2(Ω0) | v|γi ∈ R(γi), i = 1, 2}.

Введём тензор модулей упругости A = {aijkl}, i, j, k, l = 1, 2, удовлетворяющий условиям
симметрии и положительной определённости

Aξ · ξ > c0|ξ|2 для всех ξij = ξji, c0 = const > 0,

aijkl = ajikl = aklij , aijkl ∈ L∞(Ω), i, j, k, l = 1, 2.

Обозначим M(w) = −A∇∇w, или Mij(w) = −aijklw,kl, i, j = 1, 2, и определим билиней-
ную форму B : H2(Ω0)×H2(Ω0)→ R,

B(w, v) = −
∫
Ω0

Mij(w)v,ij =

∫
Ω0

aijklw,klv,ij .

Введём далее скалярное произведение в пространстве H2,γ(Ω0),

〈w, v〉 =

∫
Ω0

w

∫
Ω0

v +

∫
Ω0

∇w∇v +B(w, v). (3)

Ясно, что скалярное произведение (3) индуцирует норму в пространстве H2,γ(Ω0), эквивалент-
ную стандартной.

Пусть

R⊥(Ω0) = {v ∈ H2,γ(Ω0) |
∫
Ω0

v = 0,

∫
Ω0

v,i = 0, i = 1, 2}.
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Предложение 1. Пространство H2,γ(Ω0) можно представить в виде прямой суммы
ортогональных подпространств по отношению к скалярному произведению (3):

H2,γ(Ω0) = R(Ω0)⊕R⊥(Ω0).

Доказательство. Возьмём произвольные элементы l ∈ R(Ω0), v ∈ H2,γ(Ω0). Пусть l(x) =
a0 + a1x1 + a2x2. Имеем

〈v, l〉 = ai

∫
Ω0

v,i +

∫
Ω0

v

∫
Ω0

(a0 + a1x1 + a2x2). (4)

Из (4) следует, что необходимое и достаточное условие для справедливости тождества

〈v, l〉 = 0 для всех l ∈ R(Ω0)

имеет вид ∫
Ω0

v = 0,

∫
Ω0

v,i = 0, i = 1, 2,

т. е. v ∈ R⊥(Ω0). Предложение 1 доказано. �

Рассмотрим функционал энергии Π : H2,γ(Ω0)→ R,

Π(v) =
1

2
B(v, v)−

∫
Ω0

fv −
∫
γ

gv,

где f ∈ L2(Ω0) — заданная внешняя сила, действующая на пластину и включение, а g ∈ L2(γ) —
заданная внешняя сила, действующая на тонкие перемычки. Считаем, что внешние нагрузки
f, g удовлетворяют условию ∫

Ω0

fl +

∫
γ

gl = 0 для всех l ∈ R(Ω0). (5)

В этом случае задача минимизации

inf
v∈R⊥(Ω0)

Π(v) (6)

имеет единственное решение. Для доказательства разрешимости задачи (6) достаточно прове-
рить коэрцитивность функционала Π на R⊥(Ω0). Справедливо следующее утверждение.

Предложение 2. Существует постоянная c1 > 0, такая что

B(v, v) > c1‖v‖2H2,γ(Ω0) для всех v ∈ R⊥(Ω0). (7)

Доказательство. Предположим, что (7) не верно. Тогда существует последовательность
vk ∈ R⊥(Ω0), такая, что при k →∞

‖vk‖H2,γ(Ω0) = 1, B(vk, vk)→ 0. (8)
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Выбирая при необходимости подпоследовательность, можно считать, что при k →∞

vk → v слабо в H2,γ(Ω0), сильно в H1,γ(Ω0). (9)

Далее имеем

0 = lim inf B(vk, vk) > B(v, v) > 0,

т. е.

B(v, v) = 0. (10)

Множество Ω0 не связное, поэтому отсюда следует (ai, bi ∈ R):

v(x) = a0 + a1x1 + a2x2, x ∈ ω; v(x) = b0 + b1x1 + b2x2, x ∈ Ω \ ω̄.

Однако v ∈ H2,γ(Ω0), следовательно,

li = v|γi ∈ R(γi), i = 1, 2.

Таким образом на кривой γ1 имеем [l1(x0)] = l+1 (x0) − l−1 (x0) = 0, [l1,1(x0)] = 0, где знаки ±
соответствуют значениям функции со стороны Ω \ ω̄ и ω соответственно. Эти равенства дают
ai = bi, i = 0, 1. Поскольку [l2(x1)] = 0, то a2 = b2. Итак, для предельной функции v имеем

v(x) = a0 + a1x1 + a2x2, x = (x1, x2) ∈ Ω0.

Сказанное означает, что v ∈ R(Ω0) ∩ R⊥(Ω0), и мы получаем v ≡ 0 в Ω0. Кроме этого, в силу
(8), (9), (10) имеем

‖vk‖2H2,γ(Ω0) = ‖vk‖2H1,γ(Ω0) +B(vk, vk)→ ‖v‖2H1,γ(Ω0) +B(v, v) = ‖v‖2H2,γ(Ω0).

Следовательно, ‖vk‖H2,γ(Ω0) → ‖v‖H2,γ(Ω0), и в силу (9) заключаем

vk → v сильно в H2,γ(Ω0).

Тогда из (8) следует, что ‖v‖H2,γ(Ω0) = 1, что является противоречием, т. к. v ≡ 0 в Ω0.
Предложение 2 таким образом доказано. �

В силу Предложения 2 функционал Π коэрцитивен на R⊥(Ω0). Это означает, что задача
(6) имеет решение, удовлетворяющее тождеству

w ∈ R⊥(Ω0), (11)

B(w, v)−
∫
Ω0

fv −
∫
γ

gv = 0 для всех v ∈ R⊥(Ω0). (12)

В силу (5) задачу (11)–(12) можно переписать в виде

w ∈ R⊥(Ω0),

B(w, v + l)−
∫
Ω0

f(v + l)−
∫
γ

g(v + l) = 0 для всех v ∈ R⊥(Ω0), l ∈ R(Ω0),

или, учитывая Предложение 1, в таком виде

w ∈ R⊥(Ω0), (13)

B(w, v)−
∫
Ω0

fv −
∫
γ

gv = 0 для всех v ∈ H2,γ(Ω0). (14)

Итак, доказано следующее утверждение.
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Теорема 1. При выполнении условия (5) существует решение задачи (13)–(14).
Следует отметить, что условие (5) не только достаточно, но и необходимо для разрешимо-

сти задачи (13)-(14). Действительно, пусть задача (13)-(14) имеет решение. В качестве тестовой
функции в (14) выберем l, где l ∈ R(Ω0). В этом случае из (14) следует (5), что и требовалось.

Приведём теперь дифференциальную формулировку задачи (13)–(14). Требуется найти
функции w, M = {Mij}, i, j = 1, 2, определённые в Ω0 и Ωγ соответственно, а также функции
li ∈ R(γi), такие что

∇∇M + f = 0 в Ωγ , (15)

M +A∇∇w = 0 в Ωγ , (16)

w = li, [wp] = [Mp] = 0 на γi, i = 1, 2, (17)

Mn = Tn = 0 на Γ; Mν = T ν = 0 на G± \ (x0 ∪ x1), (18)∫
γ

gv −
∫
γ

[T p]v = 0 для всех v ∈ H2,γ(Ω0), (19)

∫
Ω0

w = 0,

∫
Ω0

w,i = 0, i = 1, 2. (20)

Здесь (15) является уравнением равновесия, а (16) - уравнением состояния. Краевые усло-
вия (18) приводят к некоэрцитивности краевой задачи (15)-(19). Условия (20) обеспечивают
единственность решения.

Следует отметить, что (19) можно переписать в эквивалентном виде∫
γk

g −
∫
γk

[T p] = 0,

∫
γk

gxi −
∫
γk

[T p]xi = 0, i = 1, 2, k = 1, 2. (21)

Согласно (21) главный вектор сил и главный момент, действующие на жёсткие перемычки γk,
равны нулю.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 2. На классе гладких решений формулировки (13)–(14) и (15)–(20) эквивалент-

ны.

Доказательство. Пусть задача (15)–(20) имеет гладкое решение. Тогда из (15) следует∫
Ωγ

(∇∇M + f)v = 0 для всех v ∈ H2,γ(Ω0).

Применяя формулу Грина (1), с учётом того что [v] = [vp] = 0 на γ, имеем отсюда

−
∫

Ωγ

M∇∇v −
∫

Ωγ

fv ±
∫
γ

gv +

∫
γ

[Mp]vp −
∫
γ

[T p]v −
∫
Γ

Mnvn +

∫
Γ

Tnv

+

∫
G+

Mνvν −
∫
G+

T νv −
∫
G−

Mνvν +

∫
G−

T νv = 0. (22)

Здесь можно поменять область интегрирования Ωγ на Ω0 в интегралах для M∇∇v и для
fv. Учитывая краевые условия (17)-(19), из (22) получим (14). Итак, из (15)–(20) вытекает
(13)-(14).
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Обратно. Пусть задача (13)–(14) имеет гладкое решение. Подставляя в (14) в качестве
тестовых функций ϕ ∈ C∞0 (Ωγ), получим уравнение равновесия (15), где M = −A∇∇w. Инте-
грируя затем по частям в (14) с помощью формулы (1), будем иметь

0 = B(w, v)−
∫
Ω0

fv −
∫
γ

gv = −
∫
γ

[Mp]vp +

∫
γ

[T p]v +

∫
Γ

Mnvn −
∫
Γ

Tnv

−
∫
G+

Mνvν +

∫
G+

T νv +

∫
G−

Mνvν −
∫
G−

T νv −
∫
γ

gv.

Отсюда следуют все соотношения (17)-(19). Теорема 2 доказана. �

2. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД ПО ПАРАМЕТРУ ЖЁСТКОСТИ
ВКЛЮЧЕНИЯ

В этом разделе будем считать, что тензор модулей упругости в области ω зависит от
положительного параметра δ. Пусть

Aδ =

{
A в Ω \ ω̄
δ−1A в ω.

При каждом δ > 0 можно найти решение задачи вида (15)–(20) с тензором модулей упругости
Aδ. Нашей целью будет исследование асимптотики решений, а именно, обоснование возмож-
ности предельного перехода при δ → 0. Решение задачи вида (13)–(14) с тензором модулей
упругости Aδ удовлетворяет тождеству (см. (13)–(14))

wδ ∈ R⊥(Ω0), (23)

Bδ(w
δ, v)−

∫
Ω0

fv −
∫
γ

gv = 0 для всех v ∈ H2,γ(Ω0), (24)

где

Bδ(w, v) = δ−1

∫
ω

aijklw,klv,ij +

∫
Ω\ω̄

aijklw,klv,ij .

Цель нижеследующих рассуждений — доказать возможность предельного перехода в (23)–
(24) при δ → 0. На первом этапе получим априорные оценки решения. Из (23)-(24) имеем

Bδ(w
δ, wδ)−

∫
Ω0

fwδ −
∫
γ

gwδ = 0. (25)

Принимая во внимание неравенство (7), из (25) можно получить оценку, равномерную по
0 < δ 6 δ0

‖wδ‖H2,γ(Ω0) 6 c. (26)

Выбирая на основе (26) подпоследовательность, считаем, что при δ → 0

wδ → w слабо в H2,γ(Ω0). (27)

Кроме того, из (25) получим
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∫
ω

aijklw
δ
,klw

δ
,ij 6 cδ.

Отсюда и из (27) следует, что для предельной функции w имеем

w(x) = a0 + a1x1 + a2x2, x = (x1, x2) ∈ ω. (28)

Введём пространство функций

H2,ω(Ω0) = {v ∈ H2,γ(Ω0) | v|ω∪γ ∈ R(ω ∪ γ)}.

Пусть v ∈ H2,ω(Ω0) — тестовая функция в (24). Переходя к пределу при δ → 0 в (24), получим

w ∈ R⊥(Ω0) ∩H2,ω(Ω0), (29)∫
Ω\ω̄

aijklw,ijv,ij −
∫
Ω0

fv −
∫
γ

gv = 0 для всех v ∈ H2,ω(Ω0). (30)

Итак, доказано следующее утверждение.
Теорема 3. При выполнении условия (5) решения задач (24) сходятся в смысле (27)-(28)

к решению задачи (29)–(30) при δ → 0.
Приведём дифференциальную формулировку задачи (29)–(30). Требуется найти функции

w,M = {Mij} определённые в Ω0 и Ωγ \ ω̄ соответственно, а также функцию l∞ ∈ R(ω ∪ γ),
такие что

∇∇M + f = 0 в Ωγ \ ω̄, (31)

M +A∇∇w = 0 в Ωγ \ ω̄, (32)

w = l∞ на ω ∪ γ; [wp] = [Mp] = 0 на γ ∩ (Ω \ ω̄), (33)

Mn = Tn = 0 на Γ; Mν = T ν = 0 на G+ \ (x0 ∪ x1), (34)∫
ω

fv +

∫
γ

gv −
∫

γ∩(Ω\ω̄)

[T p]v = 0 для всех v ∈ H2,ω(Ω0), (35)

∫
Ω0

w = 0,

∫
Ω0

w,i = 0, i = 1, 2. (36)

Задача (31)–(36) описывает равновесие упругой пластины Ωγ \ ω̄ с жёстким включением
ω ∪ γ. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 4. Формулировки (29)–(30) и (31)–(36) эквивалентны на классе достаточно
гладких решений.

Доказательство этой теоремы опустим, так как оно аналогично доказательству теоремы 2.

Докажем, что решение предельной задачи (29)–(30) единственно. Предположим, что име-
ется два различных решения w1, w2. Выбирая в тождестве (30) в качестве тестовай функции
v = w1 − w2 для первого и второго решений, получим следующее соотношение для разности
w = w1 − w2 ∫

Ω\ω̄

aijklw,klw,ij = 0.
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Следовательно,

w(x) = b0 + b1x1 + b2x2, x = (x1, x2) ∈ Ω \ ω̄; bi ∈ R, i = 0, 1, 2.

Поскольку w ∈ R⊥(Ω0) ∩H2,ω(Ω0), то

w(x) = b0 + b1x1 + b2x2, x ∈ ω.
Однако для предельной функции w справедливы соотношения∫

Ω0

w = 0,

∫
Ω0

w,i = 0, i = 1, 2,

поэтому w ≡ 0 в Ω0. Противоречие. Утверждение о единственности решения задачи(29)–(30)
доказано.

3. ПЛАСТИНА, ЗАКРЕПЛЁННАЯ В ТРЁХ ТОЧКАХ
В этом разделе рассматривается случай пластины, закреплённой в трёх точках y0, y1, y2 ∈

Ω \ ω̄, образующих невырожденный треугольник. Например, можно взять

y0 = (0, 1), y1 = (0,−1), y2 = (1, 1),

(см. рис. 2).

Рис. 2. Пластина, закреплённая в трёх точках

Справедливость условия (5) при этом не предполагается. Обозначим Ω0
γ = Ωγ\{y0∪y1∪y2}

и введём пространство функций

H̄2,γ(Ω0) = {v ∈ H2,γ(Ω0) | v(yi) = 0, i = 0, 1, 2}.
Рассмотрим далее функционал энергии πδ : H̄2,γ(Ω0)→ R,

πδ(v) =
1

2
Bδ(v, v)−

∫
Ω0

fv −
∫
γ

gv, δ > 0,

где

Bδ(w, v) = δ

∫
ω

aijklw,klv,ij +

∫
Ω\ω̄

aijklw,klv,ij .

При каждом фиксированном δ > 0 задача минимизации

inf
v∈H̄2,γ(Ω0)

πδ(v) (37)

будет иметь единственное решение. Для доказательства этого утверждения достаточно про-
верить коэрцитивность функционала πδ на пространстве H̄2,γ(Ω0). Справедливо следующее
предложение.
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Предложение 3. Существует постоянная c2 > 0, такая что

B(v, v) > c2‖v‖2H̄2,γ(Ω0) для всех v ∈ H̄2,γ(Ω0). (38)

Доказательство. Доказательство проведём от противного. Предположим, что неравен-
ство (38) не верно. В этом случае существует последовательность vk ∈ H̄2,γ(Ω0), такая, что
при k →∞

‖vk‖H̄2,γ(Ω0) = 1, B(vk, vk)→ 0. (39)

Выбирая подпоследовательность, будем считать, что при k →∞
vk → v слабо в H̄2,γ(Ω0), сильно в H1,γ(Ω0).

Кроме того

0 = lim inf B(vk, vk) > B(v, v) > 0.

Следовательно,

B(v, v) = 0.

Повторяя рассуждения из доказательства Предложения 2, для предельной функции v имеем

v(x) = a0 + a1x1 + a2x2, x = (x1, x2) ∈ Ω0; ai ∈ R, i = 0, 1, 2.

Однако v(yi) = 0, i = 0, 1, 2, значит v ≡ 0 в Ω0. Как и при доказательстве Предложения 2,
можно доказать, что

vk → v сильно в H̄2,γ(Ω0).

Тогда из (39) следует, что ‖v‖H̄2,γ(Ω0) = 1, и мы получаем противоречие, т.к. v ≡ 0 в Ω0.
Предложение 3 доказано. �

Согласно Предложению 3 при каждом фиксированном δ > 0 функционал πδ будет коэр-
цитивным. Таким образом, решение задачи (37) существует и удовлетворяет тождеству

wδ ∈ H̄2,γ(Ω0), (40)

Bδ(wδ, v)−
∫
Ω0

fv −
∫
γ

gv = 0 для всех v ∈ H̄2,γ(Ω0). (41)

Дифференциальная формулировка задачи (40)-(41) имеет следующий вид: найти функции
wδ,M = {Mij} определённые в Ω0 и Ω0

γ соответственно, а также функции lδi ∈ R(γi), такие что

∇∇M + f = 0 в Ω0
γ , (42)

M +Aδ∇∇wδ = 0 в Ω0
γ , (43)

wδ = lδi , [wδp] = [Mp] = 0 на γi, i = 1, 2, (44)

Mn = Tn = 0 на Γ; Mν = T ν = 0 на G± \ (x0 ∪ x1), (45)∫
γ

gv −
∫
γ

[T p]v = 0 для всех v ∈ H̄2,γ(Ω0), (46)

wδ(yi) = 0, i = 0, 1, 2. (47)

Здесь тензор модулей упругости Aδ имеет вид

Aδ =

{
A в Ω \ ω̄
δA в ω .

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 5. Формулировки (40)–(41) и (42)–(47) эквивалентны на классе достаточно
гладких решений.

Доказательство этого утверждения приводить не будем, так как соответствующие рас-
суждения близки к тем, которые использовались при доказательстве Теоремы 2.

Теперь предположим, что внешние нагрузки удовлетворяют условию

f ≡ 0 в ω. (48)

Цель нижеследующих рассуждений — дать обоснование возможности предельного перехода в
задаче (40)–(41) при δ → 0. Предельная задача при этом будет описывать равновесие уругой
пластины, закреплённой в трёх точках и содержащей полость ω \ γ̄. Для этого на первом этапе
получим априорные оценки решения. Из (40)–(41) следует

δ

∫
ω

aijklw
δ
,klw

δ
,ij +

∫
Ω\ω̄

aijklw
δ
,klw

δ
,ij −

∫
Ω\ω̄

fwδ −
∫
γ

gwδ = 0. (49)

Определим для дальнейшего пространство функций W, заданных на (Ω \ ω̄) ∪ γ,

W = {v | v|Ω\ω̄ ∈ H2(Ω \ ω̄), v|γk ∈ R(γk), v(yi) = 0, i = 0, 1, 2; k = 1, 2}

с нормой

‖v‖2W =

∫
Ω\ω̄

(v2 + |∇v|2 + |∇∇v|2).

Имеет место следующее утверждение.
Предложение 4. Существует постоянная c > 0, такая что∫

Ω\ω̄

aijklv,klv,ij > c‖v‖2W для всех v ∈W.

Доказательство этого утверждения приводить здесь не будем, так как оно проще, чем
доказательство Предложения 2.

Для получения априорных оценок в задаче (40)–(41) нам понадобится ещё одно утвер-
ждение.

Предложение 5. Существует постоянная c1 > 0, такая что

|ai| 6 c1‖v‖W для всех v ∈W, i = 0, 1, (50)

где v|γ1(x) = a0 + a1x1, x = (x1, x2), ai ∈ R, i = 0, 1.

Доказательство. В силу теорем вложения для v ∈W имеем

v|γ̃1 ∈ H1(γ1), γ̃1 = (0, 1)× {0},

причём

‖v|γ̃1‖2H1(γ̃1) 6 c2‖v‖2W . (51)

Поскольку v(x) = a0 + a1x1, x = (x1, x2) ∈ γ̃1, то неравенство (51) можно переписать в виде∫
γ̃1

(a0 + a1x1)2 +

∫
γ̃1

a2
1 6 c2‖v‖2W . (52)
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Из (52) легко получаем оценки (50). Предложение 5 доказано. �

Аналогично доказывается, что существует постоянная c2 > 0, такая что

|bi| 6 c2‖v‖W для всех v ∈W, i = 0, 1, (53)

где v|γ2(x) = b0 + b1x2, x = (x1, x2), bi ∈ R, i = 0, 1.
Из неравенств (50), (53) в частности, вытекает существование постоянной c > 0, такой

что

‖l‖L2(γ) 6 c‖v‖W для всех v ∈W, (54)

где l = v|γ . Действительно, пусть

l1(x) = a0 + a1x1, x = (x1, x2) ∈ γ1.

Тогда

‖l1‖2L2(γ1) =

∫
γ1

(a0 + a1x1)2 6 2

∫
γ1

(a2
0 + a2

1x
2
1) 6 c‖v‖2W .

Аналогичные рассуждения можно провести и для l2 = v|γ2 . Таким образом, оценка (54) спра-
ведлива.

Пользуясь Предложением 4 и неравенством (54), из (49) получим равномерную по δ
оценку

‖wδ‖W 6 c. (55)

Далее, из (49), (54) равномерно для малых δ имеем

δ

∫
ω

aijklw
δ
,klw

δ
,ij + δ

∫
Ω\ω̄

aijklw
δ
,klw

δ
,ij 6 c. (56)

Учитывая неравенство вида (38), из (56) следует, что равномерно по 0 < δ 6 δ0 справедлива
оценка

‖
√
δwδ‖H̄2,γ(Ω0) 6 c. (57)

В силу (55), (57) можно считать, что при δ → 0

wδ → w слабо в W, (58)
√
δwδ → w̃ слабо в H̄2,γ(Ω0). (59)

Сходимость (58), (59) позволяет перейти к пределу при δ → 0 в тождестве (см. (40), (41), (48))

wδ ∈ H̄2,γ(Ω0),

δ

∫
ω

aijklw
δ
,klv,ij +

∫
Ω\ω̄

aijklw
δ
,klv,ij −

∫
Ω\ω̄

fv −
∫
γ

gv = 0 для всех v ∈ H̄2,γ(Ω0).

В пределе получим

w ∈W, (60)∫
Ω\ω̄

aijklw,klv,ij −
∫

Ω\ω̄

fv −
∫
γ

gv = 0 для всех v ∈W. (61)

Таким образом, доказано следующее утверждение.
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Теорема 6. При выполнении условия (48) решения задач (40)–(41) сходятся в смысле
(58)–(59) к решению задачи (60)–(61) при δ → 0.

Приведём дифференциальную формулировку задачи (60)–(61): требуется найти функции
w,M = {Mij} определённые на (Ω\ ω̄)∪γ и Ω0

γ \ ω̄ соответственно, а также функции l0i ∈ R(γi),
такие что

∇∇M + f = 0 в Ω0
γ \ ω̄, (62)

M +A∇∇w = 0 в Ω0
γ \ ω̄, (63)

w = l0i на γi, i = 1, 2; [wp] = [Mp] = 0 на γ ∩ (Ω \ ω̄), (64)

Mn = Tn = 0 на Γ; Mν = T ν = 0 на G+ \ (x0 ∪ x1), (65)∫
γi

gl −
∫

γi∩(Ω\ω̄)

[T p]l = 0 для всех l ∈ R(γi), i = 1, 2, (66)

w(yi) = 0, i = 0, 1, 2. (67)

Задача (62)–(67) описывает равновесие упругой пластины Ω0
γ \ ω̄ с тонкими жёсткими

включениями γi и полостью ω \ γ̄.
Формулировки (60)–(61) и (62)–(67) эквивалентны на классе достаточно гладких реше-

ний. Доказательство этого утверждения приводить здесь не будем, так как оно аналогично
доказательству Теоремы 2.
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Abstract. The paper investigates boundary value problems on the equilibrium of an elastic
plate containing a volume elastic inclusion and thin rigid bridges.The inclusion peels off the
plate, forming an interfacial crack.The boundary conditions considered in this paper on the outer
boundary of the plate and on the boundary of the elastic inclusion correspond to non-coercive
boundary value problems. Necessary and sufficient conditions for the existence of solutions to the
problems under consideration are found and the existence of solutions is proved. A justification
is given for the possibility of a passage to limit in terms of the inclusion stiffness parameter
when the parameter tends to infinity and to zero. The analysis of limit problems describing the
equilibrium of the plate with a volume rigid inclusion and with a cavity is carried out. Both
variational and differential formulations of the problems under consideration are analyzed.
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