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ВВЕДЕНИЕ

Многие приложения приводят к задаче Коши для обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка

dr

dt
= f(t, r), r(t0) = r0, (1)

где f достаточно гладкая функция своих аргументов, удовлетворяющая условиям существо-
вания и единственности решения задачи (1) на некотором отрезке изменения независимой пе-
ременной t > t0. В ряде случаев [1, 2] значения функции r(t) необходимо вычислить с высокой
точностью, для чего применяют многошаговые методы, являющиеся на сегодня стандартной
вычислительной технологией решения нежёстких задач.

Общая форма многошаговых методов [3, 4] имеет следующий вид:∑
06j6k

αjrn−j = τ
∑

06j6k

βjf(tn−j , rn−j), (2)

здесь k 6 n ∈ N — натуральное число; αi, βj ∈ R — постоянные вещественные числа, определя-
ющие свойства точности и устойчивости схемы (2) и обязательно α0 6= 0. Через rn обозначено
приближённое значение искомой функции r(t) в точке tn = t0 + nτ , где τ > 0 — шаг интегри-
рования, постоянный на некоторых интервалах изменения аргумента t.
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Глобальная ошибка решения задачи Коши (1) многошаговым численным методом (2),
как правило, будет меньше, если расчёты осуществлять с переменным шагом. Однако для
гибкого управления величиной шага интегрирования при проведении расчётов необходимо
знать характеристики её области устойчивости. Для решения последней задачи, в силу её
двумерности, естественно использовать методы вычислительной геометрии. Модификациям
одного из них — визуализации областей абсолютной устойчивости многошаговых схем методом
boundary locus [5, 6] и посвящена данная работа.

1. ОБЛАСТИ ДАЛКВИСТА ДЛЯ МЕТОДОВ АДАМСА

Общий вид представления многошаговых методов Адамса k-го порядка совпадает по фор-
ме с соотношением (2), в котором

α0 = 1, α1 = −1, αj = 0, j > 1.

При этом на точном решении задачи (1) равенство (2) выполняется с k-м порядком точно-
сти при τ → 0+. Разностные схемы такого типа были предложены во второй половине XIX
века астрономом Адамсом (John C. Adams). Вычисления, в основе которых лежат эти ме-
тоды, позволили обнаружить в 1846 году неизвестную тогда планету Нептун, которая стала
первой планетой, открытой благодаря математическим расчётам. Методы Адамса оказались
настолько успешными, что они остаются стандартной вычислительной технологией решения
нежёстких задач и по сей день [1, 3].

Если β0 = 0, то из соотношения (2) непосредственно выражается rn через ранее вы-
численные узловые значения rn−1, . . . , rn−k. Таковы, например, общеизвестные явные методы
Адамса — Башфорта, общий вид которых можно представить следующим образом:

rn+1 − rn = τ
∑

06j6k

βjf(tn−j , rn−j), n > k. (3)

Эта вычислительная схема была разработана Адамсом в 1855 г. по просьбе известного англий-
ского специалиста по внешней баллистике Башфорта [7].

В случае β0 6= 0 для вычисления rn из (2) необходимо решить уравнение, как прави-
ло нелинейное, и мы приходим к неявным схемам решения задачи Коши (1), известные как
методы Адамса — Мултона:

rn − rn−1 = τ
∑

06j6k

βjf(tn−j , rn−j), n > k. (4)

Коэффициенты разностных схем (3, 4) являются рациональными числами, числители и
знаменатели которых представлены в [2] в виде таблиц для k = 2, . . . , 16. Заметим, что фор-
мулу (3) часто приписывают Адамсу и Башфорту, а (4) – Адамсу и Мултону (1926 г.). Однако
в [3] утверждается, что в действительности обе формулы принадлежат Адамсу.

Оценка границ области устойчивости разностного метода решения задачи Коши связана
с тестовым уравнением Далквиста [8]

dr

dt
= λr, (5)

здесь λ ∈ C — поле комплексных чисел. Для уравнения (5) соотношение (2) принимает вид∑
06j6k

αjrn−j = ζ
∑

06j6k

βjrn−j , ζ = τλ ∈ C, n = k, k + 1, k + 2, . . . . (6)
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Общее решение последнего разностного уравнения выражается [4, 9] через корни характери-
стического полинома

pk(z) =
∑

06j6k

αjz
k−j − ζ

∑
06j6k

βjz
k−j , (7)

коэффициенты которого зависят от комплексного параметра ζ из (6). Напомним [3], что об-
ласть абсолютной устойчивости схемы (2) это множество значений ζ ∈ C, для которых все
корни характеристического многочлена (7) лежат внутри единичного круга.

Из теории многошаговых методов [10] следует, что граница такой области содержит ком-
плексное число ноль. Поэтому особый интерес для методов Адамса вызывают связные откры-
тые подмножества Dk области абсолютной устойчивости, граничащие с точкой 0 комплексной
плоскости переменной ζ ∈ C. Отдавая должное автору работы [8] далее множество Dk будем
называть областью Далквиста [3, 11] схемы (2). Для визуализации Dk воспользуемся методом
boundary locus [5, 6].

А именно, пусть
zj = ρje

iϕj ∈ C, ρj = |zj |, i2 = −1, (8)

какой-либо корень полинома pk(z), определённого в (7). Тогда если ζ ∈ Dk, то обязательно
|zj(ζ)| = ρj < 1. Введём многочлены

ak(z) =
∑

06j6k

αjz
k−j , bk(z) =

∑
06j6k

βjz
k−j , pk(z) = ak(z)− ζbk(z), (9)

откуда pk(zj(ζ)) = 0 только тогда, когда ζ = ak(zj)/bk(zj).
Рассмотрим множество кривых {Lk(ρ)} комплексной ζ−плоскости, зависящее от положи-

тельного параметра ρ (модуль комплексного числа z):

Lk(ρ) =

{
ζ =

ak(ρe
iϕ)

bk(ρeiϕ)
| ρ > 0, ϕ ∈ [0, 2π]

}
⊂ C. (10)

Очевидно, что связная область Dk является подмножеством множества DLk , ограниченного
замкнутой линией

Lk(1) =

{
ζ =

ak(e
iϕ)

bk(eiϕ)
, ϕ ∈ [0, 2π]

}
⊂ C.

Так как область Dk не должна иметь общих точек с любой из кривых Lk(ρ) при ρ > 1, то

Dk = DLk
∖ ⋃
ρ>1

{
DLk ∩ Lk(ρ)

}
, (11)

и мы приходим к следующему алгоритму визуализации области Далквиста для схемы (2):
— отрисовываем на некотором фоне линию Lk(1) каким-либо, отличным от фона, цветом;
— на том же поле с некоторым шагом по параметру ρ > 1 цветом фона прорисовываем

линии Lk(ρ), тем самым удаляя «лишнюю» часть области DLk .
Для многошаговых схем Адамса соотношения, определяющие область Далквиста, упро-

щаются, поскольку ak(z) = zn − zn−1 и потому для методов Адамса — Башфорта имеем

Lk(ρ) =

{
ζ =

ρeiϕ − 1

β0 + β1(ρeiϕ)−1 + . . .+ βk−1(ρeiϕ)−(k−1) + βk(ρeiϕ)−k
| ρ > 0, ϕ ∈ [0, 2π]

}
⊂ C,

rn+1 − rn = τ
∑

06j6k

βjf(tn−j , rn−j), n > k.
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Для методов Адамса — Мултона аналогично получаем:

Lk(ρ) =

{
ζ =

1− (ρeiϕ)−1

β0 + β1(ρeiϕ)−1 + . . .+ βk−1(ρeiϕ)−(k−1) + βk(ρeiϕ)−k
| ρ > 0, ϕ ∈ [0, 2π]

}
⊂ C,

rn − rn−1 = τ
k∑
j=0

βjf(tn−j , rn−j), n > k.

Рассмотрим теперь алгоритм предиктор-корректор численного решения задачи Коши (1),
базирующийся на методах Адамса — Башфорта (предиктор)

rpn+1 = rn + τ
∑

06j6k

βpj f(tn−j , rn−j), n > k, (12)

и Адамса — Мултона (корректор)

rn+1 = rn + τ

[
βc0f

(
tn+1, r

p
n+1

)
+
∑

16j6m

βcjf(tn+1−j , rn+1−j)

]
≈ r(tn+1), βc0 6= 0; (13)

порядков k и m соответственно. Применяя схему (12)–(13) к тестовому уравнению Далквиста,
для n > max(k,m− 1) получаем

rpn+1 = rn + τλ
∑

06j6k

βpj rn−j , rn+1 = rn + τλ

(
βc0r

p
n+1 +

∑
16j6m

βcjrn+1−j

)
.

Вводя, как и ранее в (6), ζ = τλ ∈ C приходим к разностному соотношению

rn+1 =

(
βc0

∑
06j6k

βpj rn−j

)
ζ2 +

(
βc0 rn +

∑
16j6m

βcjrn+1−j

)
ζ + rn;

характеристический полином которого равен

pk,m(z) = zmax(k,m−1)

{[
βc0

∑
06j6k

βpj

(
1

z

)j]
ζ2 +

[
βc0 + βc1 + z

∑
26j6m

βcj

(
1

z

)j]
ζ + 1− z

}

или
pk,m(z) = zmax(k,m−1)[bk,m(z)ζ2 − ck,m(z)ζ − ak,m(z)]; (14)

где

ak,m(z) = z − 1, bk,m(z) = βc0
∑

06j6k

βpj z
−j , ck,m(z) = (z − 1)βc0 − z

∑
06j6m

βcj

(
1

z

)j
,

ak,m(1) = 0, bk,m(1) = βc0, ck,m(1) = −1.

Пусть zj(ζ) = ρje
iϕj –– какой-либо корень характеристического полинома (14),

0 < j 6 max(k,m− 1). Тогда если ζ ∈ Dk,m — область Далквиста схемы (12)–(13), то обя-
зательно |zj(ζ)| = ρj < 1 для всех j. Аналогично вышеизложенному, рассмотрим множество
кривых {Lk,m(ρ)} комплексной ζ-плоскости, зависящих от положительного параметра ρ:

Lk,m(ρ) = {ζ(ϕ) | bk,m(ρeiϕ)ζ2 − ck,m(ρeiϕ)ζ − ak,m(ρeiϕ) = 0, ϕ ∈ [0, 2π], ρ > 0} ⊂ C.
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Очевидно, что
Lk,m(ρ) = L+k,m(ρ) ∪ L−k,m(ρ), ρ > 0; (15)

где

L+k,m(ρ) =

{
ζ(ϕ) =

ck,m(ρeiϕ) + dk,m(ρeiϕ)

2bk,m(ρeiϕ)
, ϕ ∈ [0, 2π]

}
;

L−k,m(ρ) =

{
ζ(ϕ) =

ck,m(ρeiϕ)− dk,m(ρeiϕ)

2bk,m(ρeiϕ)
, ϕ ∈ [0, 2π]

}
;

ak,m(z) = z − 1, bk,m(z) = βc0

k∑
j=0

βpj

(
1

z

)j
, ck,m(z) = (z − 1)βc0 − z

m∑
j=0

βcj

(
1

z

)j
,

dk,m(ρeiϕ) =
√
c2k,m(ρeiϕ) + 4bk,m(ρeiϕ)ak,m(ρeiϕ),

dk,m(ρeiϕ)

2bk,m(ρeiϕ)
=

√[
ck,m(ρeiϕ)

2bk,m(ρeiϕ)

]2
+
ak,m(ρeiϕ)

bk,m(ρeiϕ)
=
ck,m(ρeiϕ)

bk,m(ρeiϕ)

√
0.25 +

ak,m(ρeiϕ)bk,m(ρeiϕ)

c2k,m(ρeiϕ)
,

здесь √ — арифметическая ветвь квадратного корня. Аналог равенства (11) имеет место
и в рассматриваемом случае, а потому для визуализации области Dk,m схемы предиктор-
корректор (12)–(13) можно воспользоваться описанным ранее алгоритмом:

Dk,m = DLk,m
∖ ⋃
ρ>1

{
DLk,m ∩ Lk,m(ρ)

}
.

Соотношения, альтернативные формулам (15), можно представить в виде

Lk,m(ρ) = L+k,m(ρ) ∪ L−k,m(ρ), ρ > 0;

L±k,m(ρ) =

{
ζ(ϕ) =

ck,m(ρeiϕ)

bk,m(ρeiϕ)
[0.5±

√
fk,m], ϕ ∈ [0, 2π]

}
,

ak,m(z) = z − 1, bk,m(z) = βc0

k∑
j=0

βpj z
−j ,

ck,m(z) = −βc0 −
m∑
j=1

βcj

(
1

z

)j−1
,

fk,m = 0.25 +
ak,m(ρeiϕ)bk,m(ρeiϕ)

c2k,m(ρeiϕ)
= 0.25 +

ak,m(ρeiϕ)

bk,m(ρeiϕ)

[
bk,m(ρeiϕ)

ck,m(ρeiϕ)

]2
удобном для численной реализации.

Однако корректно выделить стандартными программными средствами языка C++ ариф-
метическую ветвь квадратного корня

√
fk,m не удаётся. Поэтому вернёмся к общему уравне-

нию (15) кривых Lk,m(ρ), которое представим в виде квадратного относительно ζ уравнения

bρ(ϕ)ζ2 − cρ(ϕ)ζ − aρ(ϕ) = 0,

где

aρ(ϕ) = ρeiϕ − 1, bρ(ϕ) = βc0
∑

06j6k

βpj (ρeiϕ)−j , cρ(ϕ) = (ρeiϕ − 1)βc0 − ρeiϕ
∑

06j6m

βcj (ρe
iϕ)−j .
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Решение ζ = ζρ(ϕ) последнего уравнения является дифференцируемой функцией ϕ, производ-
ная которой имеет вид

ζ ′(ϕ) =
dζ

dϕ
=
b′ρ(ϕ)ζ2 − c′ρ(ϕ)ζ − a′ρ(ϕ)

cρ(ϕ)− 2bρ(ϕ)ζ
,

здесь

a′ρ(ϕ) = iρeiϕ, b′ρ(ϕ) = −iβc0
∑

16j6k

jβpj (ρeiϕ)−j ,

c′ρ(ϕ) = iρeiϕβc0 − iρeiϕ
∑

06j6m

βcj (ρe
iϕ)−j + iρeiϕ

∑
16j6m

jβcj (ρe
iϕ)−j .

Возвращаясь к комплексной переменной z = ρeiϕ, получаем

a′ρ(ϕ) = iz, b′ρ(ϕ) = − iβ
c
0

z

∑
16j6k

jβpj

(
1

z

)j−1
,

c′ρ(ϕ) =
i

z

∑
26j6m

(j − 1)βcj

(
1

z

)j−2
.

Теперь, начиная со значения ϕ = 0, при котором

bρ(0)ζ2 − cρ(0)ζ − aρ(0) = 0,

ζ±ρ (0) =
cρ(0)

bρ(0)

[
0.5±

√
fρ(0)

]
, aρ(0) = ρ− 1, bρ(0) = βc0

∑
06j6k

βpj
1

ρj
,

cρ(0) = (ρ− 1)βc0 − ρeiϕ
∑

06j6m

βcj
1

ρj
, fρ(0) = 0.25 +

aρ(0)

bρ(0)

[
bρ(0)

cρ(0)

]2
можем «предсказать» следующую точку выбранной ветви квадратного корня, основываясь
на разложении Тейлора для функции ζ(ϕ) в последней вычисленной точке. Отправляясь от
равномерного по ϕ ∈ [0, 2π] шага ∆ϕ, с целью исключить «перескакивание» с одной ветви √

на другую, для каждого нового узла ϕ→ ϕ+ ∆ϕ при вычислении ζ(ϕ+ ∆ϕ) будем выбирать
тот знак «±» у

√
fk,m, для которого разность

∆ζ = ζ(ϕ+ hϕ)− [ζ(ϕ) + ζ ′(ϕ)∆ϕ]

минимальна по модулю. Такой подход позволил визуализировать границы областей Далквиста
и для схем предиктор-корректор в обсуждамом ниже случае k = m = 2, . . . , 15. Подобные
схемы часто применяются на практике и детальное описаны в монографии [2].

2. АНАЛИЗ ОБЛАСТЕЙ ДАЛКВИСТА ДЛЯ МЕТОДОВ АДАМСА

Рассмотренные выше алгоритмы визуализации были реализованы на языке C++ с ис-
пользованием класса «complex» и скомпилированны с помощью GCC 4.2.2, x64. Все вычисле-
ния проводились с точностью «double», а в режиме накопления — «long double». Ниже, для
краткости, области абсолютной устойчивости для методов Адамса — Башфорта, Адамса —
Мултона и Адамса — Башфорта — Мултона порядка k = 2, . . . , 15 обозначены через DB

k , D
M
k

и DBM
k соответственно. В силу симметрии множеств Dk относительно оси абсцисс, достаточ-

но отрисовывать только «верхнюю» часть областей Далквиста рассмотренных многошаговых
методов.
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Рис. 1. «Верхняя» часть области DM
06

Границы всех Dk были построены в интерактивном режиме с помощью линейной интер-
поляции на последовательности точек ζ(ϕ) комплексной плоскости с одинаковыми шагами
∆ϕ = π/1024 по параметру ϕ ∈ [0, 2π], введённому в (8). Некоторые из областей Dk изобра-
жены на рис. 1 и 2, где горизонтальная ось соответствует действительной, а вертикальная —
мнимой частям комплексного числа ζ = τλ, ассоциируемого с тестовым уравнением (5).

Ограниченность объёма данной статьи не позволяет привести здесь изображения всех
полученных авторами областей абсолютной устойчивости для методов Адамса. Но вычисления
показали, что при заданном k > 2 множество Dk качественно неплохо характеризуются тремя
узловыми точками O, Pk и Qk; O — начало комплексной плоскости ζ; Pk — самая «левая»,
а Qk — «наивысшая правая» точки «верхней» части Dk. Этот факт иллюстрирует рис. 1, на
котором изображена «верхняя» половина множества DM

06 . Поскольку координаты O и мнимая
часть комплексного числа Pk — нулевые, то три вещественных числа Re(Pk), Re(Qk) и Im(Qk)
удовлетворительно описывают Dk.

В табл. 1 и 2 приведены «снятые» с графических образов границ областей Dk значения
комплексных чисел PBk , QBk , P

M
k , QMk , PBMk , QBMk , относительная погрешность каждой из

приведённых величин по абсолютной величине не превосходит 0.001.

Т а б л и ц а 1

Узловые точки областей DB
k и DM

k , k = 2, . . . , 15

k PB
k QB

k k PM
k QM

k

02 −1.0 −0.34 + i · 0.805 02 −∞ i · ∞
03 −0.545 0.0974 + i · 0.756 03 −6.0 −2.83 + i · 3.19
04 −0.3 3.08 · 10−3 + i · 0.432 04 −3.0 −1.16 + i · 1.88
05 −0.163 −3.7 · 10−5 + i · 0.224 05 −1.0 −1.16 + i · 1.87
06 −8.77 · 10−2 −2.4 · 10−8 + i · 0.114 06 −1.18 8.5 · 10−2 + i · 1.39
07 −4.68 · 10−2 6.52 · 10−3 + i · 0.0596 07 −0.769 9.65 · 10−3 + i · 1.07
08 −2.44 · 10−2 i · 2.93 · 10−2 08 −0.493 −3.2 · 10−4 + i · 0.697
09 −1.27 · 10−2 i · 1.5 · 10−2 09 −0.31 3.3 · 10−7 + i · 0.427
10 −6.57 · 10−3 i · 7.59 · 10−3 10 −0.191 1.35 · 10−9 + i · 0.252
11 −3.38 · 10−3 i · 3.84 · 10−3 11 −0.115 i · 0.146
12 −1.73 · 10−3 i · 1.95 · 10−3 12 −6.76 · 10−2 i · 8.3 · 10−2

13 −8.87 · 10−4 i · 9.85 · 10−4 13 −3.92 · 10−2 i · 4.68 · 10−2

14 −4.52 · 10−4 i · 4.98 · 10−4 14 −2.24 · 10−2 i · 2.61 · 10−2

15 −2.3 · 10−4 i · 2.52 · 10−4 15 −1.26 · 10−2 i · 1.45 · 10−2
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Рис. 2. Характерные типы областей DBM
k

На практике наиболее часто применяются схемы предиктор-корректор [2] в частном слу-
чае k = m. Некоторые характерные области абсолютной устойчивости таких численных мето-
дов изображены на рис. 2. Отметим, что отсутствующие на последнем рисунке изображения
множеств DBM

05 и DBM
06 визуально схожи с DBM

04 , тогда как границы DBM
07 и DBM

03 внешне ма-
ло отличаются друг от друга. Очертание каждой из областей DBM

10 , DBM
11 и DBM

12 качественно
близко к DBM

13 , а DBM
15 имеет много общего как с DBM

08 так и с DBM
09 . Числовые характеристики

всех упомянутых областей приведены в табл. 2.
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Таб л и ц а 2

Узловые точки областей DBM
k , k = 2, . . . , 15

k PBM
k QBM

k k PBM
k QBM

k

02 −2.0 −0.11 + i · 1.08 09 −0.284 i · 0.203
03 −1.73 0.288 + i · 1.19 10 −0.213 i · 0.144
04 −1.28 −4.61 · 10−3 + i · 0.925 11 −0.162 i · 0.0999
05 −0.947 −7.98 · 10−3 + i · 0.704 12 −0.124 i · 0.067
06 −0.698 1.69 · 10−4 + i · 0.527 13 −0.0967 i · 0.0427
07 −0.512 1.2 · 10−2 + i · 0.389 14 −0.0771 i · 0.0255
08 −0.382 i · 0.282 15 −0.0164 i · 0.0145

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Со времени своего возникновения метод «boundary locus» для построения областей
абсолютной устойчивости [5] практически не претерпел серьёзных изменений. По крайней
мере авторам настоящей работы не известны публикации, содержащие информацию такого
сорта. В статье предложена модификации этого ставшего классическим метода, позволяющая
визуализировать области Далквиста для сложных высокоточных многошаговых алгоритмов
численного решения задачи Коши как явных так и неявных, а также для основанных на них
вычислительных схемах предиктор-корректор.

Из анализа полученных в результате вычислений данных следует, что при одинаковых по-
рядках точности k > 2 линейные характеристики области Далквиста DB

k на порядок меньше
размеров DM

k . Но рассмотренный выше частный случай явной схемы Адамса — Башфорта —
Мултона (предиктор-корректор) при том же k имеет область устойчивости DBM

k , сопостави-
мую по размерам с DM

k . Это объясняет широкое применение в инженерии схем предиктор-
корректор, числовые характеристики областей устойчивости которых для k = 2, . . . , 15 приве-
дены в табл. 2, а некоторых из них изображены на рис. 2.

Информация об областях абсолютной устойчивости требуется для выбора шага интегри-
рования при численном решении задачи Коши. Но важна и «инженерная» точка зрения [5]
на область Dk: это связное множество точек комплексной плоскости ζ = τλ, для которых
убывающее по модулю решение уравнения Далквиста аппроксимируется невозрастающим ре-
шением разностного уравнения (6). Но с «инженерной» точки зрения необходимо, чтобы схе-
ма (6) обладала свойством аналогичным абсолютной устойчивости и для возрастающих по
модулю решений модельного уравнения (5). Иными словами у вычислительной схемы жела-
тельно существование связного множества точек ζ = τλ в правой комплексной полуплоскости,
для которых аналитическое решение изначальной задачи Коши, возрастающее по абсолютной
величине, аппроксимировалось бы неубывающим по модулю решением разностного уравнения
(6). Однако ни в одном из рассмотренных авторами случаев обнаружить подобные множества
не удалось.
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