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ВВЕДЕНИЕ

Газовые и газоконденсатные месторождения России являются ключевой составляющей
топливно-энергетического комплекса страны, обеспечивая добычу природного газа и газового
конденсата для внутреннего потребления и экспорта. Экстремальные климатические условия
северной части России, а также непростые геологические условия месторождений, располо-
женных в регионах Западной Сибири и в трудноизвлекаемых запасах Арктического шельфа
и Восточной Сибири, требуют применения современных технологий разработки и эксплуата-
ции. Эффективное проектирование и управление такими скважинами требует глубокого по-
нимания гидродинамических закономерностей, термодинамических свойств газоконденсатных
систем и влияния геолого-технических факторов на добычу.

Дифференциальные уравнения фильтрации газа в пористой среде, используемые для ре-
шения прикладных задач подземной гидрогазодинамики, базируются на фундаментальных
результатах, полученных в работах [1, 2, 3]. Технологические режимы эксплуатации газовых
и газоконденсатных месторождений описаны в работах [4, 5]. Вычислительные исследования
методов конечных объёмов, конечных элементов и конечных разностей были представлены
в работах [6, 7]. Численная реализация построенной математической модели проводится с ис-
пользованием метода конечных разностей, изложенного в работе [8].

Уравнение фильтрации газа выводится из уравнения неразрывности газа, закона Дарси
и закона сохранения энергии для учёта тепловых процессов внутри месторождения. Система
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уравнений неизотермической фильтрации газа приводится в работах [9, 10], где учтены филь-
трация реального газа, коэффициент сверхсжимаемости z, вычисляемый по формуле Латоно-
ва — Гуревича [11], массовый расход газа на забое скважины. Больший интерес представляет
уравнение энергии, учитывающее закон сохранения энергии при добыче газа через одиночную
скважину, расположенную в центре залежи месторождения, который представляет собой со-
вокупность таких процессов как конвекция, кондукция, адиабатическое расширение и эффект
дросселирования.

Уравнение энергии описывает несколько физических процессов первого и второго по-
рядка. Поэтому для построения более эффективных разностных методов используют метод
расщепления по физическим процессам, рассмотренных в работах [12, 13]. Согласно методу
расщепления по физическим процессам, исходная задача сводится к чередующейся временной
последовательности задач, описывающих более простые процессы. Следует заметить, что кон-
вективный теплоперенос (уравнение первого порядка) превышает кондуктивный теплоперенос
(уравнение второго порядка). Так в работах [14, 15] делается упор на явном учёте конвектив-
ного теплопереноса. В трудах [16, 17, 18] также говорится про значительное преобладание
конвективного теплопереноса над кондуктивным теплопереносом.

В работе [9] рассмотрен стационарный приток газа к скважине, в которой на внутрен-
ней границе пласта возможны граничные условия с постоянным массовым расходом у забоя
и постоянное давление на внешней границе. В работе [19] показано, что процесс изменения
давления и температуры происходит на забое скважины. В работе [20] рассматривается один
из методов учёта скважин при численном исследовании процессов фильтрации несжимаемой
жидкости. Важным фактором северной части России являются климатические и природные
условия. Так, в работах [21, 22, 23] из задачи неизотермической фильтрации реального газа
по полю давления и температуры проведена оценка возможного развития гидратообразования
в призабойной зоне скважины. В монографии [24] на основе гидродинамических исследований
скважин рассмотрены режимы притока природного газа к забою, в том числе одномерные
плоскорадиальные потоки при установившемся движении.

В рамках рассматриваемой системы уравнений фильтрации особое внимание уделено
уравнению энергии. В работе исследованы четыре различные постановки этого уравнения,
выполнено их численное сравнение, а также проведён раздельный анализ влияния кондук-
тивного теплообмена и эффекта адиабатического расширения на общую часть уравнения по
отдельности.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим одномерную задачу неизотермической плоскорадиальной фильтрации при-
родного газа в коллекторе постоянной мощности H. Область фильтрации представляет со-
бой интервал Ω = (rc, Rk) по радиусу r. Уравнение энергии содержит такие слагаемые, как
кондуктивный-конвективный теплообмены, адиабатическое расширение и эффект дроссели-
рования [9, 10]:
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Уравнение неразрывности потока газа с учётом закона Дарси имеет вид[10]:
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где k — коэффициент проницаемости пористой среды, µg — динамическая вязкость газа, m —
пористость, r — радиус, p — давление и T — температура природного газа, z — коэффициент
сверхсжимаемости газа, вычисляемый по формуле Латонова — Гуревича [11]:

z(p, T ) =
[
0.17376 ln

( T
Tc

)
+ 0.73

]p/pc
+ 0.1

p

pc
, (3)

где pc = 45.8 · 105 Па — критическое значение давления метана, Tc = 190.5K — критическое
значение температуры метана.

Начальные и граничные условия:

p(r, 0) = p0, r ∈ Ω, t = 0, (4)

T (r, 0) = T0, r ∈ Ω, t = 0, (5)
∂p

∂r
= 0, r = Rk, t ∈ (0, t̄], (6)

∂T

∂r
= 0, r = Rk, t ∈ (0, t̄]. (7)

На забое скважины задаётся условие массового притока газа:

2πrc
k

µg
H

p

RTz

∂p

∂r
= M, r = rc, t ∈ (0, t̄] (8)

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ФИЛЬТРАЦИИ ГАЗА В РАЗНЫХ
ПОСТАНОВКАХ

Наличие конвективного и кондуктивного теплообменов, эффекта дросселирования и адиа-
батического расширения природного газа вызывает интерес к изучению влияния каждого из
этих процессов на систему уравнений. В работе [18] показано, что при высоких скоростях пото-
ка флюида, конвективная составляющая уравнения становится доминирующей. Эффект дрос-
селирования приводит к увеличению скорости движения флюида в коллекторе, что, в свою
очередь, влияет на соотношение конвективных и кондуктивных процессов. Преобладание кон-
вективного члена в системе уравнений над кондуктивным приводит к снижению влияния
диффузии на общую картину процессов. В связи с этим, представляет интерес разработка
и сравнение численных методов в различных постановках.

Численное исследование будет проводиться для непрерывного процесса добычи газа, без
остановочных интервалов. Наша задача состоит в сравнении численных результатов для раз-
личных комбинаторных постановок задачи.

Расчёты проведены в 4 вариантах системы уравнений.

Модель 1. Полная постановка, уравнение (1).
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Модель 2. Без кондуктивного теплообмена.
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Модель 3. Без адиабатического расширения.
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Модель 4. Без кондуктивного теплообмена и адиабатического расширения.
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Во всех четырёх моделях уравнение энергии включает конвективный теплообмен и эффект
дросселирования, которые являются его значительными составляющими. Наибольший интерес
представляет влияние кондуктивного теплообмена и адиабатического расширения на общую
часть уравнения.

3. ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ

В область Ω вводится квазиравномерная пространственно — временная сетка ωhτ :

ωhτ = ωh × ωτ ,

где

ωh = {hi = q1hi−1, i = 1, 2, . . . , n}, h0 = (Rk − rc)(q1 − 1)/(qn1 − 1),

ωτ = {τ j = q2τ
j−1, j = 1, 2, . . . ,m}, τ0 = t(q2 − 1)/(qm2 − 1).

Численное решение модели 1 для нелинейной системы дифференциальных уравнений
с граничными и начальными условиями (1)–(8) методом конечных разностей было проведено
в работе [19]. Для моделей 2–4 численное исследование проводим методом конечных разностей.
Для линеаризации разностной схемы все нелинейные коэффициенты разностных уравнений
берём с нижнего временного слоя.

Дискретный аналог разностной схемы уравнения неразрывности природного газа (2) оди-
наков для всех моделей и имеет вид
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Ť ž

)
i−0.5

pi − pi−1

hi
,

i = 1, 2, . . . , n− 1.

(17)
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Ť ž

)
i+1

2
, i = 1, 2 . . . , n− 1.

Проведём дискретизацию граничного условия (6) на забое скважины
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Дополним дискретизацию граничного условия (7), а также начальное условие (4)
к системе уравнений (9)–(10)
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= −
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p(r, 0) = p0(r), r ∈ ωh. (20)

1) Для вычисления дискретного аналога уравнения модели 1 применяется метод расщеп-
ления по физическим процессам [9, 10] на вспомогательном слое и имеют следующий вид:
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hi
, i = 1, 2, . . . , n− 1. (22)

Поскольку параметры уравнения (17) выводятся из граничного условия при rn = Rk,
уравнение (18) дополним дискретным аналогом начального условия (5):

Tn = T0. (23)

Дискретные аналоги граничных условий, условия сопряжения и начального условия имеют
следующий вид:

T0 = T 0, (24)

Tn = Tn, (25)

T (r, t) = T (r, t), (26)

T (r, 0) = T0(r). (27)

2) Дискретный аналог модели 2 проводим неявно-разностной схемой с учётом отсутствия
кондуктивного теплообмена, тем самым исключая из уравнения дифференциал второго по-
рядка:
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3) В модели 3 так же применяется метод расщепления по физическим процессам [9, 10]
на вспомогательном слое, с использованием разностной схемы без учёта адиабатического рас-
ширения и имеют вид следующей системы уравнений:
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Cρiri~i
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τ

= (rλ)i+1/2
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hi
, i = 1, 2, . . . , n− 1. (30)

Поскольку параметры уравнения (17) исходят из границы rn = Rk, дополним дискрети-
зацию начального условия (5) в уравнение (18):

Tn = T0. (31)

Дискретный аналог граничного условия, условия сопряжения и начальные условия зада-
ются уравнениями (24)–(27).

4) Для модели 4 дискретизацию проводим неявно-разностной схемой с учётом отсутствия
кондуктивного теплообмена и адиабатического расширения:

Cρi
Ti − Ťi
τ

= Cp

( kp

µRTz

)
i

pi+1 − pi
hi+1

Ti+1 − Ti
hi+1

−
(k
µ

T

z

∂z

∂T

)
i

(pi+1 − pi
hi+1

)2
,

i = n− 1, n− 2, . . . , 0.

(32)

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данном разделе представлены численные результаты в четырёх разных постановках
задач для задачи неизотермической фильтрации природного газа. Входные данные задаются
в международной системе СИ:

M = 4 кг/c, p0 = 2.7 · 107 Па, T0 = 332K,

rc = 0.08м, Rk = 4000м, H = 10м,

Cp = 2000 Дж/(кг ·K), Cρ = 2.7 · 106 Дж/(м3 ·K), λn = 1.163Вт/(м ·K),

k = 10−14 м2, µ = 2 · 10−5 Па · c, m = 0.2, R = 520 Дж/(кг ·K),

q1 = 1.005, q2 = 1.064, t = 5лет.

здесь q1, q2 — знаменатели геометрической прогрессии для квазиравномерных сеток по про-
странству и времени, t – промежуток времени, взятый для всех моделей одинаковым.

Сравнения результатов расчёта по моделям 1 и 2

На рис. 1 представлены численные результаты распределения температуры, полученные
для моделей 1 и 2. Как и ожидалось на призабойной зоне скважины происходит интенсивное
охлаждение, за счёт эффекта дросселирования. Так же показана разность температур между
моделями 1 и 2, в котором исследовано влияние кондуктивного теплообмена и представле-
на разность температур, максимальное значение которого равно 0.0347K, что в процентном
соотношении составило 0.0105%.
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Рис. 1. Кривые 1 и 2 — распределения температур моделей 1 и 2 (a), (c); кривая 5 –
разность температур между моделями 1 и 2 (b), (d) в масштабе пласта и до 10м

по радиальной координате через 5 лет после запуска скважины

Следует отметить, что (d) демонстрирует проявление эффекта дросселирования в харак-
терной форме. В левой части расчётной области, согласно (a) и (c), зафиксировано верти-
кальное преобладание распределения давления, обусловленное наличием в уравнении эффек-
та дросселирования, которая является уравнением с производной давления второго порядка
и имеет вид

− k

µg

T

z

∂z

∂T

(
∂p

∂r

)2

,

Также при отдалении от призабойной зоны скважины наблюдается плавный переход к гори-
зонтальному преобладанию.

Сравнения результатов расчёта по моделям 1 и 3

Результаты численных исследований распределения температур для моделей 1 и 3 пред-
ставлены на рис. 2.

Согласно полученных результатов, при отсутствии адиабатического расширения (модель
3) в призабойной зоне скважины, наблюдается резкий спад температуры, разность температур
которой составила 0.2142K. Так же имеет иной характер распределения температуры на всей
протяжённости пласта, что иллюстрирует график (b), показывая разность температур между
моделями тянущуюся до границы пласта, что может иметь влияние на окружающие грунты.
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Рис. 2. Кривые 1 и 2 — распределения температур моделей 1 и 3 (a),
кривая 6 — разность температур между моделями 1 и 3 (b)
по радиальной координате на момент времени через 5 лет

Сравнения результатов расчёта по моделям 1 и 4

Численное сравнение моделей 1 и 4, также подтвердило влияние адиабатического расши-
рения в полную постановка уравнения энергии в совокупности с кондуктивным теплообменом
и представило немалую разность температур между моделями 1 и 4 (cм. рис. 3).

Рис. 3. Кривые 1 и 4 — распределения температур моделей 1 и 4 (a),
кривая 7 — разность температур между моделями 1 и 4 (b)
по радиальной координате на момент времени через 5 лет

Максимальное значение которого составило 0.247K, что больше разности температур
между моделями 1 и 3.

Сравнения результатов расчёта по моделям 2 и 4

На рис. 4 представлен ещё один вычислительный эксперимент, в котором проверялось
отсутствие кондуктивного теплообмена в обоих моделях 2 и 4, а так же отсутствием в модели
4 адиабатического расширения.

Численные исследования показали схожий результат с рис. 2, разность температур между
моделями 2 и 4 составило 0.2145K. Таким образом представив, что адиабатическое расширение
имеет значительное влияние на полную постановку уравнения энергии.
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Рис. 4. Кривые 2 и 4 — распределения температур моделей 2 и 4 (a),
кривая 8 — разность температур между моделями 2 и 4 (b)
по радиальной координате на момент времени через 5 лет

4.1. Сравнение результатов давления всех моделей

Численные результаты, показанные на рис. 5, иллюстрируют поведение уравнения нераз-
рывности в различных системах уравнений, при этом полученные данные свидетельствуют о
том, что распределение давления практически не зависит от выбранной системы. Но стоит
отметить, что наименьшую разность давлений демонстрирует модель 2.

Рис. 5. Кривые 1–4 — распределения температур моделей 1–4 (a),
кривые 5–8 — разности температур между моделями 1 и 2, 1 и 3, 1 и 4, 2 и 4 соответственно

по радиальной координате на момент времени через 5 лет

В результате полученных численных данных можно отметить, что пренебрежение адиаба-
тическим расширением в моделях 3 и 4 влияет на уравнение энергии. Важно подчеркнуть, что
при отсутствии адиабатического расширения наблюдается резкий спад температуры в призо-
бойной зоне скважины. В то же время, модель 2, которая показывает наименьшую разницу
температур и рассматривается без учёта кондуктивного теплообмена, демонстрирует неплохие
численные результаты. Следует отметить, что эта модель упрощает вычислительный процесс,
поскольку не требует использования метода расщепления по физическим процессам и поиска
прогоночных коэффициентов, что положительно сказывается на затратах вычислительного
времени.
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В таблице представлено время счёта для различных моделей при различных
пространственно-временных сетках.

Т а б л и ц а

Сравнение расчётного времени tсч моделей

модель N M tсч, сек ∆P, % ∆T, % N M tсч, сек ∆P, % ∆T, %

модель 1 50 200 0.544 - - 200 200 0.8398 - -
модель 2 50 200 0.124 0,00237 0.0104 200 200 0.3978 0.00239 0.0105
модель 3 50 200 0.1082 0.04685 0.0654 200 200 0.3642 0.04688 0.0647
модель 4 50 200 0.137 0.04929 0.0748 200 200 0.4377 0.04934 0.0742

модель 1 500 200 1.5153 - - 1700 200 4.388 - -
модель 2 500 200 1.0699 0.00239 0.0105 1700 200 3.445 0.00239 0.0105
модель 3 500 200 0.9093 0.04680 0.0646 1700 200 3.601 0,04674 0.0645
модель 4 500 200 1.0392 0.04926 0.074 1700 200 3.123 0,04912 0.0739

где N , M — количество узлов в пространственной и временной сетках соответственно,
tсч — время счёта персонального компьютера, модель 1 считается эталонным решением, ∆P —
разность давлений с моделью 1 в процентах, ∆T — разность температур с моделью 1 в про-
центах.

Из таблицы видно, что разность давлений и температур для модели 2 показали мини-
мальные значения и составили ∆P = 0, 00237% и ∆T = 0, 0104% при N = 50. Также при
увеличении количества узлов до N = 200 в пространственно временной сетки наблюдает-
ся небольшое изменение до ∆P = 0, 00239% и ∆T = 0, 0105% и далее при увеличении до
N = 500, 1700 остаётся неизменной, что также можно наблюдать на рис. 6. Похожее изме-
нение разности давлений и температур можно наблюдать для моделей 3 и 4, с небольшим
изменением при N = 200, 500, 1700.

Вычислительные расчёты проводились на персональном компьютере с процессором intel
core i7 11800H, ОЗУ 16GB.

На рис. 6 представлены численные результаты распределения давления и температуры
для значений N = 50, 200, 500, 1700 в масштабе до 10 метров.

Рис. 6. Распределения давления (a) и температуры (b) по радиальной координате для
модели 1 при разных размерах пространственной сетки N = (1700,500,200,50) на момент

времени через 5 лет

Разница давлений ∆PN при N = 50 и N = 200, 500, 1700 составила соответственно
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0.1836%, 0.1824% и 0.1745%. В то время разница давлений при N = 200 и N = 500, 1700
была равна 0.009% и 0.007%. Разница температур ∆TN при N = 50 и N = 200, 500, 1700 до-
стигла значений 0.0077%, 0.0075% и 0.0069%. Аналогично, разницы температур при N = 200
и N = 500, 1700 составили соответственно 0.0007% и 0.0005%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассмотрена полная математическая модель неизотермической филь-
трации природного газа к скважине расположенной в центре круговой залежи с радиусом rc,
а также упрощённые модели, касающиеся уравнения энергии. Расчёты проведены в четырёх
вариациях: при полной постановке задачи (модель 1), без учёта кондуктивного теплопереноса
газа (модель 2), без учёта адиабатического расширения газа (модель 3) и без учёта кондук-
тивного теплопереноса и адиабатического расширения газа (модель 4). Сравнение численных
результатов, показало пренебрежимо малое влияние кондуктивной теплопередачи и адиаба-
тического расширения на уравнения энергии. Численные результаты моделей 1 и 2 показали
наименьшую максимальную разность температур в 0.0105%, а численные результаты моделей
3 и 4 показали разность температур с моделью 1 в 0,0645% и 0,0739% соответственно. Следует
отметить, что адиабатическое расширение оказывает влияние на забое скважины, в то время
как отсутствие только кондуктивного теплообмена имеет минимальное влияние. В процессе
численного исследования выявили, что выбор количества узлов пространственной сетки имеет
прямое влияние на время счёта. Таким образом, при моделировании одномерной неизотерми-
ческой плоскорадиальной фильтрации природного газа в коллекторе постоянной мощности H
в условиях непрерывной добычи, наиболее целесообразной с точки зрения минимизации по-
грешности является модель 2 с числом узлов по радиусу N = 200 и по времени M = 200 .
Следует отметить, что при изменении геометрических размеров пласта или расчётного време-
ни количество узлов сетки может корректироваться.
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