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Изучаются фундаментальные свойства широкого класса неограниченных замкнутых
линейных операторов в банаховых пространствах, заданных на не всюду плотных
множествах. В частности, к этому классу относятся дифференциальные операторы Штур-
ма — Лиувилля с однородными граничными условиями Дирихле, действующие в про-
странствах непрерывных функций на ограниченных промежутках. С использованием
теории обобщённых производных С.Л.Соболева такие операторы могут быть распростра-
нены на всюду плотные множества в гильбертовых пространствах. Возникает вопрос о свя-
зи значений аналитических функций исходного и распространённого операторов. В рабо-
те установлены достаточные условия, при которых аналитические функции распростра-
нённых операторов являются соответствующими расширениями тех же функций исход-
ных операторов. Полученный результат уточняет условия согласования резольвентных
конструкций при таком переходе между пространствами.
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странствах, резольвента, распространение операторнозначных функций в более широкие
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья является продолжением опубликованной работы [1], мотивированной
проблемами параметрического резонанса для абстрактных уравненй Матьё — Хилла:

d2u(t)

dt2
+Bu(t) = εF (ωt, u(t)). (1)

Здесь u(t) — функция вещественного аргумента t со значениями в банаховом пространстве E;
B — замкнутый линейный оператор в E, который может быть ограниченным или неограничен-
ным; ε — малый скалярный параметр; F (τ, u) — отображение со значениями в E, непрерывное
по совокупности аргументов и почти периодическое по переменной τ ; ω — частота возмущения
εF (ωt, u).

Классический способ решения проблем параметрического резонанса связан с асимптоти-
ческим методом усреднения Крылова — Боголюбова (см. [2]–[10]). Примененние этого метода
требует предварительного преобразования исходного уравнения к системе первого порядка
в так называемой стандартной форме Боголюбова: v′(t) = εf(t, ω, v). Такое преобразование
можно осуществить при дополнительных предположениях о свойствах оператораB. Допустим,
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что существует квадратный корень
√
B, который порождает сильно непрерывную оператор-

ную экспоненту exp(±it
√
B). Тогда переход к стандартной форме осуществляется обобщённым

преобразованием Ван-дер-Поля:

v1(t) = e−it
√
B[
√
Bu(t)− iu′(t)]/2, v2(t) = e+it

√
B[
√
Bu(t) + iu′(t)]/2.

При этом для вектора v = (v1, v2) получается система:

v′1(t) =
−iε
2
e−it

√
BF (ωt, (

√
B)−1[e+it

√
Bv1 + e−it

√
Bv2]),

v′2(t) =
+iε

2
e+it

√
BF (ωt, (

√
B)−1[e+it

√
Bv1 + e−it

√
Bv2]).

В настоящее время данный подход реализован для уравнений (1) в гильбертовых про-
странствах. Например, в работе [4] развита теория параметрического резонанса для широко-
го класса уравнений Матьё — Хилла с самосопряжёнными и положительными операторами
B, имеющими компактные резольвенты. Однако для уравнений в банаховых пространствах
с операторами B, не имеющими плотной области определения, соответствующая теория по-
ка не разработана. В частности, таким является дифференциальный оператор Штурма —
Лиувилля в пространстве непрерывных функций C[a, b]:

w(x) ↪→ −d
2w(x)

dx2
+ q(x)w(x), q(x) ∈ C[a, b], q(x) > 0, (2)

определённый на дважды гладких функциях w(x), равных нулю на концах промежутка [a, b].
В фундаментальной научной литературе эти операторы часто называют «плохими» (напри-
мер, в книге [8]), и переходят к их распространению в гильбертово пространство L2.

Возникает естественный вопрос: почему научное сообщество отказалось изучать свой-
ства «плохих» операторов? В литературе нет утверждений, что такие операторы не имеют
квадратных корней, порождающих сильно непрерывные экспоненты exp(±it

√
B). Темой на-

ших исследований является выяснение этого вопроса. В работе [1] установлено существование
дробных степеней для широкого класса «плохих» операторов. Настоящая статья дополняет
эти результаты и приводит новые свойства соответствующих операторов, определяющие вза-
имосвязь аналитических функций от исходных операторов и их распространений на более
широкие пространства. В дальнейшем эти свойства могут быть использованы при решении
проблем существования операторных экспонент exp(±it

√
B).

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Сформулируем итоги работы [1], которые применяются далее для достижения предпо-
лагаемых результатов настоящей статьи. При этом используются традиционные обозначения:
R и C — множества вещественых и комплексных чисел; ‖ · ‖X — норма элементов банахова
пространства X; ‖ · ‖X→Y — норма ограниченных линейных отображенй из X в Y .

Пусть r и ϕ — вещественные числа, причём r > 0, 0 < ϕ < π/2. Символом S(r, ϕ) обозна-
чим множество комплексных λ, удовлетворяющих неравенствам |λ| > r, |argλ| 6 ϕ, а символом
∆(r, ϕ) — дополнение к S(r, ϕ) до полного набора комплексных чисел C.

Рассмотрим произвольный замкнутый линейный оператор B в банаховом пространстве E,
определённый на множестве D(B), которое может не быть всюду плотным в E. Именно таким
является оператор Штурма — Лиувилля (2) в пространстве непрерывных функций. Введём
необходимый далее класс операторов KE(r, ϕ).
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Определение. Будем говорить, что оператор B принадлежит классу KE(r, ϕ), если мно-
жество ∆(r, ϕ) состоит из регулярных точек, для которых определена резольвента RB(λ) =
(B − λI)−1 и выполнено неравенство:

‖RB(λ)‖E→E 6Mr,ϕ (1 + |λ|)−1,

где Mr,ϕ — фиксированная константа для всех λ ∈ ∆(r, ϕ).
Основным результатом работы [1] является распространение понятия аналитических опе-

раторнозначных функций на элементы B ∈ KE(r, ϕ). Пусть f(λ) – комплекснозначная функ-
ция, определённая и аналитическая в области Ωf , содержащей сектор S(rf , ϕf ) с параметрами

0 < rf < r, ϕ < ϕf < π/2.

При этом справедливы включения Ωf ⊃ S(rf , ϕf ) ⊃ S(r, ϕ). Дополнительно предполагается,
что lim

|λ|→∞
λγf(λ) = 0 при каком-нибудь γ > 0. Тогда

f(B) = − 1

2πi

∫
Γ

f(λ)RB(λ) dλ, (3)

где Γ — граница множества S(ρ, ψ) с показателями

rf 6 ρ < r, ϕ < ψ 6 ϕf ,

ориентированная так, чтобы при её обходе множество S(ρ, ψ) оставалось слева. Ввиду анали-
тичности функций f(λ) и RB(λ) на множестве Ωf ∩∆(r, ϕ), указанный выбор показателей ρ
и ψ не влияет на значение интеграла (3).

Теперь перейдём к изучению изменения функций f(B) при замене оператора B : E → E
его распространениями на более широкие пространства. Необходимое понятие распростране-
ния неоднозначно рассматривается в научной литературе, поэтому предварительно сформу-
лируем применяемое далее определение.

Предположим, что H — банахово пространство, содержащее все элементы E, образую-
щие в H векторное подпространство, и при всех x ∈ E выполнено неравенство ‖x‖H 6 c ‖x‖E
(например, H = L2[a, b], E = C[a, b]). Замкнутый линейный оператор A : H → H с областью
определения D(A) ⊂ H назовём распространением B : E → E, если D(B) ⊂ D(A) в простран-
стве H, причём Ax = Bx для всех x ∈ D(B).

Теорема. Пусть B — замкнутый линейный оператор в банаховом пространстве E,
а оператор A – распространение B в более широкое пространство H. Кроме того, B ∈
KE(r, ϕ) и A ∈ KH(r, ϕ) при общих значениях r и ϕ. Если аналитическая функция f(λ) удо-
влетворяет приведённым выше условиям в области Ωf , содержащей множества S(rf , ϕf ) ⊃
S(r, ϕ), то определённая на H операторная функция f(A) будет распространением опреде-
лённой на E операторной функции f(B).

Доказательство. Функция f(B) определена интегралом (3), абсолютно сходящимся по
норме ‖ · ‖E→E , а функция f(A) – таким же интегралом для оператора A, абсолютно сходя-
щимся по норме ‖ ·‖H→H . Необходимо установить, что значения этих операторных интегралов
на любом элементе x ∈ E совпадают в пространстве H.

Предварительно отметим, что если оператор B имеет обратный B−1 в пространстве E,
а оператор A имеет обратный A−1 в пространствеH, то A−1 будет распространением B−1. Дей-
ствительно, пусть элемент y принадлежит области определения B−1, тогда x = B−1y ∈ D(B)
и y = Bx = Ax в пространстве H. Следовательно, B−1y = A−1y и A−1 является распростра-
нением B−1.
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Точно так же можно проверить, что если комплексное число λ – регулярное значение
для операторов A и B, то (A − λI)−1 = RA(λ) будет распространением (B − λI)−1 = RB(λ)
в пространство H.

Возьмём произвольный элемент x ∈ E и представим f(B)x в виде интеграла в простран-
стве E:

f(B)x = − 1

2πi

∫
Γ

f(λ)RB(λ)x dλ,

Уже отмечалось, что этот интеграл абсолютно сходится не только в E, но и в H. Интер-
претируя эту формулу, как интеграл в H, и применяя утверждение о взаимосвязи операторов
RB(λ) и RA(λ), получим равенство:

f(B)x = − 1

2πi

∫
Γ

f(λ)RB(λ)x dλ = − 1

2πi

∫
Γ

f(λ)RA(λ)x dλ = f(A)x.

Таким образом, для любого x ∈ E выполнено соотношение f(B)x = f(A)x. Следовательно,
f(A) является распространением f(B), и теорема доказана. �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результат этой теоремы может быть использован при изучении свойств сложных опе-
раторнозначных аналитических функций с помощью их распространений в более широкие
пространства.
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Abstract. This paper studies the fundamental properties of a broad class of unbounded
closed linear operators in Banach spaces with non-dense domains. In particular, this class
includes Sturm–Liouville differential operators with homogeneous Dirichlet boundary conditions
acting in spaces of continuous functions on bounded intervals. Using S. L. Sobolev’s theory of
generalized derivatives, such operators can be extended to densely defined operators in Hilbert
spaces. The question then arises of the relationship between analytic functions of the original
and extended operators. In this paper, we establish sufficient conditions under which the analytic
functions of the extended operators are extensions of the corresponding analytic functions of the
original operators. The result obtained refines the conditions for the compatibility of resolvent
constructions during such a transition between spaces.
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