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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим задачу решения СЛАУ

Ax = f. (1)

где A –– невырожденная матрица порядка N .
Пусть v –– произвольный вектор. Векторы v,Av, . . . , Am−1v образуют последовательность

Крылова, при этом Km(A, v) = span(v|Av| . . . |Am−1v) –– подпространство Крылова, порожда-
емое матрицей A и вектором v.

Суть рассматриваемого метода состоит в следующем (см. [1–3]). Пусть произвольный век-
тор x0 –– начальное приближение точного решения x̄ системы (1), соответственно r0 = f−Ax0

порождаемая им невязка. Последовательность {xn}, n = 1, 2, . . ., определяется соотношениями

xn = xn−1 + yn−1, (2)

где

yn−1 = Vn−1Hn−1
−1Vn−1

∗rn−1, (3)

rn = f −Axn, (4)
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Vn−1 –– матрица, столбцы которой vn−1
1 , vn−1

2 , . . . , vn−1
mn−1

определяются ортогонализацией Гра-
ма — Шмидта системы векторов rn−1, Arn−1, . . . , Amn−1−1rn−1 и образуют ортонормированный
базис в Kmn−1 = spanrn−1|Arn−1| . . . |Amn−1−1rn−1) (другими словами Vn−1

∗ является обратной
слева к Vn−1), матрица Hn−1 определяется соотношением

AVn−1 = Vn−1Hn−1. (5)

При этом последовательность {xn}сходится к точному решению x̄ системы (1) (см. [4, 5], а так-
же более современные источники [6, 7]). Здесь mn−1 – размерность подпространства Крылова
на n-ой итерации.

В связи с тем, что Vn−1
∗ = Vn−1

+, где матрица Vn−1
+ — псевдообратная к Vn−1, про-

изведение Vn−1Vn−1
∗ представляет собой ортопроектор, поэтому рассматриваемый нами ите-

рационный процесс относят к проекционным методам, интерес к которым не ослабевает уже
долгие годы, что подтверждается неуменьшающимся потоком публикаций. Среди них, отме-
тим недавние [8, 9].

Вследствие погрешностей округлений при машинной реализации формул (2)–(5) вместо
определяемой ими последовательности {xn} мы получим возмущённую последовательность
{x̃n}. Содержанием нашей работы является исследование влияния погрешностей округлений
на точность вычисления элементов последовательности {x̃n}. В результате проведённых ис-
следований мы намерены дать рекомендации о повышении точности вычисления финального
приближения xn, а также выработать критерий останова итераций, обеспечивающий оценку
гарантированной точности вычисленного решения СЛАУ (1).

Нашей работе предшествовали подобные исследования в [10-12]. Следует также сказать,
что исследования, посвящённые определению оценки возмущений матриц V и H, проводились
ранее в работах [13–15].

Здесь также мы должны сказать, что представляемое исследование теснейшим образом
связано с работой [16] и, по существу, является её продолжением.

Наша работа построена следующим образом. Во втором разделе проводится исследова-
ние влияние погрешностей округлений на точность вычисления очередного приближения. Тре-
тий раздел посвящён выработке критерия останова итерационного процесса, обеспечивающего
приемлемую точность вычисленного результата. Тестовые испытания составляют содержание
четвёртого раздела. Наконец, в пятом разделе проводится обсуждения полученных результа-
тов.

1. ВЛИЯНИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ ОКРУГЛЕНИЙ НА ТОЧНОСТЬ
ВЫЧИСЛЕНИЯ ОЧЕРЕДНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Обращаясь к формулам (2), (4) и (3), мы обнаружим, что проведение очередной итерации
сводится к вычислению шести векторов:

sn−1 = Axn−1, rn−1 = f − sn−1,
_
w

n−1
= Vn−1

∗rn−1, zn−1 = Hn−1
−1_
w

n−1
,

_
y
n−1

= Vn−1z
n−1, xn = xn−1 +

_
y
n−1

.
(6)

Вследствие погрешностей округлений при машинной реализации вычислений вместо век-
торов sn−1, rn−1, _

w
n−1

, zn−1, _
y
n−1

, xn мы получим их возмущённые аналоги.
Замечание 1.1. Каждое последующее приближение xn строится по предшествующей

невязке rn−1, поэтому погрешности, допущенные на предыдущей итерации (при вычислении
xn−1) корректируются на последующей, то есть при вычислении xn.

Свой подход к явлению, описанному в замечании 1.1 мы выразим следующим образом.
Входные данные: A, f –– матрица и правая часть системы (1), x̃0 – произвольный началь-

ный вектор.
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Процесс итераций: n = 1, 2, . . . ,

xn−1 arrow x̃n−1,

s̃n−1 = sn−1 + δsn−1, r̃n−1 = rn−1 + δrn−1,
_̃
w

n−1
=

_
w

n−1
+ δ

_
w

n−1
,

z̃n−1 = zn−1 + δzn−1,
_̃
y
n−1

=
_
y
n−1

+ δ
_
y
n−1

, x̃n = xn + δxn.

(7)

Здесь arrow –– операция присваивания. Во втором, третьем и четвёртом соотношениях из

последнего списка возмущения δrn−1, δ_̃
w

n−1
и δzn−1 нам удобно представить в виде суммы

двух слагаемых: наследственного возмущения и возмущения, моделирующего погрешности
округлений, возникающих непосредственно при выполнении машинного вычисления векторов
_
w

n−1
, zn−1, _

y
n−1

. Согласно сказанному, запишем

δrn−1 = δrr
n−1 + δr

r
_
w
n−1, δ

_̃
w

n−1
= δ

_
w_

w

n−1
+ δw_

wz
n−1, δzn−1 = δzz

n−1 + δzzy
n−1. (8)

Для описания связей векторов в первом, втором, и шестом равенствах из списка (6) с их
возмущёнными аналогами с учётом (8) мы обратимся к следующим моделям:

s̃n−1 = (A+ δAn−1)xn−1, где ‖δAn−1‖ 6 αA
n−1‖A‖, αA

n−1 6 αA,

rn−1 + δrr
n−1 = (I + ∆n−1

fs )(f − s̃n−1), где ∆n−1
fs = diag

{
δn−1
fs,1 , . . . , δ

n−1
fs,N

}
, |δn−1

fs,i | < ε,

x̃n = {I + ∆n−1
xy }(xn−1 +

_̃
y
n−1

), где ∆n−1
xy = diag

{
δn−1
xy,1 , . . . , δ

n−1
xy,N

}
, |δn−1

xy,i | < ε.

Поскольку исследование погрешностей проводится в рамках одной итерации, мы, введя
обозначения

u = xn, ũ = x̃n,

в используемых ниже соотношения индекс, указывающий на номер итерации, можем опустить.
При этом получим более компактные обозначения, в частности последние соотношения примут
вид

s̃ = (A+ δA)x, где ‖δA‖ 6 αA‖A‖, (9)

r + δrr = (I + ∆fs)(f − s̃), где ∆fs = diag{δfs,1, . . . , δfs,N}, |δfs,i| < ε, (10)

ũ = {I + ∆xy}(x+
_̃
y), где ∆xy = diag{δxy,1, . . . , δxy,N}, |δxy,i| < ε. (11)

Лемма 1.1. Пусть равенства s = Ax и s̃ = (A + δA)x связаны соотношением ‖δA‖ 6
αA‖A‖, тогда выполняется неравенство

‖s̃− s‖/‖s‖ 6 c(A)αA, (12)

где c(A) = ‖A‖‖A−1‖ –– число обусловленности матрицы A.

Доказательство. Рассмотрим разность s̃− s. В соответствие с определением векторов s
и s̃ (см. (9)) запишем цепочку равенств

s̃− s = (A+ δA)x−Ax = δAx = δAA−1s.

Отсюда благодаря выполнению неравенства, входящего в состав условий леммы, последует:

‖s̃− s‖ 6 ‖δA‖‖A−1‖‖s‖ 6 αA‖A‖‖A−1‖‖s‖.

Из последней цепочки отношений вытекает неравенство (12). �
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Неравенство (12) представим в эквивалентном виде

s̃ = (I + ∆s)s, где ‖∆s‖ 6 c(A)αA. (13)

Ниже следуют сведения из [16], которые мы приведём в виде справки, включая леммы 1.2–
1.4 и теорему 1.1.

Обращаясь к списку формул (6), мы можем сказать, что 3-5 формулы эквивалентны ре-
шению систем

V w ∼= r, Hz ∼= w, V ∗y ∼= z.

Вследствие округлений вместо последних трёх систем в соответствии со вторым, третьим
и четвёртым соотношениями в (7) и списком формул (8) мы решим возмущённые системы

(V +XV w)
_̃
w ∼= r + δrr + δr

r
_
w
, (H +XHz)z̃ ∼=

_
w + δ

_
w_

w
+ δ

_
w_

wz
,

(V +XV y)∗
_̃
y ∼= z + δzz + δzzy,

(14)

при этом XV w, XHz, XV y удовлетворяют равенствам

XV w = XV +Xw, XHz = XH +Xz, XV y = XV +Xy, (15)

где возмущения XV и XH моделируют погрешности, обусловленные неточностью предвари-
тельно вычисленных матриц V и H. Соответственно возмущения Xw, Xz и Xy моделируют
погрешности, возникающие при непосредственном машинном решении систем уравнений.

Лемма 1.2. Пусть в соотношениях (14) и (15) возмущения XV , Xw δrr и δr
r
_
w

удовле-
творяют неравенствам

‖XV ‖ 6 αV , ‖X_
w
‖ 6 α_

w
, ‖δrr‖ 6 βr‖r‖, ‖δrr_w‖ 6 βr_w‖r‖

причём
1− αV − αw > 0, ‖^r‖ 6 γ‖_r‖,

где
_
r +

^
r = r,

_
r = V V +r,

^
r = (I − V V +)r.

Тогда справедлива оценка

‖_̃w − _
w‖/‖_w‖ 6

(αV + αw)γ + (αV + αw + (βr + β
r
_
w

)
√

1 + γ2)

1− αV − αw
.

Лемма 1.3. Пусть в соотношениях (14) и (15) возмущения XH , Xz, δ
_
w_

w
и δ

_
w_

wz
удовлетворяют неравенствам

‖XH‖ 6 αH‖H‖, ‖Xz‖ 6 αz‖H‖, ‖δ_
w_

w
‖ 6 β_

w
‖_w‖, ‖δ_

w_
wz
‖ 6 β_

wz
‖_w‖,

причём
1− c(H)(αH + αz) > 0,

где c(H) — число обусловленности матрицы H. Тогда справедлива оценка

‖z̃ − z‖/‖z‖ 6
c(H)(αH + αz + β_

w
+ β_

wz
)

1− c(H)(αH + αz)
.
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Лемма 1.4. Пусть в соотношениях (14) и (15) возмущения XV , Xy, δzz и δzzy удовле-
творяют неравенствам

‖XV ‖ 6 αV , ‖Xy‖ 6 αy, ‖δzz‖ 6 βz‖z‖, ‖δzzy‖ 6 βzy‖z‖,

причём 1− αV − αy > 0. Тогда

‖_̃y − _
y‖

‖_y‖
6

((
(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

,

ηz =
c(H)(αH + αz + η_

w
+ β_

wz
)

1− c(H)(αH + αz)
,

η_
w

=
(αV + αw)γ +

(
αV + αw + (βr + β

r
_
w

)
√

1 + γ2
)

1− αV − αw
.

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия лемм 1.2—1.4, тогда справедлива оценка точ-
ности вычисления поправки

_
y
n

‖_̃y − _
y‖

‖_y‖
6

((
(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

,

где

ηz =
c(H)(αH + αz + η_

w
+ β_

wz
)

1− c(H)(αH + αz)
, (16)

η_
w

=
(αV + αw)γ +

(
αV + αw + (βr + β

r
_
w

)
√

1 + γ2
)

1− αV − αw
. (17)

Замечание 1.2. Последнее неравенство перепишем в эквивалентном виде

_̃
y = (I +Xy)

_
y,

где

‖Xy‖ 6
((

(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

.

На основании изложенных сведений справедлива
Теорема 1.2. Пусть выполнены: условия теоремы 1.1 и соотношения (11), тогда спра-

ведлива оценка

‖ũ− u‖ 6
((

(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

‖_y‖+ ε‖u‖. (18)

Доказательство. Раскрывая скобки в (11), мы получим

ũ = x+
_̃
y + ∆xy(x+

_̃
y).

Обращаясь к теореме 1.1 и первому соотношению в замечании 1.2 к ней, мы можем запи-
сать

ũ = x+ (I +Xy)
_
y + ∆xy(x+

_̃
y) = x+

_
y +Xy

_
y + ∆xy(x+

_̃
y).
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Последнее выражение в соответствии с принятыми обозначениями перепишем в виде

ũ = u+ ∆xy(x+
_̃
y) +Xy

_
y.

Отсюда следует
‖ũ− u‖ 6 ‖∆xy(x+

_̃
y)‖+ ‖Xy

_
y‖. (19)

В последнем соотношении рассмотрим каждый из его членов, стоящих в правой части нера-
венства.

Сначала обратимся ко второму слагаемому последнего неравенства. Первый пункт усло-
вий теоремы апеллирует к условиям теоремы 1.1, поэтому согласно утвердительной части
последней и второму соотношению в замечании 1.2, мы можем записать

‖Xy
_
y‖ 6 ‖Xy‖‖

_
y‖ 6

((
(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

‖_y‖, (20)

где ηz определён в (16), соответственно η_
w

— в (17).
Обращаясь теперь к первому слагаемому, мы можем сказать, что для него справедлива

следующая цепочка отношений

‖∆xy(x+
_̃
y)‖ = ‖∆xy(x+ (I +Xy)

_
y)‖ = ‖∆xy(x+

_
y) + ∆xyXy

_
y‖

6 ‖∆xyu‖+ ‖∆xyXy
_
y‖ 6 ‖∆xy‖‖u‖+ ‖∆xyXy‖‖

_
y‖.

Пренебрегая множителем ‖∆xyXy‖ как величиной второго порядка малости, будем считать
выполненным неравенство

‖∆xy(x+
_̃
y)‖ 6 ‖∆xy‖‖u‖.

Отсюда благодаря (11) следует
‖∆xy(x+

_̃
y)‖ 6 ε‖u‖.

Наконец, используя последнее соотношение и также (20) в неравенстве (19) получим (18). �

2. КРИТЕРИЙ ОСТАНОВА ИТЕРАЦИЙ

Приступая к исследованию поставленного вопроса, вынесенного в заголовок настоящего
параграфа, мы должны высказать некоторые потребующиеся в дальнейшем положения (сооб-
ражения). Пусть

1) x̄ –– точное решение системы (1),
2) x –– приближённое решение системы (1) (x = xn), полученное на n-ой итерации,
3) δrrn –– погрешность, вносимая в результат вычисления невязки rn.
Согласно сказанному мы можем записать следующие соотношения:

Ax̄ = f, Axn = f − rn, Ax̃n = f − rn + δrr
n. (21)

Для принятия решения об останове итерационного процесса в условиях безошибочных
вычислений невязки можно воспользоваться известным неравенством.

‖xn − x̄‖/‖x̄‖ 6 c(A)‖rn‖/‖f‖, (22)

Действительно, получив xn такое, что rn = f − Axn при некотором достаточно малом κ
удовлетворяет неравенству

c(A)‖rn‖/‖f‖ 6 κ,
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мы в силу (22) можем записать цепочку неравенств

‖xn − x̄‖/‖x̄‖ 6 c(A)‖rn‖/‖f‖ 6 κ,

из которой следует, что если κ –– приемлемая точность приближённого решения системы (1),
то, остановив итерационный процесс (2)–(4), xn можно принять в качестве приближённого ре-
шения заданной системы. При этом гарантированно будет обеспечена точность вычисленного
решения:

‖xn − x̄‖/‖x̄‖ 6 κ.

Рассмотрим вопрос принятии решения об останове итераций в условиях, когда невязка
вычисляется приближённо. Следуя замечанию 1.1 и связанному с ним подходу, высказанному
вслед, мы будем иметь: xn = x̃n.

Следуя лемме 1.1 (см. (13)), мы можем записать

s̃n = (A+ δAn)xn, где ‖δAn‖ 6 αA
n‖A‖, αA

n < αA,

Ниже нам также придётся пользоваться соотношением:

r̃n = rn + δrr
n = (I + ∆n

fs)(f − s̃n), где ∆n
fs = diag{δnfs,1, . . . , δnfs,N}, |δnfs,i| < ε.

Далее нам в изложении удобно опустить индексы, как это делалось нами ранее.

s̃ = (A+ δA)x, где ‖δA‖ 6 αA‖A‖, αA < α, (23)

r̃ = r + δrr = (I + ∆fs)(f − s̃), где ∆fs = diag{δfs,1, . . . , δfs,N}, |δnfs,i| < ε, (24)

Из первого равенства в цепочке (24) следует равенство

r = r̃ − δrr. (25)

Обращаясь к (25) а затем ко второму равенству в цепочке (24), мы можем записать

r = r̃ − δrr = (I + ∆fs)(f − s̃)− δrr = (f − s̃) + ∆fs(f − s̃)− δrr.

Подставив (23) в последнее выражение, будем иметь

r = (f − (A+ δA)x) + ∆fs(f − (A+ δA)x)− δrr
= (f −Ax− δAx) + ∆fs(f − x− δAx)− δrr = r − δAx+ ∆fs(r − δAx)− δrr.

Отсюда вытекает, что
δrr = −δAx+ ∆fs(r − δAx).

Наконец, осуществив подстановку (25) в последнее равенство, получим

δrr = −δAx+ ∆fs((r̃ − δrr)− δAx).

Отсюда следует

(I + ∆fs)δrr = −δAx+ ∆fs(r̃ − δAx),

δrr = (I + ∆fs)
−1(−δAx+ ∆fs(r̃ − δAx)).

(26)

Обращаясь к матрице (I + ∆fs)
−1, взятой из последнего соотношения, и учитывая при

этом (24), запишем легко устанавливаемую цепочку неравенств

‖(I + ∆fs)
−1‖ 6 1

1− ‖∆fs‖
6

1

1− ε‖A‖
.
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С учётом последнего неравенства, а также неравенств (23) и (24) из (26) последует

‖δrr‖ 6 ‖(I + ∆fs)
−1‖(‖δAx‖+ ‖∆fs‖(‖r̃‖+ ‖δAx‖))

6
1

1− ε‖A‖
(αA‖A‖‖x‖+ ε‖A‖(‖r̃‖+ αA‖A‖‖x‖)). (27)

Наконец, приступим к оценке близости решений системы (1): точного x̄ и приближённо
вычисленного x. Следуя первым двум соотношениям из (21) и затем равенству (25), получим

Ax−Ax̄ = f + r − f = r = r̃ − δrr.

Отсюда следует

x− x̄ = A−1(r̃ − δrr),
‖x− x̄‖ 6 ‖A−1‖(‖r̃‖+ ‖δrr‖).

(28)

Соответственно из третьего соотношения в списке (21), согласно первому равенству в це-
почке (24), будем иметь Ax̃ = f + r̃. Отсюда последует

‖x̃‖ > min
z, ‖z‖=1

‖A−1z‖(‖f‖ − ‖r̃‖) =
1

‖A‖
(‖f‖ − ‖r̃‖).

Разделив обе части неравенства (28) на ‖x̃‖, с учётом последнего неравенства будем иметь

‖x− x̄‖
‖x̃‖

6
‖A−1‖
‖x̃‖

(‖r̃‖+ ‖δrr‖) 6 ‖A‖‖A−1‖(‖r̃‖+ ‖δrr‖)
(‖f‖ − ‖r̃‖)

= c(A)
(‖r̃‖+ ‖δrr‖)
(‖f‖ − ‖r̃‖)

. (29)

Таким образом, завершением проведённого доказательства справедливости последней цепочки
отношений может служить

Теорема 2.1. Пусть {xn}, n = 0, 1, 2, . . . , — последовательность векторов, образованная
некоторым итерационным процессом решения системы (1) и

s̃n = (A+ δAn)xn , где ‖δAn‖ 6 αA
n‖A‖, αA

n < αA,

r̃n = rn + δrr
n = (I + ∆n

fs)(f − s̃n), где ∆n
fs = diag{δnfs,1, . . . , δnfs,N}, |δnfs,i| < ε,

и пусть для некоторого κ > 0 число n̄ такое, что

(A)
(‖r̃n‖+ ‖δrrn‖)

(‖f‖ − ‖r̃n‖)
6 κ, (30)

где
‖δrrn‖ 6

1

1− ε‖A‖
(αA‖A‖‖x‖+ ε‖A‖(‖r̃n‖+ αA‖A‖‖x‖)),

тогда справедлива оценка
‖xn − x̄‖
‖x̃n‖

6 κ, (31)

Таким образом, следуя доказанной теореме, при выполнении неравенства (30) мы можем
остановить процесс итераций. При этом для вычисленного приближения xn гарантированно
будет выполнено неравенство (31).

В заключение, мы должны сказать, что при выводе оценок (18), (27) и (29) были исполь-
зованы известные сведения, которые мы брали из [17, 18]
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3. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРЕМЕНТЫ

Прежде чем приступить к проведению экспериментов выскажем некоторые их обоснова-
ния.

В полученных оценках используются два числа обусловленности c(A), и c(Hn−1). Очевид-
но, оценкой числа обусловленности матрицыHn−1 может служить неравенство c(Hn−1) 6 c(A).
Нетрудно обнаружить, что равенства выполняются: c(Hn−1(1)) = 1 при m = 1, соответствен-
но c(Hn−1(N)) = c(A) при m = N . Естественно предположить, что с ростом m величина
c(Hn−1(m)) будет возрастать и достигнет своего наибольшего значения при m = N . Встаёт
вопрос: как быстро будет возрастать рассматриваемая величина, какое влияние при этом на
этот рост будет оказывать вектор xn−1(rn−1) и может ли при этом очевидное неравенство
c(Hn−1(m)) 6 c(A) служить практически значимой оценкой числа обусловленности матрицы
Hn−1(m).

Для осуществления первоначального знакомства с поведением чисел обусловленности
мы провели некоторые вычислительные эксперименты в вычислительной среде приложения
Mathcad. Первый эксперимент состоял в следующем. Для СЛАУ (1) с матрицей Гилберта
порядка N = 7 (c(A) = 4.754 ∗ 108) и правой часть f , компоненты которой рассчитывались

по формуле fi =
N+i−1∑
k=i

2−k+1, i = 1, N , рассматривался вопрос о поведении чисел обуслов-

ленности c(H0(m)) при увеличении m –– размерности подпространства Крылова. В качестве
приближённого решения были рассмотрены два вектора:

1) x0 = [1 −1 1 −1 1 −1 1]
∗
, 2) x0 = [−1 1 −1 1 −1 1 −1]

∗
.

Результаты представлены в ниже следующей табл. 1 значений чисел обусловленности
c(H0(m)).

Т а б л и ц а 1

Значения чисел обусловленности c(H0(m)) для первого
эксперимента

m 2 3 4 5 6

c(H0(m)) 6.113 78.171 1.656 · 103 7.625 · 104 4.786 · 1019

c(H0(m)) 6.247 78.026 1.669 · 103 2.369 · 1010 1.014 · 1019

Из табл. 1 видно, что для первого x0 с ростом размерности подпространства Крылова
до m = 5 наблюдается устойчивый умеренный рост числа обусловленности c(H0). При m = 6
наблюдается так называемый срыв. Для второго вектора наблюдаем ту же тенденцию, однако
срыв произошёл уже раньше при m = 5.

Обнаруженный срыв обусловлен следующими обстоятельствами. По условиям экспери-
мента матрица A системы (1) положительно определена. Пусть λ1, λ2, . . . , λN –– упорядочен-
ный по возрастанию её спектр и p1, p2, . . . , pN –– отвечающие указанным собственным значе-
ниям собственные векторы. Обратимся к подпространству Крылова, Kmn−1 . Приняв n = 1
и введя при этом обозначения w1 = r0, w2 = Aw1, . . . , wm = Awm−1, мы обнаружим, что пред-
ставленная последовательность Крылова совпадает с последовательностью степенного метода,

которая сходится по направлению к pN , соответственно отношение
(wm)∗Awm

(wm)∗wm
– к λN . В на-

шем эксперименте для первого начального приближения x0 векторы w5 и w6 (для второго
начального приближения x0 векторы w4 и w5) получились почти коллинеарными с вектором
pN и соответственно почти коллинеарными друг к другу. В условиях машинных вычислений
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невозможно вычислить векторы

u6 = w6 − (w5)
∗
w6

(w5)∗w5
w5, u5 = w5 − (w4)

∗
w5

(w4)∗w4
w4

с высокой степенью точности, не прибегая при этом к специализированным алгоритмам и про-
граммам, что и показали результаты рассматриваемого эксперимента. Простейший выход из
сложившейся ситуации — ограничиться числом m = 5 (m = 4).

Ту же картину мы наблюдаем в следующей строке доm = 4, причём имеются незначитель-
ные отличия рассматриваемых последовательностей, полученных для двух разных начальных
приближений.

Отметим, что показатель r = λN−1/λN , характеризующий скорость сходимости, в нашем
примере равен 0.164. В том случае, когда нет априорной информации о спектре матрицы
A, во избежание возникновения рассмотренной ситуации мы рекомендуем воспользоваться
методом построения двумерного ортонормированного базиса с гарантированной точностью,
изложенным в [19].

Второй эксперимент. Для СЛАУ (1) с матрицей Гилберта порядкаN = 5 , c(A) = 4.766∗105

и правой часть f = [5 −2 9 −8 3]
∗ в качестве приближённого решения были рассмотрены

три вектора:

1) x0 = [1 1 1 1 1]
∗
, 2) x0 = [1 −1 1 −1 1]

∗
, 3) x0 = [−1 1 −1 1 −1]

∗
.

Для каждого из этих векторов вычислялась последовательность приближений {xn}, n = 1, 5.
Размерность пространства Крылова m была принята равной четырём. При этом рассматри-
вался вопрос о поведении чисел обусловленности c(Hn−1). Результаты экспериментов пред-
ставлены в ниже следующей ниже табл. 2 значений чисел обусловленности c(Hn−1).

Т а б л и ц а 2

Значения чисел обусловленности c(Hn−1) для второго эксперимента

n 1 2 3 4 5

c(Hn−1) 5.13 · 103 4.762 · 105 5.13 · 103 4.698 · 105 5.13 · 103

c(Hn−1) 5.129 · 103 4.763 · 105 5.129 · 103 4.756 · 105 5.129 · 103

c(Hn−1) 5.131 · 103 4.764 · 105 5.131 · 103 4.744 · 105 5.131 · 103

Из сведений, представленных в табл. 2 видно, что при решении одной и той же задачи с
различными начальными приближениями наблюдается незначительное различие последова-
тельностей чисел обусловленности c(Hn−1). Однако в каждой последовательности наблюдает-
ся существенный разброс значений элементов: (5.13 ∗ 103, 4.762 ∗ 105), (5.129 ∗ 103, 4.763 ∗ 105),
(5.13 ∗ 103, 4.764 ∗ 105). Ещё раз обращаясь к последней таблице, мы отметим, что представ-
ленные в них значения величин c(H2) и c(H4) очень близки к c(A) = 4.766 ∗ 105.

Замечание 3.1. Организованные вычислительные процессы во всех трёх случаях со-
шлись уже на четвёртой итерации, при этом величины элементов пар (‖x

4−x̄‖
‖x̄‖ , c(A)‖r̃

4‖
‖f‖ ) при-

няли значения: (3.987 ∗ 10−4, 1.212 ∗ 10−3), (9.663 ∗ 10−7, 0.015), (4.297 ∗ 10−4, 0.019) в первом,
во втором и третьем случаях соответственно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Следует сказать, что если m = 1, то обычно итерационный процесс, описываемый фор-
мулами (2)–(5) сходится очень медленно [20], а при m0 = N потребуется всего лишь один шаг.
Действительно,

x1 = x0 + V0H0
−1V0

∗r0 = x0 + V0V0
∗A−1V0V0

∗r0 = x0 +A−1(f −Ax0) = x0 +A−1f − x0 = x̄.
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Отсюда мы можем заключить, что с ростом размерности подпространства Крылова будет
повышаться скорость сходимости итерационного процесса.

Препятствием к наращиванию размерности подпространства Крылова является огра-
ниченность оперативной памяти, требующейся для хранения векторов vn−1

1 , vn−1
2 , . . . , vn−1

mn−1

(см. [7]).
Благодаря проведённым экспериментам обнаружено второе препятствие для наращива-

ния mn−1 –– это так называемый срыв построения ортонормированного базиса. Этот срыв
может произойти уже при m0 = 2. Действительно, если вектор r0 почти коллинеарен век-
тору pN , где pN –– собственный вектор матрицы A, отвечающий собственному значению
λN (A), то вектор w2 = Aw1 (w1 = r0) также будет почти коллинеарным вектору w1. В этом
случае может произойти упомянутый выше срыв. Следует сказать, что поскольку вектор
r0 (x0) выбирается случайным образом, вероятность указанного события (срыва) ничтож-
но мала [21]. Тем не менее, обнаруженное явление («сплющивание» базиса подпространства
Kmn−1 = span(rn−1|Arn−1| . . . |Amn−1−1rn−1) при увеличении mn−1) также является фактором,
сдерживающим наращивание размерности подпространства Крылова.

Практическое применение полученной оценки гарантированной точности очередного вы-
численного приближения для осуществления останова итераций станет возможным после того,
как будут установлены связи величин, моделирующих погрешности округлений с технически-
ми характеристиками используемых ЭВМ: относительной и абсолютной погрешностями вы-
полнения арифметических операций, а также размерами ячеек, используемых для хранения
промежуточных результатов вычислений. Установление указанных связей – это следующий
этап нашей работы, в котором, частности, будет разрешён вопрос о том является ли получен-
ная оценка завышенной. Однако уже сейчас можно сказать следующее. На заключительной
итерации с целью снижения влияния погрешностей на точность полученного xn при вычисле-
нии векторов sn−1, _

w
n−1

и zn−1 необходимо обращаться к режиму вычислений с повышенной
точностью. Причиной этому согласно леммам 1.1, 1.3 и 1.4 является усиление ошибок, до-
пущенных при реализации формул sn−1 = Axn−1, _

w
n−1

= Vn−1
∗rn−1, zn−1 = Hn−1

−1_
w

n−1

(см. (6)), числами обусловленности c(A) и c(Hn−1). С той же целью при определении вектора

rn для проверки критерия останова итераций c(A)
(‖r̃‖+ ‖δrr‖)
(‖f‖ − ‖r̃‖)

6 κ по аналогичной причине

при вычислении вектора sn следует обращаться к режиму вычислений с повышенной точно-
стью.
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Abstract. Roundoff errors inevitably arise when performing computer calculations. This paper
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