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ВВЕДЕНИЕ

Для построения точных решений дифференциальных уравнений, исследования их сим-
метрийных свойств, поисков законов сохранения используются методы группового анализа
дифференциальных уравнений [1, 2, 3, 4, 5], метод дифференциальных подстановок [6] и, бо-
лее общим образом, метод преобразований Ли-Бэклунда [7, 8] в пространстве джетов про-
долженного уравнения [9, 10]. На практике, как правило, встречаются более частные случаи
преобразований Ли — Бэклунда — дифференциальные соответствия между двумя системами
дифференциальных уравнений, получившие название преобразований Бэклунда [11, 12, 13].
Такие соответствия представляют собой дифференциальную связь между двумя системами
дифференциальных уравнений, позволяющую по известному решению одной системы кон-
структивно находить решение второй системы. Преобразования Бэклунда для определённых
уравнений имеют как правило именное название: каскадный метод Лапласа, преобразоване
Эйлера — Дарбу, преобразование Бианки, преобразование Мутара, метод билинейных уравне-
ний Хироты и др. [3, 4, 5, 14, 15]. Так, например, преобразование Коула — Хопфа связывает
уравнение теплопроводности и уравнение Бюргерса [16]. Преобразование Миуры связывает
мКдФ и КдФ [17]. Отметим, что прямое и обратное преобразования Бэклунда, как правило,
имеют разные качественные свойства. Так, например, дифференциальная подстановка Ко-
ула — Хопфа u = 2vx/v переводит уравнение теплопроводности vt = vxx в уравнения Бюргерса
ut = uux + uxx, а обратный переход связан с нелокальным разрешением v = exp(−1

2

∫
udx).

На преобразовании Коула — Хопфа основан метод прогонки [18]. С помощью этой замены
были найдены общие решения дифференциальных уравнений и систем дифференциальных
уравнений второго порядка для горизонтально-слоистых сред [19, 20, 21, 22]. Преобразования
Бэклунда используются при построении солитонных решений нелинейных уравнений, изуче-
нии симметрий и законов сохранения, а также являются важнейшим инструментом при изу-
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чении уравнений в частных производных и представляют собой отображения, связывающие
разные решения этих уравнений [14]. Ранние исследования таких отображений для нелинейно-
го уравнения Шредингера можно найти в [23, 24, 25, 33]. Интерес к преобразованиям Бэклунда
обусловлен также обнаруженными связями с квантовыми интегрируемыми системами и фено-
меном разделения переменных [26, 27]. Нахождение соответствий Бэклунда для актуальных
уравнений математической физики есть трудоёмкая самостоятельная задача. Примеры преоб-
разований Бэклунда и их применение можно найти в [14, 15, 28].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе рассматривается уравнением Паули

i~
∂Ψ

∂t
=

(
1

2µ

(
−→
P +

e

c

−→
A

)2

− eV + U +
e~
2µc

(−→σ
−→
H )

)
Ψ,

которое описывает динамику движения электрона в электромагнитном поле с учётом спина
электрона (см. [1], с. 240).

Находятся одномерные варианты уравнением Паули, в предположении, что векторный
потенциал

−→
A имеет одну ненулевую компоненту и уравнение зависит от одной пространствен-

ной координаты. Итогом этих вычислений являются девять вариантов одномерного уравнения
Паули.

Далее, для одномерного уравнения Паули

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂x2
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂x

)
Ψ,

которое получается в предположении, что векторный потенциал
−→
A имеет вид

−→
A = (A, 0, 0)

и все функции зависят от одной пространственной переменной x рассматривается задача ис-
ключения из уравнения Паули одной из функций w = U − eV , A, R, S. Такие преобразова-
ния являются частью общей теории переопределённых систем дифференциальных уравнений
в частных производных. Отметим, что аналогичная задача была рассмотрена в работе [29] для
классического уравнения Шредингера и в работе [30] для релятивистского уравнения Шре-
дингера (уравнения Клейна-Гордона).

Получены дифференциальные соотношения [A,R, S], [w,R, S], [w,A, S], [w,A,R], в кото-
рых отсутствует одна из функций w, A, R, S и которые фактически являются условиями
совместности для определения отсутствующей функции. Основная цель данной работы найти
эти условия совместности. В качестве следствия получаются вполне интегрируемые системы,
решение которых даёт точное решение уравнения Паули. При этом мы пользуемся алгоритмом
теории совместности [31, 32] приведения в инволюцию переопределённой системы. Переходы
между системами соотношений [A,R, S], [w,R, S], [w,A, S], [w,A,R] осуществляется введением
дифференциальных соотношений для отсутствующей функции и представляет собой преобра-
зования Бэклунда [11].

Все рассматриваемые функции предполагаются аналитическими.

2. ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПАУЛИ И ЕГО ОДНОМЕРНЫЕ ВАРИАНТЫ

Динамика движения электрона в электромагнитном поле с учётом спина электрона опи-
сывается уравнением Паули, которое имеет вид ([1], с. 240)

i~
∂Ψ

∂t
=

(
1

2µ

(
−→
P +

e

c

−→
A

)2

− eV + U +
e~
2µc

(−→σ
−→
H )

)
Ψ, (1)



58 М. В. Нещадим, Н. С. Часовских

где Ψ = (ψ1, ψ2)
T — двухкомпонентная волновая функция электрона (T — значок транс-

понирования); ~ — постоянная Планка; −e — заряд электрона; c — скорость света; µ —

масса электрона;
−→
P = −i~

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
— вектор импульса;

−→
A = (A1, A2, A3) — вектор-

ный потенциал электромагнитного поля; V — скалярный потенциал электромагнитного по-

ля; U — силовой потенциал; −→σ =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

))
— матрицы Паули;

−→
H = rot

−→
A =

(
∂A3

∂y
− ∂A2

∂z
,
∂A1

∂z
− ∂A3

∂x
,
∂A2

∂x
− ∂A1

∂y

)
.

В общем случае предполагается, что все функции зависят от переменных (x, y, z, t).

Если в правой части уравнения (1) в слагаемом
(
−→
P +

e

c

−→
A

)2

раскрыть скобки, то урав-

нение (1) перепишется в виде

i~
∂Ψ

∂t
=

(
1

2µ

−→
P 2 +

i~e
2µc

div
−→
A +

e

µc
(
−→
A
−→
P ) +

e2

2µc2
−→
A 2 − eV + U +

e~
2µc

(−→σ
−→
H )

)
Ψ, (2)

где

−→
P 2 = −~2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
,

(
−→
A
−→
P ) = −i~

(
A1

∂

∂x
+A2

∂

∂y
+A3

∂

∂z

)
,

div
−→
A =

∂A1

∂x
+
∂A2

∂y
+
∂A3

∂z
,

−→
A 2 = A2

1 +A2
2 +A2

3.

Отметим также, что скалярное произведение (−→σ
−→
H ) имеет вид(

0 1
1 0

)(
∂A3

∂y
− ∂A2

∂z

)
+

(
0 −i
i 0

)(
∂A1

∂z
− ∂A3

∂x

)
+

(
1 0
0 −1

)(
∂A2

∂x
− ∂A1

∂y

)
.

Далее рассмотрим частные случаи уравнения Паули, когда векторный потенциал
−→
A имеет

одну ненулевую компоненту и все функции, входящие в уравнение Паули, зависят от одной
пространственной координаты.

2.1. Векторный потенциал имеет вид (A, 0, 0)

Пусть векторный потенциал
−→
A имеет вид

−→
A = (A, 0, 0). Тогда уравнение (2) принимает

вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
+
i~e
2µc

∂A

∂x
Ψ− i~e

µc
A
∂Ψ

∂x
+

e2

2µc2
A2Ψ− eVΨ + UΨ

+
e~
2µc

{
∂A

∂z

(
0 −i
i 0

)
− ∂A

∂y

(
1 0
0 −1

)}
Ψ. (3)

2.1.1. Функция A зависит только от переменных (x, t).
Тогда (3) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂x

)
Ψ. (4)
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То есть полностью исчезает слагаемое, отвечающее за спинорную часть уравнения, и (4)
представляет собой систему двух одинаковых уравнений на компоненты вектор-функции
Ψ = (ψ1, ψ2)

T .
Если дополнительно, предположить, что функция Ψ зависит только от переменных (x, t),

то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂x2
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂x

)
Ψ, (5)

которое слагаемым − i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
отличается от одномерного уравнения Шредингера, рассмот-

ренного в работе [29].
2.1.2. Функция A зависит только от переменных (y, t).
Тогда (3) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂y

(
1 0
0 −1

)
Ψ

распадается на два независимых уравнения на функции ψ1 и ψ2, которые отличаются только
знаком последнего слагаемого.

Если дополнительно, предположить, что функция Ψ зависит только от переменных (y, t),
то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂y2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂y

(
1 0
0 −1

)
Ψ,

которое запишем его как систему

i~
∂ψ1

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ1

∂y2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
ψ1 −

e~
2µc

∂A

∂y
ψ1, (6)

i~
∂ψ2

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ2

∂y2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
ψ2 +

e~
2µc

∂A

∂y
ψ2. (7)

Каждое из этих уравнений является стандартным уравнением Шредингера.
Нетрудно проверить, что имеют место формулы

ψ2
∂ψ1

∂t
− ψ1

∂ψ2

∂t
= (ψ1ψ2)

∂

∂t
ln

(
ψ1

ψ2

)
, ψ2

∂2ψ1

∂y2
− ψ1

∂2ψ2

∂y2
=

∂

∂y

(
(ψ1ψ2)

∂

∂y
ln

(
ψ1

ψ2

))
.

Поэтому, домножая уравнение (6) на ψ2, уравнение (7) на ψ1 и вычитая их, получим соотно-
шение

i~(ψ1ψ2)
∂

∂t
ln

(
ψ1

ψ2

)
= − ~2

2µ

∂

∂y

(
(ψ1ψ2)

∂

∂y
ln

(
ψ1

ψ2

))
− e~
µc

∂A

∂y
(ψ1ψ2). (8)

Из соотношения (8) очевидно получаем следующее следствие.
Следствие 1. 1) Если решения ψ1 и ψ2 системы (6), (7) удовлетворяют соотношению

ψ1ψ2 = C = const, то функция w = ln

(
ψ1

ψ2

)
является решением уравнения

i~
∂w

∂t
= − ~2

2µ

∂2w

∂y2
− C e~

µc

∂A

∂y
.

2) Если решения ψ1 и ψ2 системы (6), (7) удовлетворяют соотношению ψ1/ψ2 = const, то
∂A

∂y
= 0.
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2.1.3. Функция A зависит только от переменных (z, t).
Тогда (3) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂z

(
0 −i
i 0

)
Ψ

и представляет собой систему уравнений на функции ψ1 и ψ2, которые «сплетены» за счёт
последнего слагаемого.

Если дополнительно, предположить, что функция Ψ зависит только от переменных (z, t),
то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂z

(
0 −i
i 0

)
Ψ,

или, в развёрнутом виде,

i~
∂ψ1

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ1

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
ψ1 −

ie~
2µc

∂A

∂z
ψ2,

i~
∂ψ2

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ2

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
ψ2 +

ie~
2µc

∂A

∂z
ψ1.

Домножив первое уравнение на ψ1, второе на ψ2 и сложив, получим соотношение

i~
2

∂

∂t

(
ψ2
1 + ψ2

2

)
= − ~2

2µ

(
ψ1
∂2ψ1

∂z2
+ ψ2

∂2ψ2

∂z2
)

+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)(
ψ2
1 + ψ2

2

)
.

Так как

2

(
ψ1
∂2ψ1

∂z2
+ ψ2

∂2ψ2

∂z2

)
=

∂2

∂z2
(
ψ2
1 + ψ2

2

)
−
((

∂ψ1

∂z

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2)
,

то это уравнение можно переписать в виде

i~
2

∂

∂t

(
ψ2
1 + ψ2

2

)
= − ~2

4µ

∂2

∂z2
(
ψ2
1 + ψ2

2

)
+

~2

4µ

((
∂ψ1

∂z

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2)
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)(
ψ2
1 + ψ2

2

)
. (9)

Замечание 1. Если (
∂ψ1

∂z

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2

= 0, (10)

то уравнение (9) принимает вид

i~
2

∂w

∂t
= − ~2

4µ

∂2w

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
w

— уравнение Шредингера для функции w = ψ2
1 + ψ2

2.
Очевидно, что соотношение (10) равносильно условиям

∂

∂z
(ψ1 + iψ2) = 0 или

∂

∂z
(ψ1 − iψ2) = 0.
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Замечание 2. Если
∂ψ1

∂z
= qψ1,

∂ψ2

∂z
= qψ2,

где q — некоторая константа, то

ψ1 = τ1(t) exp(qz), ψ2 = τ2(t) exp(qz)

где τ1(t), τ2(t) — некоторые функции переменной t и(
∂ψ1

∂z

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2

= q2(ψ2
1 + ψ2

2).

Следовательно,
w = ψ2

1 + ψ2
2 = exp(2qz)

(
τ21 (t) + τ22 (t)

)
= exp(2qz)T (t)

и уравнение (9) принимает вид

i~
2

∂T

∂t
=

(
− 3~2

2µ
q2 + 2

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

))
T.

Отсюда, в частности, следует, что выражение
e2

2µc2
A2 − eV + U является функцией только

переменной t.

2.2. Векторный потенциал имеет вид (0, A, 0)

Пусть векторный потенциал
−→
A имеет вид

−→
A = (0, A, 0). Тогда уравнение (2) принимает

вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
+
i~e
2µc

∂A

∂y
Ψ− i~e

µc
A
∂Ψ

∂y
+

e2

2µc2
A2Ψ− eVΨ + UΨ

+
e~
2µc

{
∂A

∂x

(
1 0
0 −1

)
− ∂A

∂z

(
0 1
1 0

)}
Ψ. (11)

2.2.1. Функция A зависит только от переменных (x, t).
Тогда (11) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂y
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂x

(
1 0
0 −1

)
Ψ

и распадается на два независимых уравнения на функции ψ1 и ψ2, которые отличаются только
знаком последнего слагаемого.

Если Ψ = Ψ(x, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂x2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂x

(
1 0
0 −1

)
Ψ.

2.2.2. Функция A зависит только от переменных (y, t).
Тогда (11) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂y
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂y

)
Ψ

и представляет собой систему двух одинаковых уравнений на компоненты вектор-функции
Ψ = (ψ1, ψ2)

T .
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Если Ψ = Ψ(y, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂y2
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂y
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂y

)
Ψ.

2.2.3. Функция A зависит только от переменных (z, t).
Тогда (11) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂y
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂z

(
0 1
1 0

)
Ψ

и представляет собой систему уравнений на функции ψ1 и ψ2, которые «сплетены» за счёт
последнего слагаемого.

Если Ψ = Ψ(z, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂z

(
0 1
1 0

)
Ψ.

2.3. Векторный потенциал имеет вид (0, 0, A)

Пусть векторный потенциал
−→
A имеет вид

−→
A = (0, 0, A). Тогда уравнение (2) принимает

вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
+
i~e
2µc

∂A

∂z
Ψ− i~e

µc
A
∂Ψ

∂z
+

e2

2µc2
A2Ψ− eVΨ + UΨ

+
e~
2µc

{
∂A

∂y

(
0 1
1 0

)
− ∂A

∂x

(
0 −i
i 0

)}
Ψ. (12)

2.3.1. Функция A зависит только от переменных (x, t).
Тогда (12) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂z
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂x

(
0 −i
i 0

)
Ψ.

Если Ψ = Ψ(x, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂x2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂x

(
0 −i
i 0

)
Ψ.

2.3.2. Функция A зависит только от переменных (y, t).
Тогда (12) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂z
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂y

(
0 1
1 0

)
Ψ.

Если Ψ = Ψ(y, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂y2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂y

(
0 1
1 0

)
Ψ.

2.3.3. Функция A зависит только от переменных (z, t).
Тогда (12) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
+
i~e
2µc

∂A

∂z
Ψ− i~e

µc
A
∂Ψ

∂z
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ.
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Если Ψ = Ψ(z, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂z2
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂z
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U +

i~e
2µc

∂A

∂z

)
Ψ.

3. ОДНОМЕРНОЕ УРАВНЕНИЕ ПАУЛИ И ЕГО УПРОЩЕНИЕ

Рассмотрим уравнение (5):

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ

∂x2
− i~e
µc
A
∂ψ

∂x
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂x

)
ψ. (5)

Сделаем замену переменных t = ~τ , x =
~√
2µ
ξ. Тогда

∂ψ

∂t
=
∂ψ

∂τ

∂τ

∂t
=

1

~
∂ψ

∂τ
,

∂ψ

∂x
=
∂ψ

∂ξ

∂ξ

∂x
=

√
2µ

~
∂ψ

∂ξ
,

∂2ψ

∂x2
=

∂

∂ξ

(√
2µ

~
∂ψ

∂ξ

)
=

2µ

~2
∂2ψ

∂ξ2
,

∂A

∂x
=
∂A

∂ξ

∂ξ

∂x
=

√
2µ

~
∂A

∂ξ
.

После подстановки в уравнение (5) получаем

i
∂ψ

∂τ
= −∂

2ψ

∂ξ2
− i2e

c
√

2µ
A
∂ψ

∂ξ
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

ie

c
√

2µ

∂A

∂ξ

)
ψ.

Введём обозначение Ã =
e

c
√

2µ
A. Тогда уравнение примет вид

i
∂ψ

∂τ
= −∂

2ψ

∂ξ2
− 2iÃ

∂ψ

∂ξ
+

(
U − eV + Ã2 + i

∂Ã

∂ξ

)
ψ.

Переобозначим τ = t, ξ = x, Ã = A, w = U − eV . Окончательно, уравнение принимает вид

i
∂ψ

∂t
= −∂

2ψ

∂x2
− 2iA

∂ψ

∂x
+

(
w +A2 + i

∂A

∂x

)
ψ. (13)

Напомним, что функции A, w вещественнозначные, а функция ψ комплекснозначная.
Представим её в виде

ψ = ReiS ,

где R = R(t, x), S = S(t, x) — вещественнозначные функции (амплитуда и фаза, соответствен-
но). Далее перейдём от комплексного уравнения (13) к системе вещественных уравнений. Для
этого найдём производные функции ψ:

∂ψ

∂t
=
∂R

∂t
eiS + iR

∂S

∂t
eiS ,

∂ψ

∂x
=
∂R

∂x
eiS + iR

∂S

∂x
eiS ,

∂2ψ

∂x2
=
∂2R

∂x2
eiS + 2i

∂R

∂x

∂S

∂x
eiS + iR

∂2S

∂x2
eiS −R

(
∂S

∂x

)
eiS .

Подставим найденные производные в уравнение (13) и сократим на экспоненту eiS . Далее для
сокращения записи частные производные будем обозначать соответствующим индексом внизу,

например,
∂S

∂x
= Sx. Имеем

i

(
Rt + iRSt

)
= −

(
Rxx + 2iRxSx + iRSxx −RS2

x

)
− 2iA

(
Rx + iRSx

)
+

(
w +A2 + iAx

)
R.
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Выделяем вещественную и мнимую части:

−RSt = −Rxx +RS2
x + 2ARSx +

(
w +A2

)
R, (14)

Rt = −2RxSx −RSxx − 2ARx +AxR. (15)

Далее работаем с этой системой.

4. ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ A

Перепишем уравнения (14), (15) в виде

Rxx

R
− (St + S2

x)− w = A2 + 2ASx,
Rt

R
+ 2

Rx

R
Sx + Sxx = Ax − 2A

Rx

R
.

Введём обозначение
ρ = lnR. (16)

Тогда

ρt =
Rt

R
, ρx =

Rx

R
, ρxx =

Rxx

R
−
(
Rx

R

)2

,

и
Rxx

R
= ρxx + ρ2x.

Поэтому система уравнений принимает вид

A2 + 2ASx = ρxx + ρ2x − (St + S2
x)− w, Ax − 2Aρx = ρt + 2ρxSx + Sxx.

Введём обозначения

B = ρxx + ρ2x − (St + S2
x)− w, C = ρt + 2ρxSx + Sxx. (17)

Тогда система уравнений принимает вид

A2 + 2ASx = B, Ax = C + 2Aρx. (18)

Далее из системы (18) найдём функцию A.
Дифференцируем первое уравнение системы (18) по переменной x:

2AAx + 2AxSx + 2ASxx = Bx.

В силу второго соотношения (18) оно принимает вид

2A(C + 2Aρx) + 2Sx(C + 2Aρx) + 2ASxx = Bx

или
4A2ρx + 2A(C + Sxx + 2ρxSx) = Bx − 2CSx.

Итак, на функцию A имеем систему двух квадратных уравнений

A2 + 2ASx = B, 4A2ρx + 2A(C + Sxx + 2ρxSx) = Bx − 2CSx. (19)

Отсюда находим функцию A (исключая квадратичное слагаемое):

4ρx(B − 2ASx) + 2A(C + Sxx + 2ρxSx) = Bx − 2CSx,

2A(C + Sxx + 2ρxSx − 4ρxSx) = Bx − 2CSx − 4Bρx,

A =
Bx − 2CSx − 4Bρx
2(C + Sxx − 2ρxSx)

.
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В силу второго соотношения системы (17):

C + Sxx − 2ρxSx = ρt + 2ρxSx + Sxx + Sxx − 2ρxSx = ρt + 2Sxx.

Следовательно,

A =
Bx − 2CSx − 4Bρx

2(ρt + 2Sxx)
. (20)

Остаётся подставить (20) в одно из соотношений (19) для того, чтобы получить условия
совместности этой системы. (Отметим, что (19) — система двух квадратичных уравнений и её
условие совместности заключается в том, что её дискриминант обращается в нуль.) Подставим
(20) в первое соотношение (19)(

Bx − 2CSx − 4Bρx
2(ρt + 2Sxx)

)2

+ 2Sx
Bx − 2CSx − 4Bρx

2(ρt + 2Sxx)
= B

или(
Bx − 2CSx − 4Bρx

)2

− 4B(ρt + 2Sxx)2 + 4Sx(ρt + 2Sxx)

(
Bx − 2CSx − 4Bρx

)
= 0. (21)

Соотношение (21) и есть условие совместности системы (19).
Теорема 1. Если
1) функции R = R(t, x), S = S(t, x), w = w(t, x) удовлетворяют соотношению (21)(
Bx − 2CSx − 4Bρx

)2

− 4B(ρt + 2Sxx)2 + 4Sx(ρt + 2Sxx)

(
Bx − 2CSx − 4Bρx

)
= 0,

где
B = ρxx + ρ2x − (St + S2

x)− w, C = ρt + 2ρxSx + Sxx, ρ = lnR,

2) функция A = A(t, x) определена формулой (20)

A =
Bx − 2CSx − 4Bρx

2(ρt + 2Sxx)
,

то функции A, w, R, S удовлетворяют системе уравнений (14), (15) и, соответственно,
функция ψ = ReiS — решение уравнения Паули (13).

5. ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ R

Перепишем систему (14), (15) в виде

Rxx = R(w +A2 + St + S2
x + 2ASx), Rt = −2Rx(A+ Sx) +R(Ax − Sxx).

Введём обозначения

B = w +A2 + St + S2
x + 2ASx, C = −2(A+ Sx), D = Ax − Sxx. (22)

Тогда система принимает вид

Rxx = BR, Rt = CRx +DR. (23)

Составляем условия совместности (Rxx)t = (Rt)xx.
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Имеем

(Rxx)t = BtR+BRt = в силу (23) = BtR+B(CRx +DR) = BCRx +R(Bt +BD), (24)

(Rt)x = CxRx + CRxx +DxR+DRx = в силу (23)

= CxRx + CBR+DxR+DRx = Rx(D + Cx) +R(BC +Dx),

(Rt)xx = Rxx(D+Cx) +Rx(Dx +Cxx) +Rx(BC +Dx) +R(BxC +BCx +Dxx) = в силу (23)

= BR(D + Cx) +Rx(BC + 2Dx + Cxx) +R(BxC +BCx +Dxx)

= Rx(BC + 2Dx + Cxx) +R(BD +BxC + 2BCx +Dxx). (25)

Приравнивая (24) и (25) получаем

Rx(2Dx + Cxx) = −R(BxC + 2BCx +Dxx −Bt).

В силу (22)
2Dx + Cxx = 2(Axx − Sxxx)− 2(Axx + Sxxx) = −4Sxxx.

Итак, условие совместности (Rxx)t = (Rt)xx принимает вид

4SxxxRx = R(BxC + 2BCx +Dxx −Bt).

Отметим, что если Sxxx = 0, то

BxC + 2BCx +Dxx −Bt = 0

и система (23) совместна (находится в инволюции).
Если Sxxx 6= 0, то

Rx = R
(BxC + 2BCx +Dxx −Bt)

4Sxxx
.

Введём обозначение

E =
(BxC + 2BCx +Dxx −Bt)

4Sxxx
. (26)

Тогда
Rx = ER

и на функцию R имеем систему соотношений

Rx = ER, Rt = R(D + CE). (27)

Кроме того, имеем соотношение
(ER)x = BR,

которое в силу (27) принимает вид

ExR+ E2R = BR,

т. е.
Ex = B − E2. (28)

Составляем условие совместности (Rx)t = (Rt)x:

Rx(D + CE) +R(D + CE)x = EtR+ ERt.
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В силу (27)
ER(D + CE) +R(D + CE)x = EtR+ ER(D + CE),

R(Et − (D + CE)x) = 0.

Итак, условие совместности (Rx)t = (Rt)x принимает вид

Et = (D + CE)x.

или в силу (28)
Et = Dx +BC + ECx − E2C. (29)

Далее напишем условие совместности (Ex)t = (Et)x системы (28), (29). Имеем

Ext = Bt − 2EEt =

в силу (29)

= Bt − 2E(Dx +BC + ECx − E2C) = Bt − 2E(Dx +BC)− 2E2Cx + 2E3C,

Etx = Dxx +BxC +BCx + ExCx + ECxx − 2EExC − E2Cx =

в силу (28)

= Dxx +BxC +BCx + (B − E2)Cx + ECxx − 2EC(B − E2)− E2Cx =

= (Dxx +BxC + 2BCx) + E(Cxx − 2BC)− 2E2Cx + 2E3C.

Итак, условие совместности (Ex)t = (Et)x системы (28), (29) принимает вид

Bt − 2E(Dx +BC) = (Dxx +BxC + 2BCx) + E(Cxx − 2BC)

или
E(2Dx + Cxx) = Bt −Dxx −BxC − 2BCx.

Так как 2Dx + Cxx = −4Sxxx, то

E =
(BxC + 2BCx +Dxx −Bt)

4Sxxx
,

что совпадает с (26). Следовательно, система (28), (29) совместна.
Итак, при условии Sxxx 6= 0 доказана следующая теорема.
Теорема 2. Пусть функции B(t, x), C(t, x), D(t, x), E(t, x) определяются через функции

w(t, x), A(t, x), S(t, x), где Sxxx 6= 0, формулами:

B = w +A2 + St + S2
x + 2ASx, C = −2(A+ Sx), D = Ax − Sxx.

E =
(BxC + 2BCx +Dxx −Bt)

4Sxxx
.

Тогда
1) система

Ex = B − E2, Et = Dx +BC + ECx − E2C

находится в инволюции,
2) система

Rxx = R(w +A2 + St + S2
x + 2ASx), Rt = −2Rx(A+ Sx) +R(Ax − Sxx)

эквивалентна системе (27)

Rx = ER, Rt = R(D + CE),

условия совместности, которой имеют вид 1).
Так определённые функции w, A, S, R удовлетворяют системе (14), (15) и, следователь-

но, функция ψ = ReiS является решением уравнения Паули (13).



68 М. В. Нещадим, Н. С. Часовских

Замечание 3. Функции R, S, w в условиях теоремы 1 определяются функциями A и E.
Действительно, пусть A и E — заданные функции. Тогда

1) Функция B определяется из равенства (28):

B = Ex + E2.

2) Запишем (29) в виде

Dx = Et − (B − E2)C − ECx = Et − (EC)x.

Подставим D = Ax − Sxx:
Axx − Sxxx = Et − (EC)x,

Sxxx = Axx − Et + (EC)x.

Подставим C = −2(A+ Sx):

Sxxx = Axx − Et − 2(E(A+ Sx))x.

Итак, функция S определяется функциями A и E.
3) Потенциал w находится по формуле

w = B − (A2 + St + S2
x + 2ASx).

4) Функция R находится из вполне интегрируемой системы

Rx = ER, Rt = R(D + CE).

Рассмотрим случай Sxxx = 0. Имеем

S = x2a(t) + xb(t) + c(t)

для некоторых функций a, b, c переменной t. Тогда

C = −2(A+ Sx) = −2A− 4xa(t)− 2b(t),

D = Ax − Sxx = Ax − 2a(t),

B = w +A2 + St + S2
x + 2ASx =

= w +A2 + x2a′(t) + xb′(t) + c′(t) + (2xa(t) + b(t))2 + 2A(2xa(t) + b(t)).

Следовательно, справедливо предложение.
Предложение 1. Пусть функции B(t, x), C(t, x), D(t, x) определяются через функции

w(t, x), A(t, x), S(t, x) формулами:

B = w +A2 + St + S2
x + 2ASx, C = −2(A+ Sx), D = Ax − Sxx.

Если Sxxx = 0 и BxC + 2BCx +Dxx −Bt = 0, то функция R(t, x) определяется из совместной
системы

Rxx = BR, Rt = CRx +DR.

Так определённые функции w, A, S, R удовлетворяют системе (14), (15) и, следовательно,
функция ψ = ReiS является решением уравнения Паули (13).
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6. ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ S

Перепишем систему (14), (15) в виде

St =
Rxx

R
− S2

x − 2ASx − w −A2, (30)

Sxx = −Rt

R
− 2

Rx

R
Sx − 2A

Rx

R
+Ax. (31)

Введём обозначения

B =
Rxx

R
− w −A2, C = Ax −

Rt

R
− 2A

Rx

R
, D = 2

Rx

R
. (32)

Тогда система (30), (31) принимает вид

St = B − S2
x − 2ASx, (33)

Sxx = C −DSx. (34)

Составим условие совместности (St)xx = (Sxx)t системы (33), (34).
Из соотношения (33) находим

Stx = Bx − 2SxSxx − 2AxSx − 2ASxx.

В силу (34)

Stx = Bx − 2Sx(C −DSx)− 2AxSx − 2A(C −DSx) = (Bx − 2AC) + 2DS2
x + 2(AD − C −Ax)Sx.

Итак,
Stx = E1 + 2DS2

x + E2Sx, (35)

где
E1 = Bx − 2AC, E2 = 2(AD − C −Ax). (36)

Далее из (35) находим

Stxx = E1x + 2DxS
2
x + 4DSxSxx + E2xSx + E2Sxx.

В силу (34)

Stxx = E1x + 2DxS
2
x + 4DSx(C −DSx) + E2xSx + E2(C −DSx)

= (E1x + CE2) + 2(Dx − 2D2)S2
x + (4DC + E2x −DE2)Sx.

Итак,
Stxx = F1 + F2S

2
x + F3Sx, (37)

где
F1 = E1x + CE2, F2 = 2(Dx − 2D2), F3 = 4DC + E2x −DE2. (38)

Из соотношения (34) находим

Sxxt = Ct −DtSx −DSxt.

В силу (35)

Sxxt = Ct −DtSx −D(E1 + 2DS2
x + E2Sx) = (Ct −DE1)− 2D2S2

x − (Dt +DE2)Sx.
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Итак,
Sxxt = H1 − 2D2S2

x −H2Sx, (39)

где
H1 = Ct −DE1, H2 = Dt +DE2. (40)

Следовательно, условие совместности (St)xx = (Sxx)t системы (33), (34) в силу (37) и (39)
имеют вид:

F1 + F2S
2
x + F3Sx = H1 − 2D2S2

x −H2Sx,

(F2 + 2D2)S2
x + (F3 +H2)Sx + F1 −H1 = 0.

Так как
F2 + 2D2 = 2(Dx −D2), F3 +H2 = 4DC + E2x +Dt,

то
2(Dx −D2)S2

x + (4DC + E2x +Dt)Sx + F1 −H1 = 0.

Итак,
P0S

2
x + P1Sx + P2 = 0, (41)

где
P0 = 2(Dx −D2), P1 = 4DC + E2x +Dt, P2 = F1 −H1. (42)

Далее рассмотрим условия совместности системы (33), (41).
Из (33) и (41) находим

St = T, Sx = X, (43)

где

X =
1

2P0

(√
P 2
1 − 4P0P2 − P1

)
, T = B +

(
P1

P0
− 2A

)
X +

P2

P0
. (44)

Тогда соотношение
Tx = Xt

и есть искомое соотношение на функции R, A, w.
Итак, доказана следующая
Теорема 3. Пусть функции w(t, x), A(t, x), R(t, x) связаны единственным соотношени-

ем
Tx = Xt,

где функции T = T (t, x), X = X(t, x) определяются через w, A, R следующей последователь-
ностью равенств:

B =
Rxx

R
− w −A2, C = Ax −

Rt

R
− 2A

Rx

R
, D = 2

Rx

R
,

E1 = Bx − 2AC, E2 = 2(AD − C −Ax),

F1 = E1x + CE2, F2 = 2(Dx − 2D2), F3 = 4DC + E2x −DE2,

H1 = Ct −DE1, H2 = Dt +DE2,

P0 = 2(Dx −D2), P1 = 4DC + E2x +Dt, P2 = F1 −H1,

X =
1

2P0

(√
P 2
1 − 4P0P2 − P1

)
, T = B +

(
P1

P0
− 2A

)
X +

P2

P0
.

Тогда система

St =
Rxx

R
− S2

x − 2ASx − w −A2, Sxx = −Rt

R
− 2

Rx

R
Sx − 2A

Rx

R
+Ax
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равносильна системе
St = T, Sx = X,

которая находится в инволюции и, следовательно, функция ψ = ReiS является решением
уравнения Паули (13).

7. ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ w

Из соотношения (14) находим функцию w:

w = −St +
Rxx

R
− S2

x − 2ASx −A2.

Соотношение (15) остаётся свободным. Положим

A = Sx.

Тогда (15) примет вид
Rt = −4RxSx,

а для функции w имеем представление

w = −St +
Rxx

R
− 4S2

x.

Итак, при A = Sx имеем систему

Rt = −4RxSx, w = −St +
Rxx

R
− 4S2

x.

Исключим из этой системы функцию S. Из первого соотношения находим

Sx = − Rt

4Rx

и подставляем во второе соотношение

St = −w +
Rxx

R
− R2

t

4R2
x

.

Составляем условие совместности Sxt = Stx:

−RttRx −RtxRt

4R2
x

= −wx +
RxxxR−RxRxx

R2
− RtRtxR

2
x −RxRxxR

2
t

2R4
x

Итак, справедливо следующее предложение.
Предложение 2. Пусть
1) функции w(t, x), R(t, x) связаны соотношением

−RttRx −RtxRt

4R2
x

= −wx +
RxxxR−RxRxx

R2
− RtRtxR

2
x −RxRxxR

2
t

2R4
x

,

2) функция S(t, x) определяется из системы

Sx = − Rt

4Rx
, St = −w +

Rxx

R
− R2

t

4R2
x

,

совместной в силу 1),
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3) функция A(t, x) определяется формулой A = − Rt

4Rx
.

Тогда функция ψ = ReiS является решением уравнения Паули (13).
Далее рассмотрим некоторые частные случаи представления функции w.

Пусть

w =
Rxx

R
− R2

t

4R2
x

,

то есть St = 0. Тогда

Sx = − Rt

4Rx

— функция переменной x, то есть Sx = f(x), S =
∫
f(x) dx и

Rt + 4Rxf(x) = 0.

Отсюда находим, что

R = r

(
4t−

∫
dx

f(x)

)
,

где r(p) — произвольная функция одной переменной. Далее A = Sx = f(x). Остаётся найти
функцию w. Имеем

w =
Rxx

R
− R2

t

4R2
x

=
r′′ + r′f ′′

rf2
− 4f2.

Итак, справедливо
Предложение 3. Функции

A = f(x), S =

∫
f(x) dx, R = r

(
4t−

∫
dx

f(x)

)
, w =

r′′ + r′f ′′

rf2
− 4f2,

где f(x), r(p) — произвольные функции одного аргумента и p = 4t−
∫

dx

f(x)
являются решением

системы (14), (15) и, следовательно, функция ψ = ReiS является решением уравнения Паули
(13).

Пусть

w =
Rxx

R
+

1

4
H

(
Rt

Rx

)
,

где H(·) — некоторая функция одной переменной. Тогда

Sx = − Rt

4Rx
, St = − R2

t

4R2
x

− 1

4
H

(
Rt

Rx

)
.

Введём обозначение

B =
Rt

Rx
.

Тогда
Sx = −1

4
B, St = −1

4
(B2 +H(B)).

Условие совместности Sxt = Stx примет вид

Bt = (2B +H ′(B))Bx.
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Отсюда находим
(2B +H ′(B))t+ x = h(B),

где h(·) — произвольная функция одной переменной.
Функция R находится из уравнения

Rt −BRx = 0,

а функция A = Sx = −1

4
B.

Итак, справедливо следующее предложение.
Предложение 4. Пусть
1) функция B = B(t, x) — решение неявного уравнения

(2B +H ′(B))t+ x = h(B),

где h(·), H(·) — произвольные функции одной переменной,
2) функция R = R(t, x) — решение уравнения

Rt −BRx = 0,

3) функция S = S(t, x) — решение системы

Sx = −1

4
B, St = −1

4
(B2 +H(B)),

совместной в силу выбора функции B.
Тогда функции

A = −1

4
B, w =

Rxx

R
+

1

4
H

(
Rt

Rx

)
, ψ = ReiS

являются решением уравнения Паули (13).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представляется интересным провести аналогичный анализ уравнений, связывающих
функции аммплитуды, фазы, потенциала и векторного потенциала для многомерного урав-
нения Паули, а также применить полученные результаты к нелинейным уравнениям Паули,
когда потенциал является функцией от амплитуды. (Например, как для кубического урав-
нения Шредингера [14, 33].) Отметим также, что некоторые результаты, связанные с кон-
структивным подходом исследования уравнений математической физики и применением их к
поиску коэффициентов и решений можно найти в работах [16, 17, 33, 34, 35, 36, 37].
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theory of compatibility systems of partial differential equations are found completely integrable
systems that connect only three of the four functions. The found systems are related by Backlund
transformations.
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