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ВВЕДЕНИЕ

Обратные задачи для дифференциальных уравнений об определении коэффициентов за-
висящих от временной и пространственных переменных мало изучены и рассматривались ра-
нее в сравнительно небольшом количестве публикаций.

В работе [1] доказывается теорема единственности решения обратной задачи для волно-
вого уравнения utt − ∆u + q(t,x)u = 0, где t ∈ R, x ∈ Rn, n — нечётное, n > 3. В работах
[2], [3] рассматриваются различные постановки обратных задач определения коэффициента
q(t, x), входящего в волновое уравнение utt −∆u+ q(t,x)u = 0 при (t,x) ∈ (0, T )× Ω, где Ω —
ограниченная область в Rn, n > 2, T > 0. Доказаны теоремы единственности. В работе [3]
получена оценка устойчивости при n = 2. В работах [4] и [5] изучались вопросы единственно-
сти решения обратных задач в предположении, что задано отображение, переводящее данные
Дирихле краевой задачи в данные Неймана. Подобные обратные задачи естественным образом
возникают для движущихся сред. В работах [6] и [7] изучаются вопросы визуализации движу-
щихся объектов в случайных средах. Близкими к этому направлению являются также работы
[8], [9] для движущихся турбулентных сред. В работе [10] в трёхмерном случае рассматри-
вается обратная задача определения коэффициента a(x, t), входящего в волновое уравнение
utt = ∆u+a(x, t)u+ δ(x−x0), для неё построен глобально схoдящийся численный метод Кли-
банова, под названием «convexification» и приведены результаты численных экспериментов.

В настоящей работе изучается новая постановка обратной задачи, в которой данные об-
ратной задачи зависят от переменного параметра s, определяющего момент приложения то-
чечного источника. В разд. 2 изучается прямая задача, свойства гладкости её решения. Затем,
в разд. 3 рассматривается обратная задача, устанавливается её однозначная локальная разре-
шимость и находится глобальная оценка устойчивости решения.
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Нам не известны другие работы по определению потенциала, зависящего от времени,
когда пространственная переменная является одномерной.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

Пусть T — фиксированное положительное число.

Прямая задача. При фиксированном s ∈ [0, T ] найти функцию u(x, t, s), удовлетворяю-
щую соотношениям

utt − uxx − q(x, t)u = 0, (x, t) ∈ R+ × (0, T ], (1)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, (2)

u|x=0 = δ(t− s), (3)

где q(x, t) — непрерывная функция аргументов x и t; R+ := {x ∈ R | x > 0}.

Замечание. При s = 0 в граничном условии (2) следует положить s = +0.

Обратная задача. Пусть f(t, s) — заданная функция для (t, s) ∈ D(T ), D(T ) =
{(t, s)| 0 6 s 6 t 6 T}. Требуется найти функцию q(x, t) в области G(T ) = {(x, t) | 0 6
x 6 t 6 T − x} по заданной информации о решении задачи (1)–(3)

ux(0, t, s) = f(t, s), (t, s) ∈ D(T ). (4)

2. ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Очевидно, что u(x, t, s) = 0 в области {(x, t) | x > 0, t < s + x}. Решение прямой задачи
эквивалентно решению уравнения

u(x, t, s) = δ(t− s− x) +
1

2

∫∫
D(x,t,s)

q(ξ, τ)u(ξ, τ, s) dξdτ, (5)

где D(x, t, s) —прямоугольник, ограниченный прямыми:

τ + ξ = x+ t, τ + ξ = t− x, τ − ξ = t− x, τ − ξ = s.

Определим новую функцию

v(x, t, s) = u(x, t, s)− δ(t− s− x). (6)

В силу (6) уравнение (5) примет вид

v(x, t, s) =
1

2

∫∫
D(x,t,s)

q(ξ, τ)
[
v(ξ, τ, s) + δ(τ − s− ξ)

]
dξdτ

=
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

∫∫
D(x,t,s)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξdτ. (7)

Рассмотрим область G(T, s) = {(x, t) | s+x 6 t 6 T−x}. Пусть (x, t) ∈ G(T, s). Обозначим
S(τ, x, t) =

{
ξ | (ξ, τ) ∈ D(x, t, s), τ = const

}
— сечение области G(T, s) прямой τ = const,

(t+ s− x)/2 6 τ 6 t); meas
ξ

S(τ, x, t) — длины отрезков, пересекающих область D(x, t, s) при

фиксированных τ . Тогда следующая оценка:

max

{
meas
ξ

S(τ, x, t)

}
=
t− s+ x

2
6
T − s

2
6
T

2
(8)

справедлива для обоих случаев t− x 6 (t+ x+ s)/2 и (t+ x+ s)/2 6 t− x (см. рис. 1).



Обратная задача для волнового уравнения с потенциалом q(x, t) 81

Рис. 1. Область D(x, t, s):
(a) — случай: t− x 6 (t+ x+ s)/2; (b) — случай: (t+ x+ s)/2 6 t− x

Запишем уравнение (7) следующим образом:

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dτ +
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ. (9)

Определим последовательность функций vn(x, t, s), n = 0, 1, 2, . . . ,

v0(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ, (10)

а функции vn(x, t, s) определяются рекуррентными соотношениями

vn(x, t, s) = v0(x, t, s) +
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)vn−1(ξ, τ, s) dξ, n = 1, 2, . . . . (11)

Лемма 1. Последовательность {vn(x, t, s)} равномерно сходится в области G(T, s) и
определяет в этой области непрерывную предельную функцию v(x, t, s), которая является
решением уравнения (9).
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Доказательство. Введём в рассмотрение разности

wn(x, t, s) = vn(x, t, s)− vn−1(x, t, s), k = 1, 2, . . . .

Из формулы (9) следуют равенства

w1(x, t, s) = v1(x, t, s)− v0(x, t, s) =
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)v0(ξ, τ, s) dξ,

wn(x, t, s) = vn(x, t, s)− vn−1(x, t, s) =
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)wn−1(ξ, τ, s) dξ,

n = 2, 3, . . . .

(12)

Обозначим Q = ‖q‖C(G(T,s)), тогда для (x, t) ∈ G(T, s), в силу (10), имеем

|v0(x, t, s)| 6
T

4
Q, (13)

а, в силу (12), можем написать

|w1(x, t, s)| 6
1

2

t∫
(t+s−x)/2

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)v0(ξ, τ, s)| dξ 6
TQ

4

Q

2

t∫
s

T

2
dτ =

(
TQ

4

)2 (t− s)
1!

.

|w2(x, t, s)| 6
1

2

t∫
(t+s−x)/2

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)w1(ξ, τ, s)| dξ

6

(
TQ

4

)2Q

2

t∫
s

T

2

(τ − s)
1!

dτ =

(
TQ

4

)3 (t− s)2

2!
.

Предположим, что для некоторого k ∈ N имеет место оценка

|wk(x, t, s)| 6
(
TQ

4

)k+1 (t− s)k

k!
.

тогда в силу формул (12) получим

|wk+1(x, t, s)| 6
1

2

t∫
(t+s−x)/2

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)wk(ξ, τ, s)| dξ

6

(
TQ

4

)k+1Q

2

t∫
s

T

2

(τ − s)k

k!
dτ =

(
TQ

4

)k+2 (t− s)k+1

(k + 1)!
.

Отсюда, в силу метода математической индукции, следует справедливость оценки

|wn(x, t, s)| 6
(
TQ

4

)n+1 (t− s)n

n!
, (x, t) ∈ G(T, s), (14)
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при любом целом n.

Из оценки (14) следует равномерная сходимость ряда
∞∑
n=1

wn(x, t, s) в области G(T, s),

что доказывает равномерную сходимость последовательности vn(x, t, s) в этой же области.
Так как очевидно, что все vn(x, t, s) непрерывны в этой области, то и предел этой последова-
тельности определяет непрерывную в области G(T, s) функцию, которая является решением
уравнения (9). �

Лемма 2. В области G(T, s) уравнение (9) имеет единственное непрерывное решение.

Доказательство. Предположим, что в области G(T, s) существуют два решения
vk(x, t, s), k = 1, 2, уравнения (9), которые являются непрерывными функциями, ограничен-
ными некоторой постоянной A. Обозначим ṽ(x, t, s) = v1(x, t, s)− v2(x, t, s), тогда имеет место
оценка

|ṽ(x, t, s)| 6 |v1(x, t, s)|+ |v2(x, t, s) 6 2A (15)

и справедливо равенство

ṽ(x, t, s) =
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)ṽ(ξ, τ, s) dξ. (16)

Отсюда в силу (15) получим оценку

|ṽ(x, t, s)| 6 1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)||ṽ(ξ, τ, s)| dξ 6 1

2

t∫
s

T

2
2AQdτ = A

TQ

2

(t− s)
1!

. (17)

Подставляя (17) в неравенство (16), получим оценку

|ṽ(x, t, s)| 6 1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)||ṽ(ξ, τ, s)| dξ

6
1

2

t∫
s

T

2
QA

TQ

2

(τ − s)
1!

dτ =
A

2

(
TQ

2

)2 (t− s)2

2!
< A

(
TQ

2

)2 (t− s)2

2!
. (18)

Подставляя (18) в неравенство (16), получим новую оценку

|ṽ(x, t, s)| 6 1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)||ṽ(ξ, τ, s)| dξ

6
1

2

t∫
s

A
T

2
Q

(
TQ

2

)2 (τ − s)2

2!
dτ =

A

2

(
TQ

2

)3 (t− s)3

3!
< A

(
TQ

2

)3 (t− s)3

3!
. (19)

Повторяя это процесс итераций n раз, приходим к оценке

|ṽ(x, t, s)| 6 A
(
TQ

2

)n (t− s)n

n!
. (20)

Так как правая часть неравенства (20) равномерно стремится к нулю в области G(T, s) при
n→∞, то ṽ(x, t, s) = 0 в области G(T, s), т. е. v1(x, t, s) = v2(x, t, s) для всех (x, t) ∈ G(T, s). �
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Лемма 3. Решение уравнения (7) является функцией класса C1(G(T, s)).

Доказательство. Пусть (x, t) ∈ G(T, s). Запишем уравнение (7) в виде суммы повторных
интегралов.

Вначале рассмотрим случай t− x 6 (t+ x+ s)/2, в этом случае уравнение (7) примет вид
(см. рис. 1)

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

t−x∫
(t−x+s)/2

dτ

τ−s∫
t−x−τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ

+
1

2

(t+x+s)/2∫
t−x

dτ

τ−s∫
x−t+τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ +
1

2

t∫
(t+x+s)/2

dτ

t+x−τ∫
x−t+τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ. (21)

А теперь рассмотрим случай (t+ x+ s)/2 6 t− x, в этом случае уравнение (7) примет вид

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

(t+x+s)/2∫
(t−x+s)/2

dτ

τ−s∫
t−x−τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ

+
1

2

t−x∫
(t+x+s)/2

dτ

t+x−τ∫
t−x−τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ +
1

2

t∫
t−x

dτ

t+x−τ∫
x−t+τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ. (22)

При дифференцировании каждого из уравнений (21) и (22) по переменным x и t получим
один и тот же результат:

vt(x, t, s) =
1

4
q

(
t− s+ x

2
,
t+ s+ x

2

)
− 1

4
q

(
t− s− x

2
,
t+ s− x

2

)

− 1

2

t−x∫
(t−x+s)/2

q(t− x− τ, τ)v(t− x− τ, τ, s) dτ +
1

2

t∫
t−x

q(x− t+ τ, τ)v(x− t+ τ, τ, s) dτ

+
1

2

t∫
(t+x+s)/2

q(t+ x− τ, τ)v(t+ x− τ, τ, s) dτ, (23)

vx(x, t, s) =
1

4
q

(
t− s+ x

2
,
t+ s+ x

2

)
+

1

4
q

(
t− s− x

2
,
t+ s− x

2

)

+
1

2

t−x∫
(t−x+s)/2

q(t− x− τ, τ)v(t− x− τ, τ, s) dτ − 1

2

t∫
t−x

q(x− t+ τ, τ)v(x− t+ τ, τ, s) dτ

+
1

2

t∫
(t+x+s)/2

q(t+ x− τ, τ)v(t+ x− τ, τ, s) dτ. (24)

Равенства (23) и (24) определяют непрерывные в G(T, s) функции vt(x, t, s) и vx(x, t, s). �
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3. Исследование обратной задачи

Вернёмся к уравнению (7) и запишем его в виде суммы повторных интегралов, изменив
порядок интегрирования (см. рис. 2).

В случае t− x 6 (t+ x+ s)/2 уравнение (7) примет вид

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

(t−x−s)/2∫
0

dξ

t−x+ξ∫
t−x−ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ

+
1

2

x∫
(t−x−s)/2

dξ

t−x+ξ∫
s+ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ +
1

2

(t+x−s)/2∫
x

dξ

t+x−ξ∫
s+ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ, (25)

а в случае (t+ x+ s)/2 6 t− x имеем

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

x∫
0

dξ

t−x+ξ∫
t−x−ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ

+
1

2

(t−x−s)/2∫
x

dξ

t+x−ξ∫
t−x−ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ +
1

2

(t+x−s)/2∫
(t−x−s)/2

dξ

t+x−ξ∫
s+ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ. (26)

Так же как в разд. 2 при дифференцировании каждого из уравнений (25) и (26) по пере-
менной x получим один и тот же результат:

vx(x, t, s) =
1

4
q

(
t− s+ x

2
,
t+ s+ x

2

)
+

1

4
q

(
t− s− x

2
,
t+ s− x

2

)

+
1

2

(t−x−s)/2∫
0

q(ξ, t− x− ξ)v(ξ, t− x− ξ, s) dξ +
1

2

(t−s+x)/2∫
x

q(ξ, t+ x− ξ)v(ξ, t+ x− ξ, s) dξ

− 1

2

x∫
0

q(ξ, t− x+ ξ)v(ξ, t− x+ ξ, s) dξ, (x, t, s) ∈ G0(T ), (27)

где
G0(T ) = {(x, t, s) | (x, t) ∈ G(T, s), 0 6 s 6 T}.

Положим в (27) x = 0 и воспользуемся равенством (4), в результате получим уравнение
для функции q:

f(t, s) =
1

2
q

(
t− s

2
,
t+ s

2

)
+

(t−s)/2∫
0

q(ξ, t− ξ)v(ξ, t− ξ, s) dξ, (t, s) ∈ D(T ). (28)

Заметим, что точка ((t−s)/2, (t+s)/2) при изменении t и s в D(T ) пробегает все точки области
G(T ) = {(x, t) | 0 6 x 6 t 6 T − x}.

Положим
t− s

2
= x,

t+ s

2
= t′, тогда t = x+ t′, s = t′ − x и уравнение (28) примет вид

f(x+ t′, t′ − x) =
1

2
q(x, t′) +

x∫
0

q(ξ, x+ t′ − ξ)v(ξ, x+ t′ − ξ, t′ − x) dξ.



86 В. Г. Романов, Т. В. Бугуева

Рис. 2. Область D(x, t, s):
(a) — случай: t− x 6 (t+ x+ s)/2; (b) — случай: (t+ x+ s)/2 6 t− x

Обозначая
q0(x, t

′) = 2f(x+ t′, t′ − x), (29)

верхнее равенство можем записать следующим образом:

q(x, t′) = q0(x, t
′)− 2

x∫
0

q(ξ, x+ t′ − ξ)v(ξ, x+ t′ − ξ, t′ − x) dξ, (x, t′) ∈ G(T ), (30)

Для дальнейшего удобно заменить t′ на t. Тогда уравнение (30) примет вид

q(x, t) = q0(x, t) + 2

x∫
0

q(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x) dξ, (x, t) ∈ G(T ). (31)

Вводя новые функции

τ1(ξ, x, t) =
t− x+ s

2
+

∣∣∣∣ξ − t− x− s
2

∣∣∣∣, τ2(ξ, x, t) = t− |ξ − x|, (32)

уравнения (25), (26) можем записать в виде одного уравнения (преобразованного уравнения
(7)):

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ξ) dξ+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

dξ

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ, (x, t, s) ∈ G0(T ). (33)
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Запишем уравнение (33) в виде

v(x, t, s) = v0(x, t, s) +
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

[q(ξ, s+ ξ)− q0(ξ, s+ ξ)] dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

dξ

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ, (x, t, s) ∈ G0(T ), (34)

в котором

v0(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q0(ξ, s+ ξ) dξ. (35)

Уравнения (31) и (34) образуют замкнутую систему интегральных уравнений обратной
задачи. Для анализа её используем метод сжатых отображений.

Рассмотрим класс функций f(t, s):

F = {f ∈ C(D(T ) | |f(t, s)| 6 F}.

Тогда, в силу (29), (35), находим, что

|q0(x, t)| 6 2F, |v0(x, t, s)| 6 Fx 6
FT

2
,

|q0(x, t)| 6M(F, T ), |v0(x, t, s)| 6M(F, T ), M(F, T ) := F max{2, T/2}.
(36)

Из (32) имеем

τ2(ξ, x, t)− τ1(ξ, x, t) 6
T

2
. (37)

Теорема 1. Пусть f ∈ F . Тогда существует положительное число T0 6 T и единственная
функция q(x, t) ∈ C(G(T )), такие, что решение задачи (1)–(3) удовлетворяет условию (4) при
(t, s) ∈ D(T0).

Доказательство. Запишем уравнения (31), (34) в операторном виде

g = A(g), (38)

где
g(x, t, s) =

(
q(x, t), v(x, t, s)

)
, g0 =

(
q0(x, t), v0(x, t, s)

)
.

Операторы A1(g), A1(g) определяются следующим образом:

A1(g) = q0(x, t) + 2

x∫
0

q(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x) dξ, (x, t) ∈ G(T ). (39)

A2(g) = v0(x, t, s) +
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

[q(ξ, s+ ξ)− q0(ξ, s+ ξ)] dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτdξ, (x, t, s) ∈ G0(T ). (40)
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Обозначим C(G0(T )) — пространство непрерывных вектор-функций с нормой

‖g‖C(G0(T )) = max
{
‖q‖(G(T )), ‖v‖C(G0(T ))

}
.

В силу (36), можем написать
‖g0‖C(G0(T )) 6M(F, T ). (41)

Рассмотрим в банаховом пространстве C(G0(T )) замкнутое множество

M(T, F ) :=
{
g ∈ C(G0(T )) | ‖q − q0‖C(G(T )) 6M(F, T ), ‖v − v0‖C(G0(T )) 6M(F, T )

}
. (42)

На этом множестве справедливы оценки

‖q‖C(G(T )) 6 2M(F, T ), ‖v‖C(G0(T )) 6 2M(F, T ). (43)

Из равенств (39), (40) имеем

A1(g)− q0(x, t) = 2

x∫
0

q(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x) dξ, (x, t) ∈ G0(T ), (44)

A2(g)− v0(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

[q(ξ, s+ ξ)− q0(ξ, s+ ξ)] dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτdξ, (x, t) ∈ G0(T ). (45)

Учитывая (43), можем написать

|A1(g)− q0(x, t)| 6 2

x∫
0

|q(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x)| dξ

6 8M2(F, T )x 6 4TM2(F, T ), (46)

|A2(g)− v0(x, t, s)| 6
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

|q(ξ, s+ ξ)− q0(ξ, s+ ξ)| dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

|q(ξ, τ)v(ξ, τ, s)| dτdξ

6
1

2
M(F, T )x+ TM2(F, T )

t− s+ x

2
6
M(F, T )T + 2T 2M2(F, T )

4
. (47)

Выберем число T1 как наименьший из положительных корней уравнений

4TM(F, T ) = 1, T + 2T 2M(F, T ) = 4.

Тогда при T 6 T1 оператор A, определённый равенствами (39), (40) переводим множество
M(T, F ) в себя.
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В дальнейшем будем полагать, что T 6 T1.
Пусть gk ∈ C(G0(T )), k = 1, 2, где

gk(x, t, s) =
(
qk(x, t), vk(x, t, s)

)
.

Обозначим
q(x, t) = q1(x, t)− q2(x, t), v(x, t, s) = v1(x, t, s)− v2(x, t, s).

Воспользуемся равенствами (39), (40) и рассмотрим разности

|A1(g1)−A1(g2)| 6 2

x∫
0

[
q(ξ, x+ t− ξ)v1(ξ, x+ t− ξ, t− x)

+ q2(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x)
]
dξ, (48)

|A2(g1)−A2(g2)| 6
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

[
q(ξ, τ)v1(ξ, τ, s) + q2(ξ, τ)v(ξ, τ, s)

]
dτdξ. (49)

Используя неравенства (43), получим оценки для (48), (49). Для краткости записи обо-
значим ‖g‖ := ‖g‖C(G0(T )). Выполняя вычисления, находим, что

|A1(g1)−A1(g2)| 6 2x4M(F, T )‖g1 − g2‖ 6 4M(F, T )T‖g1 − g2‖, (50)

|A2(g1)−A2(g2)| 6M(F, T )x‖g1 − g2‖+ T
t− s+ x

2
M(F, T )‖g1 − g2‖

6
1

2
T (1 + T )M(F, T )‖g1 − g2‖. (51)

Пусть ρ ∈ (0, 1). Выберем T0 ∈ (0, T1] из условий

4M(F, T0)T0 6 ρ,
1

2
T0(1 + T0)M(F, T0) 6 ρ.

Тогда
|A(g1)−A(g2)| 6 ρ‖g1 − g2‖.

Таким образом, отображение A является сжимающим на множествеM(T0, F ). В силу прин-
ципа сжимающих отображений, наM(T0, F ) существует единственное решение операторного
уравнения (38). Теорема 1 доказана. �

Теорема 2. Пусть функции qk(x, t) ∈ C(G(T )), k = 1, 2, являются решениями обратной
задачи (1)–(4) с данным fk ∈ C(D(T )), k = 1, 2. Тогда существует положительное число C =
C(T ) такое, что справедлива оценка

‖q1 − q2‖C(G(T )) 6 C‖f1 − f2‖C(D(T ). (52)

Доказательство. Решение обратной задачи (1)–(4) с данными fk(t, s), k = 1, 2, обозначим
qk(x, t), vk(x, t, s), k = 1, 2.
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Запишем соответствющие им уравнения. Уравнения для функций qk(x.t), согласно (31)
имеют вид

qk(x, t) = qk0 (x, t) + 2

x∫
0

qk(ξ, x+ t− ξ)vk(ξ, x+ t− ξ, t− x) dξ, (x, t) ∈ G(T ), k = 1, 2, (53)

в котором
qk0 (x, t′) = 2fk(x+ t, t− x), k = 1, 2.

Вместо уравнения (34) для функций vk(x, t, s) удобно использовать другую форму уравнений,
а именно, воспользоваться данными Коши при x = 0:

vk|x=0 = 0, vkx|x=0 = fk(t, s), s 6 t 6 T − s,

и формулой Даламбера. Тогда мы получим уравнения

vk(x, t, s) = vk0 (x, t, s)− 1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
ξ+t−x

qk(ξ, τ)vk(ξ, τ, s) dτdξ, (x, t, s) ∈ G0(T ), (54)

в которых

vk0 (x, t, s) =
1

2

t+x∫
t−x

fk(τ, s) dτ, k = 1, 2.

Пусть
|qk(x, t)| 6M, (x, t) ∈ G(T ); |vk(x, t, s)| 6M, (x, t, s) ∈ G0(T ).

Рассмотрим разности

q̃(x, t) = q1(x, t)− q2(x, t), ṽ(x, t, s) = v1(x, t, s)− v2(x, t, s), f̃(t, s) = f1(t, s)− f2(t, s).

Для разностей справедливы следующие уравнения:

q̃(x, t) = 2f̃(x+ t, t− x) + 2

x∫
0

[
q̃(ξ, x+ t− ξ)v1(ξ, x+ t− ξ, t− x)

+ q2(ξ, x+ t− ξ)ṽ(ξ, x+ t− ξ, t− x)
]
dξ, (x, t) ∈ G(T ), (55)

ṽ(x, t, s) =
1

2

(t+x)/2∫
(t−x)/2

f̃(τ, s dτ

− 1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
ξ+t−x

[
q1(ξ, τ)ṽ(ξ, τ, s) + q̃(ξ, τ)v2(ξ, τ, s)

]
dτdξ, (x, t, s) ∈ G0(T ). (56)

Обозначим

z̃(x) = max

{
max

t∈[x,T−x]|
|q̃(x, t)|, max

0<s6t6T
|ṽ(x, t, s)|

}
, x ∈ [0, T/2].
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Тогда из равенств (55), (56) получаем оценки

|q̃(x, t)| 6 2‖f̃‖C(D(T )) + 4M

x∫
0

z̃(ξ) dξ, (x, t) ∈ G(T ), (57)

|ṽ(x, t, s)| = T‖f̃‖C(D(T )) + TM

x∫
0

z̃(ξ) dξ, (x, t, s) ∈ G0(T ). (58)

Обозначая
C0 = max{2, T}, C1 = max{4M,TM},

из (57), (58) получим неравенство

z̃(x) 6 C0‖f̃‖C(D(T )) + C1

x∫
0

z̃(ξ) dξ, x ∈ [0, T/2].

Используя неравенство Гронуолла — Беллмана [11], получаем оценку (52) с постоянной

C = C0 exp
{
C1T/2

}
.

Теорема 2 доказана. �

Следствие. Если решение обратной задачи существует для q ∈ G(T ), то оно единственно
и устойчиво по данным обратной задачи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе изучена новая постановка обратной задачи определения потенциала q(x, t) в вол-
новом уравнении, когда (x, t) ∈ R+× (0, T ], а данные обратной задачи зависят от переменного
параметра s, определяющего момент приложения точечного источника. Исследованы свойства
решения прямой задачи. Доказана теорема существования и единственности решения прямой
задачи. Для обратной задачи доказана теорема о локальном существовании её решения и по-
лучена глобальная оценка устойчивости её решения. Все полученные результаты являются
новыми.
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