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Для нелинейного дифференциального уравнения в частных производных соболевского ти-
па (уравнения не разрешённые относительно старшей временной производной), обобщаю-
щего уравнение колебаний стержня с учётом движущейся нагрузки, исследуется задача
Коши в пространстве непрерывных функций, заданных на всей числовой оси, и для ко-
торых существуют пределы на бесконечности. Найдено в явном виде классическое реше-
ние соответствующего линейного однородного уравнения и получены оценки норм опе-
раторнозначных функций, представляющих это решение. Получена оценка нормы реше-
ния задачи Коши для линейного однородного уравнения. Установлен временной отрезок
существования и единственности классического решения вспомогательной задачи Коши,
связанной с исходной и приведена оценка нормы этого локального решения. Найдены усло-
вия, обеспечивающие связь между классическими решениями исходной и вспомогательной
задач Коши на определённом временном отрезке. Рассмотрены условия разрушения клас-
сического решения задачи Коши на конечном временном отрезке.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе рассматривается задача Коши для нелинейного дифференциального
уравнения в частных производных
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где (t, x) ∈ R+ × R, R+ = (0,+∞), R = (−∞,+∞), штрих в уравнении обозначает диффе-
ренцирование по ux = ∂xu = ∂u/∂x, коэффициенты α, β, γ — положительные постоянные, а
нелинейность f(·) — заданная функция. Основная цель — получение условий существования
локального t ∈ [0, t1] классического решения задачи Коши, оценка его нормы при t ∈ [0, t1] и
условий разрушения решения на некотором конечном временном отрезке.

В случае f(·) ≡ 0 уравнение (1) описывает колебания стержня с учётом движущейся
нагрузки и моделирует колебания рельса на участке железнодорожного пути, который можно
рассматривать как стержень, лежащий на упругом основании, при движении по нему состава
бесконечной длины (см. [1, гл. 6, § 6.3, (6.103)]).

Уравнения вида (1) входят в класс псевдогиперболических уравнений, определённых в мо-
нографии [2, гл. 2], в которой содержатся первые теоремы о разрешимости задачи Коши для
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линейных уравнений этого класса. В литературе уравнения вида (1) часто называют урав-
нениями соболевского типа, поскольку работы академика С. Л. Соболева, который вывел и
исследовал уравнение малых колебаний вращающейся жидкости, были первыми глубокими
исследованиями уравнений в частных производных, не разрешённых относительно старшей
временной производной и послужили началом для нового направления в теории дифферен-
циальных уравнений. Уравнения соболевского типа — важный инструмент в математическом
моделировании сложных динамических систем и имеется большое количество работ, посвя-
щённых изучению различных задач для таких уравнений (см., например, [3] и обширную биб-
лиографию, приведённую там). Не разрешённое относительно старшей временной производной
уравнение (1), является уравнением соболевского типа с младшими (в обобщённом смысле [2])
членами уравнения. Параметры α, β, γ являются коэффициентами при младших членах урав-
нения, при этом, как отмечается в работе [4], в отличие от гиперболических и параболических
уравнений равенство нулю некоторых из этих параметров (т. е. добавление или отбрасыва-
ние младших членов в уравнении, не разрешённом относительно старшей производной) может
существенно повлиять на разрешимость задачи Коши.

Задача Коши для уравнения (1) рассматривается в пространстве C(R) [5, гл.VIII, § 1]
непрерывных функций g = g(x), с нормой ‖g‖C = supx∈R |g(x)|, для которых существуют оба
предела при x→ ±∞. Полагаем, что начальные функции

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R, (2)

и искомое классическое решение u = u(t, x), (t, x) ∈ R+ × R, R+ = [0,+∞), вместе с частны-
ми производными входящими в уравнение (1), для всех значений временной переменной t по
переменной x принадлежат C(R). (Под классическим решением понимается достаточно глад-
кая функция, имеющая все непрерывные производные нужного порядка, и удовлетворяющая
уравнению в каждой точке области его задания.)

Через C(k)(R) = {g(x) ∈ C(R) | g′(x), . . . , g(k)(x) ∈ C(R)}, k ∈ N, обозначаются подмноже-
ства дифференцируемых функций в C(R).

В уравнении (1) нелинейная функция f(x) — дважды непрерывно дифференцируема,
x ∈ R, модуль |f(r)| является неубывающей функцией, r > 0, причём |f(r)| > 0 при r > 0, и
справедливы оценки

sup
x∈R
|f (i)(g(x))| 6 |f (i)(sup

x∈R
|g(x)|)|, i = 0, 1, для всех g(x) ∈ C(R),

|f(ξr)| 6 χ(ξ)|f(r)|, ξ > 0, r > 0,
(3)

где χ(ξ) – непрерывная функция при ξ > 0 (простейший пример функции f(x) – степенная
функция, другие нетривиальные примеры в [6]).

Наряду с уравнением (1) будем рассматривать и уравнение
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получающееся из (1) после дифференцирования обеих частей по x и последующей замены
v = ux (левые части уравнений (1) и (4) совпадают). Для уравнения (4) соответствующие
начальные условия примут вид

v|t=0 = ϕ′(x), vt|t=0 = ψ′(x), x ∈ R. (5)

Исследование задачи Коши (1), (2) проведём по следующему плану: прежде чем присту-
пать к установлению основного результата статьи убедимся, что постановка задачи Коши (1),
(2) корректна и локальное по времени классическое решение её существует.
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С этой целью для соответствующего (1) линейного уравнения:(
I − ∂2x

)
utt −

(
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)
ut +

(
∂4x + β∂2x + γI

)
u = 0, (6)

найдём решение задачи Коши, используя методы теории сильно непрерывных полугрупп опе-
раторов и косинус оператор-функций и получим, используемые в дальнейшем, оценки норм
операторнозначных функций, представляющих это решение.

Далее, для вспомогательной задачи Коши (4), (5) найдём временной отрезок [0, t1] суще-
ствования и единственности классического решения и оценим норму этого локального решения
в C(R). Затем, установим связь между решениями уравнений (1) и (4). В заключительной ча-
сти статьи найдём условия разрушения решения задачи Коши (1), (2) на конечном временном
отрезке.

2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ (6)

Напомним, что в пространстве C(R) (см. [5, гл.VIII, § 1] и [7, § 2]) дифференциальные
операторы ∂x, с областью определения D(∂x) = C(1)(R), и ∂2x, D(∂2x) = C(2)(R), являются
соответственно производящими операторами сильно непрерывных сжимающих группы:

U(τ ; ∂x)g(x) = g(x+ τ), τ ∈ R,

и полугруппы:
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Полуось λ > 0 принадлежит резольвентным множествам операторов ∂x и ∂2x и для соответ-
ствующих резольвент
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справедливы оценки норм

‖(λI − ∂x)−1‖ 6 λ−1, ‖(λI − ∂2x)
−1‖ 6 λ−1,

где I — тождественный оператор, причём эти резольвенты коммутируют между собой.
Введём в уравнение (6) новую неизвестную функцию

v(t, x) = u(t, x)− uxx(t, x), (7)

полагая, что частные производные uxx, utxx непрерывны при t ∈ R+. Из замены (7) при усло-
вии, что начальные функции ϕ(x), ψ(x) принадлежат C(2)(R), можно единственным образом
определить начальные значения функции v = v(t, x):

v|t=0 = v0(x) = ϕ(x)− ϕ′′(x), vt|t=0 = v1(x) = ψ(x)− ψ′′(x),

и, используя принадлежность положительной полуоси резольвентному множеству дифферен-
циального оператора ∂2x, выразить решение u(t, x) уравнения (6) через новую неизвестную
функцию v(t, x):

u(t, x) =
(
I − ∂2x

)−1
v(t, x) =

1

2
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e−|s|v(t, x+ s) ds. (8)
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В результате замены (7) получим эквивалентное (6) интегро-дифференциальное уравне-
ние

vtt +A1vt +A2v = 0, (9)

в котором операторные коэффициенты определяются следующим образом:

A1 = ∂x + (α− 1)
[
(I − ∂x)−1 −

(
I − ∂2x

)−1]
, D(A1) = C(1)(R),

A2 = −∂2x − (β + 1)I + (β + γ + 1)
(
I − ∂2x

)−1
, D(A2) = C(2)(R).

Оператор A1 получен возмущением производящего оператора ∂x группы левых сдвигов огра-
ниченным оператором

A12 = (α− 1)
[
(I − ∂x)−1 −

(
I − ∂2x

)−1]
,

который порождает равномерно непрерывную группу U(τ ;A12), τ ∈ R, представляющуюся
степенным рядом

U(τ ;A12) =

+∞∑
n=0

τn

n!
An12,

сходящимся равномерно по τ ∈ R на каждом конечном отрезке. Возмущение ограниченным
оператором сохраняет свойство оператора быть производящим оператором, поэтому оператор
A1 является производящим оператором сильно непрерывной группы, для которой справедливы
представление

U(τ ;A1)g(x) = U(τ ;A12)g(x+ τ), для любых g(x) ∈ C(R), τ ∈ R,

и оценка нормы
‖U(t;A1)‖ 6 e‖A12‖t 6 e2|α−1|t, t ∈ R+. (10)

В уравнении (9) произведём замену неизвестной функции

w(t, x) = U(t/2;A1)v(t, x), (11)

тогда можно единственным образом определить начальные значения функции w(t, x):

w|t=0 = w0(x) = v0(x),

wt|t=0 = w1(x) = v1(x) +A1v0(x)/2 = v1(x) + (v0(x))′/2

+
α− 1

4
(2

+∞∫
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e−rv0(x+ r) dr −
+∞∫
−∞

e−|s|v0(x+ s) ds).

Используя равенство U(−t/2;A1) = (U(t/2;A1))
−1, выразим решение v(t, x) уравнения (9)

через новую неизвестную функцию w(t, x):

v(t, x) = U(−t/2;A1)w(t, x). (12)

В результате замены (11) получим эквивалентное (9) интегро-дифференциальное уравнение

wtt = Bw, (13)

в котором операторный коэффициент

B =
1

4
A2

1 −A2 = B2
1 +B2,



Разрушение решения уравнения колебаний стержня с учётом движущейся нагрузки 115

где

B1 =

√
5

2
∂x, D(B1) = C(1)(R),

является производящим оператором сильно непрерывной группы сдвигов

U(τ ;B1)g(x) = g(x+ τ
√

5/2), τ ∈ R,

а ограниченный оператор B2 определяется следующим образом:

B2 = δI − (γ + δ)(I − ∂2x)−1 +
1

4
A2

12, D(B2) = C(R),

здесь δ = β + 1− (α− 1)/2.
Уравнение (13) можно переписать в виде абстрактного обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения
Wtt =

(
B2

1 +B2

)
W, (14)

где W = W (t) : t → w(t, x) — искомая вектор-функция, определённая для t ∈ R+ и со
значениями в пространстве C(R).

Начальные условия для уравнения (14) в C(R) перепишутся в виде

W |t=0 = W0, Wt|t=0 = W1, (15)

где W0 = w0(x), W1 = w1(x) — элементы пространства C(R).
Оператор B2

1 является (см. [7, § 1.5]) производящим оператором сильно непрерывной ко-
синус оператор-функции C(τ ;B2

1), τ ∈ R, для которой справедливо представление

C(τ ;B2
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1

2
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)]
и оценка нормы ∥∥C(t;B2

1

)∥∥ 6 1, t ∈ R+.

Ограниченный оператор B2 порождает (см. [7, § 4.2]) косинус оператор-функцию
C(τ ;B2), τ ∈ R, для которой справедливо представление

C(τ ;B2) =
+∞∑
n=0

τ2n

(2n)!
Bn

2 ,

в котором степенной ряд сходится равномерно по τ ∈ R на каждом конечном отрезке, и оценка
нормы

‖C(t;B2)‖ 6 ch(k1t), t ∈ R+,

где k21 = (α− 1)2 + |δ|+ |γ + δ|.
Возмущение ограниченным оператором B2 сохраняет способность оператора B2

1 порож-
дать косинус оператор-функцию (см. [7, § 8.2]), поэтому оператор B = B2

1 + B2 является про-
изводящим оператором косинус оператор-функции, для которой на элементах g(x) ∈ D(B) =
C(2)(R) для всех τ ∈ R справедливо представление

C(τ ;B)g(x) = C
(
τ ;B2

1

)
g(x) +

τ2

2

1∫
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j1
(
τ
√

1− s2, B2
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)
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где

j1(τ,B
2
1)g(x) =

4

π

1∫
0

√
1− s2C

(
τs;B2

1

)
g(x) ds,

∥∥j1(τ,B2
1

)∥∥ 6 1,

и оценка нормы

‖C(t;B)‖ 6 1 +
t

2k1
sh(k1t) = h1(t), t ∈ R+. (17)

С косинус оператор-функцией (16) связана [7, § 1.4] синус оператор-функция:

S(τ ;B)g(x) =

∫ τ

0
C(s;B)g(x)ds, g(x) ∈ C(R), (18)

и линейное многообразие

C1(R) = {g(x) ∈ C(R) | C(τ ;B)g(x) ∈ C(1)(R,C(R))},

т.е. подмножество C1(R) ⊂ C(R) состоит из тех функций из C(R), для которых функция
C(τ ;B)g(x) : R → C(R) является непрерывно дифференцируемой функцией переменной τ .
Очевидно, что D(B) ⊂ C1(R).

Из соотношений (17) и (18) выводим оценку нормы синус оператор-функции:

‖S(t;B)‖ 6 t+
t

2k21
ch(k1t) = h2(t), t ∈ R+. (19)

Задача Коши (14), (15) равномерно корректна (см. [7, § 1.4]) только тогда, когда
оператор B является производящим оператором сильно непрерывной косинус оператор-
функции C(τ ;B), τ ∈ R, при этом классическое решение абстрактной задачи Коши (14), (15)
даётся формулой

W (t) = C(t;B)W0 + S(t;B)W1, t ∈ R+,

для любых W0 ∈ D(B) и W1 ∈ C1(R).
Теперь, производя обратные замены (8) и (12), находим решение задачи Коши для урав-

нения (6):

u(t, x) = U(− t
2

;A1)

{
C(t;B)ϕ(x) + S(t;B)

[
ψ(x) +

1

2
A1ϕ(x)

]}
. (20)

Таким образом, имеет место утверждение:

Лемма 1. Пусть начальные функции подчинены условиям ϕ(x) ∈ C(4)(R) и ψ(x) ∈
C(3)(R) , тогда задача Коши для линейного уравнения (6) равномерно корректна, классиче-
ское решение даётся формулой (20) и для него в пространстве C(R) при t ∈ R+ справедлива
оценка

sup
x∈R
|u(t, x)| 6 e|α−1|t

[
h1(t)sup

x∈R
|ϕ(x)| + h2(t)

(
sup
x∈R
|ψ(x)| + |α− 1|sup

x∈R
|ϕ(x)| +

1

2
sup
x∈R
|ϕ′(x)|

)]
в которой функции h1(t) и h2(t) из (17) и (19) соответственно.

Замечание 1. Классическое решение W (t) абстрактной задачи Коши (14), (15) при-
надлежит C(2)(R+, C(R)) и для него BW (t) ∈ C(R+, C(R)), поэтому решение u(t, x) =

(I − ∂2x)
−1
U(−t/2;A1)w(t, x) уравнения (6) принадлежит C2,4(R+,R).
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3. ЛОКАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ (4)

Подействуем на обе части уравнения (4) линейным ограниченным оператором (I − ∂2x)
−1,

тогда получим эквивалентное (4) нелинейное интегро-дифференциальное уравнение

vtt +A1vt +A2v = [(I − ∂2x)
−1 − I]f(v), (21)

в котором операторные коэффициенты A1 и A2 такие же, как и в уравнении (9).
Уравнение (21) в результате замены v(t, x) = U(−t/2;A1)w(t, x) примет вид

U(−t/2;A1)[wtt(t, x)−Bw(t, x)] =
[(
I − ∂2x

)−1 − I]f(U(−t/2;A1)w(t, x)),

но U(t;A1) — группа и, значит, действуя на обе части последнего уравнения оператором
U(t/2;A1) = U−1(−t/2;A1), получим в пространстве C(R) абстрактное полулинейное урав-
нение

Wtt = BW + F (t, U(−t/2;A1)W ), (22)

здесь оператор B такой же, как и в уравнении (13), а F (t, ·) — нелинейный оператор

F (t, g(x)) = [(I − ∂2x)
−1 − I]U(t/2;A1)f(g(x)),

где f(·) — оператор суперпозиции: f(g) = f(g(x)), g(x) ∈ C(R).
Используя неравенство (10), выводим оценку нормы в пространстве C[R] оператора F

при t ∈ R+

‖F (t, g)‖C 6 2e|α−1|t|f(‖g‖C)|. (23)

Для уравнения (22) рассмотрим абстрактную задачу Коши записав начальные условия в
виде

W |t=0 = W ′0, Wt|t=0 = W ′1, (24)

где W ′0 = (w0(x))′ и W ′1 = (w1(x))′ — элементы пространства C(R).
Из непрерывной дифференцируемости оператора суперпозиции f(·) в пространстве непре-

рывных функций (см. [8, гл. 5, § 20.1]) и ограниченности линейных операторов (I − ∂2x)
−1 и

U(τ/2;A1), τ ∈ R, следует непрерывная дифференцируемость по Фреше оператора F (t, ·) в
пространстве C(R) и, значит, найдётся промежуток [0, t0), в котором абстрактная задача Ко-
ши (22), (24) для любыхW ′0 ∈ D(B) иW ′1 ∈ C1(R) имеет (см. [9, § 3]) единственное классическое
решение W = W (t), которое удовлетворяет абстрактному интегральному уравнению

W (t) = C(t;B)W ′0 + S(t;B)W ′1 +

t∫
0

S(t− s;B)F (s, U(−s/2;A1)W (s)) ds. (25)

Оценивая норму левой части равенства (25) через норму правой и применяя неравен-
ства (17), (19) и (23), имеем

‖W (t)‖C 6 h1(t)‖W
′
0‖C + h2(t)‖W ′1‖C + 2

t∫
0

h2(t− s)e|α−1|s|f(‖U(−s/2;A1)W (s)‖C)| ds. (26)

Из неравенства (26), используя оценки (10), (3) и

|f(‖U(−s/2;A1)W (s)‖C)| 6 |f(e|α−1|s‖W (s)‖C)| 6 χ(e|α−1|s)|f(‖W (s)‖C)|,
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обозначая
h3(t) = h1(t)‖W ′0‖C + h2(t)‖W ′1‖C и h4(t) = 2e|α−1|tχ(e|α−1|t)

и применяя очевидное неравенство h2(t− s) 6 h2(t), s ∈ [0, t], получаем интегральное неравен-
ство

‖W (t)‖C 6 h3(t) + h2(t)

∫ t

0
h4(s)|f(‖W (s)‖C)|ds.

Откуда выводим [6] оценку нормы классического решенияW (t) абстрактной задачи Коши (22),
(24) на отрезке t ∈ [0, t1]:

‖W (t)‖C = sup
x∈R
|w(t, x)| 6 h3(t)Ω−1(Ω(1) + h2(t)h5(t)) = h6(t),

в которой мажоранта h6(t) определяется функциями

Ω(ξ) =

ξ∫
ξ0

ds

|f(s)|
, ξ > ξ0 > 0, h5(t) =

t∫
0

h4(s)
χ(h3(s))

h3(s)
ds,

здесь Ω−1(·) — функция обратная к Ω(·), а временной отрезок [0, t1] ⊂ [0, t0) определяется
теми значениями t, для которых значения функции Ω(1) + h2(t)h5(t) принадлежат области
существования обратной функции Ω−1(·): Ω(1) + h2(t)h5(t) ∈ Dom(Ω−1).

Таким образом, имеет место
Теорема 1. Пусть нелинейность уравнения (1) — функция f(·) удовлетворяет условию

(3), а начальные функции ϕ(x) ∈ C(5)(R) и ψ(x) ∈ C(4)(R), тогда на отрезке t ∈ [0, t1] су-
ществует единственное классическое решение v(t, x) = ux(t, x) = U(−t/2;A1)w(t, x), задачи
Коши (4), (5), для которого справедлива оценка нормы

sup
x∈R
|v(t, x)| = sup

x∈R
|ux(t, x)| 6 e|α−1|tsup

x∈R
|w(t, x)| 6 e|α−1|th6(t) = h7(t). (27)

4. СВЯЗЬ МЕЖДУ РЕШЕНИЯМИ УРАВНЕНИЙ (1) И (4)
Предположим, что классическое решение v = v(t, x) = ux(t, x) вспомогательной зада-

чи Коши (4), (5), его частные производные vtt(t, x), vttxx(t, x), vtxxx(t, x), vxxxx(t, x), vtx(t, x)
vxx(t, x) и функции v2x(t, x) · f ′′(v(t, x)) и vxx(t, x) · f ′(v(t, x)) для всех значений временной
переменной t ∈ [0, t1] по переменной x принадлежат пересечению пространства C(R) с про-
странством L1(R) функций g(x) абсолютно суммируемых на R, т. е.

∫ +∞
−∞ |g(x)|dx < ∞. Все

эти требования выполнены если на временном отрезке t ∈ [0, t1] справедливы условия

ux, uttx, uttxxx, utxxxx, uxxxxx, utxx, uxxx, u
2
xxf
′′(ux), uxxxf

′(ux) ∈ C(R) ∩ L1(R). (28)

Заметим, что из принадлежности g(x) ∈ C(R) ∩ L1(R), т. е. из сходимости интеграла
+∞∫
−∞
|g(x)| dx < ∞ и существования пределов limx→±∞ g(x) следует (см. [10, гл. 2, § 29.1]), что

эти пределы равны нулю: limx→±∞ g(x) = 0.
Лемма 2. Из существования локального классического решения v = v(t, x), t ∈ [0, t1],

задачи Коши (4), (5) следует существование соответствующего решения

u = u(t, x) = lim
x0→−∞

x∫
x0

us(t, s) ds =

x∫
−∞

v(t, s) ds (29)

задачи Коши (1), (2) на том же временном отрезке [0, t1], при выполнении условий (28) и
предельных соотношений

utt, uttxx, utxxx, uxxxx, utx, uxx, u→ 0 при x→ −∞, t ∈ [0, t1]. (30)
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Доказательство. Пусть v = v(t, x) = ux(t, x) — классическое решение уравнения (4),
t ∈ [0, t1], тогда, используя предельные соотношения (30), имеем

x∫
−∞

∂2sf(v(t, s)) ds =

x∫
−∞

[u2ss(t, s)f
′′(us(t, s)) + usss(t, s)f

′(us(t, s))] ds

= uxx(t, x)f ′(ux(t, x))− lim
x0→−∞

uxx(t, x0)f
′(ux(t, x0)) = uxx(t, x)f ′(ux(t, x)).

Теперь, подставляя функцию (29) в уравнение (1) и используя вышеприведённое представ-
ление, получаем тождественное равенство на отрезке [0, t1], откуда следует, что функция (29)
является решением уравнения (1). �

5. РАЗРУШЕНИЕ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ (1), (2)

В дальнейших рассмотрениях предполагается, что классические решение u = u(t, x),
(t, x) ∈ [0, t1]×R, задачи Коши (1), (2) принадлежит вместе с частными производными входя-
щими в уравнение (1) пересечению пространства C[R] с пространством L2(R) функций с ин-

тегрируемым квадратом, т. е.
+∞∫
−∞
|g(x)|2 dx < ∞. Все эти требования выполнены если на вре-

менном отрезке t ∈ [0, t1] справедливы условия

∂nt ∂
m
x u(t, x) ∈ C(R) ∩ L2(R), n+m 6 4, n = 0, 2, m = 0, 4, (31)

Отметим, что из условий (31) следуют предельные соотношения

lim
x→±∞

∂nt ∂
m
x u(t, x) = 0, n+m 6 4, n = 0, 2, m = 0, 4, t ∈ [0, t1]. (32)

Напомним, что скалярное произведение (ϕ,ψ) и норма ‖ϕ‖2 в L2(R) определяются фор-
мулами

(ϕ,ψ) =

+∞∫
−∞

ϕ(x)ψ(x) dx, ‖ϕ‖22 =

+∞∫
−∞

|ϕ(x)|2 dx

соответственно.
На временном отрезке t ∈ [0, t1] существования классического решения u = u(t, x) задачи

Коши (1), (2) введём в рассмотрение функционал

y(t) = (u, u) + (ux, ux) =

+∞∫
−∞

(u2 + u2x) dx = ‖u‖2W 1
2
, t ∈ [0, t1], (33)

где ‖u‖2W 1
2
— норма в пространстве Соболева W 1

2 (R) состоящем из функций из L2(R) обобщён-
ная производная которых также принадлежит L2(R).

Применяя к значению производной y′(t) = 2((u, ut)+(ux, utx)) функционала (33) неравен-
ство Коши — Буняковского и обозначая через

z(t) = (ut, ut) + (utx, utx) =

+∞∫
−∞

(u2t + u2tx) dx = ‖ut‖2W 1
2
, t ∈ [0, t1], (34)

ещё один функционал, связанный с уравнением (1), выводим вспомогательную оценку

(y′(t))
2 6 4y(t)z(t). (35)
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Найдём достаточные условия разрушения решения задачи Коши (1), (2), понимая под
этим условия возникновения разрыва второго рода для функционала y(t) на отрезке [0, t2] ⊆
[0, t1], который выбираем так, чтобы на нем выполнялись неравенства y(t) > 0 и y′(t) > 0
вытекающие из соответствующих начальных условий y(0) = ‖ϕ‖22 + ‖ϕ′‖22 > 0 и y′(0)/2 =
(ϕ,ψ) + (ϕ′, ψ′) > 0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (31), требования леммы 2 и теоремы 1 и пусть
параметры α, β, γ, начальные функции ϕ(x), ψ(x) и нелинейность f(·) обеспечивают выпол-
нение условий

sf(s) 6 q0Φ(s), для всех s ∈ R, где Φ(s) =

s∫
0

f(r) dr, причём Φ(ϕ′(x)) ∈ L1(R),

‖ϕ‖2W 1
2
> 0, (ϕ,ψ) + (ϕ′, ψ′) > 0,

‖ψ‖2W 1
2

+ ‖ϕ′′‖22 + γ‖ϕ‖22 > β‖ϕ
′‖22 − 2

+∞∫
−∞

Φ(ϕ′(x)) dx,

[(ϕ,ψ) + (ϕ′, ψ′)]
2
>

(
k6 + α

q0 − α− 3
‖ϕ‖2W 1

2
+

q0E0

q0 − α− 1

)
‖ϕ‖2W 1

2
,

тогда классическое решение задачи Коши (1), (2) разрушается за время T∞, для которого
имеет место оценка сверху:

T∞ 6
1

k7‖ϕ‖(q0−α−3)/2W 1
2

,

причём для функционала y(t) = ‖u(t, ·)‖2W 1
2
справедлива оценка снизу

y(t) >
1

(‖ϕ‖(3+α−q0)/2
W 1

2
− k7t)

4/(q0−α−3)
,

и предельное равенство
lim
t↑T∞

y(t) = +∞.

Замечание 2. Фигурирующие в формулировке теоремы постоянные q0, kj , E0 опреде-
ляются в ходе доказательства теоремы и зависят от параметров α, β, γ, начальных функций
ϕ(x), ψ(x) и нелинейности f(·).

Доказательство. Вычислим производную второго порядка функционала (33) и выразим
её значение через функционал (34):

1

2
y′′(t) + (uxx, utt)− (u, utt) = z(t). (36)

Умножим обе части уравнения (1) на функцию u = u(t, x) и проинтегрируем полученное
равенство по переменной x от−∞ до +∞, тогда, применяя формулу интегрирования по частям
и учитывая предельные соотношения (32), т. е. равенство нулю внеинтегральных слагаемых
при x→ ±∞, получим

(uxx, utt)− (u, utt) = ‖uxx‖22 − β‖ux‖
2
2 + γ‖u‖22 +

+∞∫
−∞

uxf(ux) dx− (uxx, utx)− α(ux, ut). (37)
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Аналогично, умножая обе части уравнения (1) на ut = ut(t, x) и обозначая через Φ(·) –

функционал, определяемый нелинейностью f(·) формулой Φ(s) =
s∫
0

f(r) dr, с учётом равенств

(utx, utxx) =
1

2

+∞∫
−∞

∂x(u2tx) dx =
1

2
u2tx

∣∣∣∣+∞
−∞

= 0,

(ut, utx) =
1

2

+∞∫
−∞

∂x(u2t ) dx =
1

2
u2t

∣∣∣∣+∞
−∞

= 0,

имеем

d

dt

(
‖ut‖22 + ‖uxx‖22 + ‖utx‖22 − β‖ux‖

2
2 + γ‖u‖22 + 2

+∞∫
−∞

Φ(ux) dx

)
= 0. (38)

Введём в рассмотрение ещё один функционал E(·), связанный с уравнением (1):

E(t) = z(t) + ‖uxx‖22 − β‖ux‖
2
2 + γ‖u‖22 + 2

+∞∫
−∞

Φ(ux) dx.

Из равенства (38) следует, что производная функционала E(t) равна нулю, следовательно,
E(t) не зависит от времени и поэтому справедливо равенство

E(t) = E(0) = E0, (39)

в котором начальное значение E0 определяется формулой

E0 = ‖ψ‖2W 1
2

+ ‖ϕ′′‖22 − β‖ϕ
′‖22 + γ‖ϕ‖22 + 2

+∞∫
−∞

Φ(ϕ′(x)) dx

и постулируется неотрицательным: E0 > 0.
Используя представление уравнения (1) в эквивалентном виде

utt = (I − ∂2x)
−1
uxxf

′(ux)−A1ut −A2u, (40)

которое получено действием на обе части уравнения (1) линейным ограниченным оператором
(I − ∂2x)

−1, выведем оценку квадрата нормы частной производной utt. С этой целью получим
вспомогательные оценки. Применяя неравенства (3), (27), ‖u‖22 6 y(t) и ‖utx‖22 6 z(t), имеем

‖uxxf ′(ux)‖22 =

+∞∫
−∞

(f ′(ux))
2
u2xx dx

6
(
f ′
(
sup
x∈R
|ux|

))2‖uxx‖226 (f ′(h7(t)))2‖uxx‖22 = h28(t)‖uxx‖
2
2, (*)

где h8(t) = |f ′(h7(t))| – непрерывная функция на отрезке [0, t1];

‖A1ut‖22 6 (‖utx‖2 + 2|α− 1|‖u‖2)
2 6 2

(
‖utx‖22 + 4(α− 1)2‖u‖22

)
6 2(z(t) + 4(α− 1)2y(t)); (**)
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‖A2u‖22 6 (‖uxx‖2 + (β + 1)‖u‖2 + (β + γ + 1)‖u‖2)
2

6 2
(
‖uxx‖22 + (2β + γ + 2)2‖u‖22

)
6 2
(
‖uxx‖22 + (2β + γ + 2)2y(t)

)
. (***)

Оценивая нормы обеих частей уравнения (40) и применяя выше полученные вспомогательные
оценки (*)–(***), рассмотрим цепочку соотношений

‖utt‖22 6
(
‖I − ∂2x‖‖uxxf ′(ux)‖2 + ‖A1ut‖2 + ‖A2u‖2

)2
6 3
(
h28(t)‖uxx‖

2
2 + 2(z(t) + 4(α− 1)2y(t)) + 2

(
‖uxx‖22 + (2β + γ + 2)2y(t)

))
= 6z(t) + 6

(
4(α− 1)2 + (2β + γ + 2)2

)
y(t) + 3

(
2 + h28(t)

)
‖uxx‖22.

Таким образом получаем оценку

‖utt‖22 6 6z(t) + k2y(t) + k4‖uxx‖22, t ∈ [0, t2], (41)

где k2 = 6(4(α− 1)2 + (2β + γ + 2)2), k3 = maxt∈[0,t1] h
2
8(t) и k4 = 3(2 + k3).

Предположим, что выполняется условие

sf(s) 6 qΦ(s) для любого s ∈ R, (42)

где q > 2 – пока неопределённое достаточно большое положительное число.
Сравнивая равенства (37) и (39) и применяя условие (42), получим неравенство

qz(t) + (q − 2)‖uxx‖22 6 qE0 + (q − 2)(β‖ux‖22 − γ‖u‖
2
2)

+ 2(u, utt)− 2(uxx, utx)− 2α(ux, ut)− 2(uxx, utt). (43)

Учитывая, что ‖ux‖22 6 y(t) и применяя неравенство (41) и следующие оценки:

2(u, utt) 6 ‖u‖22 + ‖utt‖22 6 6z(t) + (1 + k2)y(t) + k4‖uxx‖22,
2(uxx, utx) 6 ‖uxx‖22 + ‖utx‖22 6 z(t) + ‖uxx‖22,

2(ux, ut) 6 ‖ux‖22 + ‖ut‖22 6 y(t) + z(t),

2(uxx, utt) 6 ‖uxx‖22 + ‖utt‖22 6 6z(t) + k2y(t) + (1 + k4)‖uxx‖22,

увеличим правую часть неравенства (43):

(q − α− 13)z(t) + (q − 2k4 − 4)‖uxx‖22 6 qE0 + [(q − 2)(β + γ) + 2k2 + α+ 1]y(t). (44)

Полагая одновременное выполнение неравенств q − α − 13 > 1 и q − 2k4 − 4 > 1, а для
этого достаточно, чтобы параметр q удовлетворял условию

q = q0 > max{α+ 14; 6k3 + 17}, (45)

и уменьшая левую часть неравенства (44), получим неравенство

z(t) + ‖uxx‖22 6 qE0 + k5y(t), (46)

где k5 = (q − 2)(β + γ) + 2k2 + α+ 1.
Из неравенства (46) выводим оценки

‖uxx‖22, z(t) 6 qE0 + k5y(t), t ∈ [0, t2]. (47)
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Подставляя значение левой части равенства (37) в формулу (36), получим

+∞∫
−∞

uxf(ux) dx = z(t)− 1

2
y′′(t) + β‖ux‖22 − γ‖u‖

2
2 − ‖uxx‖

2
2 + (uxx, utx) + α(ux, ut). (48)

Сравнивая равенство (48) с соотношением, вытекающим из равенства (39):

2

+∞∫
−∞

Φ(ux) dx = E0 − z(t)− ‖uxx‖22 + β‖ux‖22 − γ‖u‖
2
2,

и учитывая неравенство (42), в котором полагаем q = q0, получим

(q0 + 2)z(t) + (q0 − 2)‖uxx‖22 6 q0E0 + y′′(t) + (q0 − 2)
(
β‖ux‖22 − γ‖u‖

2
2

)
+ ‖uxx‖22 + ‖utx‖22 + α

(
‖ut‖22 + ‖ux‖22

)
. (49)

Учитывая то, что q0 > 3, и применяя оценки (47), уменьшим левую и увеличим правую части
неравенства (49), в результате получим

y′′(t) + (k6 + α)y(t) + q0E0 > (q0 − α+ 1)z(t), (50)

где k6 = (q0 − 2) max{β, γ}.
Теперь, используя оценку (35), уменьшим правую часть неравенства (50), в итоге получим

y(t)y′′(t)− q0 − α+ 1

4
(y′(t))

2
+ q0E0y(t) + (k6 + α)y2(t) > 0, t ∈ [0, t2]. (51)

В силу выбора (45) значения параметра q0 коэффициент в неравенстве (51) при квадрате
производной функционала y(t) будет больше единицы.

Сравнивая неравенство (51) с одним из основных обыкновенных дифференциальных нера-
венств, подробно исследованных в монографии [11, Приложение, § 2, (2.38)] заключаем, что
если выполнены начальные условия

(y′(0))
2
> 4

(
k6 + α

q0 − α− 3
y(0) +

q0E0

q0 − α− 1

)
y(0),

тогда время T∞ существования решения задачи Коши (1), (2) не может быть сколь угодно
большим, а именно имеет место оценка сверху:

T∞ 6 k
−1
7 (y(0))(3+α−q0)/4,

где

k27 =
(q0 − α− 3)2

16
(y(0))−(q0−α+1)/2((y′(0))

2 − 4(k6 + α)

q0 − α− 3
y2(0)− 4q0E0

q0 − α− 1
y(0)),

причём для функционала y(t) справедлива оценка снизу:

y(t) >
(

(y(0))(3+α−q0)/4 − k7t
)4/(3+α−q0)

. (52)

Из оценки (52) следует, что классическое решение задачи Коши (1), (2) разрушается за
конечное время: limt↑T∞ y(t) = +∞. �
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Abstract. For a nonlinear partial differential equation of Sobolev type (equations not solved
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