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Рассматривается неоднородная краевая задача для стационарной модели тепломассопе-
реноса с переменными коэффициентами в случае, когда главные коэффициенты вязко-
сти, теплопроводности и диффузии, а также младшие коэффициенты зависят от двух
диффузионных компонент: температуры среды и концентрации растворённого вещества.
Для исследования указанной краевой задачи разрабатывается математический аппарат,
основанный на вариационном подходе с использованием теоремы Шаудера о неподвиж-
ной точке и теоремы Лебега о мажорантной сходимости. На основе разработанного аппа-
рата доказывается глобальная разрешимость рассматриваемой краевой задачи в слабой
постановке и устанавливаются достаточные условия на исходные данные задачи, обес-
печивающие локальную единственность слабого решения, обладающего дополнительным
свойством гладкости для диффузионных компонент.
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ВВЕДЕНИЕ

В 30-е годы прошлого века после выхода фундаментальных работ Лере [1, 2] возникло но-
вое научное направление, которое сейчас принято называть математической гидродинамикой.
Оно сосредоточено на исследовании качественных свойств решений уравнений гидродинами-
ки, таких как существование и единственность решений краевых задач, устойчивость и регу-
лярность решений, поведение решений при больших временах, а также ряда других свойств
с использованием методов нелинейного функционального анализа. К началу XXI века в этом
направлении появилось большое количество исследований и было опубликовано несколько от-
личных монографий (см., например, [3, 4, 5]).

Начиная с 60-х годов прошлого века, идеи нелинейного функционального анализа стали
проникать в изучение качественных свойств решений уравнений тепломассопереноса. После
опубликования статьи [6] в математической теории тепломассопереноса (ТМП) стало разви-
ваться направление, связанное с изучением качественных свойств решений уравнений ТМП
с переменными коэффициентами, зависящими от температуры и/или от концентрации веще-
ства. Отметим среди них статьи [7, 8, 9], посвящённые изучению разрешимости краевых задач
для однодиффузионных нестационарных и стационарных моделей теплопереноса.
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В XXI веке это направление продолжало интенсивно развиваться, а опубликованные ра-
боты можно разделить на три группы. Первую группу составляют исследования, посвящён-
ные анализу разрешимости начально-краевых задач для однодиффузионных нестационарных
уравнений теплопереноса с использованием приближения Буссинеска. В эту группу входят
статьи [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. Вторую группу составляют работы [18, 19, 20, 21, 22],
посвящённые изучению краевых задач для однодиффузионных стационарных моделей ТМП.
Третья группа содержит работы [23, 24, 25], посвящённые исследованию разрешимости крае-
вых задач для двухдиффузионных моделей ТМП с постоянными коэффициентами, и недавно
вышедшие работы [26, 27], посвящённые исследованию разрешимости краевых задач для двух-
диффузионных моделей ТМП с переменными коэффициентами в некоторых частных случаях.

Настоящая статья, продолжая развивать направление исследований, инициированное в
предыдущих работах [20, 26, 27], направлена на разработку математического аппарата ис-
следования разрешимости неоднородных краевых задач для стационарных моделей ТМП с
переменными старшими и младшими коэффициентами, зависящими от двух диффузионных
компонент – температуры и концентрации. Как и в предыдущих работах [24, 26, 27], наш
аппарат будет основан на сведении доказательства разрешимости рассматриваемой краевой
задачи к задаче доказательства существования неподвижной точки специально сконструиро-
ванного оператора F с помощью теоремы Шаудера о неподвижной точке. Разумеется, нали-
чие нескольких переменных коэффициентов в исследуемой модели и неоднородных граничных
условий Дирихле для диффузионных компонент существенно усложняет структуру упомяну-
того оператора F . Следствием этого, как будет показано ниже, является возникновение двух
возможных сценариев при построении ограниченного выпуклого замкнутого множества K,
используемого для применения теоремы Шаудера. Ниже мы приведём простую формулу (81),
описывающую указанные два сценария, построим явные формулы для искомого множества K
для этих двух сценариев, и для каждого сценария докажем глобальную разрешимость рас-
сматриваемой краевой задачи. Поэтому главная теорема разрешимости (теорема 1) содержит
два типа оценок искомого решения, которые являются разными для разных сценариев.

1. ПОСТАНОВКА ОСНОВНОЙ ЗАДАЧИ

Пусть Ω — ограниченная область в R3 с липшицевой границей Γ, состоящей из двух ча-
стей ΓD и ΓN . В данной работе рассматривается следующая неоднородная краевая задача для
обобщённой модели Буссинеска тепломассопереноса с переменными коэффициентами, описы-
вающая движение бинарной теплопроводящей жидкости:

−div(ν(T,C)∇u) + (u · ∇)u +∇p = f − [b1(T )T − b2(C)C]G, divu = 0 в Ω, (1)

−div(k(T,C)∇T ) + (u · ∇)T = f в Ω, (2)

−div(λ(T,C)∇C) + (u · ∇)C + γ(T,C)C = f c в Ω, (3)

u = g на Γ, T = ψ на ΓD, C = ϕ на Γ, k(T,C)
∂T

∂n
+ α(T )T = χ на ΓN . (4)

Здесь u — вектор скорости, T – температура среды, C — концентрация растворённого ве-
щества, которое вместе с основной жидкостью образует бинарную смесь, p = P/ρ0, где P —
давление, а ρ0 = const — плотность жидкости, ν = ν(T,C) — коэффициент кинематической
вязкости, k = k(T,C) — коэффициент теплопроводности, λ = λ(T,C) — коэффициент диффу-
зии, γ = γ(T,C) — коэффициент распада, характеризующий скорость растворения вещества
вследствие химических реакций с основной жидкостью, α = α(T ) — коэффициент граничного
теплообмена, G = −(0, 0, G) — вектор ускорения свободного падения, b1(T ) (или b2(C)) — ко-
эффициент теплового (или концентрационного) расширения, зависящий от T или C, при этом
слагаемые b1(T )TG или b2(C)CG описывают соответствующие силы плавучести, возникающие
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вследствие тепловых или концентрационных эффектов, f — плотность гидродинамических ис-
точников, f (или f c) — плотность источников тепла (или массы). Ниже мы будем называть
задачу (1)–(4) с заданными функциями ν(T,C), k(T,C), λ(T,C), γ(T,C), α(T ), b1(T ), b2(C),
f , f , f c, g, ψ, ϕ и χ задачей 1. Подробности вывода модели (1), (2), (3), а также граничных
условий (4) читатель может найти в [28, разд. 54 и 55] и [29].

В частном случае, когда α = 0, граничное условие Робена для T на ΓN сводится к нелиней-
ному условию Неймана k(T,C)∂T/∂n = χ на ΓN , которое соответствует заданию нормального
теплового потока k(T,C)∂T/∂n на ΓN . В другом частном случае, когда ΓN = ∅ и ΓD = Γ, зада-
ча (1)–(4) сводится к неоднородной задаче Дирихле для системы (1)–(3). Мы подчеркнём, что
использование неоднородных граничных условий в (4) позволяет применить разработанную
ниже теорию для изучения физически интересных задач, касающихся течений бинарных теп-
лопроводящих жидкостей в различных типах трёхмерных каналов. Типичный пример таких
течений жидкостей проиллюстрирован на рисунке, где показана возможная ситуация течения
жидкости в цилиндрическом канале с двумя препятствиями.

Типичный пример области Ω, имеющей форму канала с двумя препятствиями,
где необходимо задавать неоднородные граничные условия как для скорости,

так и для диффузионных компонент на входе Γin и выходе Γout

2. ОСНОВНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Ниже мы будем широко использовать пространства Lr(D) для 1 6 r 6∞ и пространства
Соболева Hs(D), s ∈ R. Здесь D обозначает либо область Ω, либо границу Γ, либо часть Γ0

границы Γ. Соответствующие пространства вектор-функций будут обозначаться через Lr(D) и
Hs(D). Мы обозначаем через (·, ·)s,Ω, ‖ ·‖s,Ω или | · |s,Ω соответственно скалярное произведение,
норму или полунорму в Hs(Ω). Скалярные произведения и нормы в L2(Ω) обозначаются через
(·, ·) и ‖ · ‖Ω. X∗ обозначает двойственное пространство гильбертова пространства X, а двой-
ственность между X и X∗ записывается как 〈·, ·〉X∗×X или просто как 〈·, ·〉. Как и в [25, 26, 27],
мы будем использовать следующие функциональные пространства:

L2
0(Ω) = {h ∈ L2(Ω) | (h, 1) = 0}, C = H1

0 (Ω) ≡ {h ∈ H1(Ω) | h|Γ = 0},

T = {h ∈ H1(Ω) | h|ΓD
= 0}, H1

0(Ω) = H1
0 (Ω)3, V = {v ∈ H1

0(Ω) | divv = 0 в Ω}.

Отметим, что каждое из пространств C = H1
0 (Ω), T или H1(Ω) является гильбертовым

относительно нормы ‖ · ‖1,Ω, которая в силу неравенства Фридрихса — Пуанкаре (см. [30])

‖ϕ‖1,Ω 6 cP |ϕ|1,Ω для любой ϕ ∈ T (или ϕ ∈ C), cP = const > 1, (5)

эквивалентна полунорме |·|1,Ω для функций C ∈ C или T ∈ T . Для функции T ∈ T неравенство
(5) выполняется, конечно, когда meas ΓD > 0, (см. предположение 2.1 ниже). Ключевую роль
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ниже при исследовании разрешимости задачи 1 будут играть произведения пространств X =
H1

0(Ω)× T × C и W = V × T × C ⊂ X, наделённые нормой

‖x‖2X = ‖u‖21,Ω + ‖T‖21,Ω + ‖C‖21,Ω для любого x ≡ (u, T, C) ∈ X (или (u, T, C) ∈W ), (6)

а также двойственное пространство X∗ = H−1(Ω)× T ∗ × C∗ к пространству X.

Введём следующие предположения относительно исходных данных задачи 1:
2.1. Ω – ограниченная область в R3 с границей Γ ∈ C0,1, состоящей из N связных компо-

нент Γ(j), j = 1, 2, . . . , N ; открытые подмножества ΓD и ΓN границы Γ удовлетворяют услови-
ям: Γ = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅ и meas ΓD > 0.

2.2. f ∈ H−1(Ω), f ∈ T ∗, f c ∈ C∗, ψ ∈ H1/2(ΓD), ϕ ∈ H1/2(Γ), χ ∈ L2(ΓN ).
2.3. g ∈ H1/2(Γ), g · n|ΓN

> 0, и, кроме того, (g,n)Γ(j) = 0, j = 1, 2, . . . , N .
2.4. ν(·, ·) ∈ C0(R2), k(·, ·) ∈ C0(R2), λ(·, ·) ∈ C0(R2), γ(·, ·) ∈ C0(R2), и существуют

положительные константы νmin, νmax, kmin, kmax, λmin, λmax, γmin и γmax такие, что

νmin 6 ν(t, s) 6 νmax, kmin 6 k(t, s) 6 kmax,

λmin 6 λ(t, s) 6 λmax, 0 6 γ(t, s) 6 γmax для любых (t, s) ∈ R2.
(7)

2.5. bi(·) ∈ C0(R1), i = 1, 2, и существуют положительные константы b0i такие, что

|bi(t)| 6 b0i для любого t ∈ R1, i = 1, 2. (8)

2.6. α(·) ∈ C0(R1) и существует положительная константа αmax такая, что

0 6 α(t) 6 αmax для любого t ∈ R1. (9)

Следствием предположения 2.5 для bi(·) является следующее важное свойство для су-
перпозиции bi(ϕ) ≡ bi(ϕ)G, где ϕ ∈ H1(Ω) – произвольная функция: вектор-функция
bi(ϕ) ≡ bi(ϕ)G принадлежит L∞(Ω) и удовлетворяет оценке

‖bi(ϕ)‖L∞(Ω) 6 βi ≡ b0i |G| для любой ϕ ∈ H1(Ω). (10)

Аналогично, в качестве следствий предположений 2.4 и 2.6 мы получаем следующие важные
свойства суперпозиций γ(T,C) и α(T ), где T ∈ H1(Ω) и C ∈ H1(Ω) – произвольные функции:

‖γ(T,C)‖L∞(Ω) 6 γmax для любых T,C ∈ H1(Ω), (11)

‖α(T )‖L∞(ΓN ) 6 αmax для любой T ∈ H1(Ω). (12)

Ниже мы будем использовать неравенство Гёльдера для трёх скалярных функций

|(au, v)| 6 ‖a‖L∞(Ω)‖u‖Ω‖v‖Ω для любых a ∈ L∞(Ω), u, v ∈ L2(Ω), (13)

и следующие неравенства:

‖ϕ‖Ls(Ω) 6 cs‖ϕ‖1,Ω для любой ϕ ∈ H1(Ω), 1 6 s 6 6, (14)

‖v‖Ls(Ω) 6 cs‖v‖1,Ω для любого v ∈ H1(Ω), 1 6 s 6 6. (15)

Здесь cs – константа, зависящая от Ω и от s ∈ [1, 6]. Отметим, что неравенства (14), (15) следу-
ют из теоремы вложения Соболева, которая утверждает, что пространство H1(Ω) непрерывно
вложено в Ls(Ω) для s 6 6 и компактно вложено, если s < 6.

Рассмотрим последовательности {Tn} ∈ H1(Ω) и {Cn} ∈ H1(Ω) такие, что Tn → T ∈
H1(Ω) и Cn → C ∈ H1(Ω) п.в. в Ω при n → ∞. Из предположений 2.4 и 2.5 следует, что
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последовательности {k(Tn, Cn)} и {b1(Tn)} ограничены в том смысле, что |k(Tn, Cn)| 6 kmax,
|b1(Tn)| 6 β1 п.в. в Ω, и, кроме того, k(Tn, Cn)→ k(T,C), b1(Tn)→ b1(T ) п.в. в Ω при n→∞.
Таким образом, мы находимся в условиях теоремы Лебега о мажорантной сходимости [31],
которая даёт, например, для разности k(Tn, Cn)− k(T,C) следующее свойство:∫

Ω
[k(Tn, Cn)− k(T,C)]f dx→ 0 при n→∞ для любой f ∈ L1(Ω). (16)

Замечание 1. Аналогичный результат имеет место для последовательностей λ(Tn, Cn),
ν(Tn, Cn), γ(Tn, Cn), b1(Tn), b2(Cn) и α(Tn) при n→∞.

Ниже мы будем использовать ряд свойств билинейных и трилинейных форм, связанных с
линейными и нелинейными слагаемыми в (1)–(4). Эти формы будут использоваться в слабой
формулировке задачи 1 (которая будет введена в разделе 3).

Лемма 1. Пусть u0 ∈ H1(Ω) с divu0 = 0 – заданная функция, и пусть выполняются
предположения 2.1, 2.4–2.6. Тогда существуют положительные константы δ0, δ1, δ2, α0,
γ0, γ1, γ′1, γ2, γ′2, γ3 и β, зависящие от Ω, такие, что выполняются следующие соотношения:

|(k(η, µ)∇T,∇S)| 6 kmax‖T‖1,Ω‖S‖1,Ω для любых η, µ, T, S ∈ H1(Ω), (17)

(∇T,∇T ) > δ1‖T‖21,Ω, (k(η, µ)∇T,∇T ) > k∗‖T‖21,Ω для любых T ∈ T , η, µ ∈ H1(Ω), (18)

|(λ(η, µ)∇C,∇h)| 6 λmax‖C‖1,Ω‖h‖1,Ω для любых η, µ, C, h ∈ H1(Ω), (19)

(∇C,∇C) > δ2‖C‖21,Ω, (λ(η, µ)∇C,∇C) > λ∗‖C‖21,Ω для любых η, µ ∈ H1(Ω), C ∈ C, (20)

|(ν(η, µ)∇u,∇v)| 6 νmax‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых u,v ∈ H1(Ω), η, µ ∈ H1(Ω), (21)

(∇v,∇v)>δ0‖v‖21,Ω, (ν(η, µ)∇v,∇v)>ν∗‖v‖21,Ω для любых v ∈ H1
0(Ω), η, µ ∈ H1(Ω), (22)

|((w·∇)u,v)|6γ′1‖w‖L4(Ω)‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω
6 γ1‖w‖1,Ω‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых w,u,v ∈ H1(Ω), (23)

((u0 · ∇)v,w) = −((u0 · ∇)w,v), ((u0 · ∇)v,v) = 0 для любых v ∈ H1
0(Ω), w ∈ H1(Ω), (24)

sup
v∈H1

0(Ω),v 6=0

−(divv, p)/‖v‖1,Ω > β‖p‖Ω для любой p ∈ L2
0(Ω), (25)

|(u · ∇T, h)| 6 γ′2‖u‖L4(Ω)‖T‖1,Ω‖h‖1,Ω 6 γ2‖u‖1,Ω‖T‖1,Ω‖h‖1,Ω
для любых u ∈ H1(Ω), T ∈ H1(Ω), h ∈ T (или h ∈ C), (26)

|(w · ∇T, S)| 6 γ̃2‖w‖1,Ω‖T‖L4(Ω)‖S‖1,Ω
6 γ2‖w‖1,Ω‖T1‖1,Ω‖S‖1,Ω для любых w ∈ H1(Ω), T ∈ H1(Ω), S ∈ H1(Ω), (27)

(u0 · ∇S, S) = (1/2)(u0 · n, S2)ΓN
для любой S ∈ T , (u0 · ∇h, h) = 0 для любой h ∈ C, (28)

(w · ∇ϕ,ϕ) = 0 для любых w ∈ V , ϕ ∈ T (или ϕ ∈ C), (29)

|(χ, S)ΓN
| 6 γ3‖χ‖ΓN

‖S‖1,Ω для любых χ ∈ L2(ΓN ), S ∈ T , (30)

|(bi(η)ϕ,v)| 6 βi‖ϕ‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых η, ϕ ∈ H1(Ω), v ∈ H1
0(Ω), i = 1, 2, (31)

|(γ(T,C)C, h)| 6 γ0‖C‖1,Ω‖h‖1,Ω для любых C, h ∈ H1(Ω), (32)

|(α(η)T, S)ΓN
| 6 α0‖T‖1,Ω‖S‖1,Ω для любых η, T, S ∈ H1(Ω). (33)
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Здесь δ1 = 1/c2
P , где константа cP определена в (5), γ0 = c̃γmax, α0 = c̃Γαmax, где c̃ и c̃Γ —

константы, зависящие от Ω, k∗ = δ1kmin, λ∗ = δ2λmin, ν∗ = δ0νmin, а νmin, νmax, kmin, kmax,
λmin, λmax, γmax и αmax — константы, определённые в 2.4 и 2.6.

Докажем, например, (32). Применяя неравенство Гёльдера (13), используя (11), (14) при
s = 2 и полагая c̃ = c2

2, выводим для любой пары C, h ∈ H1(Ω), что

|γ(T,C)C, h| 6 ‖γ(T,C)‖L∞(Ω)‖C‖Ω‖h‖Ω 6 γmaxc̃‖C‖1,Ω‖h‖1,Ω ≡ γ0‖C‖1,Ω‖h‖1,Ω.

Остальные утверждения доказываются по аналогичной схеме (см. также [25, 26, 30, 32, 33]).
Следует отметить, что наличие неоднородных граничных условий Дирихле для u, T и

C в (4) существенно усложняет доказательство разрешимости задачи 1. Чтобы упростить
анализ её разрешимости, мы будем использовать лифтинги, то есть специальные продолжения
граничных данных Дирихле внутрь области Ω, обладающие определёнными свойствами. В
случае задачи 1 существование лифтингов обеспечивается следующей леммой, доказательство
отдельных утверждений которой можно найти в [25, 33].

Лемма 2. Пусть выполняется предположение 2.1. Тогда:
1). Если граничный вектор g удовлетворяет 2.3, то для любого ε ∈ (0, 1] существует

функция (лифтинг скорости) uε ∈ H1(Ω) такая, что divuε = 0 в Ω, uε = g на Γ, и

‖uε‖1,Ω 6 cε‖g‖1/2,Γ, |(v · ∇)uε,v)| 6 ε‖g‖1/2,Γ‖v‖21,Ω для любого v ∈ V . (34)

Здесь cε – константа, зависящая от ε и Ω.
2). Существует семейство непрерывных неубывающих функций Mδ : R+ ≡ (0,∞) → R

с Mδ(0) = 0, зависящих от параметра δ ∈ (0, 1], а также от Ω, таких, что для любой не
тождественно нулевой функции ψ ∈ H1/2(ΓD) существует функция Tδ ∈ H1(Ω), удовлетво-
ряющая следующим условиям:

Tδ|ΓD
= ψ, ‖Tδ‖L4(Ω) 6 δ, ‖Tδ‖1,Ω 6M δ

ψ ≡Mδ(‖ψ‖1/2,ΓD
) для любой δ ∈ (0, 1]. (35)

Ниже мы будем называть функцию uε (или Tδ) лифтингом скорости (или лифтингом
температуры), а под лифтингом концентрации мы будем понимать функцию Cτ ∈ H1(Ω),
зависящую от параметра τ ∈ (0, 1] и от Ω, удовлетворяющую условиям

Cτ |Γ = ϕ, ‖Cτ‖L4(Ω) 6 τ, ‖Cτ‖1,Ω 6M τ
ϕ ≡Mτ (‖ϕ‖1/2,Γ) для любой τ ∈ (0, 1]. (36)

Существование лифтинга концентрации следует из утверждения 2 леммы 2, в котором нужно
сделать следующие переобозначения: ΓD → Γ, T → C, δ → τ , M δ

ψ →M τ
ϕ.

3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ И ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ 1

Мы начнём этот раздел с введения слабой формулировки задачи 1. Для этого умножим
первое уравнение в (1) на тестовую функцию v ∈ H1

0(Ω), уравнение (2) – на S ∈ T , а уравнение
(3) – на h ∈ C, проинтегрируем по области Ω, применим формулы Грина и учтём граничные
условия (4). Непосредственные выкладки приводят к слабой формулировке задачи 1, которая
состоит в нахождении четвёрки функций u ∈ H1(Ω), p ∈ L2

0(Ω), T ∈ H1(Ω) и C ∈ H1(Ω),
называемых слабым решением задачи 1, которые удовлетворяют следующим соотношениям:

(ν(T,C)∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p,divv)

= 〈f ,v〉 − (b1(T )T − b2(C)C,v) для любого v ∈ H1
0(Ω), (37)
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(k(T,C)∇T,∇S) + (u · ∇T, S) + (α(T )T, S)ΓN

= 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
для любой S ∈ T , (38)

(λ(T,C)∇C,∇h) + (u · ∇C, h) + (γ(T,C)C, h) = 〈f c, h〉 для любой h ∈ C, (39)

divu = 0 в Ω, u = g на Γ, T = ψ на ΓD и C = ϕ на Γ. (40)

Рассмотрим сужение тождества (37) на пространство V , которое имеет вид

(ν(T )∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v) = 〈f ,v〉 − (b1(T )T )− (b2(C)C,v) для любого v ∈ V . (41)

Из результатов [25, разд. 3.2] и [30, гл. 4] следует, что доказательство существования для за-
дачи 1 сводится к изучению задачи (38)–(41) для тройки (u, T, C) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω)
и восстановлению p ∈ L2

0(Ω) с помощью схемы де Рама. Принимая это во внимание, мы будем
искать решение (u, T, C) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω) задачи (38)–(41) в следующем виде:

u = u0 + ũ, T = T0 + T̃ , C = C0 + C̃. (42)

Здесь ũ ∈ V , T̃ ∈ T и C̃ ∈ C – новые неизвестные функции, в то время как u0 ≡ uε0 ∈ H1(Ω),
T0 = Tδ0 ∈ H1(Ω) и C0 = Cτ0 ∈ H1(Ω) представляют собой значения при ε = ε0, δ = δ0

и τ = τ0 лифтингов скорости, температуры и концентрации uε, Tδ и Cτ (0 < ε 6 1, 0 < δ 6 1,
0 < τ 6 1), удовлетворяющих условиям (34), (35), (36).

Точные значения δ0 и τ0 параметров δ и τ , которые характеризуют лифтинги температуры
и концентрации, будут определены позже. Что касается значения ε0 параметра ε, характери-
зующего лифтинг скорости, мы выберем его исходя из условия ε = ε0 6 (ν∗/2‖g‖1/2,Γ), из
которого следует второе неравенство в (34) (см. [1, 33] для более подробной информации).
Подставляя (42) в (38), (39) и (41), мы получаем следующие тождества для тройки (ũ, T̃ , C̃):

(k(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇T̃ ,∇S) + (α(T0 + T̃ )T̃ , S)ΓN

+ (u0 · ∇T̃ , S) + (ũ · ∇T̃ , S) + (ũ · ∇T0, S) = 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN

− (k(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇T0,∇S)− (u0 · ∇T0, S)− (α(T0 + T̃ )T0, S)ΓN
для любой S ∈ T , (43)

(λ(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇C̃,∇h) + (γ(T0 + T̃ , C0 + C̃)C̃, h)

+ (u0 · ∇C̃, h) + (ũ · ∇C̃, h) + (ũ · ∇C0, h) = 〈f c, h〉
− (λ(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇C0,∇h)− (u0 · ∇C0, h)− (γ(T0 + T̃ , C0 + C̃)C0, h)

для любой h ∈ C, (44)

(ν(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇ũ,∇v) + ((u0 · ∇)ũ,v) + ((ũ · ∇)u0,v) + ((ũ · ∇)ũ,v)

= 〈f ,v〉 − (ν(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇u0,∇v)

− ((u0 · ∇)u0,v)− (b1(T0 + T̃ )(T0 + T̃ ),v) + (b2(C0 + C̃)(C0 + C̃),v)

для любого v ∈ V . (45)

Чтобы доказать существование решения (ũ, T̃ , C̃) ∈W ≡ V × T × C задачи (43), (44), (45),
сведём эту задачу к задаче доказательства существования решения нелинейного операторного
уравнения с помощью теоремыШаудера о неподвижной точке. С этой целью определим тройки
z = (w, η, µ) ∈ W и y = (ũ, T̃ , C̃) ∈ W и определим оператор F : W → W , действующий
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следующим образом: F (z) = y. Здесь компоненты ũ ∈ V , T̃ ∈ T и C̃ ∈ C, составляющие
вектор y = (ũ, T̃ , C̃) ∈W , являются решениями следующих линейных задач:

az1(T̃ , S) ≡ (k(T0 + η, C0 + µ)∇T̃ ,∇S) + (α(T0 + η)T̃ , S)ΓN

+ (u0 · ∇T̃ , S) + (w · ∇T̃ , S) = 〈l1, S〉 − (w · ∇T0, S) для любой S ∈ T , (46)

az2(C̃, h) ≡ (λ(T0 + η, C0 + µ)∇C̃,∇h) + (γ(T0 + η, C0 + µ)C̃, h)

+ (u0 · ∇C̃, h) + (w · ∇C̃, h) = 〈l2, h〉 − (w · ∇C0, h) для любой h ∈ C, (47)

az0(ũ,v) ≡ (ν(T0 + η, C0 + µ)∇ũ,∇v) + ((ũ · ∇)u0,v) + ((u0 · ∇)ũ,v) + ((w · ∇)ũ,v)

= 〈l0,v〉 − ((b1(T0 + η)(T0 + T̃z) + b2(C0 + µ)(C0 + C̃z)),v) для любого v ∈ V . (48)

Индекс z в обозначениях T̃z и C̃z в (48) указывает, что T̃z и C̃z являются решениями линейных
задач (46) и (47), соответствующих данному элементу z ∈W , тогда как функционалы lz1 : T →
R, lz2 : C → R и lz0 : V → R, также зависящие от z, определяются формулами:

〈lz1, S〉 = 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
− (k(T0 + η, C0 +µ)∇T0,∇S)− (u0 ·∇T0, S)− (α(T0 + η)T0, S)ΓN

, (49)

〈lz2, h〉 = 〈f c, h〉 − (λ(T0 + η, C0 + µ)∇C0,∇h)− (u0 · ∇C0, h)− (γ(T0 + η, C0 + µ)C0, h), (50)

〈lz0,v〉 = 〈f ,v〉 − (ν(T0 + η, C0 + µ)∇u0,∇v)− ((u0 · ∇)u0,v). (51)

Разобьём дальнейший процесс исследования задачи 1 на три этапа. На первом этапе мы
докажем однозначную разрешимость каждой из трёх задач (46), (47), (48) при предположе-
ниях 2.1–2.6 и выведем оценки их решений с помощью теоремы Лакса – Мильграма. Затем,
основываясь на этих оценках, мы построим выпуклое замкнутое множество K в пространстве
W , которое оператор F отображает в себя. Наконец, на третьем этапе будет доказано, что
оператор F непрерывен и компактен на K.

Для реализации первого этапа нам потребуются некоторые дополнительные оценки би-
линейных и трилинейных форм, входящих в (46), (47), (48). Эти оценки следуют из (21), (22),
(23), (26), (27), (31), (32), (33), (34) и (42) и имеют вид неравенств:

|(ν(T0 + η, C0 + µ)∇u0,∇v)| 6 νmaxcε0‖g‖1/2,Γ‖v‖1,Ω для любых η ∈ T , µ ∈ C, v ∈ V , (52)

(ν(T0 +η, C0 +µ)∇v,∇v)+((v ·∇)u0,v) > (ν∗/2)‖v‖21,Ω для любых η ∈ T , µ ∈ C, v ∈ V , (53)

|((u0 · ∇)u0,v)| 6 γ1‖u0‖21,Ω‖v‖1,Ω 6 γ1c
2
ε0‖g‖

2
1/2,Γ‖v‖V для любого v ∈ V , (54)

|(u0 · ∇T0, S)| 6 γ2‖u0‖1,Ω‖T0‖1,Ω‖S‖1,Ω 6 γ2cε0‖g‖1/2,ΓM δ
ψ‖S‖1,Ω для любой S ∈ T , (55)

|(w · ∇T0, S)| 6 γ′2‖w‖1,Ω‖T0‖L4(Ω)‖S‖1,Ω 6 γ′2δ‖w‖1,Ω‖S‖1,Ω для любых w ∈ V , S ∈ T , (56)

|(α(T0 + η)T0, S)ΓN
| 6 α0‖T0‖1,Ω‖S‖1,Ω 6 α0M

δ
ψ‖S‖1,Ω для любых η, S ∈ T , (57)

|(u0 · ∇C0, h)| 6 γ2‖u0‖1,Ω‖C0‖1,Ω‖h‖1,Ω 6 γ2cε0‖g‖1/2,ΓM τ
φ‖h‖1,Ω для любой h ∈ T , (58)

|(w · ∇C0, h)| 6 γ′2‖w‖1,Ω‖C0‖L4(Ω)‖h‖1,Ω 6 γ′2τ‖w‖1,Ω‖h‖1,Ω для любых w ∈ V , h ∈ C, (59)

|(γ(T0 + η, C0 + µ)C0, h)| 6 γ0‖C0‖1,Ω‖h‖1,Ω 6 γ0M
τ
ϕ‖h‖1,Ω для любых η ∈ T , µ, h ∈ C. (60)

Из (17), (19), (30), (33), (52), (54), (55), (57), (58) и (60) следует, что lz1 ∈ T ∗, lz2 ∈ C∗,
lz0 ∈ V ∗ для любой тройки z = (w, η, µ) ∈W , и имеют место следующие оценки:

‖lz1‖T ∗ 6M δ
l1 = ‖f‖T ∗ + γ3‖χ‖ΓN

+ kmaxM
δ
ψ + γ2cε0‖g‖1/2,ΓM δ

ψ + α0M
δ
ψ, (61)
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‖lz2‖C∗ 6M τ
l2 = ‖f c‖C∗ + λmaxM

τ
ϕ + γ2cε0‖g‖1/2,ΓM τ

ϕ + γ0M
τ
ϕ, (62)

‖lz0‖V ∗ 6Ml0 ≡ ‖f‖−1,Ω +Mg, Mg = νmaxcε0‖g‖1/2,Γ + γ1c
2
ε0‖g‖

2
1/2,Γ. (63)

Более того, для каждой тройки z = (w, η, µ) ∈W билинейная форма az1 : T × T , определённая
в (46), является непрерывной и коэрцитивной с константой коэрцитивности k∗, определённой
в лемме 1. Следовательно, имеет место следующая оценка:

az1(S, S) > kmin(∇S,∇S) > k∗‖S‖21,Ω для любой S ∈ T . (64)

Поскольку для правой части задачи (46) в силу (61) и (56) справедлива оценка

|〈l1, S〉 − (w · ∇T0, S)| 6 (M δ
l1 + γ′2δ‖w‖1,Ω)‖S‖1,Ω для любой S ∈ T , (65)

то из теоремы Лакса – Мильграма следует, что для любой тройки z = (w, η, µ) ∈W существует
единственное решение T̃ ≡ T̃z ∈ T задачи (46). Кроме того, в силу (64) и (65), для решения T̃z
и для суммы T ≡ T0 + T̃z выполняются следующие оценки:

‖T̃z‖1,Ω 6 c1γ
′
2δ‖w‖1,Ω + c1M

δ
l1 (c1 = 1/k∗), ‖T0 + T̃z‖1,Ω 6 c1γ

′
2δ‖w‖1,Ω + c1M

δ
l1 +M δ

ψ. (66)

Рассуждая аналогично и используя (59), (62), мы можем доказать, что для любой тройки
z = (w, η, µ) ∈ W существует единственное решение C̃ = C̃z ∈ C задачи (47), и выполняются
следующие оценки:

‖C̃z‖1,Ω 6 c2γ
′
2τ‖w‖1,Ω + c2M

τ
l2 (c2 = 1/λ∗), ‖C0 + C̃z‖1,Ω 6 c2γ

′
2τ‖w‖1,Ω + c2M

τ
l2 +M τ

ϕ. (67)

Обратимся теперь к задаче (48) относительно ũ. Из (31), (63), (66) и (67) вытекает следу-
ющая оценка для правой части задачи (48):

|〈l0,v〉 − (b1(T0 + η)(T0 + T̃z),v) + (b2(C0 + µ)(C0 + C̃z),v)|
6 (Ml0 + β1‖T0 + T̃z‖1,Ω + β2‖C0 + C̃z‖1,Ω)‖v‖1,Ω

6 [Ml0 + β1(c1γ
′
2δ‖w‖1,Ω + c1M

δ
l1 +M δ

ψ)]‖v‖1,Ω + β2(c2γ
′
2τ‖w‖1,Ω + c2M

τ
l2 +M τ

ϕ)]‖v‖1,Ω
для любого v ∈ V . (68)

Кроме того, из (21), (24) и (52) следует, что билинейная форма az0 : V × V → R, определён-
ная в (48), является непрерывной и коэрцитивной с константой коэрцитивности ν∗/2, где ν∗
определено в лемме 1. Следовательно, по теореме Лакса — Мильграма для каждой тройки
(w, η, µ) ∈W существует единственное решение ũ ∈ V задачи (48), и выполняется оценка

(ν∗/2)‖ũ‖1,Ω 6 (β1c1γ
′
2δ‖w‖1,Ω + β2c2γ

′
2τ‖w‖1,Ω) + uδ + vτ . (69)

Здесь два последних слагаемых в правой части (константы) uδ и vτ определяются формулами

uδ = Ml0 + β1c1M
δ
l1 + β1M

δ
ψ, vτ = β2c2M

τ
l2 + β2M

τ
ϕ. (70)

Как уже упоминалось, следующий этап состоит в построении ограниченного выпуклого
замкнутого множества K ⊂W , которое оператор F отображает в себя. При построении этого
множества K мы будем использовать ранее полученные соотношения (66)–(69) и будем искать
искомое множество K в форме «коробки»:

K = {(w, η, µ) ∈W | ‖w‖1,Ω 6Mũ, ‖η‖1,Ω 6MT̃ , ‖µ‖1,Ω 6MC̃}. (71)

Здесь Mũ, MT̃ и MC̃ — некоторые положительные константы, которые мы будем называть
размерами («коробки» K). Они будут определены из условия F (K) ⊆ K.
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Во Введении уже указывалось, что схема построения множества K будет различаться
в зависимости от двух сценариев. Они определяются одним из следующих неравенств:

1) ν∗ 6 ν0
∗ ≡ 2γ′2(β1c1 + β2c2) и 2) ν∗ > 2γ′2(β1c1 + β2c2). (72)

Сценарий 1) физически отвечает случаю, когда коэффициент ν∗ ≡ δ0νmin, характеризующий
минимальное значение вязкости жидкости, меньше константы ν0

∗ ≡ 2γ′2(β1c1 +β2c2) или равен
ν0
∗ , в то время как сценарий 2) отвечает случаю, когда коэффициент ν∗ больше константы ν0

∗ .
В связи с этим мы будем называть (в некотором смысле условно) сценарий 1) в (72) сценарием
с «малой вязкостью», а сценарий 2) в (72) — сценарием с «большой вязкостью».

Для сценария 1) в (72) удобно выбрать параметры δ0 ∈ (0, 1) и τ0 ∈ (0, 1) из условия:

δ0 = τ0 =
ν∗

4ν0
∗
≡ ν∗

8(β1c1γ′2 + β2c2γ′2)
6

1

4
. (73)

Из (73) следует, что
δ0 6

ν∗
8β1c1γ′2

, τ0 6
ν∗

8β2c2γ′2
. (74)

При выборе δ0 и τ0, как указано в (73), мы выводим из (66), (67) и (69), с учётом (74), что

‖T̃‖1,Ω 6 (ν∗/8β1)‖w‖1,Ω + c1M
δ0
l1
, ‖C̃‖1,Ω 6 (ν∗/8β2)‖w‖1,Ω + c2M

τ0
l2
, (75)

‖ũ‖1,Ω 6 (1/2)‖w‖1,Ω + (2/ν∗)(uδ0 + vτ0). (76)

Используя (75), (76), легко показать, что искомые размеры Mũ, MT̃ и MC̃ определяются сле-
дующими формулами:

Mũ = (4/ν∗)M0, M0 = uδ0 + vτ0 , δ0 = τ0 = ν∗/4ν
0
∗ , (77)

MT̃ = (1/2β1)M0 + c1M
δ0
l1
, MC̃ = (1/2β2)M0 + c2M

τ0
l2
. (78)

Это означает, что для сценария 1) множество K, определённое формулами (71), (77) и (78),
где значения δ0 и τ0 определены из (73), отображается оператором F в себя.

Рассмотрим теперь сценарий 2). Чтобы построить «коробку» K в этом случае, введём
вспомогательное число θ ∈ (0, 1) и значения параметров δ и τ формулами

θν∗ = 2β1c1γ
′
2 + 2β2c2γ

′
2, θ =

ν0
∗
ν∗
≡ 2γ′2(β1c1 + β2c2)

ν∗
, δ = δ0 = 1, τ = τ0 = 1, (79)

и перепишем с учётом (79) неравенство (69) в виде

‖ũ‖1,Ω 6 θ‖w‖1,Ω + (2/ν∗)M0. (80)

Рассуждая далее, как при анализе сценария 1, можно легко установить, что для сценария 2
размеры искомой коробки K, имеющей вид (71), определяются формулами

Mũ =
2

ν∗

M0

(1− θ)
, M0 ≡ uδ0 + vτ0 , θ ≡ 2γ′2(β1c1 + β2c2)

ν∗
, δ0 = τ0 = 1, (81)

MT̃ = c1γ
′
2Mũ + c1M

δ0
l1

=
2c1γ

′
2M0

ν∗(1− θ)
+ c1M

δ0
l1
, MC̃ =

2c2γ
′
2M0

ν∗(1− θ)
+ c2M

τ0
l2
. (82)

Подчеркнём, что для каждого из сценариев 1) и 2) для любой тройки (w, η, µ) ∈ K
решение (ũ, T̃ , C̃) задачи (46), (47), (48) удовлетворяет следующим оценкам:

‖ũ‖1,Ω 6Mũ, ‖T̃‖1,Ω 6MT̃ , ‖C̃‖1,Ω 6MC̃ , (83)



Разрешимость неоднородной краевой задачи для стационарной модели тепломассопереноса ... 15

гдеMũ,MT̃ иMC̃ – размеры соответствующего множестваK. Важно, что в обоих сценариях 1)
и 2) размерыMũ,MT̃ иMC̃ являются непрерывными неубывающими функциями норм ‖f‖−1,Ω,
‖f‖T ∗ , ‖f c‖C∗ , ‖g‖1/2,Γ, ‖ψ‖1/2,ΓD

, ‖ϕ‖1/2,Γ и ‖χ‖ΓN
.

Остаётся доказать, что оператор F компактен и непрерывен на множестве K, опреде-
лённом формулами (71) с соответствующими конечными значениями Mũ < ∞, MT̃ < ∞ и
MC̃ <∞. Для этого возьмём произвольную последовательность zn = (wn, ηn, µn), n = 1, 2, . . .

из K и положим yn ≡ (ũn, T̃n, C̃n) = F (zn) ∈ K. Мы покажем, что из последовательности
yn можно извлечь подпоследовательность, которая сходится по норме X к элементу y ∈ K.
Сначала заметим, что в силу рефлексивности пространств H1(Ω) и H1(Ω) и компактности
вложений H1(Ω) ⊂ L4(Ω), H1(Ω) ⊂ L4(Ω), существует подпоследовательность последова-
тельности zn = (wn, ηn, µn) (которую мы снова обозначим через zn), и существует элемент
z = (w, η, µ) ∈ K такой, что

ηn → η слабо в H1(Ω) и сильно в L4(Ω) при n→∞, (84)

µn → µ слабо в H1(Ω) и сильно в L4(Ω) при n→∞, (85)

wn → w слабо в H1(Ω) и сильно в L4(Ω) при n→∞. (86)

Более того, ηn → η, µn → µ, wn → w п.в. в Ω при n→∞.
Рассмотрим элемент y ≡ (ũ, T̃ , C̃) = F (z) ∈ K. По определению, компоненты ũ, T̃ и C̃

элемента y ≡ (ũ, T̃ , C̃) ∈ K являются решениями задач (46), (47), (48), отвечающими тройке
z = (w, η, µ), тогда как компоненты (ũn, T̃n, C̃n) элемента yn ≡ (ũn, T̃n, C̃n) ∈ W являются
решениями следующих задач:

azn1 (T̃n, S) ≡ (k(T0 + ηn, C0 +µn)∇T̃n,∇S) + (α(T0 + ηn)T̃n, S)ΓN
+ (u0 ·∇T̃n, S) + (wn ·∇T̃n, S)

= 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
− (k(T0 + ηn, C0 + µn)∇T0,∇S)− (u0 · ∇T0, S)

− (wn · ∇T0, S)− (α(T0 + ηn)T0, S)ΓN
для любой S ∈ T , (87)

azn2 (C̃n, h) ≡ (λ(T0 + ηn, C0 + µn)∇C̃n,∇h) + (γ(T0 + ηn, C0 + µn)C̃n, h)

+ (u0 · ∇C̃n, h) + (wn · ∇C̃n, h) = 〈f c, h〉 − (λ(T0 + ηn, C0 + µn)∇C0,∇h)− (u0 · ∇T0, h)

− (wn · ∇C0, h)− (γ(T0 + ηn, C0 + µn)T0, h) для любой h ∈ C, (88)

az0(ũn,v) ≡ (ν(T0 + ηn, C0 + µn)∇ũn,∇v) + +((u0 · ∇)ũn,v) + ((ũn · ∇)u0,v) + ((wn · ∇)ũn,v)

= 〈f ,v〉 − (ν(T0 + ηn, C0 + µn)∇u0,∇v)− ((u0 · ∇)u0,v)

− (b1(T0 + ηn)(T0 + T̃n),v) + (b2(C0 + µn)(C0 + C̃n),v) для любого v ∈ V . (89)

Они получаются из (46), (47) и (48) заменой элемента z = (w, η, µ) на zn = (wn, ηn, µn) и
заменой элемента y = (ũ, T̃ , C̃) на yn = (ũn, T̃n, C̃n).

Докажем, что T̃n → T̃ в H1(Ω), C̃n → C̃ в H1(Ω) и ũn → ũ в H1(Ω) сильно при n→∞. С
этой целью вычтем (46), (47) и (48) из (87), (88) и (89) соответственно. Получим следующие
линейные вариационные задачи для разностей T̃n − T̃ , C̃n − C̃ и ũn − ũ:

azn1 (T̃n − T̃ , S) ≡ (k(T0 + ηn, C0 + µn)∇(T̃n − T̃ ),∇S) + (α(T0 + ηn)(T̃n − T̃ ), S)ΓN

+ (wn · ∇(T̃n − T̃ ), S) + (u0 · ∇(T̃n − T̃ ), S)

= −((k(T0 + ηn, C0 + µn)− k(T0 + η, C0 + µ))∇(T0 + T̃ ),∇S)

− ((wn −w) · ∇(T0 + T̃ ), S)− ((α(T0 + ηn)− α(T0 + η))(T0 + T̃ ), S)ΓN

для любой S ∈ T , (90)
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azn2 (C̃n − C̃, h) ≡ (λ(T0 + ηn, C0 + µn)∇(C̃n − C̃),∇h)

+ (γ(T0 + ηn, C0 + µn)(C̃n − C̃), h) + (wn · ∇(C̃n − C̃), h) + (u0 · ∇(C̃n − C̃), h)

= −((λ(T0 + ηn, C0 + µn)− λ(T0 + η, C0 + µ))∇(C0 + C̃),∇h)− ((wn −w) · ∇(C0 + C̃), h)

− ((γ(T0 + ηn, C0 + µn)− γ(T0 + η, C0 + µ))(C0 + C̃), h) для любой h ∈ C, (91)

azn0 (ũn − ũ,v) ≡ (ν(T0 + ηn, C0 + µn)∇(ũn − ũ),∇v) + ((u0 · ∇)(ũn − u),v)

+ (((ũn − ũ) · ∇)u0,v) + ((wn · ∇)(ũn − ũ),v)

= −((ν(T0 + ηn, C0 + µn)− ν(T0 + η, C0 + µ))∇(u0 + ũ),∇v)

− (((wn −w) · ∇)ũ,v)− (b1(T0 + ηn)(T̃n − T̃ ),v)− ((b1(T0 + ηn)− b1(T0 + η))(T0 + T̃ ),v)

+ (b2(C0 + µn)(C̃n − C̃),v) + ((b2(C0 + µn)− b2(C0 + µ))(C0 + C̃),v)

для любого v ∈ V . (92)

Основываясь на задачах (90), (91) и (92), докажем, что нормы их решений, представляю-
щих собой разности T̃n− T̃ , C̃n− C̃ и ũn− ũ, стремятся к нулю при n→∞. Чтобы установить
этот факт, достаточно показать, что правые части (90), (91) и (92) стремятся к нулю при
n→∞ для всех тестовых функций S ∈ T , h ∈ C и v ∈ V соответственно. Сначала рассмотрим
задачу (90) и покажем, что каждое слагаемое в её правой части стремится к нулю при n→∞.
Используя оценки (26), (83) и (86), для второго слагаемого получаем

|((wn −w) · ∇(T0 + T̃ ), S)| 6 γ′2‖wn −w‖L4(Ω)‖T0 + T̃‖1,Ω‖S‖1,Ω
6 γ′2MT ‖wn −w‖L4(Ω)‖S‖1,Ω → 0 при n→∞ для любой S ∈ T . (93)

Для доказательства сходимости к нулю двух других слагаемых в правой части (90) мы приме-
ним теорему Лебега о мажорантной сходимости. Начнём с первого слагаемого в правой части
(90). Используя (16) с Tn = T0 + ηn, Cn = C0 + µn, T = T0 + η, C = C0 + µ, f = ∇(T0 + T̃ ) · ∇S,
и принимая во внимание (84) и (85), мы выводим, что

|((k(T0 + ηn, C0 + µn)− k(T0 + η, C0 + µ))∇(T0 + T̃ ),∇S)|

≡

∣∣∣∣∣
∫
Ω

[k(T0 + ηn, C0 + µn)− k(T0 + η, C0 + µn)]∇(T0 + T̃ ) · ∇S dx

∣∣∣∣∣→ 0 при n→∞

для любой S ∈ T . (94)

По аналогичной схеме мы доказываем, что

|((α(T0 + ηn)− α(T0 + η))(T0 + T̃ ), S)ΓN
|

=

∣∣∣∣∣
∫

ΓN

[α(T0 + ηn)− α(T0 + η)](T0 + T̃ )S dσ

∣∣∣∣∣→ 0 при n→∞ для любой S ∈ T . (95)

Как показано выше, для любой тройки zn = (wn, ηn, µn) ∈ W билинейная относительно
разности T̃n − T̃ и S форма azn1 : T × T → R, определённая в (90), является непрерывной и
коэрцитивной с константой коэрцитивности k∗ > 0. В силу (93), (94), (95) и теоремы Лакса –
Мильграма, применённой к задаче (90), это означает, что

‖T̃n − T̃‖1,Ω → 0 при n→∞. (96)
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Нам осталось показать, что

‖C̃n − C̃‖1,Ω → 0, ‖ũn − ũ‖1,Ω → 0 при n→∞. (97)

Первое утверждение в (97) доказывается аналогично утверждению (96). Чтобы доказать вто-
рое утверждение в (97), обратимся к задаче (92) и оценим сначала, следуя подходу, исполь-
зуемому для вывода оценки (96), третье слагаемое в правой части (92). Используя (23), (83)
и (86), мы заключаем, что

|((wn −w) · ∇ũ,v)| 6 γ′1Mũ‖v‖1,Ω‖wn −w‖L4(Ω) → 0 при n→∞ для любого v ∈ V . (98)

Применяя далее оценку (31) к четвёртому и шестому слагаемым в правой части (92)
и используя (96) и первое соотношение в (97), выводим, что

|(b1(T0 + ηn)(T̃n − T̃ ),v)| 6 β1‖T̃n − T̃‖1,Ω‖v‖1,Ω → 0 при n→∞ для любого v ∈ V , (99)

|(b2(C0 + µn)(C̃n − C̃),v)| 6 β2‖C̃n − C̃‖1,Ω‖v‖1,Ω → 0 при n→∞ для любого v ∈ V . (100)

Чтобы установить сходимость к нулю остальных слагаемых в правой части (92), мы снова
используем теорему Лебега о мажорантной сходимости. Принимая во внимание (84), (85),
а также ограниченность и непрерывность функций ν(·, ·) в R2 и b1(·), b2(·) в R1, мы выводим
с помощью указанной теоремы, что

((ν(T0+ηn, C0+µn)−ν(T0+η, C0+µ))∇(u0+ũ),∇v)→ 0 при n→∞ для любого v ∈ V , (101)

|(b1(T0 + ηn)− b1(T0 + η))(T0 + T̃ ) · v)| → 0 при n→∞ для любого v ∈ V , (102)

|(b2(C0 + µn)− b2(C0 + µ))(C0 + C̃) · v)| → 0 при n→∞ для любого v ∈ V . (103)

Из (98)–(103) в силу теоремы Лакса — Мильграма, применённой к задаче (92), (которая яв-
ляется коэрцитивной с константой ν∗/2, не зависящей от n,) мы получаем справедливость
второго соотношения в (97).

Из (96) и (97) следует, что определённый выше оператор F : W →W является непрерыв-
ным и компактным на множестве K ⊂ W , заданном в (71). Следовательно, по теореме Ша-
удера о неподвижной точке оператор F имеет неподвижную точку y ≡ (ũ, T̃ , C̃) = F (z) ∈ K,
которая по построению является искомым решением задачи (43), (44), (45) и, кроме того,
удовлетворяет всем оценкам в (83). Это, в свою очередь, означает, что тройка (u, T, C) ∈
H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω), определённая в (42), является искомым решением задачи (38)–(41),
и для (u, T, C) выполняются следующие оценки:

‖u‖1,Ω 6Mu ≡Mũ + cε0‖g‖1/2,Γ,
‖T‖1,Ω 6MT̃ + ‖Tδ0‖1,Ω 6MT ≡MT̃ +Mδ0(‖ψ‖1/2,ΓD

),

‖C‖1,Ω 6MC̃ + ‖Cτ0‖1,Ω 6MC ≡MC̃ +Mτ0(‖ϕ‖1/2,Γ).

(104)

Остаётся доказать существование компоненты p слабого решения задачи 1, которая вместе
с тройкой (u, T, C) удовлетворяет тождеству (37). Как упоминалось выше, это достигается с
помощью схемы де Рама (см. подробности в [30]). Кроме того, используя inf-sup условие (25)
и следуя подходу в [20], можно вывести следующую оценку для p:

‖p‖Ω 6Mp = β−1[(νmax + γ1Mu)Mu + β1MT + β2MC + ‖f‖−1,Ω]. (105)

Здесь β – константа из (25). Таким образом, мы доказали следующую теорему.
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Теорема 1. Пусть выполняются предположения 2.1–2.6. Тогда существует слабое ре-
шение (u, T, C, p) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω)× L2

0(Ω) задачи 1, которое удовлетворяет оцен-
кам (104) и (105). В (104) величины Mũ, MT̃ и MC̃ определены формулами (77), (78) для
сценария 1) в (72) и формулами (81), (82) для сценария 2) в (72).

4. УСЛОВНАЯ ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ

В этом разделе мы кратко обсудим вопрос о единственности решения задачи 1, существо-
вание которой было установлено в разделе 3. Для простоты мы будем исследовать единствен-
ность решения задачи 1 в более простом частном случае, соответствующем ситуации, когда
γ = 0, α = 0, χ = 0, и поэтому граничные условия (4) принимают вид

u = g на Γ, T = ψ на ΓD, C = ϕ на Γ, ∂T/∂n = 0 на ΓN . (106)

Кроме того, мы предположим, что старший коэффициент k(·) (или λ(·)) зависит только от
температуры T (или только от концентрации C), в то время как старший коэффициент ν(·, ·)
по-прежнему зависит от обоих параметров T и C.

Ниже мы будем называть задачу, описываемую соотношениями (1), (2), (3), (106),
где коэффициенты k(T,C) и λ(T,C) следует заменить на k(T ) и λ(C), соответствен-
но, задачей 2. Её слабая формулировка состоит в нахождении четвёрки (u, T, C, p) ∈
H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω)× L2

0(Ω), которая удовлетворяет следующим соотношениям:

(ν(T,C)∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p,divv)

= 〈f ,v〉 − (b1(T )T ) + (b2(C)C,v) для любого v ∈ H1
0(Ω), (107)

(k(T )∇T,∇S) + (u · ∇T, S) = 〈f, S〉 для любой S ∈ T , (108)

(λ(C)∇C,∇h) + (u · ∇C, h) = 〈f c, h〉 для любой h ∈ C, (109)

divu = 0 в Ω, u = g на Γ, T = ψ на ΓD, C = ϕ на Γ. (110)

Будем предполагать, что коэффициенты ν(·, ·), k(·), λ(·), b1(·) и b2(·) удовлетворяют сле-
дующим условиям:

4.1. ν(·, ·) ∈ C(R2), k(·) ∈ C1(R1), λ(·) ∈ C1(R1) и существуют положительные константы
νmin, k′min, k

′
max, λ′min, λ

′
max такие, что

0 < νmin 6 ν(t, s), 0 < kmin 6 k(t), 0 < λmin 6 λ(s) для любой пары (t, s) ∈ R2,

|k′(t)| 6 k′max <∞, |λ′(s)| 6 λ′max <∞ для любой пары (t, s) ∈ R2.
(111)

4.2. Функции ν(·, ·), k′(·), λ′(·), а также k(·), λ(·), являются липшиц-непрерывными и
удовлетворяют следующим неравенствам:

|ν(t1, s1)− ν(t2, s2)| 6 Lν1 |t1 − t2|+ Lν2 |s1 − s2| для любых (t1, s1), (t2, s2) ∈ R2, (112)

|k(s1)− k(s2)| 6 Lk|s1 − s2|, |k′(s1)− k′(s2)| 6 Lk′ |s1 − s2| для любых s1, s2 ∈ R1, (113)

|λ(s1)− λ(s2)| 6 Lλ|s1 − s2|, |λ′(s1)− λ′(s2)| 6 Lλ′ |s1 − s2| для любых s1, s2 ∈ R1. (114)

4.3. Функции bi(·), i = 1, 2, являются липшиц-непрерывными, и в дополнение к (8) они
удовлетворяют условиям |bi(t) − bi(s)| 6 Lbi |t − s| для любой пары (t, s) ∈ R2, i = 1, 2, из
которых вытекают следующие оценки:

‖bi(ϕ1)− bi(ϕ2)‖L∞(Ω) 6 Lb
i ‖ϕ1 − ϕ2‖L∞(Ω) для любых ϕ1, ϕ2 ∈ H2(Ω), Lb

i = Lbi |G|. (115)
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В (112)–(115) Lν1 , Lν2 , Lk, Lk′ , Lλ, Lλ′ , Lb1, Lb2 – некоторые положительные константы.
Поскольку задачу 2 можно рассматривать как частный случай задачи 1, то из теоремы 1

следует, что слабое решение (u, T, C, p) задачи 2 существует при предположениях 2.1–2.3, 2.5
(где мы полагаем α = 0, γ = 0, χ = 0) и 4.1–4.3, и, кроме того, для решения (u, T, C, p)
выполняются соответствующие оценки (104), (105).

Задача 2 близка к задаче 2, рассмотренной в [26], для которой доказана локальная услов-
ная единственность, и переходит в неё при ϕ = 0, ψ = 0. С учётом этих фактов мы можем
доказать единственность решения задачи 2 с помощью небольшого изменения схемы, исполь-
зуемой в [26]. Соответствующая схема основана на свойстве эквивалентности между стандарт-
ной нормой ‖ϕ‖2,Ω и L2-нормой ‖∆ϕ‖Ω оператора Лапласа на функциях ϕ, принадлежащих
некоторому подпространству H̃2(Ω) ⊂ H2(Ω). В качестве подпространства H̃2(Ω) мы будем
использовать следующие конкретные подпространства:

H2
t (Ω) = {T ∈ H2(Ω) | T |ΓD

= 0, ∂T/∂n|ΓN
= 0}, H2

c (Ω) = {C ∈ H2(Ω) | C|Γ = 0}

для температуры T и концентрации C соответственно. Введём в произведенииH1(Ω)×H2(Ω)×
H2(Ω) следующее множество:

Bε = {(u, T, C) ∈ H1(Ω)×H2(Ω)×H2(Ω) | ‖u‖1,Ω < ε, ‖T‖2,Ω < ε, ‖C‖2,Ω < ε}.

Справедлива следующая теорема о локальной единственности слабого решения задачи 2, ко-
торое обладает дополнительным свойством гладкости для температуры и концентрации. До-
казательство почти дословно повторяет доказательство теоремы единственности в [26] и здесь
опускается.

Теорема 2. Пусть выполняются предположения 2.1–2.3, 2.5, 4.1–4.3, и, кроме того,
Γ ∈ C1,1, ΓD ∩ ΓN = ∅. Существует ε > 0 такое, что если существует слабое решение
(u, T, C, p) задачи 2, удовлетворяющее (u, T, C) ∈ Bε, то это решение единственно в Bε.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе исследована неоднородная краевая задача для стационарных уравнений
тепломассопереноса с переменными старшими и младшими коэффициентами. Предполагается,
что старшие коэффициенты ν, k, λ и/или младшие коэффициенты γ, bi (i = 1, 2) и α зави-
сят от температуры среды и/или концентрации вещества. Мы определили понятие слабого
решения задачи 1 и установили условия на коэффициенты ν, k, λ, γ, bi, α и другие данные
задачи, обеспечивающие её глобальную разрешимость. Кроме того, мы установили локальную
единственность слабого решения при дополнительных предположениях на данные задачи и
гладкость диффузионных компонент (температуры и концентрации) слабого решения.

Следует отметить, что мы доказали локальную единственность решения задачи 1 только
в частном случае, когда α = 0, γ = 0, χ = 0, а коэффициент k (или λ) зависит только от T
(или от C). Задача доказательства единственности слабого решения в общем случае остаётся
открытой. Авторы планируют посвятить отдельную статью детальному анализу единствен-
ности решения задачи 1 в общем случае, а также изучению других важных свойств решений
рассматриваемой краевой задачи.
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