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Горизонтальные скважины с многостадийным гидроразрывом пласта широко применяют-
ся при разработке низкопроницаемых нефтяных и газовых залежей, однако интерпретация
данных гидродинамических исследований таких скважин существенно осложнена из-за
длительного времени выхода на классический радиальный режим течения и интерферен-
ции множественных трещин. В настоящей работе поставлена и решена математическая
задача притока к трещине бесконечной проводимости с условием непротекания на эллип-
тическом контуре, соответствующая течению к горизонтальной скважине с многостадий-
ным гидроразрывом при интерференции близко расположенных трещин. Впервые полу-
чено аналитическое выражение для изменения давления на трещине при запуске в работу
скважины с постоянным дебитом, а также найдена асимптотика решения при большом
времени. Показано, что короткое время работы скважины до остановки приводит к по-
явлению на кривых восстановления давления характерной промежуточной асимптотики
радиального режима течения даже при значительной интерференции трещин. Получен-
ные результаты важны для оценки параметров низкопроницаемых пластов по данным
исследований горизонтальных скважин с многостадийным гидроразрывом пласта.
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ВВЕДЕНИЕ

Бурение горизонтальных скважин с многостадийным гидроразрывом пласта (ГС с МГРП)
широко применяется при разработке низкопроницаемых нефтяных и газовых залежей [1, 2].
Горизонтальный ствол проводится в плоскости залегания пласта, а вдоль него формируется
серия поперечных трещин. В результате образуется сложная фильтрационная система, в кото-
рой приток флюида к скважине осуществляется через сеть взаимно влияющих друг на друга
трещин.

Одним из основных инструментов диагностики параметров пласта являются гидроди-
намические исследования скважин, в частности анализ кривых восстановления давления
(КВД) [3, 4]. После остановки скважины регистрируется изменение забойного давления во
времени; по форме этой кривой и её логарифмической производной (производной давления по
логарифму времени) можно определить гидропроводность, скин-фактор и другие характери-
стики системы «пласт–скважина». В классическом случае вертикальной скважины в однород-
ном пласте на поздних временах реализуется радиальный (позднерадиальный) режим течения:
изолинии давления имеют форму окружностей, а логарифмическая производная давления по
времени выходит на горизонтальный участок. Этот участок играет важную роль для оцен-
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ки параметров системы, поскольку его наличие позволяет независимо определить значение
гидропроводности пласта и далее использовать его при оценке других параметров.

В случае горизонтальной скважины с МГРП ситуация существенно осложняется, посколь-
ку время выхода на позднерадиальный режим может быть чрезвычайно велико. Теоретически
эту проблему можно решить, используя данные раннерадиального режима, который связан
с формированием радиальной симметрии на поздней стадии притока к отдельным трещинам
и проявляется на существенно более раннем участке КВД. Но для его возникновения необхо-
димо, чтобы расстояние между трещинами вдоль ствола скважины составляло не менее 3–5 их
полудлин [5]. На практике это условие редко соблюдается, что исключает возможность оценки
параметров пласта таким способом. Кроме того, КВД в скважинах с МГРП имеют сложную
форму из-за взаимодействия множественных трещин.

Представленные в работе [6] исследования показали наличие на графиках логарифмиче-
ской производной КВД горизонтального участка, не связанного с классическим радиальным
течением. Этот участок соответствует некоторому радиально-подобному режиму течения и на-
блюдается для определённого диапазона достаточно малых значений времени работы скважи-
ны до остановки T .

Как показано в работе [6], в период проявления на графике производной КВД соответству-
ющего горизонтального участка формируются эллипсы постоянного давления в ближайшей
к трещинам зоне (рис. 1(a)). Такое наблюдение позволяет поставить математическую задачу
о притоке к единичной трещине с условием непротекания на эллиптическом контуре, что эк-
вивалентно притоку к отдельной трещине в системе с несколькими близко расположенными
интерферирующими трещинами.

Математический аппарат решения задачи об эллиптическом притоке, используемый в дан-
ной статье, хорошо известен и неоднократно применялся в литературе. Кучук и Бригам разра-
ботали аналитические решения задач эллиптического притока, применимые к вертикальным
скважинам с трещинами гидроразрыва бесконечной проводимости в неограниченном пласте
и анизотропным коллекторам [7]. Райли и соавторы представили аналитическое решение для
давления в вертикальной трещине конечной проводимости с эллиптическим поперечным се-
чением, дренирующей неограниченный пласт [8]. Амини и соавторы построили кривые паде-
ния дебита на основе решения для давления в системе, содержащей трещину гидроразрыва в
центре эллиптической зоны дренирования [9]. В работе [10] был разработан метод определе-
ния параметров пласта и трещины гидроразрыва на основе данных снижения давления при
постоянном дебите в режиме эллиптического потока. Авторы [11] создали математическую
модель эллиптического потока для газового пласта с тройной пористостью, учитывающую
анизотропию, и получили решение через функции Матьё. Функции Матьё также использова-
лись в аналитических и полуаналитических моделях для учёта зон стимулированного объёма
(SRV), которые, как правило, предполагаются эллиптической формы и существенно влияют
на добычу газа [12]–[15].

В данной работе на основе решения Амини и соавт. [9] впервые получено аналитиче-
ское выражение в пространстве изображений по Лапласу для изменения давления на трещине
бесконечной проводимости при запуске в работу скважины с постоянным дебитом, а также
найдена асимптотика этого решения в оригиналах при t→∞. При помощи полученной асимп-
тотики обосновывается возможность проявления радиально-подобного режима на КВД и его
связь с длительностью работы скважины до остановки.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим приток к отдельной трещине бесконечной проводимости в однородном, изо-
тропном, горизонтальном пласте с равномерной толщиной h, эффективной пористостью m
и эффективной проницаемостью k (см. рис. 1(b)). Трещина вскрывает пласт по всей толщине.
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Пусть общая сжимаемость системы равна cp, пластовый флюид слабосжимаемый и имеет вяз-
кость µ. Эффектом гравитации можно пренебречь, течение внутри пласта подчиняется закону
Дарси.

Рис. 1. Эллиптический приток
(a) к интерферирующим трещинам: 1 — трещина, 2 — граница области дренирования,

3 — направление течения, 4 — горизонтальная скважина;
(b) к трещине с непроницаемой границей:

1 — линии тока, 2 — непроницаемая граница, 3 — трещина;
xe — расстояние между соседними интерферирующими трещинами,

xf — полудлина трещины,

Замечание 1.1. В работе [6] показано, что для трещин конечной проводимости харак-
терны аналогичные особенности притока с точки зрения формирования радиально-подобного
режима на КВД. Однако в формировании структуры потока в качестве источника участвует
не вся трещина, а только некоторая её эффективная часть, которая к моменту существен-
ной интерференции трещин оказывает значимое влияние на перераспределение давления. По-
этому на данном этапе мы ограничиваемся постановкой задачи для трещины с бесконечной
проводимостью, чтобы определить характерные особенности поведения системы и выявить
закономерности, связанные с формированием радиально-подобного режима. В дальнейшем
рассматриваемая задача может быть обобщена на случай трещины конечной проводимости.

В постановке задачи (см. рис.1) используется два параметра, определяемых геометрией
скважины и трещин гидроразрыва: xf соответствует эффективной полудлине трещины и за-
даёт внутреннее граничное условие, xe соответствует половине расстояния между соседними
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трещинами и определяет малую полуось эллипса, на котором задана внешняя граница непро-
текания.

До начала влияния интерференции соседних трещин решение должно соответствовать
решению работы [7] для аналогичной трещины в неограниченном пласте. Поэтому геометрия
потока определяется софокусными эллипсами и условие непротекания, вызванное интерферен-
цией трещин, также ставится на эллипсе, софокусном с вырожденным эллипсом-трещиной.

Будем также предполагать, что для интересующего нас периода проявления радиально-
подобного режима можно не учитывать различия в симметрии течения между краевыми
и внутренними трещинами, о чём свидетельствует численное моделирование притока в ра-
боте [6].

Уравнение пьезопроводности для нестационарного распределения давления p при течении
слабосжимаемого флюида по линейному закону Дарси, записанное с учётом осреднения по
вертикальной оси, имеет вид:

∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
= cpm

µ

k

∂p

∂t
. (1)

Решение для эллиптического притока может быть получено из уравнения (1) путём пере-
хода к эллиптическим координатам (ξ, η):

x = xf ch ξ cos η, y = xf sh ξ sin η. (2)

Заданная эллиптическая система координат характеризуется семейством конфокальных
эллипсов с фокальным радиусом xf , которые ортогональны семейству гипербол с тем же фо-
кальным радиусом. На рис. 2 схематично изображены эллиптические координаты.

Рис. 2. Эллиптическая система координат

Подставляя (2) в (1), получим уравнение пьезопроводности в эллиптических координа-
тах [7]:

∂2p

∂ξ2
+
∂2p

∂η2
= cpmµ

x2f
2k

(ch 2ξ − cos 2η)
∂p

∂t
. (3)

Зададим начальные и граничные условия. Предположим, что на момент запуска скважи-
ны давление в пласте распределено равномерно и равно начальному давлению pi [9]:

p(ξ, η, 0) = pi. (4)
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Предположим, что шириной трещины можно пренебречь (ξ = 0). На рис. 2 трещина пред-
ставляет собой отрезок длиной в два фокальных радиуса на оси Ox. На внутренней границе
области течения (трещине) давление равномерно распределено и равно давлению на сква-
жине pwf :

p(0, η, t) = pwf . (5)

На внешней границе (контуре) ξ0 = arsh xe
2xf

задано условие непротекания:

lim
ξ→ξ0

∂p

∂ξ
= 0. (6)

Приведём задачу (3)–(6) к безразмерному виду:

∂2pD
∂ξ2

+
∂2pD
∂η2

=
1

2
(ch 2ξ − cos 2η)

∂pD
∂tD

, (7)

pD(0, η, tD) = 1, (8)

lim
ξ→ξ0

∂pD
∂ξ

= 0, (9)

pD(ξ, η, 0) = 0,

где pD(ξ, η, tD) =
pi − p(ξ, η, t)
pi − pwf

— безразмерное давление, tD =
kt

cpmµx2f
— безразмерное вре-

мя [7].
Полученная краевая задача для дифференциального уравнения в частных производ-

ных (7) может быть решена в пространстве Лапласа. Применяя преобразование Лапласа
к уравнению (7) и граничным условиям (8)–(9), получим [9]:

∂2p̄D
∂ξ2

+
∂2p̄D
∂η2

=
s

2
(ch 2ξ − cos 2η)p̄D, (10)

p̄D(0, η) =
1

s
, (11)

lim
ξ→ξ0

∂p̄D
∂ξ

= 0, (12)

где p̄D — безразмерное давление в пространстве Лапласа.

2. РЕШЕНИЕ

Решение задачи (10)–(12) имеет вид [9]:

p̄D(s) =

∞∑
n=0

[
(−1)n2A2n

0

s

× Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce2n(ξ,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek2n(ξ,−s/4)

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek2n(0,−s/4)
ce2n(η,−s/4)

]
. (13)

где A2n
0 – коэффициент Фурье, зависящий от (−s/4);Ce2n(ξ,−s/4),Fek2n(ξ,−s/4), ce2n(η,−s/4)

– функции Матьё; Fek′2n(ξ,−s/4),Ce′2n(ξ,−s/4) — их производные по ξ. Вид функций Матьё,
используемых в данной работе, представлен в Приложении I.
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Безразмерный расход (дебит) флюида, поступающего через внутреннюю границу области
в трещину, в пространстве Лапласа задаётся следующим образом:

q̄D(s) = − 1

2π

2π∫
0

∂p̄D
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

dη. (14)

Подставляя решение (13) в (14), получим:

q̄D(s) = −
∞∑
n=0

2(A2n
0 )2

s

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce′2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek′2n(0,−s/4)

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek2n(0,−s/4)
. (15)

Чтобы преобразовать полученное решение для дебита (15) при заданном давлении на
скважине в решение для давления при заданном дебите, используем теорему о свёртке [16]:

p̄wD(s) =
1

s2q̄D(s)
, (16)

где p̄wD(s) – безразмерное давление на внутренней границе (трещине) при заданном дебите
в пространстве Лапласа.

Подставляя (15) в (16), получим:

p̄wD(s) = −

(
2s

∞∑
n=0

(A2n
0 )2

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce′2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek′2n(0,−s/4)

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek2n(0,−s/4)

)−1
.

(17)
где безразмерному давлению в пространстве оригиналов соответствует

pwD = 2πkh(pi − p(ξ, η, t))/qµ.

Таким образом, решение (17) представляет собой аналитическое выражение для измене-
ния безразмерного давления на трещине в пространстве Лапласа при запуске в работу скважи-
ны с постоянным дебитом (снятии кривой стабилизации давления — КСД). Используя метод
суперпозиции, из него можно получить решение для КВД. Однако форма (17) не позволяет
проанализировать решение на наличие диагностических признаков режимов течения.

3. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ПРИ МАЛОМ ЗНАЧЕНИИ ПАРАМЕТРА
ЛАПЛАСА (КРИВАЯ СТАБИЛИЗАЦИИ ДАВЛЕНИЯ)

В работе [6] показано, что радиально-подобный режим на КВД возникает в период суще-
ственного влияния интерференции трещин. Следовательно, нас интересует поведение реше-
ния при малых значениях параметра Лапласа (s → 0), что соответствует большим временам
в оригиналах (реальной временной координате), то есть, когда трещины начинают активно
интерферировать.

Используя асимптотики функций Матьё для s→ 0 (Приложение I) и учитывая тот факт,
что lim

s→0
A2n

0 = 0 для n > 0 и A0
0 = 1/

√
2 [17], из (17) получим

p̄wD(s) =
4

sh 2ξ0

1

s2
−
(

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln s

s
+

(
(γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

)
1

s
, (18)

где γ — константа Эйлера — Маскерони.
Выражение (18) представляет собой асимптотику безразмерного давления (17) при s→ 0.
На рис. 3 показана относительная погрешность асимптотического приближения (18).
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Рис. 3. График зависимости относительной погрешности асимптотической формулы (18)

На рисунке видно, что при убывании s относительная погрешность уменьшается,
а с увеличением xe/xf возрастает. При этом практический интерес представляют отношения
xe/xf< 5, т. е., когда не проявляется классический (ранне)радиальный режим.

На рис. 4 показана зависимость безразмерного давления на трещине в пространстве Ла-
пласа от параметра s, рассчитанная по точной аналитической формуле (17) и по асимптоти-
ческому выражению (18), полученному для малых значений s.

Рис. 4. Билогарифмический график зависимости безразмерного давления
на трещине в пространстве Лапласа от параметра s:

1 — точная формула (17), 2 — асимптотическая формула (18), 3 — радиальный режим

При плотном расположении трещин (при малых значениях xe/xf ) и на аналитической,
и на асимптотической кривых наблюдается длительное сохранение поведения, соответству-
ющего псевдостационарному режиму течения (PSS-режиму) с зависимостью p̄wD(s) ∼ 1/s2
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(pwD(tD) ∼ tD), а характерное радиальному режиму поведение не проявляется. Напротив,
при редком расположении трещин (при больших значениях xe/xf ) с уменьшением s (увели-
чением tD) наблюдается сначала радиальный (раннерадиальный) режим течения, описыва-
емый зависимостью p̄wD(s) ∼ ln (s)/s, и только затем PSS-режим. Полученные результаты
подтверждают, что горизонтальный участок на графике логарифмической производной дав-
ления, соответствующий раннерадиальному режиму, на кривой стабилизации давления для
ГС с МГРП будет проявляться лишь при значительном удалении трещин друг от друга. В
противном случае на КСД будет наблюдаться только PSS-режим.

Чтобы построить решение для КСД в оригиналах, применим к (18) обратное преобразо-
вание Лапласа и получим выражение для безразмерного давления на трещине при tD →∞:

pwD(tD) =
4

sh 2ξ0
tD +

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln tD +

e−2ξ0

2 sh 2ξ0

(
ξ0 +

3γ

2
− ln 4

)
+ ln 4− γ

2
. (19)

Первое слагаемое в выражении (19) — это линейная компонента, связанная с псевдостаци-
онарным режимом течения. Второе слагаемое — логарифмическая компонента, характерная
для радиального режима. Явный переход от (17) к (18) представлен в Приложении II.

На рис. 5 изображён диагностический билогарифмический график зависимости лога-
рифмической производной давления от времени, построенный по асимптотическому выраже-
нию (19).

Рис. 5. Билогарифмический график зависимости
логарифмической производной безразмерного давления от безразмерного времени,

построенный по асимптотической формуле (19)

График в оригиналах полностью согласуется с графиком в пространстве Лапласа: так же
видно проявление раннерадиального режима в случае больших соотношений xe/xf (горизон-
тальный участок) и участка с наклоном 1, что соответствует PSS-режиму.

4. КРИВАЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ДАВЛЕНИЯ

Изменение давления на скважине после остановки (КВД) определяется суперпозицией:

∆pwD = pwD(tD)− pwD(tD − TD), (20)
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где TD – безразмерное время отработки (работы скважины до остановки).
Используя найденную асимптотику (19) давления на скважине до остановки при tD →∞,

можно получить асимптотику распределения давления на скважине после остановки:

∆pwD =

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln

tD
tD − TD

+
4

sh 2ξ0
TD. (21)

Первое слагаемое в выражении (21) соответствует искомой асимптотике радиально-
подобного режима, если осуществить используемый при анализе КВД переход к времени Хор-
нера tD

tD−TD [5]. Однако коэффициент при логарифме в (21) отличается от 1/2 (стандартного
раннерадиального режима [7]) и характеризует особенности радиально-подобного режима, вы-
явленного в [6]. В то же время, асимптотика (21) применима только при tD � TD.

Перейдём к изображению суперпозиции давлений (20) в пространстве Лапласа:

L{∆pwD} (s) = ∆p̄wD(s) = (1− e−sTD)p̄wD(s). (22)

На рис. 6 представлены графики КВД в пространстве Лапласа для различных значе-
ний TD, построенные по формуле (22).

При больших временах отработки TD в системе успевает установиться PSS-режим
(рис. 6(c), 6(d)). Радиальный режим проявляется только при очень больших отношениях xe/xf ,
что соответствует низкой плотности трещин. При малых значениях TD PSS-режим не успе-
вает сформироваться (рисунки 6(a), 6(b)). Суперпозиция «снимает» маскирующий эффект
PSS-режима и позволяет проявиться радиально-подобному режиму на КВД даже для систем
с высокой плотностью трещин. Графически это выражается в том, что с уменьшением TD
участок кривой, характерный для радиального режима, меняет положение и становится более
протяжённым и выраженным.

Пояснить сделанные выводы можно, проанализировав выражение (22). Асимптотическое
выражение (18) для p̄wD(s) получено при s → 0. Поведение экспоненты в (22) зависит от её
аргумента sTD.

Если sTD � 1, тогда

(1− e−sTD)p̄wD(s) ≈
(
sTD −

T 2
Ds

2

2
+
T 3
Ds

3

6
+ o(s4)

)(
C1

1

s2
− C2

ln s

s
+ C3

1

s

)
= C1TD

1

s
− C2TD ln s+

(
C3TD − C1

T 2
D

2

)
+ C2

T 2
D

2
s ln s− C3

T 2
D

2
s+ C1

T 3
D

6
s+ o(s), (23)

где

C1 =
4

sh 2ξ0
, C2 = (

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2
), C3 = (γ − ln 4)(

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1) +

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0.

В выражении (23) доминирующее слагаемое C1TD/s. Соответственно при sTD � 1 на
графиках будет проявляться зависимость ∆p̄wD(s) ∼ 1/s.

Если sTD � 1, то e−sTD ≈ 0 и

(1− e−sTD)p̄wD(s) ≈ C1
1

s2
− C2

ln s

s
+ C3

1

s
. (24)

В выражении (24) доминирующее слагаемое C1/s
2. Соответственно при sTD � 1 на гра-

фиках будет проявляться зависимость ∆p̄wD(s) ∼ 1/s2, (рисунки 6(c) и 6(d)), соответствующая
PSS-режиму.
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Рис. 6. КВД в пространстве Лапласа при: (a) TD = 0.1; (b) TD = 1; (c) TD = 10; (d) TD = 100;
1 — точная формула (17), 2 — асимптотическая формула (18), 3 — радиальный режим

Замечание 4.1. Формально при выводе асимптотики (18) предполагается, что TD – фик-
сированная константа, поэтому при s→ 0 произведение sTD также стремится к нулю. Однако
анализ графиков показывает, что решение, полученное в предположении s→ 0, хорошо воспро-
изводит поведение точного решения и в некоторой области немаленьких значений s. Поэтому
рассмотрение такого случая позволяет описать поведение точного решения в соответствующей
области с увеличением TD.

Если sTD ∼ 1, то на графиках будет проявляться переходный участок между зависимо-
стями ∆p̄wD(s) ∼ 1/s и ∆p̄wD(s) ∼ 1/s2.

Таким образом, анализ полученного асимптотического решения для КВД показывает,
что малое время отработки TD позволяет проявиться радиально-подобному режиму на КВД,
который в противном случае маскируется PSS-режимом (зависимостью ∼ 1/s2).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе исследованных ранее особенностей течения вблизи трещин для ГС с МГРП
поставлена и решена математическая задача притока к единичной трещине бесконечной про-
водимости с условием непротекания на эллиптическом контуре, моделирующем влияние сосед-
них интерферирующих трещин. Впервые получено аналитическое выражение в пространстве
изображений по Лапласу для изменения давления на трещине при пуске скважины в работу
с постоянным дебитом.

Для полученного решения найдена асимптотика в оригиналах при большом времени в пе-
риод образования эллипсов постоянного давления вокруг каждой трещины с учётом их интер-
ференции, что позволило объяснить проявление раннерадиального режима течения на КСД
лишь при значительном удалении трещин друг от друга (когда расстояние между ними пре-
вышает ∼ 5 их полудлин).

Показано, что на КВД радиально-подобный режим течения проявляется при коротком
времени отработки даже при значительной интерференции трещин, что делает его перспек-
тивным инструментом для определения параметров низкопроницаемых пластов по данным
исследований ГС с МГРП.

ПРИЛОЖЕНИЕ I

В данном приложении мы приводим асимптотики некоторых функций Матьё при s→ 0.
В данной работе используются функции Матьё в следующем виде [18]:

Fek2n(ξ,−s/4) =
p′2n
πA2n

0

∞∑
r=0

A2n
2r Ir

(√
s

4
e−ξ
)
Kr

(√
s

4
eξ
)
, (25)

Ce2n(ξ,−s/4) =
p′2n
A2n

0

∞∑
r=0

A2n
2r Ir

(√
s

4
e−ξ
)
Ir

(√
s

4
eξ
)
, (26)

ce2n(η,−s/4) = (−1)n
∞∑
r=0

(−1)rA2n
2r cos 2rη, (27)

где p′2n = (−1)nce2n(0, s/4)ce2n(π2 , s/4)/A2n
0 ; Ir, Kr — модифицированные функции Бесселя.

Известно, что lim
s→0

A2n
2r (−s/4) = 0 для n > 0 и A0

0(− s
4) = 1/

√
2 [8]. Следовательно, членами

порядка n > 0 в выражении (17) можно пренебречь.
Тогда асимптотика выражения (17) при s→ 0 примет вид:

p̄wD(s) ∼ −1

s

Fek′0(ξ0,−s/4)Ce0(0,−s/4)− Ce′0(ξ0,−s/4)Fek0(0,−s/4)

Fek′0(ξ0,−s/4)Ce′0(0,−s/4)− Ce′0(ξ0,− s
4)Fek′0(0,−s/4)

. (28)

Из разложения Ce2n по функциям Бесселя (26) нетрудно получить, что Ce′0(0,−s/4) = 0.
Тогда выражение (28) преобразуется к виду:

p̄wD(s) ∼ 1

s

Fek′0(ξ0,−s/4)Ce0(0,−s/4)

Ce′0(ξ0,−s/4)Fek′0(0,−s/4)
− 1

s

Fek0(0,−s/4)

Fek′0(0,−s/4)
. (29)

Согласно [8],

lim
s→0

Fek0(0,−s/4)

Fek′0(0,−s/4)
= −2 ln 2 +

1

2
ln s+ γ. (30)

Заметим, что при s → 0 второе слагаемое (29) является выражением для изменения без-
размерного давления на трещине при условии бесконечно удалённой границы

(
lim
ξ→∞

pD = 0
)
,

которое получили Кучук и Бригам в работе [7].
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Используя (25)–(27), получим асимптотики функций Матьё и их производных, входящих
в первое слагаемое (29), при s→ 0:

Ce0(0,−s/4) ∼ 1√
2
, (31)

Ce′0(ξ0,−s/4) ∼ s

4
√

2
sh 2ξ0, (32)

Fek′0(0,−s/4) ∼ − 1

π
√

2
, (33)

Fek′0(ξ0,−s/4) ∼ − 1

π
√

2

(
1− s

8
e−2ξ0(γ + ln

√
s− ln 4 + ξ0)

)
. (34)

Подставляя асимптотики (30)-(34) в (29), получим асимптотику выражения (17) при s→ 0
(формула (18) в основном тексте статьи).

ПРИЛОЖЕНИЕ II

Обратное преобразование Лапласа каждого из слагаемых выражения (17) имеет следую-
щий вид:

L−1
{

4

sh 2ξ0

1

s2

}
=

4

sh 2ξ0
tD, (35)

L−1
{
−
(

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln s

s

}
=

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
(ln tD + γ), (36)

L−1
{(

(γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

)
1

s

}
= (γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0. (37)

Складывая (35)-(37), получим обратное преобразование Лапласа для (17):

pwD(tD) = L−1
{
p̄wD(s)

}
= L−1

{
4

sh 2ξ0

1

s2

}
+ L−1

{
−
(

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln s

s

}
+ L−1

{(
(γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

)
1

s

}
=

4

sh 2ξ0
tD +

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
(ln tD + γ) + (γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

=
4

sh 2ξ0
tD +

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln tD

+
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
γ +

γ

2
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
γ − γ − e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ln 4 + ln 4 +

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

=
4

sh 2ξ0
tD + (

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2
) ln tD +

e−2ξ0

2 sh 2ξ0

(
ξ0 +

3γ

2
− ln 4

)
+ ln 4− γ

2
. (38)

Заметим, что если устремить внешнюю границу к бесконечности (ξ0 →∞), то выражение
(38) примет вид:

pwD(tD) =
1

2
ln tD + ln 4− γ

2
. (39)

Формула (39) для классического радиального режима была получена в работе [7].
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Abstract. Horizontal wells with multistage hydraulic fracturing are widely used in the
development of low-permeability oil and gas reservoirs. However, the interpretation of well-
test data from such wells is significantly complicated by the long time required to reach the
classical radial flow regime and by the interference of multiple fractures. In this paper, we
formulate and solve a mathematical problem of inflow to an infinite-conductivity fracture
with an impermeable elliptical boundary, which models flow toward a horizontal well with
multistage hydraulic fracturing under interference of closely spaced fractures. For the first time,
we derive an analytical expression for the pressure variation at the fracture during constant-rate
production and obtain the large-time asymptotics of the solution. It is demonstrated that a short
production period before shut-in leads to the appearance of characteristic intermediate radial-
flow asymptotics on the pressure buildup curves, even under significant fracture interference.
The results obtained are important for estimating the parameters of low-permeability formations
from well-test data of horizontal wells with multistage hydraulic fracturing.
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