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Трёхмерная система дифференциальных уравнений четвёртого порядка моментной ли-
нейной теории упругости в смещениях изотропного псевдоконтинуума Коссера представ-
лена в виде объединения автоморфной системы третьего порядка и разрешающей системы
первого порядка. Решение разрешающей системы выражено через четыре гармонические
функции. Для системы в смещениях найдено два варианта представления общего решения
через три функции, удовлетворяющих трём независимым уравнениям, т. е. система диаго-
нализируется. Приведены формулы производства новых решений (операторы симметрии),
позволяющие путём дифференцирования из какого-либо заданного решения находить но-
вые решения исходных уравнений. С использованием представления решения разрешаю-
щей системы через гармонические функции получается представление смещений в статике
через гармонические функции и для классической изотропной упругой среды.
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ВВЕДЕНИЕ И ВЫВОД ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ

Моментная линейная теория упругости позволяет более адекватно, чем классическая ли-
нейная теория упругости, описывать деформирование упругих тел при больших градиентах
напряжений, деформирование волокнистых, зернистых, полимерных материалов и других раз-
личных композитных материалов. Моментная упругая среда представляется совокупностью
частиц, характеризуемых в декартовой прямоугольной системе координат xi, i = 1, 2, 3, век-
тором смещений ui и независимым вектором поворотов ωi (см. [1–3]). Такая теория впервые
была предложена в начале 20 века в работах братьев Коссера [1]. В моментной среде при нагру-
жении возникают несимметричные силовые напряжения σij 6= σji и моментные напряжения
µij 6= µji. Уравнения равновесия для моментной среды имеют вид (см. [1–3]) (по повторяю-
щимся индексам проводится суммирование)

∂jσij + Fi = 0; (1)

∂jµij + εijkσkj +Mi = 0, (2)

где ∂j — производная по координате xj ; εijk — кососимметричный по любой паре индексов
тензор Леви-Чивиты; Fi — вектор объёмных сил; Mi — вектор объёмных моментов. Вектор
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силовых напряжений pi на площадке с нормалью ni и вектор моментных напряжений mi на
этой площадке определяются формулами Коши

σijnj = pi, µijnj = mi. (3)

Деформированное состояние моментной среды характеризуют несимметричные тензоры
деформации eij и кручения-изгиба κij (см. [1–3]):

eij = ∂jui − ωij , κij = ∂jωi, (4)

где

ωij =

 0 −ω21 −ω31

ω21 0 −ω32

ω31 ω32 0

 =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 , (5)

ωij = εikjωk, ωi =
1

2
εijkωkj .

Формулы (5) связывают кососимметричный тензор ωij и вектор ωi. Определяющие уравнения
для упругой изотропной моментной среды записываются в виде (см. [1, 2])

σij = λekkδij + (µ+ α)eij + (µ− α)eji, µij = βκkkδij + (γ + ε)κij + (γ − ε)κji, (6)

где λ, µ — постоянные Ламе; α, β, γ, ε — дополнительные постоянные упругости; δij — символ
Кронекера, единичная матрица. Если постоянные в (6) удовлетворяют неравенствам (см. [2])

3λ+ 2µ 6= 0, µ 6= 0, α 6= 0; 3β + 2γ 6= 0, γ 6= 0, ε 6= 0,

то соотношения (6) обратимы

eij =
−λ

2µ(3λ+ 2µ)
σkkδij +

1

4

(
1

µ
+

1

α

)
σij +

1

4

(
1

µ
− 1

α

)
σji,

κij =
−β

2γ(3β + 2γ)
µkkδij +

1

4

(
1

γ
+

1

ε

)
µij +

1

4

(
1

γ
− 1

ε

)
µji.

Удельная энергия деформации имеет вид (см. [1, 2])

2Φ = σijeij + µijκij =

= λekkeii + (µ+ α)eijeij + (µ− α)ejieij + βκkkκii + (γ + ε)κijκij + (γ − ε)κjiκij . (7)

Квадратичная форма (7) от восемнадцати переменных eij , κij должна быть положительно
определённой. Проверка положительной определённости формы (7) в (см. [2, 4]) проводится
с помощью вычисления восемнадцати определителей главных миноров матрицы формы (7).
Но условия на коэффициенты формы (7) можно получить без вычисления определителей.
Для этого необходимо из тензоров eij , κij выделить неприводимые составляющие. Перепишем
форму (7)

2Φ = λekkeii + 2µe(ij)e(ij) + 2αe[ij]e[ij] + βκkkκii + 2γκ(ij)κ(ij) + 2εκ[ij]κ[ij]

=
1

3
(3λ+ 2µ)ekkeii + 2µ

(
e(ij) −

1

3
ekkδij

)(
e(ij) −

1

3
essδij

)
+ 2αe[ij]e[ij]

+
1

3
(3β + 2γ)κkkκii + 2γ

(
κ(ij) −

1

3
κkkδij

)(
κ(ij) −

1

3
κssδij

)
+ 2εκ[ij]κ[ij]. (8)
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Круглые и квадратные скобки в индексах означают симметричную и антисимметричную части
тензоров по соответствующим индексам. Из последних выражений (8) очевидно, что 2Φ > 0
всегда, когда постоянные удовлетворяют неравенствам

3λ+ 2µ > 0, µ > 0, α > 0; 3β + 2γ > 0, γ > 0, ε > 0.

В [4] кроме этих неравенств приведено ещё два лишних неравенства, в обозначениях из [4]:
µ − γ > 0, ϑ > 0. В наших обозначениях µ − γ = µ + α > 0, ϑ = γ + ε > 0 эти неравенства
всегда выполняются. Так как квадратичная форма (7) записана в виде (8) суммы квадратов
независимых переменных с коэффициентами при этих квадратах, то коэффициенты являются
собственными значениями соответствующей кратности матрицы формы (7)

λ1 = 3λ+ 2µ, λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = λ6 = 2µ, λ7 = λ8 = λ9 = 4α,

λ10 = 3β + 2γ, λ11 = λ12 = λ13 = λ14 = λ15 = 2γ, λ16 = λ17 = λ18 = 4ε,

причём должно быть λi > 0, i = 1, 18.
Теперь, учитывая запись (8), можно переписать определяющие соотношения (6) в виде

отдельных независимых выражений

σkk = (3λ+ 2µ)ekk, σ(ij) −
1

3
σkkδij = 2µ

(
e(ij) −

1

3
ekkδij

)
, σ[ij] = 2αe[ij],

µkk = (3β + 2γ)κkk, µ(ij) −
1

3
µkkδij = 2γ

(
κ(ij) −

1

3
κkkδij

)
, µ[ij] = 2εκ[ij].

Из последних соотношений очевидна их обратимость и ограничения на постоянные.
В упрощённой теории Коссера считают, что вектор поворота (5) равен среднему повороту

поля перемещений (см. [1])

ωi =
1

2
εikl∂kul, (9)

т. е. имеем стеснённое вращение

ω1 =
1

2
(∂2u3 − ∂3u2), ω2 =

1

2
(∂3u1 − ∂1u3), ω3 =

1

2
(∂1u2 − ∂2u1).

Тогда тензоры (4) принимают вид

eij = εij = εji =
1

2
(∂jui + ∂iuj), κij =

1

2
εikl∂jkul, κii =

1

2
εikl∂ikul = 0. (10)

Из (6) находим симметричную часть тензора напряжений

σ(ij) = λεkkδij + 2µεij , (11)

а из (2), считая Mi = 0, получаем несимметричную часть

σ23 − σ32 = ∂jµ1j , σ31 − σ13 = ∂jµ2j , σ12 − σ21 = ∂jµ3j . (12)

Из второго уравнения (6) с учётом (4), (10) получаем моментные напряжения

µij = (γ + ε)κij + (γ − ε)κji = γ(∂jωi + ∂iωj) + ε(∂jωi − ∂iωj), (13)

которые подставим в формулы (12):

σ23 − σ32 = (γ + ε)∂jjω1, σ31 − σ13 = (γ + ε)∂jjω2, σ12 − σ21 = (γ + ε)∂jjω3. (14)
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С учётом (9)–(11), (14) находим выражения напряжений через смещения

σ11 = (λ+ 2µ)∂1u1 + λ(∂2u2 + ∂3u3), σ12 = µ(∂2u1 + ∂1u2) +
1

2
(γ + ε)∂kkω3,

σ21 = µ(∂2u1 + ∂1u2)−
1

2
(γ + ε)∂kkω3, σ22 = (λ+ 2µ)∂2u2 + λ(∂1u1 + ∂3u3),

σ31 = µ(∂3u1 + ∂1u3) +
1

2
(γ + ε)∂kkω2, σ32 = µ(∂3u2 + ∂2u3)−

1

2
(γ + ε)∂kkω1,

σ13 = µ(∂3u1 + ∂1u3)−
1

2
(γ + ε)∂kkω2,

σ23 = µ(∂3u2 + ∂2u3) +
1

2
(γ + ε)∂kkω1,

σ33 = (λ+ 2µ)∂3u3 + λ(∂1u1 + ∂2u2).

(15)

Подставляя напряжения (15) в уравнения равновесия (1) без учёта объёмных сил, получим
три уравнения для трёх смещений (см. [1]):

µ∂kkui + (λ+ µ)∂ikuk +
1

4
(γ + ε)∂kkεimn∂mεnjl∂jul = 0. (16)

Слагаемые со вторыми производными в (16) соответствуют классическим уравнениям Ламе,
а слагаемые с четвёртыми производными отвечают за моментное состояние псевдоконтинуума
Коссера. К уравнениям (16) добавляют граничные условия в напряжениях (3) или задают на
границе рассматриваемой области смещения. Вопрос о граничных условиях для системы (16)
и способы её интегрирования кратко обсуждаются в [1]. Определив из (16) смещения ui по
формулам (9), (13), (15), получим ωi, µij , σij .

1. ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЙ (16)
К СИСТЕМЕ МОИСИЛА — ТЕОДОРЕСКУ

Используя известное соотношение

∂kkui = ∂ikuk − εimn∂mεnjl∂jul,

уравнение (16) можно переписать в виде

(λ+ 2µ)∂ikuk +

[
1

4
(γ + ε)∂kk − µ

]
εimn∂mεnjl∂jul = 0

или с учётом (9)

(λ+ 2µ)∂ikuk +

[
1

2
(γ + ε)∂kk − 2µ

]
εimn∂mωn = 0. (17)

Введём обозначения

(λ+ 2µ)∂kuk = ψ,

[
2µ− 1

2
(γ + ε)∂kk

]
ωn =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
εnjl∂jul = ϕn. (18)

В системе (18) четыре уравнения для трёх функций uk, т. е. функции в правой части (18)
должны удовлетворять условиям совместности. Условием совместности является соотношение

∂nϕn =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
εnjl∂njul = 0. (19)
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С учётом обозначений (18) уравнения (17) принимают вид

∂iψ − εimn∂mϕn = 0. (20)

Система вида (18) в [5] названа автоморфной системой, а уравнения вида (19), (20) названы
разрешающей системой. В [5] эти системы исследуются методами группового анализа.

Запишем систему (19), (20) подробнее:

∂1ψ + ∂3ϕ2 − ∂2ϕ3 = 0, ∂2ψ − ∂3ϕ1 + ∂1ϕ3 = 0,

∂3ψ + ∂2ϕ1 − ∂1ϕ2 = 0, ∂1ϕ1 + ∂2ϕ2 + ∂3ϕ3 = 0
(21)

или в матричном виде

Mϕ =


∂1 0 ∂3 −∂2
∂2 −∂3 0 ∂1
∂3 ∂2 −∂1 0
0 ∂1 ∂2 ∂3



ψ
ϕ1

ϕ2

ϕ3

 = 0. (21a)

Здесь матрицу системы обозначили через M . Система (21) известна как система Моисила —
Теодореску (см. [6, 7]). Её решения связаны с решениями классических уравнений Ламе [6] и,
как следует из (17), (18), с решениями уравнений (16) псевдоконтинуума Коссера. Находим
транспонированную матрицу

M ′ =


∂1 ∂2 ∂3 0
0 −∂3 ∂2 ∂1
∂3 0 −∂1 ∂2
−∂2 ∂1 0 ∂3

 .
Имеет место соотношение

M ′M =


∂kk 0 0 0
0 ∂kk 0 0
0 0 ∂kk 0
0 0 0 ∂kk

 = MM ′, (22)

т. е. матрицы M и M ′ перестановочны и их произведение равно диагональной матрице ∂kkδij .
Решение системы (21), (21a) представим в виде

ϕ = M ′ψ, Mϕ = MM ′ψ = ∂kkδijψj = ∂kkψi = 0,

или в развёрнутой записи

ψ = ∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3, ϕ1 = −∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4,

ϕ2 = ∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4, ϕ3 = −∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4, ∂kkψi = 0;
(23)

т. е. решение (23) системы (21), (21a) выражается через четыре произвольные гармонические
функции ψi, i = 1, 4. Но и сами функции ψ, ϕi, очевидно, являются гармоническими функци-
ями, из (21a), (22) следует

M ′Mϕ =


∂kk 0 0 0
0 ∂kk 0 0
0 0 ∂kk 0
0 0 0 ∂kk



ψ
ϕ1

ϕ2

ϕ3

 = 0.
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Для случая плоской деформации u1 = u1(x1, x2), u2 = u2(x1, x2), u3 = 0, тогда из (18)
получаем

(λ+ 2µ)(∂1u1 + ∂2u2) = ψ, ϕ1 = 0, ϕ2 = 0,[
µ− 1

4
(γ + ε)(∂11 + ∂22)

]
(∂1u2 − ∂2u1) = ϕ3,

и система (21) принимает вид условий (уравнений) Коши — Римана

∂1ψ − ∂2ϕ3 = 0, ∂2ψ + ∂1ϕ3 = 0, ∂3ψ = 0, ∂3ϕ3 = 0

для аналитической функции ϕ(z) = ψ + iϕ3, i =
√
−1 комплексного переменного z = x1 + ix2.

Таким образом, система (21) является обобщением системы Коши — Римана на трёхмерный
случай.

2. ВЫРАЖЕНИЕ СМЕЩЕНИЙ В СЛУЧАЕ КЛАССИЧЕСКОГО
ИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА

Если в (18) не учитывать моментные слагаемые, то с помощью решения уравнений (23) от-
носительно функций ψi, можно получить выражение смещений ui через гармонические функ-
ции ψi для случая классического изотропного материала. Решение системы (23) в этом случае
будет следующее (см. [8]):

ψ1 = a(bu1 + x1ψ + x2ϕ3 − x3ϕ2), ψ2 = a(bu2 + x2ψ + x3ϕ1 − x1ϕ3), a =
λ+ µ

3λ+ 7µ
,

ψ3 = a(bu3 + x3ψ + x1ϕ2 − x2ϕ1), ψ4 = a(x1ϕ1 + x2ϕ2 + x3ϕ3), b =
4µ(λ+ 2µ)

λ+ µ
.

(24)

Из соотношений (24) можно выразить смещения ui через ψi:

u1 = −1

b

(
− 1

a
ψ1 + x1ψ + x2ϕ3 − x3ϕ2

)
, u2 = −1

b

(
− 1

a
ψ2 + x2ψ + x3ϕ1 − x1ϕ3

)
,

u3 = −1

b

(
− 1

a
ψ3 + x3ψ + x1ϕ2 − x2ϕ1

)
.

(25)

Подставляем в (25) выражения (23)

u1 = −1

b

[
− 1

a
ψ1 + x1(∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3)+

+ x2(−∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4)− x3(∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4)

]
,

u2 = −1

b

[
− 1

a
ψ2 + x2(∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3)+

+ x3(−∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4)− x1(−∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4)

]
, (26)

u3 = −1

b

[
− 1

a
ψ3 + x3(∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3)+

+ x1(∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4)− x2(−∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4)

]
, ∂kkψi = 0.
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Имеет место ещё четвёртое соотношение (24)

ψ4 = a[x1(−∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4) + x2(∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4) + x3(−∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4)]. (27)

Таким образом, в классическом случае смещения ui по (26) выражаются через четыре гармо-
нические функции ψi, которые связаны соотношением (27). Перепишем формулы (26), (27)

u1 = −1

b

[(
− 1

a
+ x1∂1 − x2∂2 − x3∂3

)
ψ1 + (x1∂2 + x2∂1)ψ2

+ (x1∂3 + x3∂1)ψ3 + (x2∂3 − x3∂2)ψ4

]
,

u2 = −1

b

[
(x2∂1 + x1∂2)ψ1 +

(
− 1

a
− x1∂1 + x2∂2 − x3∂3

)
ψ2

+ (x2∂3 + x3∂2)ψ3 + (x3∂1 − x1∂3)ψ4

]
, (28)

u3 = −1

b

[
(x3∂1 + x1∂2)ψ1 + (x3∂2 + x2∂3)ψ2

+

(
− 1

a
− x1∂1 − x2∂2 + x3∂3

)
ψ3 + (x2∂3 − x3∂2)ψ4

]
, ∂kkψi = 0,

ψ4 = a[(x2∂3 − x3∂2)ψ1 + (x3∂1 − x1∂3)ψ2+

+ (x1∂2 − x2∂1)ψ3 + (x1∂1 + x2∂2 + x3∂3)ψ4].

Представление смещений (28) имеет вид uj = Cjkψk, где матрица Cjk очевидна из (28). Пред-
ставление (26)–(28) аналогично известному решению Папковича – Нейбера, в котором сме-
щения ui выражаются через четыре гармонические функции, связанные между собой одним
соотношением [9].

3. ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ И ДИАГОНАЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ
УРАВНЕНИЙ (16)

С учётом соотношения εimnεnjl = δijδml−δilδmj матрицу операторов системы (16) запишем
в виде

Aij = µ∂kkδij + (λ+ µ)∂ij +
1

4
(γ + ε)∂kk(∂ij − δij∂mm). (29)

Для матрицы (29) имеем собственный вектор tj1 = ∂j :

Aijtj1 =

[
µ∂kkδij + (λ+ µ)∂ij +

1

4
(γ + ε)∂kk(∂ij − δij∂mm)

]
∂j = ∂i[(λ+ 2µ)∂kk]

и D1 = (λ + 2µ)∂kk – собственное значение (собственный оператор) матрицы (29). Ортого-
нальный вектор tj2 к вектору tj1 = ∂j есть tj2 = εjpscp∂s, где cp – произвольный числовой
или операторный с постоянными коэффициентами вектор. Вектор tj2 является собственным
вектором для матрицы (29):

Aijtj2 =

[
µ∂kkδij + (λ+ µ)∂ij +

1

4
(γ + ε)∂kk(∂ij − δij∂mm)

]
εjpscp∂s

= εipscp∂s

[
µ∂kk −

1

4
(γ + ε)∂kk∂mm

]
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с собственным значением

D2 = µ∂kk −
1

4
(γ + ε)∂kk∂mm = ∂kk

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
.

Третий собственный вектор можно взять в виде tj3 = cj∂kk − cm∂mj :

Aijtj3 = [µ∂kkδij + (λ+ µ)∂ij +
1

4
(γ + ε)∂kk(∂ij − δij∂mm)](cj∂kk − cm∂mj)

= (ci∂kk − cm∂mi)

[
µ∂kk −

1

4
(γ + ε)∂kk∂mm

]
,

т. е. tj3 — собственный вектор с собственным значением D3 = D2 = ∂kk

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
.

Для матрицы (29) операторов системы (16) имеют место соотношения

AT = TD, T ′A = DT ′, (30)

где штрих означает транспонирование матрицы. Тогда общее решение системы (16) имеет вид
[9, 10]

u = Tv, Dv = f, Tf = 0, (31)

где

T = [∂i, εipscp∂s, ci∂kk − cm∂mi] =

∂1 c2∂3 − c3∂2 c1∂kk − cm∂m1

∂2 c3∂1 − c1∂3 c2∂kk − cm∂m2

∂3 c1∂2 − c2∂1 c3∂kk − cm∂m3

 ; (32)

D =


(λ+ 2µ)∂kk 0 0

0 ∂kk

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
0

0 0 ∂kk

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
 . (33)

Первая формула (30) имеет вид вполне аналогичный формуле для числовых матриц. Поэтому
операторы D1, D2, D3 можно называть и собственными значениями и собственными операто-
рами (см. выше).

Запишем решение (31) с учётом (32), (33):

u1 = ∂1v1 + (c2∂3 − c3∂2)v2 + (c1∂kk − cm∂m1)v3,

u2 = ∂2v1 + (c3∂1 − c1∂3)v2 + (c2∂kk − cm∂m2)v3,

u3 = ∂3v1 + (c1∂2 − c2∂1)v2 + (c3∂kk − cm∂m3)v3;

(34)

(λ+ 2µ)∂kkv1 = f1, ∂kk[µ− 1

4
(γ + ε)∂mm]v2 = f2, ∂kk[µ− 1

4
(γ + ε)∂mm]v3 = f3; (35)

∂1f1 + (c2∂3 − c3∂2)f2 + (c1∂kk − cm∂m1)f3 = 0,

∂2f1 + (c3∂1 − c1∂3)f2 + (c2∂kk − cm∂m2)f3 = 0,

∂3f1 + (c1∂2 − c2∂1)f2 + (c3∂kk − cm∂m3)f3 = 0.

(36)

Таким образом, решение системы (16) по формулам (34) выражается через три функции vi,
которые удовлетворяют трём отдельным независимым уравнениям (35), однородным или неод-
нородным.
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Из [9] и соотношений (30) следует, что если u = Tv, где Dv = 0, то уравнение (16), (29)
удовлетворяется Au = ATv = TDv = 0. Если v = T ′ũ, где Aũ = 0, то выполняется уравнение
Dv = DT ′ũ = T ′Aũ = 0. Таким образом, согласно формулам

u = Tv, v = T ′ũ, (37)

решения уравнений Au = 0, Dv = 0 переходят друг в друга, и системы эквивалентны [11].
Но чтобы не было потери части решений, в общем случае необходимо в правой части (35)
учитывать функции fi, ядро оператора T (32), (36).

Кроме того, из формул (37) получаем, что если Aũ = 0, то u = TT ′ũ – новое решение:
Au = ATT ′ũ = TDT ′ũ = TT ′Aũ = 0. Если Dṽ = 0, то и v = T ′T ṽ – решение: Dv = DT ′T ṽ =
T ′AT ṽ = T ′TDṽ = 0. Выражение u = TT ′ũ есть формула производства решений, так как
из любого решения ũ получается новое решение u; оператор Q = TT ′ является оператором
симметрии в смысле группового анализа [5, 9].

Столбцы матрицы (32) ортогональны:

T ′T = tiptiq =

∂jj 0 0
0 cjcj∂kk − cmcn∂mn 0
0 0 ∂ss(cjcj∂kk − cmcn∂mn)

 ,
причём определитель матрицы (32) равен

|T | = tj3tj3 = (ti1ti1)(tj2tj2) = ∂ii(cjcj∂kk − cmcn∂mn)

и
TT ′ = tintjn = ∂ij + εipsεjqrcpcq∂sr + (ci∂kk − cm∂mi)(cj∂ss − cn∂nj).

Из (32) находим транспонированную матрицу

T ′ =

 ∂1 ∂2 ∂3
c2∂3 − c3∂2 c3∂1 − c1∂3 c1∂2 − c2∂1

c1∂kk − cm∂m1 c2∂kk − cm∂m2 c3∂kk − cm∂m3


и получаем функции vi через решение исходных уравнений

v1 = ∂1ũ1 + ∂2ũ2 + ∂3ũ3,

v2 = (c2∂3 − c3∂2)ũ1 + (c3∂1 − c1∂3)ũ2 + (c1∂2 − c2∂1)ũ3,
v3 = (c1∂kk − cm∂m1)ũ1 + (c2∂kk − cm∂m2)ũ2 + (c3∂kk − cm∂m3)ũ3.

В матрице (32) все три столбца ортогональны друг к другу и третий столбец содержит
вторые производные. Но можно взять третий столбец в виде, аналогичном второму столбцу,
содержащем первые производные. Тогда вместо матрицы (32) будет матрица вида

T = [∂i, εipscp∂s, εimnγm∂n] =

∂1 c2∂3 − c3∂2 γ2∂3 − γ3∂2
∂2 c3∂1 − c1∂3 γ3∂1 − γ1∂3
∂3 c1∂2 − c2∂1 γ1∂2 − γ2∂1

 , (38)

где cp, γm — произвольные ненулевые непропорциональные векторы, при этом определитель

|T | = [(c2γ3 − c3γ2)∂1 + (c3γ1 − c1γ3)∂2 + (c1γ2 − c2γ1)∂3]∂kk
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не равен нулю [12]. Для случая матрицы (38) также имеют место соотношения (30) и общее
решение системы (16) вида (31) с той же диагональной матрицей D (33). Выписываем это
решение в явном виде

u1 = ∂1v1 + (c2∂3 − c3∂2)v2 + (γ2∂3 − γ3∂2)v3,
u2 = ∂2v1 + (c3∂1 − c1∂3)v2 + (γ3∂1 − γ1∂3)v3,
u3 = ∂3v1 + (c1∂2 − c2∂1)v2 + (γ1∂2 − γ2∂1)v3,

(39)

где функции vi удовлетворяют трём независимым уравнениям (35), а функции fi — уравнениям

∂1f1 + (c2∂3 − c3∂2)f2 + (γ2∂3 − γ3∂2)f3 = 0,

∂2f1 + (c3∂1 − c1∂3)f2 + (γ3∂1 − γ1∂3)f3 = 0,

∂3f1 + (c1∂2 − c2∂1)f2 + (γ1∂2 − γ2∂1)f3 = 0.

(40)

Формулы (37) и все другие приведённые выше соотношения между функциями имеют место
и в случае матрицы (38). Оператор симметрии Q = TT ′ дан в явном виде в [12]. Придавая
компонентам cj , γj различные значения, можно получить различные варианты общих решений
в случаях (32) или (38).

Во втором и третьем уравнениях (35) дифференциальный оператор D2 = D3 = D пред-
ставляет собой произведение оператора Лапласа D(1) = ∂kk и оператора Гельмгольца D(2) =

µ− 1
4(γ+ε)∂mm. Тогда решение однородного уравнения Dv = D(1)D(2)v = 0 по теореме Боджио

[1] можно представить в виде суммы v = g+h, где g – гармоническая функцияD(1)g = ∂kkg = 0,
а функция h удовлетворяет уравнению Гельмгольца D(2)h = [µ− 1

4(γ + ε)∂mm]h = 0. Различ-
ные частные решения уравнений Лапласа и Гельмгольца приведены в [13]. Таким образом, об-
щее решение уравнений в смещениях (16) псевдоконтинуума Коссера по формулам (34)–(36),
(39), (40) выражается через гармонические функции и функции Гельмгольца. По формуле
u = TT ′ũ, Aũ = 0 получаются новые решения из любого известного решения ũ. Если постоян-
ная γ+ε = 0, то полученные решения (34)–(36), (39), (40) переходят в известные представления
для случая классического изотропного материала [9, 10, 12].

4. ПРИМЕНЕНИЕ РЕШЕНИЯ (23) СИСТЕМЫ МОИСИЛА — ТЕОДОРЕСКУ

Возможен ещё один подход к построению решения уравнений (16). Формулы (18), (23)
можно записать в виде системы

∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3 = ψ = (λ+ 2µ)(∂1u1 + ∂2u2 + ∂3u3),

−∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4 = ϕ1 =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
(∂2u3 − ∂3u2),

∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4 = ϕ2 =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
(∂3u1 − ∂1u3),

−∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4 = ϕ3 =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
(∂1u2 − ∂2u1).

(41)

Система (41) содержит четыре уравнения и семь неизвестных ψi, ui и записана в виде

Aψ = Bu, (42)

где матрицы A = M ′ и B очевидны из (41). Для решения системы вида (42) необходимо найти
матрицы C и D, такие, что AC = BD, тогда решение будет следующее [14]

ψ = Cv, u = Dv + w, Bw = 0, (43)
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где v — произвольный трёхмерный вектор. Чтобы получить все варианты решений, необходимо
выбирать из семи неизвестных ψi, ui по четыре неизвестных, оставлять их слева, а остальные
неизвестные переносить вправо. При этом получим все варианты систем вида (42). Всего ва-
риантов может быть C4

7 = 7!/(4!3!) = 35. Допустимы те варианты, для которых |A| 6= 0 [14].
Рассмотрим для примера вариант 1)(1, 2, 3, 4; 5, 6, 7), соответствующий системе (41).

Числами в скобках занумерованы неизвестные (ψi;ui). Для этого варианта определитель |A| =
|M ′| = ∂ss∂kk 6= 0. Система Моисила — Теодореску (21a) имеет видMϕ = 0, где (см. (18) и (41))

ϕ =


ψ
ϕ1

ϕ2

ϕ3

 =


(λ+ 2µ)∂1 (λ+ 2µ)∂2 (λ+ 2µ)∂3

0 −∂̃kk∂3 ∂̃kk∂2
∂̃kk∂3 0 −∂̃kk∂1
−∂̃kk∂2 ∂̃kk∂1 0


u1u2
u3

 = Bu,

∂̃kk = µ− 1

4
(γ + ε)∂kk.

Найдём произведение

MB =


∂1 0 ∂3 −∂2
∂2 −∂3 0 ∂1
∂3 ∂2 −∂1 0
0 ∂1 ∂2 ∂3

B =


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

0 0 0

 = A. (44)

Здесь Aij являются элементами матрицы (29) операторов исходной системы (16). С учётом
(44) уравнения (16) принимают вид Au = MBu = 0. Тогда Bu = ϕ, Mϕ = 0. Решение
последнего уравнения следующее (см. (22), (23)) ϕ = M ′ψ, Dψ = 0, MM ′ = D. Отсюда
получаем M ′ψ = Bu, т. е. систему (41).

Имеют место соотношения

M ′A = BD, M ′MB = BD, DB = BD,
∂kk 0 0 0
0 ∂kk 0 0
0 0 ∂kk 0
0 0 0 ∂kk



B11 B12 B13

0 B22 B23

B31 0 B33

B41 B42 0

 = B

∂kk 0 0
0 ∂kk 0
0 0 ∂kk

 .
С учётом этих соотношений решение уравнений (41) имеет вид (43):

ψ = Av, u = Dv + w, Bw = 0. (45)

Действительно M ′ψ = M ′Av = M ′MBv = DBv = BDv, Bu = B(Dv + w) = BDv. Реше-
ние последнего уравнения (45) следующее wi = ∂ig, ∂kkg = 0, тогда остальные выражения
принимают вид

ψi = Aijvj , ψ4 = 0, ui = ∂ssvi + ∂ig, i, j = 1, 2, 3, ∂kkg = 0, (46)

причём vi — такие функции, что ψi — гармонические функции: ∂ssψi = ∂ssAijvj = 0. Рассмот-
рение остальных вариантов требует дальнейшей работы.

5. ДРУГОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ (16), (29)

С помощью системы (41) можно получить ещё одно представление решения уравнений
(16), (29). Для случая ψ4 = 0 (см. (46)) из трёх последних уравнений (41) получаем[

µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
ui = ψi + ∂iq, (47)
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где q — произвольная функция. Из (47) и первого уравнения (41) находим[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
∂iui = ∂iψi + ∂iiq,

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
1

λ+ 2µ
∂iψi = ∂iψi + ∂iiq;

∂iiq = − λ+ µ

λ+ 2µ
∂iψi. (48)

При получении уравнения (48) учли, что ψi — гармонические функции. Решение уравнения
Пуассона (48) имеет следующий вид:

q = − λ+ µ

2(λ+ 2µ)
(xkψk) + g, ∂ssg = 0. (49)

С учётом (49) представление (47) принимает вид[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
ui = ψi −

λ+ µ

2(λ+ 2µ)
∂i(xkψk) + ∂ig, i = 1, 2, 3. (50)

Исходные уравнения (16), (29) можно записать в виде[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
(∂kkui − ∂ilul) + (λ+ 2µ)∂ilul = 0. (51)

При подстановке выражений (50) в (51) уравнения (51) выполняются с учётом первого урав-
нения (41)

(λ+ 2µ)∂iui = ∂iψi. (52)

Таким образом получили, что каждое смещение ui удовлетворяет неоднородному уравнению
Гельмгольца (50) и они связаны уравнением (52), где в правых частях ψ1, ψ2, ψ3, g — произ-
вольные гармонические функции.

Если γ + ε = 0, то для классической изотропной среды из (50) получаем представление
смещений через гармонические функции

µui = ψi −
λ+ µ

2(λ+ 2µ)
∂i(xkψk) + ∂ig, i = 1, 2, 3, (53)

при этом уравнения Ламе (16), (29), (51) и (52) выполняются. Представление (53) известно
как общее решение Папковича – Нейбера [1, 9]. Четыре гармонические функции, входящие в
(53), связаны между собой одним соотношением [9], как и в представлении (28).

В [3, 15] приведены с использованием модели псевдоконтинуума Коссера решения задач
о чистом сдвиге и трещине продольного сдвига и ссылки на работы, в которых решаются
конкретные задачи. Имеются и другие работы, например, [16–18], в которых применяется эта
модель Коссера.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе получено два варианта общего решения для системы уравнений
в смещениях изотропного псевдоконтинуума Коссера. Система уравнений диагонализуется и
решение выражается через гармонические функции и функции Гельмгольца. Даны форму-
лы производства новых решений, исходя из любого заданного решения. Предложен подход к
построению решений с использованием системы Моисила — Теодореску. Определяющие соот-
ношения общей изотропной моментной среды представлены в виде отдельных независимых
неприводимых составляющих, при этом определяются собственные модули и ограничения на
постоянные упругости.
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