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Статья посвящена численному исследованию двумерного течения Колмогорова вязкой
слабосжимаемой жидкости, возникающего под действием статической внешней силы. Чис-
ленное моделирование выполнено на основе системы уравнений Навье — Стокса в квад-
ратной расчётной области с периодическими граничными условиями. Выявлено существо-
вание трёх основных режимов течения: ламинарного, турбулентного и вихревого. Изучено
влияние донного трения на формирование различных режимов течения и механизмов дис-
сипации энергии. Проведён анализ энергетического баланса для различных типов течения.
В турбулентном и ламинарном режимах преобладает диссипация энергии за счёт трения
о дно. В вихревом режиме доминирующего механизма диссипации не выявлено.
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ВВЕДЕНИЕ

Академик А.Н.Колмогоров предложил простейшую физическую модель для изучения
двумерной турбулентности — движение жидкости под действием периодической внешней си-
лы (накачки) [1]. Эта задача была расширена А.М.Обуховым путём добавления в систему
уравнений слагаемого, соответствующего трению о дно. Такая формулировка позволила более
точно описать турбулентные течения в тонких слоях жидкости.

Известно, что в трёхмерных изотропных турбулентных течениях наблюдается прямой кас-
кад энергии Колмогорова [2]. Главной особенностью двумерного турбулентного течения, воз-
буждаемого стационарной внешней силой, является возникновение обратного каскада энер-
гии [3]. Вследствие нелинейных эффектов пространственный масштаб вихрей, создаваемых
внешней силой, увеличивается до тех пор, пока их рост не будет остановлен размером исследу-
емой области, что приводит к накоплению энергии на этом масштабе. При такой локализации
энергии в течении формируются системы когерентных вихрей [4]. Как показано в [4, 5, 6, 7], в
зависимости от значений коэффициента донного трения и силы накачки могут возникать раз-
личные типы течений: ламинарное, постоянное во времени; турбулентное, в котором существу-
ют вихри различных масштабов и времён жизни; вихревое, в котором преобладает крупный
вихрь с чётко определённым средним профилем. Важным моментом в анализе турбулентных
течений является изучение диссипации энергии, которая может происходить вследствие нали-
чия вязкости и трения о дно. В работе [8] обсуждаются вопросы, связанные с энергетической
характеристикой течения Колмогорова.

В данной работе рассматривается двумерное течение вязкой, слабосжимаемой жидко-
сти под действием статической силы, периодической в пространстве. Исследуются вопросы
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производства и передачи энергии для различных режимов течения. Показано, что энергия,
привносимая в систему, диссипирует за счёт вязкости и трения о дно. Цель данной работы —
исследовать баланс энергии для разных режимов течения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

Исследуются двумерные течения вязкой слабосжимаемой жидкости, описываемые систе-
мой уравнений Навье — Стокса. Ниже представлены уравнение неразрывности (1), уравнения
сохранения импульса (2), (3) и уравнение слабой сжимаемости (4).

∂ρ

∂t
+∇(ρV̄ ) = 0, (1)

∂ρu

∂t
+∇(ρuV̄ ) = −∂p

∂x
+ ρG sin ky + µ∆u− ραu, (2)

∂ρv

∂t
+∇(ρvV̄ ) = −∂p

∂y
− ρG sin kx+ µ∆v − ραv, (3)

dp = c2ρ0
dρ

ρ
, (4)

здесь ρ — плотность жидкости; ~V = (u, v) — вектор скорости; µ = 0.1Па·с — динамическая
вязкость жидкости; p — давление; α — коэффициент донного трения; G — амплитуда внешней
силы; k = 5м−1 — пространственная частота внешней силы; c = 100м/с — скорость звука.
Правая часть уравнений движения (2), (3) содержат члены ρG sin ky и −ρG sin kx, которые
моделируют действие внешней силы. Компоненты −ραu и −ραv описывают трение о дно.

Численное моделирование выполнено в квадратной вычислительной области Ω со сторо-
ной L = 2π м с периодическими граничными условиями. Начальными условиями являются
невозмущённые поля давления P0 = 105 Па, плотности ρ0 = 1000 кг/м3 и нулевой скорости
~V0 = 0м/с.

Численное решение системы уравнений Навье — Стокса основано на методе искусственной
сжимаемости [9]. В этом случае гиперболическая часть уравнений решается явным методом
Мак-Кормака [10], а параболическая часть — стандартным методом конечных разностей. Чис-
ленные эксперименты проводились на равномерных сетках размером 512× 512 ячеек.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

В результате численного моделирования были получены три основных режима течения
(см. рис. 1): (a) ламинарный, при котором характер движения жидкости стабилен во времени;
(c) турбулентный, характеризующийся случайным появлением и исчезновением вихрей раз-
личного масштаба; (e) вихревой, при котором формируется большой стабильный вихревой ди-
поль. Также были выявлены переходные режимы течения, возникающие между ламинарным и
турбулентным режимами (рис. 1(b)) и между турбулентным и вихревым режимами (рис. 1(d)).
Анализ результатов численного моделирования проводился для течений, достигших статисти-
чески стационарного состояния. Это определяется кинетической энергией течения, которая
слабо меняется со временем и находится около некоторого среднего значения.

После проведения серии численных экспериментов с использованием различных значе-
ний коэффициента донного трения α и амплитуды внешней силы G была получена фазовая
диаграмма режимов течения (см. рис. 2). Каждая точка на фазовой диаграмме соответству-
ет численному расчёту с различными значениями G и α. Чёрные точки обозначают расчёты,
соответствующие ламинарному режиму. Красные квадраты описывают турбулентный режим.
Зелёные ромбы соответствуют вихревому режиму. Синие треугольники указывают на переход
между ламинарным и турбулентным течениями. На основании фазовой диаграммы можно
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Рис. 1. Поля завихренности при фиксированном G = 0.15м/с2 и различных значениях α:
(a) ламинарного (α = 1с−1, Re = 13 · 103); (b) ламинарно-турбулентного (α = 3 · 10−1с−1,
Re = 47 · 103); (c) турбулентного (α = 10−1с−1, Re = 88 · 103); (d) турбулентно-вихревого
(α = 10−2с−1, Re = 94 · 103); (e) вихревого режимов течения (α = 10−4с−1, Re = 277 · 103)

сделать вывод, что коэффициент донного трения оказывает наибольшее влияние на режим
течения. Вихревой режим наблюдается, когда коэффициент донного трения α ниже 10−3 с−1.
Ламинарный режим формируется, когда коэффициент донного трения α превышает 10−1 с−1.
Турбулентный режим возникает при средних значениях коэффициента донного трения α.

Рис. 2. Фазовая диаграмма типов течений.
L — ламинарный режим течения, T — турбулентный режим течения,

V — вихревой режим течения,
T − L — переходный между ламинарным и турбулентным режимос течения

при различных значениях коэффициента донного трения α (с−1)
и амплитуды внешней силы G (м/с2)

Рассмотрим различные режимы течений при фиксированном значении амплитуды силы
накачки G = 0.1м/с2.

Энергия, вводимая в систему посредством силы накачки, диссипирует двумя различными
способами: на малых масштабах за счёт вязкости и на больших масштабах за счёт трения о
дно. Исследуем, какие механизмы диссипации преобладают в различных режимах течения.
Прежде всего, необходимо обеспечить достижение энергетического баланса, то есть в каждый
момент времени изменение энергии должно состоять из мощности силы накачки и мощности
диссипационных сил, обусловленных вязкостью и трением. Для каждого временного шага
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должно выполняться следующее соотношение:

dE = P −Df −Dv, (5)

здесь dE =
E − E′

t− t′
, E и E′ — значения кинетической энергии в настоящий (t) и предыдущий

(t′) моменты времени; P — мощность накачки, Df — диссипация энергии за счёт трения о
дно, а Dv — диссипация энергии за счёт вязкости. Вкладом сжимаемости жидкости в энер-
гетический баланс можно пренебречь, поскольку его значение незначительно по сравнению с
другими. Для расчёта энергетического баланса используются следующие уравнения:

E = K

∫
Ω

ρ

(
u2

2
+
v2

2

)
dxdy, (6)

P = K

∫
Ω

ρ(uFx + vFy) dxdy, (7)

Df = K

∫
Ω

ρ · α(u2 + v2) dxdy, (8)

Dv = K

∫
Ω

µ

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂v

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2]
dxdy (9)

здесь K = 1м — размерный коэффициент; Fx = ρG sin ky, Fy = −ρG sin kx — компоненты
силы накачки вдоль направлений X и Y .

Для проверки энергетического баланса мы строим графики зависимости правой (dE, крас-
ная кривая на рис. 3) и левой (P − Df − Dv, чёрная кривая на рис. 3) частей уравнения (5)
от N , где N — номер выдачи выходных данных. Выходные данные записываются каждые
0.25 с времени вычислений. Совпадение красной и чёрной кривых на рис. 3 подтверждает
выполнение энергетического баланса.

Рис. 3. Проверка энергетического баланса

Проведём оценки средней кинетической энергии и различных механизмов диссипации в
зависимости от коэффициента донного трения α при фиксированной величине силы накачки.
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Средняя кинетическая энергия определяется следующим образом:

E =
1

tf − t0

tf∑
t=t0

K

∫
Ω

ρ

(
u2

2
+
v2

2

)
dxdy,

здесь t0 = 200 с, tf = 250 с — начало и конец временного интервала, в течение которого произ-
водится осреднение.

На рис. 4 приведена зависимость средней кинетической энергии от коэффициента дон-
ного трения α. График показывает монотонное уменьшение средней энергии при увеличении
коэффициента донного трения α. Резкое уменьшение энергии происходит при переходе между
вихревым и турбулентным режимами течения, что соответствует значениям α от 10−3с−1 до
10−2с−1.

Рис. 4. Средняя энергия E (Дж) в зависимости от α (c−1)

Определим отношение вклада сил трения (Df ) и вязкости (Dv) в энергетический баланс:

Df =
1

tf − t0

tf∑
t=t0

Df

Df +Dv
· 100%,

Dv =
1

tf − t0

tf∑
t=t0

Dv

Df +Dv
· 100%,

Для этого рассчитываем диссипацию энергии за счёт трения и вязкости, используя формулы
(8) и (9), и усредняем их в интервале от t0 = 200 с до tf = 250 с. На рис. 5 показана зависимость
вклада в диссипацию энергии от сил донного трения (чёрная кривая) и сил вязкости (красная
кривая) от параметра α.

Чёрная кривая показывает монотонное увеличение Df в зависимости от параметра α
(см. рис. 5). При низких значениях коэффициента донного трения (α = 10−4с−1) вклад дис-
сипации за счёт трения составляет около 30% от общей диссипации. Наиболее интенсивное
увеличение Df происходит в диапазоне α от 10−4с−1 до 10−3с−1, где процент диссипации за
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Рис. 5. Процент диссипации энергии D (%) за счёт трения (Df ) и вязкости (Dv)
в зависимости от α (c−1)

счёт донного трения Df возрастает до 90%. При дальнейшем увеличении α, Df возрастает до
99%. График вязкой диссипации Dv демонстрирует противоположную картину (рис. 5, крас-
ная кривая). При α = 10−4с−1 преобладают вязкостные силы, обеспечивающие около 70% от
общей диссипации энергии. С ростом α наблюдается резкое снижение вклада вязкости. Наибо-
лее интенсивное снижение наблюдается в диапазоне α от 10−4с−1 до 10−3с−1. При α > 10−2с−1

вязкая диссипация становится менее 5% и продолжает снижаться до 1% при значениях коэф-
фициента донного трения α = 1с−1. Таким образом, диссипация энергии за счёт силы донного
трения преобладает во всех режимах течения, за исключением вихревого. В этом случае (при α
от 10−4с−1 до 10−3с−1) мы не наблюдаем преобладания какого либо типа диссипации энергии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследован энергетический баланс для ламинарного, турбулентного и вихревого
режимов течения Колмогорова. Предложен метод расчёта энергетического баланса, основан-
ный на вычислении вязкой диссипации и диссипации, обусловленной трением о дно. Показано,
что в наших численных экспериментах диссипация энергии, вызванная трением о дно, вносит
доминирующий вклад в энергетический баланс в ламинарном и турбулентном режимах тече-
ния.
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Abstract. The article is devoted to the numerical study of a two-dimensional turbulent flow
of a viscous weakly compressible fluid under the action of static external pumping. Numerical
simulation is performed in a quadratic computational domain with periodic boundary conditions
based on the Navier-Stokes system of equations, using the weak compressibility equation for
closure. The influence of the bottom friction coefficient on the formation of various flow regimes
and energy dissipation mechanisms is studied. The existence of three main flow modes has been
revealed: laminar (stable flow), turbulent (random occurrence and disappearance of vortices of
various scales) and vortex (dominance of a large stable vortex dipole). A phase diagram of the
flow types is constructed depending on the bottom friction coefficient and the amplitude of the
pumping force, and the key role of the bottom friction coefficient in the formation of the flow
regime is revealed. The analysis of the energy balance of the numerical model has been carried
out. Energy dissipation due to bottom friction dominates in the turbulent and laminar regimes.

Keywords: numerical simulation, Navier–Stokes equations, Kolmogorov flow, viscous fluid,
turbulence, bottom friction, energy dissipation.
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