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Предлагается модификация метода парабол для поиска корня непрерывной функции, со-
стоящая в том, что одновременно строятся две параболы, интерполирующие значения
заданной функции. Показано, что если третья производная исходной функции знакопо-
стоянна на рассматриваемом промежутке локализации искомого корня, то корень лежит
между корнями парабол. Это позволяет существенно сузить интервал локализации корня
и уменьшить количество шагов для вычисления корня с заданной точностью. Предложен-
ная модификация метода парабол используется в задаче расчёта изолиний при моделиро-
вании универсальной характеристики гидротурбин.

Ключевые слова: метод парабол, моделирование, функция эффективности гидротурби-
ны, сплайн, многомерная аппроксимация.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.301

ВВЕДЕНИЕ

Проблема отыскания корней нелинейного алгебраического уравнения f(x) = 0 известна
давно и в значительной степени изучена. Ей посвящена обширная литература, она подробно
изложена в монографиях и учебниках [1–5]. Однако регулярно появляются работы, предлага-
ющие какие-то улучшения известных методов (см., например, [6–8]). Одним из самых простых
и надёжных методов поиска корня вещественной непрерывной функции является метод дихо-
томии или половинного деления. Но он является и самым медленно сходящимся. Для работы
данного метода требуется выделение интервала, содержащего корень. Как альтернатива это-
му методу выступает метод секущих, называемый также методом хорд или методом линейной
интерполяции. Сложность и скорость сходимости этих методов примерно одинакова. На каж-
дом шаге интервал локализации корня уменьшается. В работе [9] в результате сопоставления
различных методов поиска корней показано, что для простых корней наиболее экономичен
метод секущих.

Немного более сложным, но и более быстрым выступает метод парабол, когда вместо
линейной интерполяции осуществляется интерполяция квадратичной параболой уже по трём
точкам интервала локализации (см. [2]). Ясно, что один из корней параболы всегда будет
лежать между заданными точками со значениями функции разных знаков, что говорит о схо-
димости метода. Сходимость этого метода в целом быстрее сходимости методов дихотомии
и хорд, хотя вместе с уменьшением числа итераций возрастают затраты на вычисление корня
квадратного уравнения. Есть и другие быстро сходящиеся методы, например метод Ньютона,
но все они являются локально сходящимися, так как могут не сходиться при определённых

Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики СО РАН (проект
FWNF–2022–0015).
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начальных приближениях. К классу полностью сходящихся методов относятся только методы
половинного деления и секущих либо гибридные методы с использованием этих двух; обзор
таких методов приведён в [10]. В данной работе мы предлагаем модификацию метода пара-
бол путём построения одновременно двух парабол, позволяющую на каждом шаге существен-
но уменьшать интервал локализации корня. Также приводится пример практической задачи,
где процедура поиска корня производится многократно, поэтому любое сокращение времени
поиска корня весьма актуально. Это задача математического моделирования универсальной
характеристики гидротурбины.

1. МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА ПАРАБОЛ

Пусть на отрезке локализации корня [a, b] имеются четыре значения функции по два
с каждой стороны от корня, который необходимо вычислить. Будем для определённости счи-
тать, что в точках x0 и x1 значения заданной функции f(x) отрицательны:

f(x0) < 0, f(x1) < 0, x0 < x1,

а в точках x2 и x3 положительны:

f(x2) > 0, f(x3) > 0, x1 < x2 < x3.

Построим две интерполяционные параболы P1(x) и P2(x), одну через левые три точки и вто-
рую через правые (см. рис. 1). Ясно, что каждая из этих парабол пересечёт ось абсцисс между
точками x1 и x2. Интересен случай, когда искомый корень функции будет находиться между
корнями этих парабол. Оказывается, такое положение корня гарантируется в случае постоян-
ства знака третьей производной рассматриваемой функции.

Рис. 1. Функция f(x) (сплошная линия), точки локализации корня x0, x1, x2, x3 и две
интерполяционные параболы P1(x) и P2(x) (пунктирные линии)

Теорема. Пусть x∗1 и x∗2 суть корни интерполяционных парабол P1(x) и P2(x), лежа-
щие в промежутке (x1, x2). Тогда если f ′′′(x) знакопостоянна на отрезке [x0, x3], то корень
функции f(x) расположен между точками x∗1 и x∗2.
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Доказательство. Параболы P1(x) и P2(x) являются интерполяционными многочленами
Лагранжа, следовательно [3], для погрешностей интерполяции справедливы формулы:

P1(x)− f(x) =
1

3!
(x− x0)(x− x1)(x− x2)f

′′′(ξ1),

P2(x)− f(x) =
1

3!
(x− x1)(x− x2)(x− x3)f

′′′(ξ2)

для некоторых чисел ξ1 ∈ (x0, x2) и ξ2 ∈ (x1, x3). Поэтому величина

[P1(x)− f(x)][P2(x)− f(x)] =
1

36
(x− x0)(x− x1)

2(x− x2)
2(x− x3)f

′′′(ξ1)f
′′′(ξ2)

всегда будет неположительна на рассматриваемом промежутке [x0, x3], если значения функций
f ′′′(ξ1) и f ′′′(ξ2) одного знака, что говорит о расположении парабол P1(x) и P2(x) по разные
стороны от функции f(x) на отрезке [x1, x2]. Теорема доказана. □

Таким образом, если на интервале поиска корня знак третьей производной заданной функ-
ции постоянен, то построение двух таких парабол приводит, как правило, к существенному
сужению интервала локализации корня.

Приведём схему алгоритма предлагаемого метода. Считаем, что заданы функция f(x)
и точки x0 < x1 < x2 < x3 такие, что

f(x0) < 0, f(x1) < 0, f(x2) > 0, f(x3) > 0.

Достаточно рассмотреть только такой случай, другой случай сводится к этому заменой функ-
ции на −f(x).

Шаг 1. Строим параболу

P1(x) = (x− x2)(x− x1)f [x0, x1, x2] + (x− x2)f [x1, x2] + f(x2),

интерполирующую функцию f(x) в точках x0, x1 и x2. Здесь f [x1, x2] и f [x0, x1, x2] суть обыч-
ные разделённые разности первого и второго порядков от функции f(x). Корень этой парабо-
лы x∗1 находим по формуле

x∗1 = x2 −
2f(x2)

A+ sign(A)
√
A2 − 4f(x2)f [x0, x1, x2]

,

где A = f [x1, x2] + f [x0, x2]− f [x0, x1]. Отметим, что выбран корень параболы, который распо-
ложен на отрезке [x1, x2].

Шаг 2. Аналогичным образом строим параболу

P2(x) = (x− x1)(x− x2)f [x1, x2, x3] + (x− x1)f [x1, x2] + f(x1),

интерполирующую функцию f(x) в точках x1, x2 и x3, и находим её корень

x∗2 = x1 −
2f(x1)

B + sign(B)
√
B2 − 4f(x1)f [x1, x2, x3]

,

где B = f [x1, x2] + f [x1, x3]− f [x2, x3], причём здесь также выбран корень параболы, который
расположен на отрезке [x1, x2].

Шаг 3. Проверяем взаимное расположение точек x∗1 и x∗2.
Шаг 3.1. Если x∗1 < x∗2, то проверяем знак функции f(x) в точке x∗1.
Шаг 3.1.1. Если f

(
x∗1

)
< 0, то проверяем знак функции f(x) в точке x∗2.
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Шаг 3.1.1.1. Если f
(
x∗2

)
< 0, то точки x2 и x3 оставляем неизменными, а точки x∗1 и x∗2

обозначаем x0 и x1 соответственно.
Шаг 3.1.1.2. Если f

(
x∗2

)
> 0, то точкам x0, x1, x2, x3 присваиваем значения x1, x∗1, x∗2, x2

соответственно.
Шаг 3.1.2. Если f

(
x∗1

)
> 0, то точки x0 и x1 не меняем, а точки x∗1 и x∗2 обозначаем x2 и x3

соответственно.
Шаг 3.2. Если x∗1 > x∗2, то проверяем знак функции f(x) в точке x∗2.
Шаг 3.2.1. Если f

(
x∗2

)
< 0, то проверяем знак функции f(x) в точке x∗1.

Шаг 3.2.1.1. Если f
(
x∗1

)
< 0, то точки x2 и x3 не меняем, а точки x∗2 и x∗1 обозначаем

x0 и x1 соответственно.
Шаг 3.2.1.2. Если f

(
x∗1

)
> 0, то точки x1, x∗2, x∗1, x2 обозначаем x0, x1, x2, x3 соответ-

ственно.
Шаг 3.2.2. Если f

(
x∗2

)
> 0, то точки x0 и x1 не меняем, а точки x∗2 и x∗1 обозначаем

x2 и x3 соответственно.
Шаг 4. Проверяем длину отрезка [x1, x2] локализации корня. Если заданная точность не

достигнута, то возвращаемся к шагу 1 и повторяем вычисления.

Один шаг модифицированного метода состоит в построении двух парабол, необходимо
решить два квадратных уравнения и вычислить два значения функции. Поскольку заранее не
известно, является ли третья производная заданной функции знакопостоянной на интервале
[x0, x3], то в алгоритме предусмотрены дополнительные проверки. В случае знакопостоянства
на шаге 3 алгоритма следует выполнять только пп. 3.1.1.2 или 3.2.1.2. Проведённые многочис-
ленные расчёты в подавляющем большинстве случаев демонстрируют сокращение времени
вычисления корня, но иногда может оказаться, что предлагаемая модификация не даёт улуч-
шения сходимости в сравнении с обычным методом парабол: количество построенных парабол
для вычисления значения корня с компьютерной точностью примерно одинаково в обоих слу-
чаях и даже изредка в методе без модификации на одно-два построения парабол может быть
меньше. Однако при использовании обычного метода парабол иногда может случиться так,
что сужение интервала локализации искомого корня функции происходит очень медленно,
например, если на каждом шаге значения функции в точках, являющихся корнями парабол,
всегда оказываются одного знака. Тогда предлагаемая модификация метода парабол приводит
к существенному уменьшению числа итераций.

Пример. Задана функция f(x) = xex − 10 с интервалом локализации корня [−10, 10].
Корень функции f(x), равный 1.7455280027407 . . ., на компьютере обычным методом парабол
находится за 68 шагов, если в качестве начальных точек для параболы взять границы отрезка
и его середину, причём правая граница локализации корня за всё время вычислений оста-
лась неизменной. Даже метод половинного деления для этого примера потребует всего лишь
50 шагов.

Посмотрим, что даёт предлагаемая модификация. Кроме граничных точек −10 и 10, в ко-
торых заданная функция имеет разные знаки, нам нужны ещё две точки с разными знаками
рассматриваемой функции. В качестве одной из них естественно взять середину исходного
промежутка x = 0, значение в ней отрицательно. Другая также может быть взята как середи-
на нового промежутка локализации корня, т. е. x = 5. Теперь требуется всего 13 шагов, т. е.
26 построений парабол.

В следующем разделе описана практическая задача, где использован предложенный алго-
ритм. На практике довольно часто исследуемая функция представлена кубическим сплайном,
следовательно, у такой функции третья производная является кусочно-постоянной, что почти
всегда ведёт к выполнению условий теоремы.
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2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ ЭФФЕКТИВНОСТИ ГИДРОТУРБИНЫ

Турбина гидроэлектрических станций (ГЭС) использует потенциальную энергию воды,
расположенной на разных высотах над уровнем моря. Мощность потока воды зависит от её
количества и напора и определяется из общих законов механики. Эта мощность, отбираемая
турбиной от протекающей жидкости, передаётся валу, и механическая энергия вращения вала
далее преобразуется электрогенератором в электрическую. Однако не вся мощность жидко-
сти будет передана валу и может быть использована, так как в самой турбоустановке имеются
потери, учитываемые функцией эффективности турбины, т. е. коэффициентом полезного дей-
ствия (КПД). Конечно же основной задачей при строительстве ГЭС является минимизация
потерь мощности или задача увеличения эффективности, т. е. повышения КПД. В современ-
ных гидравлических турбинах величина КПД достигает 92–93% и выше (до 96% ) [11].

Главным элементом турбины является рабочее колесо, в котором и осуществляется пре-
образование энергии за счёт взаимодействия потока жидкости с лопастями рабочего колеса.
Поэтому вид турбины в основном определяется формой рабочего колеса и условиями движе-
ния жидкости в его лопастной системе. Большой накопленный опыт, как правило, позволяет
определиться с типом гидротурбин для каждого конкретного случая.

Гидротурбины одной системы могут отличаться размерами, конструкцией механизмов,
конфигурацией проточного тракта. Все эти различия определяют индивидуальные свойства
турбины, в первую очередь её КПД. Зависимости КПД, кавитационного коэффициента и неко-
торых других функций от основных параметров (диаметр рабочего колеса, частота вращения,
расход воды, напор) на различных режимах работы являются основными характеристика-
ми турбины, они определяют все необходимые показатели турбин для различных условий её
работы.

Однако такие данные для натурной гидротурбины, устанавливаемой на ГЭС при строи-
тельстве, получить заранее невозможно, но их можно получить для геометрически подобной
модельной турбины при её испытаниях и исследованиях на лабораторных стендах. При лабора-
торных испытаниях на модели необходимо выдерживать требования закона подобия, должны
соблюдаться геометрическое, кинетическое и динамическое подобия. Требования всех крите-
риев подобия соблюсти трудно, в частности, практически неосуществимо условие равенства
чисел Рейнольдса в натурной турбине и на модели. В то же время практический опыт пока-
зывает, что остающиеся различия оказывают малое влияние на различие в индивидуальных
свойствах и основных характеристиках модели и натуры, и экспериментально разработаны
методики пересчёта всех параметров, учитывающие масштабный эффект [12, 13].

Основным документом для выбора основных параметров натурной гидротурбины явля-
ется так называемая главная универсальная характеристика или просто универсальная харак-
теристика, представляющая изображение линий равных значений функции эффективности η
в плоскости координат Q′

I – n′
I (приведённые величины расхода воды и частоты вращения),

с нанесением линий равных значений величины открытия направляющего аппарата a0 и ка-
витационного коэффициента σ. Если турбина поворотно-лопастная (ПЛ), то наносятся ещё
линии угла поворота лопастей φ. На рис. 2 приведён пример универсальной характеристики
ПЛ-турбины, взятый из [14].

Вопросы построения функции эффективности η для создания математической модели
универсальной характеристики рабочего колеса радиально осевой и ПЛ-гидротурбины по ре-
зультатам энергетических испытаний модельной гидротурбины на лабораторном стенде рас-
сматривались в работах [15, 16]. В основе рассмотренной методики лежит подход сплайн-
аппроксимации многомерных хаотически расположенных данных с помощью радиальных ба-
зисных функций, который показал хорошие результаты и в других задачах, связанных с мно-
гомерной аппроксимацией [17, 18]. Построенная функция эффективности η в виде так называ-
емых Dm-сплайна или натурального сплайна, иногда также называемых полигармоническими
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Рис. 2. Главная универсальная характеристика ПЛ-турбины [14]

сплайнами или псевдополиномиальными (см., например, [19–21]), используется в расчётах для
создания основного документа, изображённого на рис. 2.

Для математического моделирования универсальной характеристики гидротурбины и ре-
шения необходимых задач разработан комплекс программ УХ, в котором для построения изо-
линий при поиске корня функции используется именно модифицированный метод парабол,
что позволило сократить время расчёта изолиний примерно на 8%. Созданный комплекс про-
грамм УХ принят в промышленную эксплуатацию на АО «Ленинградский металлический
завод».

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена модификация метода парабол для поиска корня непрерывной функции, ко-
торая основана на рассмотрении положения параболы, интерполирующей исходную функцию
относительно этой функции. Указано, когда две параболы, интерполирующие значения функ-
ции, будут лежать по разные стороны от заданной функции. Показано, что построение двух
парабол позволяет существенно сузить интервал локализации корня и уменьшить количество
шагов для вычисления корня. Приведена практическая задача, в которой предложенная мо-
дификация метода парабол позволяет повысить эффективность расчёта изолиний при моде-
лировании универсальной характеристики гидротурбин.
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Изучается математическая модель конкуренции двух популяций, описываемая системой
нелинейных дифференциальных уравнений реакции-диффузии-адвекции. Учитываются
локальное взаимодействие, диффузионное распространение и таксис вследствие неодно-
родности общего ресурса и неравномерности распределения обоих видов. Проанализиро-
вана роль таксиса на заполняемость ареала и рассчитаны карты миграционных парамет-
ров, отвечающих различным вариантам конкурентного исключения и сосуществования
видов. С использованием теории косимметрии находятся параметрические зависимости,
при которых возникает мультистабильность. В вычислительном эксперименте проанали-
зированы популяционные сценарии при нарушении косимметрии.

Ключевые слова: популяционная динамика, конкуренция, таксис, уравнения реакции-
диффузии-адвекции, мультистабильность, косимметрия.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.302

ВВЕДЕНИЕ

Изменение климата и урбанизация являются угрозами естественной среде обитания био-
логических видов. Для изучения антропогенных воздействий на экосистемы необходимы на-
дёжные инструменты анализа и прогноза, развитие математических моделей пространственно-
временного взаимодействия видов [1]. В моделях на основе уравнений реакции-диффузии-
адвекции [2, 3] важным фактором является учёт направленной миграции — таксиса. Например,
при моделировании популяционных систем с антогонистическими видами таксис использует-
ся, чтобы учесть поисковую активность хищника [4, 5]. При этом пренебрегается реакцией
жертв на неравномерность распределения хищников и других видов. При исследовании моде-
лей конкурирующих популяций обычно учитывается только их диффузионное распростране-
ние и неоднородное распределение ресурсов [6, 7]. В ряде работ помимо описания локального
взаимодействия и диффузии учитывается линейная адвекция вследствие миграции в речных
и океанических течениях [8, 9]. Для системы параболических уравнений с линейной адвекцией
в [10] были найдены условия, при которых возникает мультистабильность решений.

Одним из инструментов для анализа задач с мультистабильностью в виде семейств ста-
ционарных решений является аппарат теории косимметрии [11]. Модели конкурирующих по-
пуляций на основе уравнений реакции-диффузии-адвекции, допускающие косимметрию, рас-
сматривались в работах [12–15]. Динамика двух конкурирующих видов при наличии хищника

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 23-21-00221).
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анализировалась в [13], а в работе [14] изучались сценарии конкуренции в условиях биологи-
ческой инвазии.

В настоящей работе исследуется модель конкуренции двух популяций с учётом многофак-
торного таксиса, описывающего внутривидовое и межвидовое взаимодействие и миграцию, вы-
званную неоднородностью распределения ресурса. Определяются условия на параметры, при
которых система косимметрична и имеется семейство стационарных распределений популяций.
Численно анализируется динамика при разрушении семейства и реализация популяционных
сценариев. Проводится вычислительный эксперимент по влиянию таксиса на конкурентную
борьбу видов.

1. МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ ПРОСТРАНСТВЕННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ПОПУЛЯЦИЙ

Анализируется модель распределения двух видов в неоднородной среде обитания [13],
включающая описание локальной динамики, диффузию и направленную миграцию, вызван-
ную неравномерностью распределения ресурса и видов:

u̇ =
(
k1u

′ − uφ′
1

)′
+ η1uf0, f0 = 1− u+ v

p
, (1)

v̇ = (k2v
′ − vφ′

2)
′ + η2vf0, ˙( ) =

∂

∂t
( ), ( )′ =

∂

∂x
( ). (2)

Здесь u(x, t) и v(x, t) — плотности популяций, p(x) — неоднородная по ареалу Ω = [0, a] функ-
ция ресурса (ёмкость среды), kj , j = 1, 2, — коэффициенты диффузии, ηj — параметры роста.
Направленная миграция определяется линейными по плотностям функциями φj :

φ1 = α1p+ β11u+ β12v, (3)

φ2 = α2p+ β21u+ β22v, (4)

где β12, β21 — коэффициенты межвидового, а β11, β22 — внутривидового таксисов. Положи-
тельность коэффициента βij отвечает стремлению вида к большей концентрации популяции.
Отрицательность коэффициента βij означает отток от скопления видов. Миграция, вызванная
неоднородностью распределения ресурса, определяется слагаемыми с коэффициентами αj . На
границах ареала Ω ставятся условия отсутствия потоков:(

− k1u
′ + uφ′

1

)∣∣
x=0,a

=
(
− k2v

′ + vφ′
2

)∣∣
x=0,a

= 0. (5)

Система (1)–(5) дополняется начальными распределениями плотностей популяций:

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x). (6)

2. АНАЛИЗ МОДЕЛИ

В [14] для системы двух конкурирующих видов установлено существование однопарамет-
рического семейства стационарных распределений популяций при учёте таксиса, вызванного
неоднородностью ресурса. Эта мультистабильность является следствием косимметрии зада-
чи при дополнительных соотношениях на параметры системы. В данном разделе проводится
анализ модели с учётом межвидового и внутривидового таксиса.

Лемма 1. Вектор-функция L = exp(−φ1/k1)(γv,−u) является косимметрией систе-
мы (1)–(6), если выполняются следующие условия:

γ = k2/k1 = φ2/φ1 = η2/η1. (7)
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Доказательство. По определению косимметрии [11] вектор L должен быть ортогонален
правой части системы (1)–(6) для любых функций u(x, t) и v(x, t), т. е.

a∫
0

exp(−φ1/k1)
([(

k1u
′ − uφ′

1

)′
+ η1uf0

]
γv −

[(
k2v

′ − vφ′
2

)′
+ η2vf0

]
u
)
dx = 0.

После интегрирования по частям и учёта краевых условий (5) данное равенство может быть
переписано в виде: I1 + I2 = 0, где

I1 =

a∫
0

{
−
[
k1u

′ − uφ′
1

]
[exp(−φ1/k1)γv]

′ +
[
k2v

′ − vφ′
2

]
[exp(−φ1/k1)u]

′} dx,

I2 =

a∫
0

{η1uf0[exp(−φ1/k1)γv]− η2vf0[exp(−φ1/k1)u]} dx.

После приведения подобных для выражения I1 получаем

I1 =

a∫
0

uv exp(−φ1/k1)

(
−γφ′

1φ
′
1

k1
+

φ′
2φ

′
2

k2

)
dx.

Так как коэффициенты диффузии kj и таксисные функции φj удовлетворяют условию (7), то
I1 = 0. Учёт (7) для коэффициентов ηj даёт I2 = 0, что доказывает лемму. □

Лемма 2. Таксисные функции φj удовлетворяют (7), если для миграционных коэффици-
ентов выполнены соотношения

α2 = γα1, β21 = γβ11, β22 = γβ12. (8)

Доказательство. Подстановка (3), (4) в отношение φ2/φ1 и учёт равенств (8) доказывает
лемму. □

Лемма 3. Если выполняются условия на параметры (7), (8), то задача (1)–(6) имеет
семейство стационарных решений:

u = (1− θ)w(x, θ), v = θw(x, θ), θ ∈ [0, 1], (9)

где w(x) есть решение краевой задачи

(k1w
′ − w(α1p

′ + (1− θ)β11w
′ + θβ12w

′))′ + η1w(1− w/p) = 0, (10)

(k1w
′ − w(α1p

′ + (1− θ)β11w
′ + θβ12w

′))|x=0,a = 0. (11)

Доказательство. Стационарное решение задачи (1)–(6) удовлетворяет уравнениям

(k1u
′ − u(α1p

′ + β11u
′ + β12v

′))′ + η1u

(
1− u+ v

p

)
= 0,

(k2v
′ − v(α2p

′ + β21u
′ + β22v

′))′ + η2v

(
1− u+ v

p

)
= 0.

После подстановки (9) получаем

(1− θ)[(k1w
′ − w(α1p

′ + β11(1− θ)w′ + β12θw
′))′ + η1w(1− w/p)] = 0,

θ[(k2w
′ − w(α2p

′ + β21(1− θ)w′ + β22θw
′))′ + η2w(1− w/p)] = 0.

Первое из этих уравнений следует из (10) умножением на 1 − θ, а второе — умножением на
θ/γ и использованием соотношений (7), (8). Аналогичные выкладки проводятся и для краевых
условий (11). □
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Следствие. При β11 = β12 и β21 = β22 семейство стационарных решений (9) находится
из не зависящей от θ краевой задачи

(k1w
′ − w(α1p

′ + β11w
′))′ + η1w(1− w/p) = 0,

(k1w
′ − w(α1p

′ + β11w
′))|x=0,a = 0.

Лемма 4. При отсутствии внутривидового таксиса (β11 = β22 = 0) и выполнении
условий

k2/k1 = α2/α1 = η2/η1 = γ, β12β21 > 0 (12)

система (1)–(6) имеет решение

u = (1− θ)w, v = θw, θ = β21/(β21 + γβ12), (13)

где w определяется из краевой задачи

(k1w
′ − w(α1p

′ + θβ12w
′))′ + η1w(1− w/p) = 0, (14)

(k1w
′ − w(α1p

′ + θβ12w
′))|x=0,a = 0. (15)

Доказательство. Стационарное решение задачи (1)–(6) при β11 = β22=0 удовлетворяет
уравнениям

(k1u
′ − u(α1p

′ + β12v
′))′ + η1u

(
1− u+ v

p

)
= 0,

(k2v
′ − v(α2p

′ + β21u
′))′ + η2v

(
1− u+ v

p

)
= 0

вместе с соответствующими краевыми условиями. После подстановки в данные уравнения
соотношений (13) и учёта (12) получаем

(1− θ)[(k1w
′ − w(α1p

′ + θβ12w
′))′ + η1w(1− w/p)] = 0,

γθ[(k1w
′ − w(α1p

′ + θβ12w
′))′ + η1w(1− w/p)] = 0.

Это доказывает лемму, так как 0 < θ < 1 в силу второго условия (12). □

Таким образом, значения параметров βij определяют число стационарных решений си-
стемы (1)–(6). При выполнении условий на параметры системы (7), (8) (лемма 3) имеется
континуальное семейство стационарных распределений. При нарушении условий косиммет-
рии (7), (8) остаются полуположительные решения (θ=0, θ=1), и при выполнении условий лем-
мы 4 получается решение, отвечающее сосуществованию видов. В частности, при β21/β12 = γ
реализуется решение с идентичными распределениями видов (u = v). Далее представлены ре-
зультаты вычислительных экспериментов по изучению влияния таксисных коэффициентов на
формирование устойчивых стационарных распределений популяций.

3. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПОПУЛЯЦИОННЫХ СЦЕНАРИЕВ

Для численного решения задачи (1)–(6) применялся метод прямых с дискретизацией на
основе смещённых сеток аналогично [12, 13]. Компьютерные эксперименты были проведены
в MATLAB с использованием метода Рунге — Кутты 4-го порядка.

Далее представлены результаты расчётов распределений популяций на ареале Ω = [0, a],
a = 2. Вычисления проводились для различных значений параметров миграции αi, βij при
фиксированных коэффициентах диффузии k1 = 0.03, k2 = 0.04 и роста η1 = 3, η2 = 4.
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Таким образом, мультистабильность решений получается при выполнении условий (7), (8)
c γ = k2/k1 = 4/3. Функция ресурса даётся формулой, соответствующей ареалу с одной бла-

гоприятной зоной: p(x) = 3

[
sin

πx

a

]3
+ 0.1. Результаты расчётов по формированию семейств

стационарных распределений далее представляются на плоскости среднеквадратичных откло-
нений распределений популяций σu и σv, вычисляемых по формулам

σu =

√√√√ 1

n+ 2

n+1∑
r=0

(ur − ū)2, ū =
1

n+ 2

n+1∑
r=0

ur.

Здесь ur, vr — плотности распределения популяций в узлах сетки, n — количество внутренних
узлов.

Согласно лемме 3 для коэффициентов миграции, удовлетворяющих соотношениям (8),
система (1)–(6) имеет семейства стационарных распределений популяций. Данную мультиста-
бильность иллюстрирует рис. 1, где на плоскости (σu, σv) представлены полученные в резуль-
тате численного эксперимента линии 1 и 2, отвечающие семействам при различных коэффи-
циентах таксиса.

Рис. 1. Семейства стационарных распределений (линии 1, 2)
и установление отдельных стационарных распределений
из различных начальных данных (ромбы, квадраты):

β11 = β12 = −0.03, β22 = β21 = −0.04 (линия 1);
β11 = β12 = 0.006, β22 = β21 = 0.008 (линия 2);

α1 = 0.009, α2 = 0.012

Для случая βij < 0 начальные распределения популяций находились в локализованных
зонах:

u0(x) =

{
U, x ∈ lu,

0, x ∈ Ω \ lu,
v0(x) =

{
V, x ∈ lv,

0, x ∈ Ω \ lv.

Для различных амплитуд U , V и интервалов lu, lv в ходе численного эксперименты устанавли-
вались стационарные распределения, входящие в непрерывное семейство решений (линия 1).
Ромбы на рис. 1 отвечают нескольким начальным распределениям популяций.

Также на рис. 1 представлены результаты по инвазии при βij > 0. Начальные распреде-
ления популяции резидента u0(x) отвечали полному заполнению экологической ниши и нахо-
дились в результате установления при численном решении системы (1)–(6) для v = 0. Началь-
ные распределения инвайдера были локализованы: v0(x) = V sin(2πx/a), x ∈ lv = [0.63, 1.63],
v0(x) = 0, x ∈ Ω \ lv. В зависимости от амплитуды V начальной плотности инвайдера проис-
ходит реализация одного из распределений на семействе (линия 2 на рис. 1).
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Рис. 2 демонстрирует эволюцию во времени плотностей распределения популяций, соот-
ветствующую V = 1.6 (см. точку S на рис. 1). В начале установления происходит резкий
спад плотности популяции резидента за счёт появления инвайдера, а затем плавный выход на
стационарное решение, входящее в семейство стационарных распределений (линия 2 на рис. 1).

Рис. 2. Установление стационарного распределения из начальных данных, соответствующих
точке S на рис. 1: β11 = β12 = 0.006, β22 = β21 = 0.008; α1 = 0.009, α2 = 0.012

Сценарий, соответствующий лемме 4, демонстрирует рис. 3, где приведены результаты
разрушения семейств стационарных распределений при отсутствии внутривидового таксиса
(β11=β22=0).

Рис. 3. Разрушение семейств стационарных решений, приведённых на рис. 1:
(a) β12 = −0.03, β21 = −0.04; (b) β12 = 0.006, β21 = 0.008; точки — начальные распределения,

кружки — финальные распределения; β11 = β22 = 0, α1 = 0.009, α2 = 0.012

Для отрицательных коэффициентов β12, β21 (рис. 3(a)) решение, отвечающее сосущество-
ванию видов, неустойчиво и происходит вытеснение одного вида другим в зависимости от
начальных данных. В случае положительных коэффициентов β12, β21 (рис. 3(b)) наблюдается
выход на устойчивое решение (точка C на рис. 3(b)), отвечающее сосуществованию видов.
Видно, что выбор начальных данных (точки на рис. 3) не влияет на финальное состояние,
а траектории (пунктир) следуют вдоль линии семейства.

Для анализа влияния таксисных параметров на конкуренцию видов проводился вычисли-
тельный эксперимент при различных β12, β21 и фиксированных начальных распределениях,
отвечающих точкам на рис. 3. В результате интегрирования по времени получалось одно из
трёх стационарных решений — сосуществование видов (точка на рис. 3(b)) и одно из по-
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луположительных решений (см. рис. 3(a)). Распределения, отвечающие точкам A и B, ис-
пользуются в качестве начальных данных для численных экспериментов, представленных на
рисунках 4, 5, 7.

На рис. 4(a, b) представлены карты параметров β12 и β21 c зонами, соответствующими
сосуществованию видов (III) и выживанию одной из популяций (I и II).

Рис. 4. Карты миграционных параметров с областями,
отвечающими сосуществованию видов (III) и выживанию популяции u (I) или v (II):
для начальных распределений, соответствующих точкам A (a) и B (b) (см. рис. 3),

β11 = β22 = 0, α1 = 0.009, α2 = 0.012;
β11=β22=0.01 (сплошная линия), β11=β22=0 (пунктир), α1=0.009, α2=0.012 (c)

Расчёты показывают, что линия, разделяющая зоны I и II, смещается при изменении на-
чального распределения видов. Так, значения параметров миграции β12 = −0.03, β21 = −0.04
попадают в область I при выборе точки A в качестве начальной и в область II — при выборе
точки B (см. рис. 3(a)). При β12 β21 > 0 получается сосуществование видов вне зависимости
от начальных данных. Следует отметить, что случай β12=β21=0 соответствует косимметрии
системы и данная точка является общей для всех областей. В соответствии с расчётами было
установлено, что при ненулевых коэффициентах внутривидового таксиса βjj общая точка для
областей смещается (см. рис. 4(c)).

Проблема заполняемости ареала популяцией при учёте миграции, вызванной неравномер-
ностью распределения ресурса, изучалась в [16], где установлено существование оптимального
значения миграционного параметра. При заданных k1 = 0.03 и η1 = 3 на рис. 5 представлена
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зависимость от параметра миграции α1 средней по ареалу плотности популяции u. Видно, что
максимум достигается при положительном значении параметра α1 = αopt ≈ 0.0147. Аналогич-
ный результат получается для второго вида при α2 = γα1. Отметим, что на рис. 1–5 приведены
результаты расчётов для параметров α1, α2, которые были меньше оптимальных значений.

Рис. 5. Влияние параметра направленной миграции на заполняемость ареала

На рис. 6(a) представлена карта для коэффициентов β12 и β21 при значениях параметров
миграции αj , которые больше оптимальных значений.

Рис. 6. Карты миграционных параметров с областями, отвечающими сосуществованию
видов (III) и выживанию популяции u (I) или v (II); β11 = β22 = 0; α1 = 0.03, α2 = 0.04 (a);

α1 = αopt = 0.0147, α2 = γα1 = 0.0196 (b)

В данном случае наблюдается ситуация, обратная приведённой на рис. 4, когда сосуще-
ствованию видов отвечает третий координатный угол (β12, β21 < 0), а линия, разделяющая об-
ласти параметров, для которых происходит установление к различным полуположительным
решениям, находится в первом квадранте. Рисунок отвечает расчётам при фиксированном
начальном распределении видов u и v, соответствующим точке A на рис. 3(a).

Карта миграционных параметров при оптимальных значениях α1 = 0.0147, α2 = 0.0196
приведена на рис. 6(b). Данный случай характеризуется отсутствием области параметров,
отвечающей сосуществованию видов. Исключением является общая точка для областей β12 =
β21 = 0, которая отвечает случаю косимметрии и существованию непрерывного семейства
стационарных распределений обеих популяций.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучено влияние миграционных эффектов на формирование распределений плотностей
популяций. Рассмотрена модель, описывающая эволюцию двух конкурирующих видов с учё-
том пространственного распределения по ареалу. Анализируется случай, когда миграционные
потоки зависят от внутривидового и межвидового таксиса, а также неравномерности распреде-
ления ресурса. Модель формулируется в виде двух нелинейных уравнений в частных производ-
ных. Найдены условия на параметры, при которых данная система является косимметричной
и имеется мультистабильность решений. Сформулированы леммы об условиях на миграци-
онные параметры системы, при которых существует и разрушается непрерывное семейство
стационарных распределений популяций. На основе вычислительного эксперимента проана-
лизированы популяционные сценарии в случае нарушения условия косимметрии. Построены
карты миграционных параметров межвидового таксиса, описывающие различные сценарии
конкурентной борьбы. Изучено влияние коэффициентов миграции, вызванной неоднородно-
стью ресурса, и начального распределения популяций на конкурентное исключение видов.
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ВВЕДЕНИЕ

Преобразование Радона R функции φ(x), x = (x1, x2):

(Rφ)(ξ, s) =
∞∫

−∞

φ(sξ+tη) dt или (Rφ)(θ, s) =
∞∫

−∞

φ(sξ(θ)+tη(θ)) dt, θ ∈ [0, 2π), s ∈ R, (1)

представляющее собой математическое описание механизма получения исходных данных в мо-
дели вычислительной томографии, хорошо известно [1]. В определении (1) и далее использу-
ются обозначения ξ = (ξ1, ξ2) = (cos θ, sin θ), ξ⊥ = η = (η1, η2) = (− sin θ, cos θ) для векторов
единичной длины. Прямая Lξ,s ∈ R2, вдоль которой производится интегрирование, задаётся
параметрическим x = sξ+tη или нормальным ⟨ξ, x⟩−s = 0 уравнениями. Здесь ⟨· , ·⟩ — скаляр-
ное произведение в R2. Вектор η является направляющим вектором прямой Lη,s, вектор ξ —
её нормальным вектором. Через B, ∂B обозначаем единичный круг и единичную окружность.

Обобщения преобразования Радона (1) порождают целое семейство интегральных пре-
образований в рамках математических моделей тензорной томографии и интегральной гео-
метрии. Так, в модели 2D томографии симметричных тензорных полей [2] в качестве ис-
ходных данных используются значения лучевых преобразований P(j)

m , m целое, m ⩾ 0,
j = 0, . . . ,m, действующих на симметричные m-тензорные поля w и переводящих их в функ-
ции g(j)m (ξ(θ), η(θ), s):

P(j)
m w(x) =

∞∫
−∞

wi1...imξ
i1 . . . ξijηij+1 . . . ηim dt = g(j)m (ξ, s), (2)

Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики СО РАН (проект FWNF-
2022-0009; 122041100003-2).
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x = sξ + tη. Величина η в качестве аргумента функции g
(j)
m обычно будет опускаться. В (2)

и далее используется правило Эйнштейна, по которому по повторяющимся сверху и снизу
индексам производится суммирование от 1 до 2. В частности, при j = 0 — это продольное лу-
чевое преобразование [3], при j = m — поперечное лучевое преобразование [4], при остальных
значениях j — смешанное лучевое преобразование [2]. В данной работе часто под лучевым пре-
образованием понимается любое из перечисленных, независимо от значения индекса j, которое
будет понятно из контекста.

Продольные лучевые преобразования моментов симметричных тензорных полей (лучевые
преобразования с весом), заданных в евклидовом пространстве Rn произвольной размерности,
были введены в [3]. Показано, что симметричное тензорное поле ранга m однозначно опреде-
ляется по первым (m+1)-м продольным лучевым преобразованиям его моментов. В терминах
нашего определения (2) при n = 2 имеем

P(0)
kmw(x, η) =

∞∫
−∞

tkwi1...imη
i1 . . . ηim dt, x ∈ R2.

Лучевым преобразованиям с весом посвящено немного работ. Отметим работы [5–8], в ос-
новном посвящённые вопросам теории заданных на компактных римановых многообразиях
с простой метрикой и евклидовых пространствах произвольной размерности продольных лу-
чевых преобразований моментов симметричных тензорных полях ранга m. В работе [5] выве-
дены формулы Решетняка, выражающие нормы в весовых пространствах Соболева тензорного
поля через некоторые нормы лучевых преобразований моментов исследуемого тензорного по-
ля. Получены оценки устойчивости в нормах весовых соболевских пространств. В работе [6]
получены описания образов, теоремы о носителе и инъективность лучевых преобразований мо-
ментов до порядка m + 1 включительно, тензорных полей ранга m, заданных в компактных,
размерности n римановых многообразиях с простой метрикой. Работа [7] посвящена вопро-
сам единственности восстановления заданного в Rn векторного поля по продольным луче-
вым преобразованиям его первых двух моментов, известных вдоль прямых, проходящих через
точки некоторой фиксированной кривой. Иначе говоря, томографические данные получены
в рамках конусной схемы наблюдения. Работа [8] содержит новый вариант разложения про-
извольного m-тензорного поля, заданного в Rn, на соленоидальную и потенциальную части,
которое используется для описания ядер и условий инъективности лучевых преобразований
первых (k+1) моментов симметричного m-тензорного поля. Описаны характеристики образов
лучевых преобразований моментов с помощью уравнений Йона.

В работе [5], наряду с теретическими результатами, содержится алгоритм восстановле-
ния заданного в пространстве Rn произвольной размерности n ⩾ 2 симметричного тензор-
ного поля ранга m по его известным m + 1 продольным лучевым преобразованиям с весом
tk, k = 0, . . . ,m + 1. В данной работе рассматриваются смешанные лучевые преобразования
вида (2) и смешанные лучевые преобразования с весом tk планарных симметричных тензор-
ных полей ранга m. Иные весовые функции не рассматриваются. Напомним, что ниже для
краткости говорим о смешанных лучевых преобразованиях с весом или ещё короче о луче-
вых преобразованиях. В качестве переменных образов лучевых преобразований используются
пары ξ, s либо θ, s для образов лучевых преобразований g(j)m (ξ, s), g(j)m (θ, s) и образов лучевых
преобразований с весом g

(j)
km(ξ, s), g(j)km(θ, s. Отдельные обозначения выделены для образа g(ξ, s)

преобразования Радона Rφ и для образа hi1...im(ξ, s) преобразования Радона Rwi1...im(x) ком-
поненты wi1...im(x) симметричного m-тензорного поля w(x). При k = 0 индекс k, отвечающий
за степень веса tk, может опускаться.

В разд. 1 рассматриваются лучевые преобразования с весом симметричных тензорных по-
лей рангов 1 и 2. Установлены связи между лучевыми преобразованиями с разными степеня-
ми k весов tk. Показано, что векторное поле однозначно восстанавливается по продольным или
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поперечным лучевым преобразованиям с весом tk, k = 0, 1. Симметричное 2-тензорное поле
однозначно восстанавливается по известным лучевым преобразованиям с весом tk, k = 0, 1, 2,
любого типа. Предложены простые алгоритмы восстановления тензорных полей рангов 1 и 2.
В разд. 2 основные свойства — линейности, чётности, геометрические свойства преобразования
Радона распространяются на лучевые преобразования и на лучевые преобразования с весом
симметричных m-тензорных полей. Заключение содержит краткое описание и характеристику
полученных результатов.

Напомним обозначения и определения некоторых множеств и функциональных про-
странств:

B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} — единичный круг; ∂B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} —
единичная окружность;

S1 — множество векторов единичной длины, S1 = {ξ ∈ R2 | |η| = 1};
SB — множество пар SB = {(x, η) | x ∈ B, η ∈ S1};
Sx ⊂ SB = {(x, η) | x ∈ B, x фиксирована, η ∈ S1};
Z — цилиндр (боковая поверхность), Z = {(ξ, s) | ξ ∈ S1, s ∈ [−1, 1]};
Q — прямоугольник (развёртка боковой поверхности цилиндра), Q = {(θ, s) | θ ∈

[0, 2π], s ∈ [−1, 1]};
Tm(B) (Sm(B)) — множество заданных в B (симметричных) тензорных полей ранга m;
C l(B), C l(SB), C l(Z), C l(Q) — пространства непрерывно дифференцируемых вместе со

своими производными до порядка l функций, определённых в B, SB, Z, Q функций;
L2(B) — пространство интегрируемых с квадратом в B функций;
H l(B) (H l

0(B)) — соболевское пространство заданных в B функций (обращающихся в нуль
на границе ∂B вместе со своими производными вплоть до порядка l − 1), интегрируемых
с квадратом, вместе со своими производными вплоть до порядка l, l ∈ Z, l ⩾ 0, (H0(B) ≡
L2(B)).

Введённые определения легко переносятся на пространства тензорных полей путём
их применения по отношению к каждой компоненте. Таковы пространства H l(Tm(B))
(H l(Sm(B))), H l

0(T
m(B)) (H l

0(S
m(B))) (симметричных) m-тензорных полей, l,m целые,

l,m ⩾ 0. В дальнейшем символ круга B в обозначениях перечисленных гильбертовых про-
странств будет опускаться.

1. ЛУЧЕВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ С ВЕСОМ СИММЕТРИЧНЫХ
ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ МАЛОГО РАНГА

Рассматриваются лучевые преобразования с весом тензорных полей, отличающиеся от
лучевых преобразований (2) наличием под интегралом множителя tk:

P(j)
kmw(x) =

∞∫
−∞

tkwi1...im(x)ξ
i1 . . . ξijηij+1 . . . ηim dt = g

(j)
km(ξ, s), (3)

x = sξ+ tη, η, ξ ∈ S1, w(x) — заданное в B симметричное тензорное поле ранга m, suppw ⊂ B.
При j = m = 0 получаем преобразование Радона с весом tk, k ⩾ 0:

Rφ(x) =
∞∫

−∞

tkφ(sξ + tη) dt = g
(0)
k0 (ξ, s), (4)

которое при k = 0 совпадает с преобразованием Радона (1).
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При m = 1, j = 0, 1, k ⩾ 0, приходим к лучевым преобразованиям с весом P(j)
k1 векторного

поля w = (w1, w2) — продольному (при j = 0) и поперечному при j = 1:

P(0)
k1 w(x)=

∞∫
−∞

tk
〈
w(sξ + tη), η

〉
dt =

∞∫
−∞

tk(w1η
1 + w2η

2) dt = g
(0)
k1 (ξ, s),

P(1)
k1 w(x)=

∞∫
−∞

tk
〈
w(sξ + tη), ξ

〉
dt =

∞∫
−∞

tk(w1ξ
1 + w2ξ

2) dt = g
(1)
k1 (ξ, s).

При k = 0 получаем продольные и поперечные лучевые преобразования векторных по-
лей [4]. Непосредственная проверка показывает, что эти лучевые преобразования нечётны по
совокупности своих переменных, т. е. g(j)1 (−ξ,−s) = −g(j)1 (ξ, s), j = 0, 1, или g

(j)
1 (θ + π,−s) =

−g(j)1 (θ, s). Отсюда, в частности, следует, что

2π∫
0

g
(j)
k1 (ξ(θ), s) dθ = 0, j = 0, 1.

Значения лучевых преобразований представляют собой исходные данные для задач векторной
томографии, состоящих в реконструкции векторного поля w по продольному и поперечному
лучевым преобразованиям, его соленоидальной (по продольному преобразованию) или потен-
циальной (по поперечному преобразованию) части.

Полагая m = 2, j = 0, 1, 2, k ⩾ 0, получаем три разновидности лучевых преобразований с
весом симметричного 2-тензорного поля w = (wij) — продольное, смешанное и поперечное:

P(0)
k2 w(x)=

∞∫
−∞

tkwij(sξ + tη)ηiηj dt = g
(0)
k2 (ξ, s),

P(1)
k2 w(x)=

∞∫
−∞

tkwij(sξ + tη)ξiηj dt = g
(1)
k2 (ξ, s),

P(2)
k2 w(x)=

∞∫
−∞

tkwij(sξ + tη)ξiξj dt = g
(2)
k2 (ξ, s).

Отметим, что при k = 0 лучевые преобразования симметричных 2-тензорных полей чётны,
как и преобразование Радона.

Напомним, что прямая Lξ,s задаётся нормальным x1 cos θ + x2 sin θ − s = 0 уравнением
или параметрическими x1 = s cos θ− t sin θ, x2 = s sin θ+ t cos θ уравнениями. Здесь ξ(ξ1, ξ2) =
(cos θ, sin θ), η(η1, η2) = (− sin θ, cos θ). Отсюда следует, что

cos θ = ξ1 = η2 =
∂x1

∂s
=
dx2

dt
, sin θ = ξ2 = −η1 = ∂x2

∂s
= −dx

1

dt
. (5)

Приведённые соотношения и метод интегрирования по частям дают следующие соотношения
для лучевых преобразований с весом векторных полей.

Лемма 1. Пусть в B заданы φ,ψ ∈ H l
0, l ⩾ 1 целое, и векторные поля u = dφ, v = d⊥ψ ∈

H l−1(S), где dφ =

(
∂φ

∂x1
,
∂φ

∂x2

)
, d⊥ψ =

(
− ∂ψ

∂x2
,
∂ψ

∂x1

)
. Тогда

P(0)
k1 u(x) = −kP(0)

(k−1)0φ(x), P(1)
k1 v(x) = kP(0)

(k−1)0ψ(x). (6)
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Доказательство. Доказательство состоит в непосредственной проверке. Рассмотрим
продольное лучевое преобразование с весом P(0)

k1 потенциального векторного поля u(x):

P(0)
k1 u(x)=

∞∫
−∞

tk
(
∂φ

∂x1
η1 +

∂φ

∂x2
η2
)
dt =

∞∫
−∞

tk
(
∂φ

∂x1
dx1

dt
+
∂φ

∂x2
dx2

dt

)
dt

=

∞∫
−∞

tk
∂φ

∂xi
dxi

dt
dt =

∞∫
−∞

tk
(
d

dt
φ

)
dt = −k

∞∫
−∞

tk−1φ(x) dt = −kP(0)
(k−1)0φ(x).

Рассматривая поперечное лучевое преобразование с весом P(1)
k1 соленоидального вектор-

ного поля v(x), получим

P(1)
k1 v(x)=

∞∫
−∞

tk
(
− ∂ψ

∂x2
ξ1 +

∂ψ

∂x1
ξ2
)
dt =

∞∫
−∞

tk
(
− ∂ψ

∂x2
dx2

dt
+
∂ψ

∂x1

(
− dx1

dt

))
dt

= −
∞∫

−∞

tk
∂ψ

∂xi
dxi

dt
dt = k

∞∫
−∞

tk−1ψ(x) dt = kP(0)
(k−1)0ψ(x).

Лемма 1 доказана. □

Замечание 1. При k = 0 правые части равенств обращаются в нуль, что согласуется с тем
фактом [4], что векторные поля вида u = dφ, v = d⊥ψ представляют собой ядра операторов
P(0)
01 , P(1)

01 соответственно. Продольное лучевое преобразование P(0)
01 соленоидального вектор-

ного поля v и поперечное лучевое преобразование потенциального поля u обращаются в нуль,
только если u = 0, v = 0, а их значения представляют собой исходные данные, достаточные
для однозначного восстановления векторного поля в рамках томографических постановок.

Пусть w = (wij) ∈ H l
0(S), l ⩾ 1, — векторное поле. Оператор внутреннего дифферен-

цирования d : H l
0(S) → H l−1(S2) при действии на поле w определяется следующим обра-

зом: (dw)ij =
1

2

(
∂wi

∂xj
+
∂wj

∂xi

)
. Оператор внутреннего ортогонального дифференцирования

d⊥ : H l
0(S) → H l−1(S2) при действии на поле w определяется таким образом:

(d⊥w)ij =
1

2

(
(−1)j

∂wi

∂x3−j
+ (−1)i

∂wj

∂x3−i

)
.

Принимая во внимание разложение произвольного векторного поля [4] на потенциальную и со-
леноидальную части того же вида, что в лемме 1, образуемые посредством операторов d, d⊥,
получим представление симметричных 2-тензорных полей через потенциалы φ,ψ, χ ∈ H l

0,
l ⩾ 2:

uij = (d2φ)ij =
∂2φ

∂xi∂xj
, vij = ((d⊥)2ψ)ij = (−1)i+j ∂2ψ

∂x3−i∂x3−j
,

ũij = (d⊥(dχ))ij =
1

2

(
(−1)j

∂2χ

∂x3−j∂xi
+ (−1)i

∂2χ

∂x3−i∂xj

)
.

(7)

Компоненты последнего соотношения выглядят следующим образом:

ũ11 = − ∂2χ

∂x1∂x2
, ũ22 =

∂2χ

∂x1∂x2
, ũ12 =

1

2

(
∂2χ

∂(x1)2
− ∂2χ

∂(x2)2

)
.

Прямые вычисления показывают, что операторы d и d⊥ коммутативны, d(d⊥χ) = d⊥(dχ).
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Лемма 2. Пусть в B заданы потенциалы φ,ψ, χ ∈ H l
0, l ⩾ 2 целое, и симметричные

2-тензорные поля u = d2φ, v = (d⊥)2, (d⊥d) ∈ H l−2(S2), заданные формулами (7). Тогда

P(0)
k2 u(x) = k(k − 1)P(0)

(k−2)0φ(x), P(1)
k2 u(x) = −kP(1)

(k−1)1(dφ)(x),

P(0)
k2 ũ(x) = −kP(0)

(k−1)1(d
⊥χ)(x), P(2)

k2 ũ(x) = kP(1)
(k−1)1(dχ)(x),

P(1)
k2 v(x) = −kP(0)

(k−1)1(d
⊥ψ)(x), P(2)

k2 v(x) = k(k − 1)P(0)
(k−2)0ψ(x).

(8)

Лучевые преобразования с весом P(0)
k2 u(x), P(2)

k2 v(x) обращаются в нуль тождественно при
k = 0, 1. Лучевые преобразования с весом P(1)

k2 u(x), P(0)
k2 ũ(x), P(2)

k2 ũ(x), P(1)
k2 v(x) обращаются

в нуль тождественно при k = 0.

Доказательство. При доказательстве используются соотношения (5), формулы (7) и ме-
тод интегрирования по частям.

Рассмотрим продольное лучевое преобразование с весом P(0)
k2 потенциального симметрич-

ного 2-тензорного поля u(x):

P(0)
k2 u(x)=

∞∫
−∞

tk
∂

∂xj

(
∂φ

∂xi
ηi
)
ηj dt =

∞∫
−∞

tk
∂

∂xj

(
∂φ

∂xi
ηi
)
dxj

dt
dt =

∞∫
−∞

tk d

(
∂φ

∂xi
ηi
)

= tk
∂φ

∂xi
ηi
∣∣∣∣∞
−∞

−k
∞∫

−∞

tk−1 ∂φ

∂xi
ηi dt = −k

∞∫
−∞

tk−1 dφ(x) = k(k − 1)P(0)
(k−2)0φ(x).

Рассмотрим поперечное лучевое преобразование с весом P(2)
k2 соленоидального симметрич-

ного 2-тензорного поля v(x):

P(2)
k2 v(x)=

∞∫
−∞

tk(−1)j
∂

∂x3−j

(
(−1)i

∂ψ

∂x3−i
ξi
)
ξjdt = −

∞∫
−∞

tk
∂

∂xj

(
(−1)i

∂ψ

∂x3−i
ξi
)
dxj

dt
dt

= k

∞∫
−∞

tk−1(−1)i
∂ψ

∂x3−i
ξi dt = −k

∞∫
−∞

tk−1dψ(x) = k(k − 1)P(0)
(k−2)0ψ(x).

Рассмотрим продольное лучевое преобразование с весом P(0)
k2 потенциального симметрич-

ного 2-тензорного поля ũ(x):

P(0)
k2 ũ(x)=

∞∫
−∞

tk
∂

∂xj

(
(−1)i

∂χ

∂x3−i
ηi
)
ηj dt =

∞∫
−∞

tk
∂

∂xj

(
(−1)i

∂χ

∂x3−i
ηi
)
dxj

dt
dt

= −k
∞∫

−∞

tk−1(−1)i
∂χ

∂x3−i
ηi dt = −k

∞∫
−∞

tk−1(d⊥χ)iη
i dt =−kP(0)

(k−1)1(d
⊥χ)(x).

Остальные соотношения из (8) проверяются аналогично. □

Связи (6), (8) между лучевыми преобразованиями с весом, установленные в леммах 1, 2,
являются основой для простых алгоритмов восстановления векторных и симметричных
2-тензорных полей по их лучевым преобразованиям с весом.
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Следствие 1. Пусть известны поперечные

P(1)
01 w =

∞∫
−∞

wj(x)ξ
j dt, P(1)

11 w =

∞∫
−∞

t wj(x)ξ
j dt (9)

или продольные

P(0)
01 w =

∞∫
−∞

wj(x)η
j dt, P(0)

11 w =

∞∫
−∞

t wj(x)η
j dt (10)

лучевые преобразования с весом tk, k = 0, 1, векторного поля w ∈ H l(S), l ⩾ 0, w = u+ v, u =
dφ, v = d⊥ψ для φ,ψ ∈ H l+1

0 . Тогда поле w однозначно восстанавливается по поперечным (9)
или продольным (10) лучевым преобразованиям с весом.

Доказательство. Всякое векторное поле w ∈ H l(S), l ⩾ 0, единственным образом раз-
лагается в сумму w = dφ + d⊥ψ потенциального и соленоидального полей, генерируемых
потенциалами φ,ψ ∈ H l+1

0 [2]. Найдя эти поля, мы определим поле w.
В качестве доказательства утверждения представим алгоритмы решения систем уравне-

ний (9) и (10). Из леммы 1 следует, что уравнения (9) приобретают вид

P(1)
01 w =

∞∫
−∞

wj(x)ξ
jdt =

∞∫
−∞

(dφ)jξ
j dt,

P(1)
11 w =

∞∫
−∞

t wj(x)ξ
jdt =

∞∫
−∞

t (dφ)jξ
jdt+

∞∫
−∞

ψ(x) dt,

а уравнения (10) принимают вид

P(0)
01 w =

∞∫
−∞

wj(x)η
j dt =

∞∫
−∞

(d⊥ψ)jη
j dt,

P(0)
11 w =

∞∫
−∞

t wj(x)η
j dt =

∞∫
−∞

t (d⊥ψ)jη
jdt+

∞∫
−∞

φ(x) dt.

(11)

Зафиксируем последовательные шаги алгоритма в случае, если известны поперечные лу-
чевые преобразования.

1. Обращая известное преобразование P(1)
01 w (совпадающее с P(1)

01 u), получаем векторное
поле u = dφ.

2. По найденному потенциальному полю dφ вычисляется лучевое преобразование P(1)
11 u

с весом t.
3. Из обеих частей второго уравнения системы (11) вычитается преобразование P(1)

11 u.
4. Обращая левую часть полученного уравнения как преобразование Радона, получаем

потенциал ψ поля v = d⊥ψ.
5. Применяя к потенциалу ψ оператор d⊥, получаем соленоидальное векторное поле v =

d⊥ψ с компонентами v1 = − ∂ψ

∂x2
, v2 =

∂ψ

∂x1
. Потенциальное u = dφ и соленоидальное v = d⊥ψ

векторные поля найдены.
Если в качестве исходной информации выступают продольные лучевые преобразования

с весом tk, k = 0, 1, алгоритм остаётся в силе с очевидными незначительными изменениями. □
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Следствие 2. Пусть известны поперечные

P(2)
02 w =

∞∫
−∞

wij(x)ξ
iξj dt, P(2)

12 w =

∞∫
−∞

t wij(x)ξ
iξj dt, P(2)

22 w =

∞∫
−∞

t2wij(x)ξ
iξj dt, (12)

смешанные

P(1)
02 w =

∞∫
−∞

wij(x)ξ
iηj dt, P(1)

12 w =

∞∫
−∞

t wij(x)ξ
iηj dt, P(1)

22 w =

∞∫
−∞

t2wij(x)ξ
iηj dt (13)

или продольные

P(0)
02 w =

∞∫
−∞

wij(x)η
iηj dt, P(0)

12 w =

∞∫
−∞

t wij(x)η
iηjdt, P(0)

22 w =

∞∫
−∞

t2wij(x)η
iηj dt (14)

лучевые преобразования с весом tk, k = 0, 1, 2, симметричного 2-тензорного поля w ∈ H l(S2),
l ⩾ 0, w = u + ũ + v, u = d2φ, ũ = dd⊥χ, v = (d⊥)2ψ для φ, χ, ψ ∈ H l+2

0 . Тогда поле w
однозначно восстанавливается по поперечным (12), смешанным (13) или продольным (14)
лучевым преобразованиям с весом.

Доказательство. Всякое симметричное 2-тензорное поле однозначно определяется тремя
потенциалами φ, χ, ψ ∈ H l

0, l ⩾ 2, и разлагается в сумму потенциальных u = d2φ, ũ = dd⊥χ
и соленоидального v = (d⊥)2ψ полей, w = d2φ + (dd⊥)χ + (d⊥)2ψ [2]. Найдя эти поля, мы
однозначно определим поле w.

В качестве доказательства приведём алгоритмы решения систем уравнений (12), (13)
и (14). Из леммы 2 следует, что соотношения (12) приобретают следующий вид:

P(2)
02 w=

∞∫
−∞

(d2φ)jkξ
jξk dt,

P(2)
12 w=

∞∫
−∞

t (d2φ)jkξ
jξk dt+

∞∫
−∞

∂χ

∂xj
ξj dt,

P(2)
22 w=

∞∫
−∞

t2 (d2φ)jkξ
jξk dt+ 2

∞∫
−∞

t
∂χ

∂xj
ξj dt+ 2

∞∫
−∞

ψ(x) dt.

(15)

Зафиксируем последовательность шагов алгоритма.
1. Из первого уравнения системы (15) находим потенциальное векторное поле u = d2φ.
2. По полю u вычисляем поперечное лучевое преобразование P(2)

12 u с весом t.
3. Вычитаем из обеих частей второго уравнения системы (15) преобразование P(2)

12 u.
4. Обращая левую часть полученного уравнения как поперечное лучевое преобразование

векторного поля, получаем потенциальное поле dχ.
5. По найденному на шаге 1 полю u = d2φ вычисляем поперечное лучевое преобразование

P(2)
22 u с весом t2.

6. По найденному на шаге 4 полю dχ вычисляем поперечное лучевое преобразование по-
тенциального векторного поля dχ с весом t.

7. Вычитаем найденные на шагах 5, 6 лучевые преобразования из обеих частей третьего
уравнения системы (15).
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8. Обращая левую часть полученного уравнения как преобразование Радона, получаем
потенциал ψ симметричного соленоидального 2-тензорного поля (d⊥)2ψ.

9. Применяя к векторному полю dχ оператор d⊥, получаем поле (d⊥d)χ.
10. Применяя к потенциалу ψ оператор d⊥ дважды, получаем симметричное соленоидаль-

ное 2-тензорное поле (d⊥)2ψ.
Используя лемму 2 в отношении смешанных (13) и продольных (14) лучевых преобразова-

ний с весом tk, k = 0, 1, 2, получаем системы уравнений, аналогичные системе (15). Алгоритмы
восстановления симметричного 2-тензорного поля по известным смешанным и продольным лу-
чевым преобразованиям с весом аналогичны приведённому алгоритму восстановления поля по
поперечным преобразованиям. □

Замечание 2. При описании шагов алгоритмов, приведённых в следствиях 1, 2, опущены
методы и алгоритмы обращения преобразования Радона и лучевых преобразований векторных
и тензорных полей. Они многообразны и хорошо известны; часть из них достаточно подробно
описаны в работе [2].

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЛУЧЕВЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ
С ВЕСОМ

Напомним свойства преобразования Радона [1], которые предполагается распространить
на лучевые преобразования с весом симметричных тензорных полей.

1. Преобразование Радона линейной комбинации функций φ, ψ есть линейная комбинация
преобразований Радона функций: R(c1φ + c2ψ) = c1Rφ + c2Rψ (линейность преобразования
Радона).

2. Преобразование Радона Rφ(x) чётно: g(−ξ,−s) = g(ξ, s) или g(π + θ,−s) = g(θ, s)
(чётность преобразования Радона).

3. Пусть в R2 задано линейное невырожденное преобразование y = Ax. Тогда R(φ(Ax)) =
|detA−1| g((A−1)T ξ, s), где A−1, AT — обратная и транспонированная матрицы соответственно.

4. Пусть A = λE для λ ∈ R, λ ̸= 0, и единичной матрицы E. Тогда

R(f(λx)) =
1

λ2
g

(
ξ

λ
, s

)
=

1

|λ|
g(ξ, λs).

5. Пусть A — ортогональная матрица, A−1 = AT , |detA| = 1, тогда R(φ(Ax)) = g(Aξ, s).
6. Пусть в R2 произведена замена начала координат, y = x− a. Тогда

Rφ(x− a) = g(ξ, s− ⟨ξ, a⟩)

— сдвиг преобразования Радона.
Перечисленные свойства преобразования Радона обобщаются на случай лучевых преоб-

разований и лучевых преобразований с весом симметричных тензорных полей. Для доказа-
тельства необходимо привести дополнительные сведения [2].

Ниже через d, d⊥ обозначены операторы внутреннего дифференцирования и ортогональ-
ного внутреннего дифференцирования, переводящие симметричное m-тензорное поле (wi1...im)
в симметричные тензорные поля u, v ранга m+1. Оператор внутреннего дифференцирования
d: H l

0(S
m) → H l−1(Sm+1), l ⩾ 1, даёт поле u по правилу

ui1...imj := (dw)i1...imj =
1

m+ 1

(
∂wi1...im

∂xj
+

m∑
k=1

∂wi1...ik−1jik+1...im

∂xik

)
.
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Оператор внутреннего ортогонального дифференцирования d⊥ даёт поле v по правилу

vi1...imj := (d⊥w)i1...imj =
1

m+ 1

(
(−1)j

∂wi1...im

∂x3−j
+

m∑
k=1

(−1)ik
∂wi1...ik−1jik+1...im

∂x3−ik

)
,

d⊥ : H l
0(S

m) → H l−1(Sm+1), l ⩾ 1.

Известно [2], что операторы внутреннего дифференцирования и ортогонального внутреннего
дифференцирования коммутативны:

((d d⊥)w)i1...imjk = ((d⊥ d)w)i1...imjk.

Дивергенция и ортогональная дивергенция δ, δ⊥ : H l
0(S

m) → H l−1(Sm−1), k ⩾ 1, действуют на
симметричное m-тензорное поле w:

ui1...im−1 := (δw)i1...im−1 =
∂wi1...im−1j

∂xj
≡
∂wi1...im−11

∂x1
+
∂wi1...im−12

∂x2
,

vi1...im−1 := (δ⊥w)i1...im−1 = (−1)j
∂wi1...im−1j

∂x3−j
≡ −

∂wi1...im−11

∂x2
+
∂wi1...im−12

∂x1

и дают симметричные тензорные поля u, v валентности m− 1.
Следующие результаты получены в [2], сформулированы с учётом обозначений, принятых

в настоящей работе, и приводятся без доказательств.
Теорема 1. Пусть дано симметричное m-тензорное поле w ∈ H l−m(Sm), l,m ⩾ 0 целые,

l ⩾ m, и его лучевые преобразования P(j)
m w, заданные в (2), j = 0, . . . ,m.

1. Существуют потенциалы ψ(0), . . . , ψ(m) ∈ H l
0 такие, что имеет место следующее

разложение поля w:

w =
m∑
j=0

u(j) ≡
m∑
j=0

(d⊥)m−jdjψ(j), (16)

u(j) ∈ H l−m(Sm), l ⩾ m. Разложение (16) единственно.
2. Для целых j, l = 0, . . . ,m справедливы соотношения P(j)

m w = P(j)
m u(j), P(j)

m u(l) = 0 при
j ̸= l.

3. Лучевое преобразование P(j)
m u(j) поля u(j)(x) = (d⊥)m−j(d)jψ(j)(x), где u(j) ∈ H l(Sm),

ψ(j) ∈ H l+m
0 , j = 0, . . . ,m, связано с лучевым преобразованием P(j+1)

m+1 поля u(j+1)(x) =(
d⊥

)m−j(
d
)j+1

ψ(j)(x):

P(j+1)
m+1 u

(j+1) =
∂

∂s
P(j)

mu
(j), j = 0, . . . ,m.

Аналогично,

P(j)
m+1v

(j) =
∂

∂s
P(j)

mu
(j), j = 0, . . . ,m,

где поле v(j)(x) = (d⊥)m+1−j(d)jψ(j)(x).

4. Лучевое преобразование P(j)
m u(j) поля u(j)(x) = (d⊥)m−j(d)jψ(j)(x), где u(j) ∈ H l(Sm),

ψ(j) ∈ H l+m
0 , j = 0, . . . ,m, связано с преобразованием Радона его потенциала ψ(j) соотноше-

нием
P(j)
m u(j) =

j!(m− j)!

m!

∂m

∂sm
Rψ(j), j = 0, . . . ,m.

5. Пусть ψ(j) = φ ∈ H l
0 для всех j = 0, . . . ,m, l ⩾ m. Тогда

m!

j!(m− j)!
P(j)
m u(j) =

∂m

∂sm
Rφ.
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Предположим, что функция φ(x(θ, s)) ∈ H1
0 такова, что x = sξ + tη и φ|∂B = 0. Тогда

∂φ

∂s
=

〈
dφ,

∂x

∂s

〉
=

∂φ

∂x1
ξ1 +

∂φ

∂x2
ξ2 = ⟨dφ, ξ⟩ =

(
− ∂φ

∂x2

)
η1 +

∂φ

∂x1
η2 = ⟨d⊥φ, η⟩, (17)

∂φ

∂t
=

〈
dφ,

∂x

∂t

〉
=

∂φ

∂x1
η1 +

∂φ

∂x2
η2 = ⟨dφ, η⟩ = ∂φ

∂x2
ξ1 − ∂φ

∂x1
ξ2 = −⟨d⊥φ, ξ⟩. (18)

Соотношения (5), (17), (18) используются при доказательстве сформулированных ниже
результатов. Кроме того, возможность представления тензорного поля через потенциалы, опи-
сание ядер лучевых преобразований и связи лучевых преобразований тензорных полей с пре-
образованиями Радона их потенциалов позволяют перенести свойства преобразования Радона
на аналогичные свойства лучевых преобразований.

При доказательстве сформулированной ниже теоремы нам потребуется следующая лемма
технического характера.

Лемма 3. Пусть на плоскости R2 заданы прямоугольная декартова система координат,
векторы ξ = (cos θ, sin θ), η = (− sin θ, cos θ), x = (x1, x2) ∈ R2, x = sξ + tη, и линейное

преобразование y = Ax, A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, detA ̸= 0. Векторы ξ̃ = (A−1)T ξ, η̃ = (A−1)T η,

ξ̃, η̃ ∈ R2 \ {0}; A−1, AT — обратная и транспонированная матрицы.
1. Справедливы следующие соотношения:

⟨y, ξ̃⟩ = ⟨A(sξ), ξ̃⟩ = ⟨x, ξ⟩ = s, ⟨y, η̃⟩ = ⟨A(tη), η̃⟩ = ⟨x, η⟩ = t,

⟨ξ, η⟩ = ⟨Aη, ξ̃⟩ = ⟨Aξ, η̃⟩ = 0,

∂φ(y)

∂s
= ⟨dyφ, ξ̃⟩ = ⟨dxφ, ξ⟩ =

〈
d⊥x φ, η

〉
=

〈
d⊥y φ, η̃

〉
. (19)

2. Пусть wi1...im(x) — компоненты симметричного m-тензорного поля w(x). Соотноше-
ния (19) выполняются для каждой компоненты wi1...im поля w:

∂wi1...im(y)

∂s
= ⟨dywi1...im , ξ̃⟩ = ⟨dxwi1...im , ξ⟩ =

〈
d⊥xwi1...im , η

〉
=

〈
d⊥y wi1...im , η̃

〉
. (20)

Доказательство. Доказательство приведённых в лемме соотношений состоит в их непо-
средственной проверке с опорой на свойства линейных преобразований плоскости. □

Теорема 2. Пусть дано симметричное m-тензорное поле w ∈ H l−m(Sm), l,m ⩾ 0 целые,
l ⩾ m, и его лучевые преобразования P(j)

m w, заданные (2), j = 0, . . . ,m.
1. Лучевые преобразования P(j)

m w(x) симметричного m-тензорного поля w(x) линейны
относительно преобразований Радона его компонент wi1...im(x):

∞∫
−∞

wi1...im(x)ξ
i1 . . . ξijηij+1 . . . ηim dt = ξi1 . . . ξijηij+1 . . . ηim

∞∫
−∞

wi1...im(x) dt;

эквивалентные формы записи

P(j)
m w(x) = ξi1 . . . ξijηij+1 . . . ηimRwi1...im(x)

или
g(j)m (ξ, s) = ξi1 . . . ξijηij+1 . . . ηimhi1...im(ξ, s).
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2. Лучевые преобразования P(j)
m w(x) при чётном m = 2l чётны:

g
(j)
2l (−ξ,−s) = g

(j)
2l (ξ, s) или g

(j)
2l (π + θ,−s) = g

(j)
2l (θ, s);

лучевые преобразования P(j)
m w(x) при нечётном m = 2l + 1 нечётны:

g
(j)
2l+1(−ξ,−s) = −g(j)2l+1(ξ, s) или g

(j)
2l+1(π + θ,−s) = −g(j)2l+1(θ, s).

3. Пусть в R2 задана линейная замена y = Ax, detA ̸= 0. Тогда

P(j)
m (w(Ax)) = ξ̃i1 . . . ξ̃ij η̃ij+1 . . . η̃im |detA−1|hi1...im(ξ̃, s) = |detA−1|g(j)m (ξ̃, s),

где AT — транспонированная матрица, ξ̃ = (A−1)T ξ, η̃ = (A−1)T η, η̃1 = −ξ̃2, η̃2 = ξ̃1,
ξ̃, η̃ ∈ R2 \ {0}.

4. Пусть A = λE для λ ∈ R, λ ̸= 0, E — единичная матрица. Тогда

P(j)
m (w(λx)) =

1

λ2
g(j)m

(
ξ

λ
, s

)
.

5. Пусть матрица A ортогональна, A−1 = AT , |detA| = 1, тогда (вращение лучевого
преобразования) P(j)

m (w(Ax)) = g
(j)
m (Aξ, s).

6. Пусть в R2 произведена замена начала координат, y = x − a. Тогда (сдвиг лучевого
преобразования) P(j)

m w(x− a) = g
(j)
m (ξ, s− ⟨ξ, a⟩).

Доказательство. Для доказательства свойства 1 достаточно заметить, что от перемен-
ной x, а следовательно, и от t зависят лишь компоненты wi1...im тензорного поля w, в отличие
от компонент векторов ξ, η, которые зависят лишь от угла θ. Используя свойство 1, затем
свойство чётности преобразования Радона и нечётность компонент векторов ξ, η, а именно,
ξj(θ + π) = −ξj , ηl(θ + π) = −ηl, приходим к свойству 2. Переходя к доказательству свой-
ства 3, предварительно приведём доказательство свойства 3 преобразования Радона [1]. Так
как y = Ax и detA ̸= 0, то x = A−1y и dx = |detA−1| dy. Поэтому

R
(
φ(Ax)

)
=

∫
R2

φ(Ax)δ(s− ⟨ξ, x⟩) dx = |detA−1|
∫
R2

φ(y)δ(s− ⟨ξ, A−1y⟩) dy

= |detA−1|
∫
R2

φ(y)δ(s− ⟨(A−1)T ξ, y⟩) dy = |detA−1|g((A−1)T ξ, s).

С учётом приведённой формулы, пп. 1–4 теоремы 1 и соотношений леммы 3 получаем

P(j)
m w(Ax) =

j!(m− j)!

m!

∂m

∂sm
Rψ(j)(Ax) = |detA−1|j!(m− j)!

m!

∂m

∂sm
g(j)((A−1)T ξ, s)

= |detA−1|g(j)m ((A−1)T ξ, s), j = 0, . . . ,m.

Свойства 4 и 5 непосредственно следуют из свойства 3 как его частные, более простые

случаи. Заметим, что для матрицы A = λE определитель detA =
1

λ2
, A−1 = (A−1)T =

1

λ
E,

и ξ̃ =
1

λ
ξ, η̃ =

1

λ
η. Если матрица A ортогональна, A =

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
, то A−1 = AT

и (A−1)T = (AT )T = A. Векторы ξ, η в этом случае преобразуются в векторы ξ̃ = (ξ̃1, ξ̃2) =



38 Е. Ю. Деревцов

Aξ = (cos(θ+ϑ), sin(θ+ϑ)), η̃ = (η̃1, η̃2) = Aη = (− sin(θ+ϑ), cos(θ+ϑ)). Хотя свойство 5 дока-
зано в общем случае лучевого преобразования P(j)

m w для любых m, j, проведём независимое
доказательство для P(1)

1 w:

P(1)
1 u(Ax)= P(1)

1 u(y) =
∂

∂s
(Rφ(y)) =

+∞∫
−∞

〈
dφ,

∂y

∂s

〉
dt =

+∞∫
−∞

⟨dφ, ξ̃⟩ dt

= ξ̃1
+∞∫

−∞

u1(y) dt+ ξ̃2
+∞∫

−∞

u2(y) dt = ξ̃1Ru1(Ax) + ξ̃2Ru2(Ax)

= ξ̃1h1(Aξ, s) + ξ̃2h2(Aξ, s) = g
(1)
1 (Aξ, s).

С учётом соотношений (19) леммы 3 приведённая цепочка равенств остаётся справедливой
и для преобразования P(0)

1 с заменой потенциального векторного поля u на соленоидальное v,
векторов ξ, ξ̃ на η, η̃ и оператора d на d⊥.

Точка a = (a1, a2), участвующая в формулировке свойства 6, задаёт сдвиг системы ко-
ординат y = x − a. При этом векторы ξ, η остаются неизменными, ξ = ξ̃, η = η̃, операторы
дифференцирования по переменным xj , yj , j = 1, 2, эквивалентны между собой. Для попереч-
ного лучевого преобразования векторного поля w имеем

P(1)
1 w(x− a)= P(1)

1 w(y) =
∂

∂s
(Rφ(y)) =

∞∫
−∞

⟨dyφ,
∂y

∂s
⟩ dt =

∞∫
−∞

⟨dyφ, ξ⟩ dt

= ξ1
∞∫

−∞

w1(y)dt+ ξ2
∞∫

−∞

w2(y)dt = ξ1Rw1(y) + ξ2Rw2(y)

= ξ1h1(ξ, s− ⟨ξ, a⟩) + ξ2h2(ξ, s− ⟨ξ, a⟩) = g
(1)
1 (ξ, s− ⟨ξ, a⟩). (21)

Оставшаяся часть доказательства проводится методом математической индукции. Пусть
утверждение верно для смешанного лучевого преобразования P(j)

m uj(x) поля w(j)(x) =
(d⊥)m−j(d)jψ(j)(x), где w ∈ H l(Sm), ψ(j) ∈ H l+m

0 , j = 0, . . . ,m. Покажем, что соот-
ношение 6 теоремы 2 справедливо для лучевого преобразования P(j+1)

m+1 поля w(j+1)(x) =

(d⊥)m−j(d)j+1ψ(j)(x). Обозначим подынтегральную функцию w
(j)
i1...im

(z)ξ11 . . . ξijηij+1 . . . ηim

преобразования P(j)
m через φ(ξ, η, z), где z = z(s, ξ, η, t). Тогда

P(j+1)
m+1 w

(j+1)(y)=
∂

∂s

(
P(j)
m w(j)(z)

)
=

∞∫
−∞

⟨dzφ,
∂z

∂s
⟩ dt =

∞∫
−∞

⟨dzφ, ξ⟩ dt

= ξ1
∞∫

−∞

∂φ

∂z1
dt+ ξ2

∞∫
−∞

∂φ

∂z2
dt = ξ1Ru1(z) + ξ2Ru2(z)

= ξ1h1(ξ, z) + ξ2h2(ξ, z) = g
(j+1)
m+1 (ξ, s− ⟨ξ, a⟩).

Здесь u = (u1, u2) = dφ; h1, h2 — преобразование Радона его компонент.
Соотношения (17) и лемма позволяют доказать аналогичный результат, связывающий

между собой смешанное лучевое преобразование P(j)
m uj(x) поля w(j)(x) = (d⊥)m−j(d)jψ(j)(x),

где w ∈ H l(Sm), ψ(j) ∈ H l+m
0 , j = 0, . . . ,m, и лучевое преобразование P(j)

m+1 поля w(j)(x) =

(d⊥)m+1−j(d)j+1ψ(j)(x). □
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Следствие 3. Пусть дано симметричное m-тензорное поле w ∈ H l−m(Sm), l,m ⩾ 0

целые, l ⩾ m, и его лучевые преобразования с весом P(j)
kmw, заданные (2), j = 0, . . . ,m.

1. Лучевые преобразования с весом P(j)
kmw(x) симметричного m-тензорного поля w(x)

линейны относительно преобразований Радона с весом его компонент wi1...im(x):

∞∫
−∞

tkwi1...im(x)ξ
i1 . . . ξijηij+1 . . . ηim dt = ξi1 . . . ξijηij+1 . . . ηim

∞∫
−∞

tkwi1...im(x) dt;

эквивалентная форма записи

P(j)
kmw(x) = ξi1 . . . ξijηij+1 . . . ηimP(0)

k0 wi1...im(x)

или
g
(j)
km(ξ, s) = ξi1 . . . ξijηij+1 . . . ηimg

(0)
k0 (ξ, s).

2. Лучевые преобразования P(j)
kmw(x) чётны при k +m чётном:

g
(j)
km(−ξ,−s) = g

(j)
km(ξ, s) или g

(j)
km(π + θ,−s) = g

(j)
km(θ, s);

лучевые преобразования P(j)
kmw(x) нечётны при k +m нечётном:

g
(j)
km(−ξ,−s) = −g(j)km(ξ, s) или g

(j)
km(π + θ,−s) = −g(j)km(θ, s).

3. Пусть в R2 задано линейное невырожденное преобразование y = Ax. Тогда

P(j)
km(w(Ax)) = |detA−1| g(j)km((A−1)T (ξ, s)),

где AT — транспонированная матрица.
4. Пусть A = λE для λ ∈ R, E — единичная матрица, λ ̸= 0. Тогда

P(j)
km(w(λx)) =

1

λ2
g
(j)
km

(
ξ

λ
, s

)
.

5. Пусть матрица A ортогональна, A−1 = AT , |detA| = 1. Тогда

P(j)
km(w(Ax)) = g

(j)
km(Aξ, s).

6. Пусть в R2 произведена замена начала координат, y = x− a. Тогда

P(j)
kmw(x− a) = g

(j)
km(ξ, s− ⟨ξ, a⟩).

Доказательство. Перечисленные свойства 1–6 сразу следуют из теоремы 2, но мо-
гут быть проверены и непосредственно точно так же, как это сделано при доказательстве
теоремы 2. □

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассматриваются смешанные лучевые преобразования симметричных тензорных полей
вида (2) и смешанные лучевые преобразования с весом tk вида (3). Иные весовые функции не
рассматриваются. Особое внимание уделено лучевым преобразованиям с весом симметричных
тензорных полей малых рангов 1 и 2. Установлены связи между лучевыми преобразованиями
с разными степенями k весов tk. Показано, что векторное поле однозначно восстанавливается
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по продольным или поперечным лучевым преобразованиям с весом tk, k = 0, 1. Симметрич-
ное 2-тензорное поле однозначно восстанавливается по известным лучевым преобразованиям
с весом tk, k = 0, 1, 2, любого типа, а именно, поперечным, смешанным или продольным. Пред-
ложены простые алгоритмы восстановления тензорных полей рангов 1 и 2. Основные свойства,
известные для преобразования Радона (линейность, чётность, геометрические свойства), рас-
пространены на лучевые преобразования и на лучевые преобразования с весом симметричных
m-тензорных полей.
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Структурными формулами в теории механизмов называют формулы, выражающие чис-
ло степеней свободы устройства через числа его звеньев и кинематических пар. Извест-
но, что они не всегда справедливы. Разобраться в этом вопросе помогает математиче-
ская теория графов. Справедливость структурных формул в случае типичных устройств
полностью определяется их строением, описываемым графами. В работе рассмотрено две
модели плоских устройств с вращательными парами. Первая модель — устройства, со-
ставленные из прямолинейных стержней (рычагов), несущих на концах шарниры. Таким
устройствам естественно сопоставляется граф G с вершинами, отвечающими шарнирам,
и рёбрами, отвечающими рычагам. В теории механизмов принято рассматривать другой
граф G, вершины которого отвечают звеньям, а рёбра — кинематическим парам. Оказы-
вается, использование графа G для описания структуры как в первой модели, так и во
второй, содержащей все плоские устройства с вращательными парами, предпочтительнее
графа G. В частности, оно позволяет дать критерий применимости структурных формул
для типичных устройств заданного строения.
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ВВЕДЕНИЕ

В теории механизмов существует направление, занимающееся их структурным анализом.
Это направление основано на так называемых структурных формулах, выражающих число
степеней свободы устройства через числа его звеньев и кинематических пар. Первой структур-
ной формулой была формула Чебышёва (её часто называют формулой Чебышёва — Грюблера)
для плоских механизмов с вращательными парами. Впоследствии появились учитывающие
различные типы кинематических пар структурные формулы и для пространственных меха-
низмов. Но, как известно, эти классические структурные формулы не всегда справедливы. По-
этому продолжают появляться работы, пытающиеся их исправить и усовершенствовать путём
введения в них новых слагаемых [1–5]. В предлагаемых как в плоском, так и в пространствен-
ном случаях новых структурных формулах стараются как можно шире учесть разнообразие
механизмов. Исходными понятиями в этих изысканиях являются инженерные понятия звена,
кинематической пары и кинематической цепи. Понятие графа даже не появляется в явном ви-
де [6]. При попытке применить результаты этих работ хотя бы к плоским шарнирно-рычажным
устройствам выясняется, что содержащиеся в них утверждения и формулы не всегда верны
даже в этом простейшем случае.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках реализации программы
Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2022-284.
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В настоящее время признано, что степень подвижности механических устройств (кон-
струкций) зависит не только от чисел звеньев и кинематических пар в них, но и от их стро-
ения. Хотя ещё и встречаются такие высказывания: «Если число звеньев обозначить пара-
метром n, а число кинематических пар параметром p, то именно эти два параметра целиком
и полностью определяют структуру кинематической цепи механизма.» [27, c.24]. Анализ строе-
ния естественно основывать на сопоставлении устройству графа и последующем исследовании
этого графа. Постепенно такой подход в теории механизмов получает признание [8–10]. Он ос-
нован на использовании графа, вершины которого отвечают звеньям конструкции, а рёбра —
кинематическим парам. Мы будем обозначать этот граф как G.

Если понимать механизм как устройство, допускающее непрерывное движение из любого
его положения в любое другое, а его конфигурационное пространство как множество всех поло-
жений этого устройства, то число степеней свободы механизма есть размерность его конфигу-
рационного пространства. При таком подходе исходные понятия теории механизмов обретают
чёткий геометрический смысл. Соответствующая формализация была проведена автором в ра-
боте [11] и более подробно в [12, 13]. Анализ её отличия от других предложенных математиками
формализаций содержится в [14]. В этих работах используется модель шарнирно-рычажных
конструкций, т. е. устройств, составленных из прямолинейных жёстких стержней, соединён-
ных в своих концах шарнирами (модель 1 данной работы). Такой конструкции естественным
образом сопоставляется граф G, вершины которого отвечают шарнирам, а рёбра — рычагам.

Здесь будет установлено, что использование графа G для описания структуры конструк-
ций модели 1, а также плоских устройств с вращательными парами (модель 2 данной работы)
более естественно, чем графа G. Будет выявлено, когда описание структуры таких устройств
графами G и G равносильно. Оказывается, для этого достаточно отсутствия в устройстве так
называемых совмещённых (сложных или кратных) шарниров. Если в устройстве есть совме-
щённые шарниры, то граф G, в отличие от графа G, не несёт полной информации о структуре
устройства. Положение можно исправить, рассмотрев взвешенный граф G∗.

В плоском случае известны комбинаторные условия на граф G, влекущие независимость
связей в типичном шарнирно-рычажном устройстве со структурой такого графа. Это позволя-
ет решить вопрос о справедливости структурных формул Чебышёва теории механизмов и их
аналогов для типичных плоских устройств с вращательными парами. Заметим, что аналогич-
ный вопрос для пространственных шарнирно-рычажных устройств со сферическими шарни-
рами пока не решён. Известно лишь его решение в некоторых частных случаях, например для
устройств, составленных из жёстких тел, соединённых закреплёнными в них сферическими
шарнирами штангами [15].

1. МОДЕЛЬ 1. ШАРНИРНО-РЫЧАЖНЫЕ КОНСТРУКЦИИ

Под ними мы понимаем конструкции, составленные из прямолинейных жёстких стерж-
ней (рычагов), соединённых шарнирами в их концах. У нас каждый рычаг несёт по шарниру
на своих концах. При этом если в шарнире соединены лишь два рычага, то этому шарниру
отвечает обычная вращательная пара, допускающая произвольное проворачивание одного из
рычагов относительно другого. Будем называть такой шарнир 1-шарниром. Если в шарнире
соединены k > 2 рычагов, то это так называемый совмещённый или сложный шарнир с одним
общим центром вращения для всех k рычагов. Его мы назовём (k−1)-шарниром. В этом шар-
нире каждый из k рычагов допускает проворачивание, не зависимое от остальных рычагов.
Если же конец рычага не соединён ни с каким другим рычагом, то в нём нет кинематической
пары, и мы его называем 0-шарниром. Так, на рис. 2 шарнир v есть 0-шарнир, а шарнир w —
2-шарнир. До сих пор мы говорили о незакреплённых конструкциях. Но в теории механизмов
обычно рассматривают закреплённые в плоскости (стойке) конструкции. Закрепление будем
производить шарнирами, которые назовём закреплёнными, и на рисунках будем обозначать
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крестиками в отличии от кружочков, отвечающих свободным (незакреплённым) шарнирам.
В закреплённом шарнире непременно имеется хотя бы одна кинематическая пара, и он не
может быть 0-шарниром. Конечно, наша кинематическая модель в большой мере является
идеализацией. Мы допускаем пересечения различных рычагов и совпадение положений раз-
личных несмежных, т. е. не принадлежащих одному рычагу, шарниров.

Коль скоро мы принимаем такую модель плоских шарнирных конструкций, в частности
механизмов, исследование их структуры сводится к исследованию графа G, вершины которого
отвечают шарнирам, а рёбра — рычагам конструкции. Здесь можно применить теорию гра-
фов [16]. Исследование же кинематики сводится к исследованию множества решений системы
уравнений, накладывающих условия на расстояния между шарнирами. Эту систему удобно
записать в виде квадратичных уравнений (xi−xj)

2+(yi−yj)
2 = dij , где (xi, yi) — координаты

i-го шарнира pi, а dij — квадрат длины рычага, несущего на концах шарниры pi и pj . Число
уравнений равно числу r рычагов в конструкции. Анализом решений таких систем в насто-
ящее время занимается вещественная алгебраическая геометрия [17, 18]. С другой стороны,
эти вопросы относятся к задачам реализации абстрактных графов в евклидовых простран-
ствах [19, 13]. В работе [18] подробно рассмотрены механизмы с экзотическими свойствами,
такими как переменность числа степеней свободы и наличие останавливающихся шарниров,
а также вопрос передачи движения в таких механизмах.

1.1. Структурные формулы
Структурными формулами в теории механизмов называют формулы, выражающие чис-

ло W степеней свободы механизма (число степеней свободы механизма машиноведы также
называют степенью его подвижности) через числа его звеньев и кинематических пар. В случае
плоских шарнирно-рычажных механизмов используется восходящая к работе [20] П. Л. Чебы-
шёва о шарнирных параллелограммах (работа была доложена в 1869 г. в Москве на Втором
съезде русских естествоиспытателей) структурная формула

W = 3ρ− 2µ, (1)

где ρ — число звеньев за исключением стойки (для шарнирно-рычажных механизмов это чис-
ло r рычагов механизма ), µ — число его вращательных пар. П. Чебышёв получает её элемен-
тарным подсчётом числа степеней свободы, предполагая независимость условий, налагаемых
вращательными парами и допуская возможность наличия на рычаге (стержне) более двух
вращательных пар, или в нашей терминологии 1-шарниров. Итак, µ у П.Чебышёва — общее
число 1-шарниров, и оно совпадает с числом всех шарниров. Поскольку закреплённые шар-
ниры считаются смежными лишь одному рычагу, то совмещённых шарниров в конструкции
нет.

Такой же подсчёт в модели 1, но основанный на общем числе степеней свободы всех
незакреплённых шарниров и справедливый также и в случае наличия совмещённых шарниров,
даёт формулу

W = 2m− r, (2)

где m — число всех свободных шарниров (в него входят и 0-шарниры, и совмещённые
k-шарниры), r — число рычагов. Действительно, число степеней свободы всех незакреплён-
ных шарниров как точек в плоскости равно 2m, а число условий в случае их независимости
равно r.

Заметим, что число концов рёбер в графе G равно

2r = m0 + 2m1 + 3m2 + · · ·+ n1 + 2n2 + . . . ,

где mi — число свободных i-шарниров (i = 0, 1, 2, . . . ), ni — число закреплённых шарниров,
смежных i рычагам. Отсюда

m = m0 +m1 +m2 + · · · = 2r −m1 − 2m2 − · · · − n1 − 2n2 − . . . .
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И подстановка этого равенства в (2) даёт аналог формулы Чебышёва для модели 1, справед-
ливый и в случае наличия совмещённых шарниров:

W = 3r − 2(m1 + 2m2 + 3m3 + · · ·+ n1 + 2n2 + . . . . (3)

Формулой (1) обычно пользуются в теории механизмов для подсчёта числа степеней свобо-
ды механизма. Однако эта формула, как и формулы (2), (3), не всегда даёт правильный ответ.
Машиноведы для её исправления вводят добавочные слагаемые, которые соотносят наличию
избыточных или пассивных (паразитных) связей [21]. Их приходится выявлять в каждом слу-
чае отдельно.

Причины, по которым нарушаются формулы (1)–(3), оказываются двух родов. Во-первых,
структурная формула может быть верна для подавляющего числа шарнирных устройств с за-
данным графом G и может нарушаться лишь при определённом выборе длин рычагов, т. е.
она верна в типичном случае и теряет силу при специальном подборе параметров механизма.
Например, плоский шарнирный четырёхзвенник становится фермой, если длина одного их его
звеньев равна сумме длин остальных трёх. Геометрически множество таких исключительных
механизмов представляет собой подмножество меньшей размерности в множестве параметров,
определяющих механизмы данной структуры.

Во-вторых, структурная формула может быть не верна в типичном случае. Это проис-
ходит по той причине, что число степеней свободы определяется не только числом звеньев
и вращательных пар (иных у нас нет), но и строением устройства. Строение же может быть
такое, что налагаемые кинематическими парами связи зависимы для всех устройств. Пример
этого приведён на рис. 1. Типичное устройство с таким графом является шарнирным механиз-
мом с одной степенью свободы (по существу шарнирный четырёхзвенник), хотя структурная
формула (2) даёт нулевое число степеней свободы.

Рис. 1. Шарнирный четырёхзвенник с избыточной связью в шатунном звене;
закреплённые в стойке шарниры обозначены крестиками

Далее мы рассмотрим степень подвижности лишь для типичных устройств. Структурный
граф механизма разумно вводить так, чтобы он полностью определял степень подвижности
типичного механизма.
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1.2. Структурные графы G и G
Итак, шарнирно-рычажному устройству, возможно с совмещёнными шарнирами, мы со-

поставляем структурный граф G, вершины которого отвечают шарнирам, а рёбра — рычагам.
Если V — множество шарниров, а E — множество рычагов, то его можно обозначить как
G(V,E). На этот граф разумно наложить ряд требований, диктуемых теорией механизмов.
Перечислим их.

1. Граф G(V,E) конечен, без петель и кратных рёбер и может иметь вершины двух ви-
дов: непременно кружочки, отвечающие свободным шарнирам, и, возможно, крестики, отве-
чающие закреплённым шарнирам. Для незакреплённых конструкций граф G(V,E) содержит
лишь вершины одного вида — кружочки. Поскольку нет смысла вставлять рычаги между
закреплёнными шарнирами, будем считать, что в нём отсутствуют смежные двум крестикам
рёбра.

2. Так как части механизма кинематически связаны, то граф G(V,E) должен быть связен.
3. Более того, и подграф графа G(V,E), порождённый вершинами-кружочками, также

связен. Иначе бы наша конструкция распалась на несколько не связанных кинематически
между собой частей, которые целесообразно бы было изучать по отдельности. (Граф G(V,E),
для которого выполнены все эти условия, в работах автора [11–13] называется шарнирной
структурной схемой.)

Граф G(V,E) полностью определяет степень подвижности типичных как закреплённых,
так и незакреплённых шарнирно-рычажных устройств. Степенью подвижности незакреплён-
ного плоского устройства U считаем степень подвижности устройства, полученного из U за-
креплением в плоскости одного его звена. Это звено начинаем считать стойкой. В случае
шарнирно-рычажного механизма звеном является рычаг. Его всегда можно выбрать так, что-
бы при выбрасывании из графа G ребра, отвечающего этому закреплённому рычагу, и объяв-
лении его концов закреплёнными шарнирами получился граф G′ закреплённой конструкции,
отвечающий нашим требованиям. Действительно, если в G имеется цикл, то достаточно закре-
пить одно ребро этого цикла. При этом получится граф G′ с двумя закреплёнными шарнирами
и связным подграфом на свободных шарнирах. В противном случае G является деревом и име-
ет висячие вершины. Достаточно закрепить смежный висячей вершине рычаг. Если отбросить
отвечающий висячей вершине закреплённый шарнир и отвечающее закреплённому рычагу
ребро, то получим (в случае, когда G не есть одно ребро) дерево G′ с одной закреплённой
вершиной.

Хотя обычно структуру шарнирной конструкции изображают на рисунках так, как мы
только что описали, т. е. в виде графа G, в теории механизмов ей принято [8–10] сопостав-
лять другой граф — G. В качестве его вершин берут звенья (рычаги и стойку) конструкции,
а в качестве рёбер — кинематические пары.

Равносильно ли описание структуры шарнирно-рычажной конструкции с помощью гра-
фа G её описанию графом G? На самом деле нет, как показывает рис. 2. Для незакреплённых
шарнирно-рычажных конструкций, для которых графом G являются полный граф G1 = K3

и полный двудольный граф G2 = K1,3, граф G один и тот же, а именно, K3. Эти конструкции
существенно разные, одна из них ферма, а другая — механизм с двумя степенями подвижности.
(Если закрепить один из рычагов конструкции в плоскости, то размерность её конфигураци-
онного пространства будет равна двум.) Таким образом, в этом случае по графу G структура
конструкции однозначно не восстанавливается. Граф G несёт все сведения о ней.

Однако если откинуть этот случай, то описания становятся равносильными. Рассмотрим
граф G(V,E) = G, отвечающий незакреплённой шарнирно-рычажной конструкции. Для него
граф G называют графом рёберным (рёберный граф для графа G обычно обозначают как
L(G)) или смежностным по отношению к графу G. Известна следующая

Теорема 1 [16]. Пусть G и G1 — связные графы, у которых рёберные графы изоморфны.
Графы G и G1 изоморфны всегда, кроме случая, когда один из них K3, а другой K1,3.
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Рис. 2. Для графов G1 = K3 и G2 = K1,3 рёберным является граф G

Следующие утверждения непосредственно вытекают из этой теоремы.

Утверждение 1. Если в графе G связной незакреплённой шарнирно-рычажной кон-
струкции более четырёх вершин, то он восстанавливается по графу G с точностью до переобо-
значения вершин.

Утверждение 2. В случае отсутствия совмещённых шарниров описание структуры связ-
ной незакреплённой шарнирно-рычажной конструкции графом G равносильно её описанию
графом G.

Рассмотрим теперь закреплённые шарнирно-рычажные конструкции. Закреплённой кон-
струкции K с графом G можно сопоставить незакреплённую конструкцию K с графом G сле-
дующим образом. Если у K всего один закреплённый шарнир, то, чтобы получить K, мы его
объявляем свободным и ещё добавляем смежный ему рычаг. При этом добавляется «висячий»
0-шарнир на втором конце добавленного рычага. В случае двух закреплённых шарниров у K
добавляем рычаг, смежный этим двум закреплённым шарнирам K, и объявляем все шарни-
ры свободными. Если у K имеется k > 2 закреплённых шарниров q1, q2, . . . , qk, то добавляем
рычаги q1q2, q1q3, . . . , q1qk и рычаги q2q3, . . . , q2qk и объявляем все шарниры свободными. Ес-
ли у конструкции K закрепить в плоскости добавленные рычаги, то она превратится в кон-
струкцию K. Таким образом, изучение кинематики закреплённой конструкции K с графом G

равносильно изучению кинематики незакреплённой конструкции K с графом G.
Чтобы получить из отвечающего конструкции K графа G отвечающий конструкции K

граф G, достаточно в G отождествить все вершины, отвечающие добавленным к G рёбрам,
удалить все рёбра, соединявшие в G эти вершины между собой, и заменить возможно возник-
шие многократные рёбра на однократные.

Из сказанного вытекает следующее утверждение.

Следствие. Описание структуры связных закреплённых шарнирно-рычажных кон-
струкций графом G равносильно описанию их графом G, за исключением случаев, когда G

есть граф с одной закреплённой вершиной и двумя исходящими из неё рёбрами, либо G есть
граф с двумя закреплёнными и одной свободной вершинами.

Действительно, только в этих двух случаях мы получаем эквивалентные незакреплённые
конструкции с графами K3 и K1,3 в качестве графа G.
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2. МОДЕЛЬ 2. ПЛОСКИЕ КОНСТРУКЦИИ
С ВРАЩАТЕЛЬНЫМИ ПАРАМИ И ГРАФ G∗

Рассмотрим теперь плоские конструкции, составленные из связанных возможно совме-
щёнными вращательными парами абсолютно твёрдых звеньев произвольной формы. Одно
звено может содержать произвольное натуральное число пар. В этой модели мы также счи-
таем конструкцию кинематически связанной и допускаем возможность пересечения различ-
ных звеньев. Однако не имеет смысла считать два звена связанными двумя различными вра-
щательными парами, ибо в этом случае они составят одно абсолютно твёрдое звено. Таким
образом, конструкции этой модели можно сопоставить граф G без кратных рёбер и, есте-
ственно, без петель. Подчеркнём, что если придерживаться нашей терминологии, то такие
конструкции могут содержать k-шарниры с k ⩾ 1, но не содержат 0-шарниров. Каждой такой
конструкции K∗ можно сопоставить, возможно, неединственную наследующую её кинематиче-
ские свойства шарнирно-рычажную конструкцию K (введённое в работе [11] конфигурацион-
ное пространство отвечающей шарнирно-рычажной конструкции K кинематической шарнир-
ной схемы содержит множество всех положений конструкции K∗). При этом сопоставлении
k-кратным, k ⩾ 1, шарнирам K∗ отвечают не менее чем k-шарниры конструкции K, имеющие
те же положения в плоскости. Звенья конструкции K∗ мы заменяем рычагами конструкции K,
соединяющими эти шарниры так, чтобы сохранить определённость расположения шарниров
в звеньях K∗, не вводя лишних рычагов (рис. 3).

Рис. 3. Две незакреплённые пятизвенные плоские конструкции K∗
1 и K∗

2

составлены из овальных звеньев.
Конструкция K∗

1 с простыми шарнирами неизгибаема.
Конструкция K∗

2 с совмещёнными шарнирами изгибаема
с четырьмя степенями подвижности.

Конструкции K∗
1 отвечают шесть эквивалентных графов Gi,

два из которых G1 и G2 изображены.
Конструкции K∗

2 отвечает неэквивалентный графам G1 и G2 граф G3.
Но обеим конструкциям K∗

1 и K∗
2 отвечает один и тот же граф G.

Изображён также отвечающий K∗
2 взвешенный граф G∗

Если имеется звено лишь с одним шарниром, то мы ему сопоставляем рычаг, несущий
кроме этого шарнира дополнительный 0-шарнир. Если в K∗ все звенья содержат не более трёх
шарниров, то такое сопоставление однозначно. В противном случае конструкции K∗ отвечает



О графах и структурных формулах теории механизмов 49

конечное число конструкций K и их графов G, которые мы будем считать эквивалентными
в смысле представимости ими конструкции K∗. В самом деле, каждая из конструкций K имеет
те же кинематические свойства, что и конструкция K∗. Пусть G — совокупность графов G,
сопоставляемых конструкции K∗.

Имеет место следующее
Утверждение 3. Описание структуры связных плоских конструкций с вращательны-

ми парами, но без совмещённых шарниров, графом G равносильно (в смысле применимости
структурных формул теории механизмов) её описанию произвольным графом G ∈ G.

При наличии совмещённых шарниров описание структуры конструкции с вращательными
парами графом G, как видно из рис. 3, теряет существенную часть информации, в отличие от
описания её графом G.

В некоторых источниках, в частности [8], предлагалось в качестве структурного графа
использовать граф Ĝ, отличающийся от графа G при наличии совмещённого k-кратного, k > 1,
шарнира тем, что из G выбрасывалось определённое число рёбер, входящих в отвечающий
этому совмещённому шарниру полный подграф Kk+1 ⊂ G. Скажем, при наличии двукратного
шарнира из подграфа K3 удалялось одно из рёбер (рис. 4). Такой структурный граф Ĝ строится
по конструкции неоднозначно. Да и структуру конструкции восстановить по нему невозможно,
будь то конструкция модели 2 или модели 1, если не известно, какому звену отвечает стойка.

Рис. 4. Граф G конструкции с 2-шарниром не восстанавливается
ни по одному из отвечающих ему трёх графов Ĝi,

изображённых справа, взятому в отдельности;
звенья обозначены цифрами, стойка — цифрой 1

Чтобы не терять информацию при наличии совмещённых шарниров, достаточно сопоста-
вить конструкции взвешенный граф G∗. Взвешенный граф G∗ есть граф G каждому отвечаю-
щему k-кратному шарниру, k > 0, ребру которого приписан вес k, где k = 1, 2, . . . . Изображая
взвешенный граф G∗, мы на его рёбрах пишем вес k = 2, 3, . . . . Вес, равный 1, не записываем.
В таком случае, если конструкция K содержит лишь простые шарниры, то её взвешенный
граф G∗ попросту совпадает с обычным графом G. Отметим, что не любой взвешенный граф
с натуральными весами является графом G∗ какой-либо конструкции. Действительно, в гра-
фе G∗ каждому шарниру кратности k отвечает полный подграф Kk+1 с рёбрами веса k. Поэто-
му, например, взвешенный граф K3 со всеми рёбрами веса 2, кроме одного рёбра, имеющего
вес 1, не является графом G∗ ни для какой конструкции K∗ модели 2.

Пусть конструкции K∗ с вращательными парами (модель 2) отвечают граф G∗ и совокуп-
ность графов G = {G1, . . . , Gn}. Тогда очевидно следующее

Утверждение 4. По любому из отвечающих конструкции модели 2-графов Gi ∈ G
граф G∗ восстанавливается однозначно и, обратно, по графу G∗ однозначно восстанавлива-
ется совокупность графов {G1, . . . , Gn} = G.
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3. КРИТЕРИИ ПРИМЕНИМОСТИ СТРУКТУРНЫХ ФОРМУЛ

Вопрос независимости связей в типичной шарнирно-рычажной конструкции (модель 1)
в математике давно решён [22, 23, 11–13]. Тем самым решён и вопрос применимости в типич-
ном случае структурных формул (1)–(3). Сформулируем эти критерии применимости формул
Чебышёва к шарнирно-рычажным устройствам.

Теорема 2. Степень подвижности типичной незакреплённой плоской шарнирно-
рычажной конструкции вычисляется по формулам Чебышёва (1), (3) тогда и только тогда,
когда для произвольной совокупности (пусть e > 0 штук) рёбер отвечающего ей графа G
число v инцидентных им вершин удовлетворяет неравенству e ⩽ 2v − 3.

Для формулировки критерия применимости структурных формул Чебышёва к закреп-
лённым плоским шарнирно-рычажным устройствам [11] нам понадобится введённый выше
граф G.

Теорема 3. Степень подвижности типичной закреплённой плоской шарнирно-
рычажной конструкции вычисляется по формулам Чебышёва (1), (3) тогда и только тогда,
когда для произвольной совокупности (пусть e > 0 штук) рёбер отвечающего ей графа G
число v инцидентных им вершин удовлетворяет неравенству e ⩽ 2v − 3.

В качестве примера рассмотрим устройство на рис. 1. Здесь граф G получается из изобра-
жённого графа G добавлением ребра, соединяющего две вершины, обозначенные крестиками.
Все вершины полученного графа G мы считаем свободными. Поскольку в полученном графе G
содержится полный подграф K4, то для него v = 4, а e = 6, и поскольку e > 2v − 3 = 5, то
структурная формула (3) не выполняется. Причина этого состоит в том, что между отвечаю-
щими вершинам подграфа K4 шарнирами имеется слишком много связывающих их рычагов.
Это влечёт зависимость связей, налагаемых этими рычагами.

Теоремами 2 и 3 обусловливается предпочтительность использования графа G перед гра-
фами G и G∗ для описания плоских шарнирных конструкций с вращательными парами. По-
скольку произвольной плоской конструкции с вращательными парами (модель 2) можно со-
поставить кинематически эквивалентную ей шарнирно-рычажную конструкцию (модель 1),
то вопрос о применимости структурных формул в модели 2 сводится к приложению к экви-
валентным шарнирно-рычажным конструкциям теорем 2 и 3. На рис. 5 изображён пример
для плоской конструкции с вращательными парами (модель 2), не содержащей совмещён-
ных шарниров. Здесь три овальных звена соединены пятью звеньями-стержнями (штангами),
несущими на концах вращательные пары. Типичная конструкция 5(b) имеет одну степень по-
движности, что согласуется со структурной формулой (1). Для типичной конструкции 5(a)
формула (1) нарушается, конструкция имеет две степени подвижности. Это подтверждается
применением теоремы 3 к графам G конструкций.

Рис. 5. Изображены две восьмизвенные плоские конструкции
с десятью вращательными парами, обозначенными кружочками.

Неподвижным звеном (стойкой) можно считать левое многошарнирное звено
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4. ПРОСТРАНСТВЕННЫЙ СЛУЧАЙ.
КОНСТРУКЦИИ СО ШТАНГАМИ — МОДЕЛЬ 3

Для пространственного аналога плоских шарнирно-рычажных конструкций, т. е. для кон-
струкций, составленных из жёстких стержней, несущих на концах сферические шарниры, во-
прос о независимости налагаемых связями условий до сих пор не решён. Этот вопрос является
центральным вопросом так называемой комбинаторной теории жёсткости [19]. Известно, что
теоремы 2 и 3 не имеют естественного обобщения по размерности [13]. Пример этого даёт
устройство, известное как «двойной банан» (рис. 6). Эта незакреплённая конструкция удовле-
творяет трёхмерному аналогу условий теоремы 2: для любой совокупности из e ⩾ 2 рычагов
число v инцидентных им шарниров удовлетворяет неравенству e ⩽ 3v − 6. Поскольку для
числа 18 всех рычагов и числа 8 всех шарниров это неравенство становится равенством, то
при справедливости аналога теоремы 2 «двойной банан» должен был быть неизгибаем. Однако
при закреплении одной его половины вторую можно вращать вокруг оси AB с одной степенью
свободы.

Рис. 6. «Двойной банан»

Тем не менее, для частного вида шарнирных устройств вопрос решён в произвольной
размерности [24, 25]. Это конструкции, составленные из абсолютно твёрдых тел, соединён-
ных стержнями-штангами, закреплёнными в телах допускающими все возможные вращения
шарнирами (в англоязычной литературе их называют bar-and-body frameworks). Плоская раз-
новидность таких устройств изображена на рис. 5. В трёхмерном случае тела соединены штан-
гами со сферическими шарнирами на концах. Совмещённые шарниры в этой модели, которую
мы назовём моделью 3, не допускаются. Заметим, что модель 3 является частным случаем
модели 2, в котором многошарнирные звенья общего вида соединены между собой штангами,
т. е. звеньями, содержащими лишь две кинематические пары. К устройству модели 3 есте-
ственно относить граф Γ, сопоставляя телам вершины этого графа, а штангам — его рёбра.
Как правило, при этом получаем граф Γ с кратными рёбрами, т. е. мультиграф. Граф Γ счи-
тается связным и не содержащим петель. Пусть v — число вершин графа Γ, а e — число его
рёбер.

Теорема 4. Степень подвижности типичной закреплённой пространственной кон-
струкции модели 3 вычисляется по формуле W = 6(v − 1) − e тогда и только тогда, когда
для произвольной непустой совокупности v′ штук вершин отвечающего ей графа Γ число e′

инцидентных им рёбер удовлетворяет неравенству e′ ⩽ 6(v′ − 1).
Подобная теорема справедлива и для устройств модели 3 в d-мерном евклидовом про-

странстве Rd. При этом шарниры считаются допускающими произвольное вращение штанги
относительно звена в Rd.
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Теорема 5. Степень подвижности типичной закреплённой конструкции модели 3

в пространстве Rd вычисляется по формуле W =
d(d+ 1)

2
(v − 1)− e тогда и только тогда,

когда для произвольной непустой совокупности v′ вершин отвечающего ей графа Γ число e′

инцидентных им рёбер удовлетворяет неравенству e′ ⩽
d(d+ 1)

2
(v′ − 1).

В двумерном случае эта теорема согласуется с теоремой 3. Отметим, что в трёхмерном
случае полностью решён вопрос о степени подвижности типичных устройств, составленных из
тел, скреплённых между собой вращательными парами [26, 25].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Геометрическая природа даже класса плоских механизмов с вращательными парами до-
статочно сложна. Для её глубокого изучения недостаточно находиться в русле традиционных
понятий теории механизмов: звена, кинематической пары и кинематической цепи, группы Ас-
сура. Необходимо аккуратное математическое построение модели, в частности определение
самого понятия механизма. Исследование строения естественно основывать на аппарате тео-
рии графов. В случае плоских шарнирно-рычажных механизмов для анализа их структуры
более естественным оказывается использование графа G, нежели принятого в теории меха-
низмов графа G. Такой подход позволяет на современном уровне решить вопрос об условиях
справедливости в типичном случае структурной формулы Чебышёва для числа степеней сво-
боды механизма. В пространственном случае имеются аналогичные результаты для механиз-
мов с вращательными и сферическими парами, но в последнем случае вопрос независимости
накладываемых в типичном случае условий связи ещё до конца не решён.
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22. Pollaczek-Geiringer H. Über die Gliederung ebener Fuchwerke. Z. Angew. Math. Mech., 1927, Vol.7,

No. 1, pp. 58–72.
23. Laman G. On graphs and rigidity of plane skeletal structures. J. Engrg. Math., 1970, Vol. 4, pp. 331–340.
24. Tay T.S. Rigidity of multi-graphs. I: Linking rigid bodies in n-space. J. Combinat. Theory Ser. B, 1984,

Vol. 36, No. 1, pp. 95–112.
25. Handbook of Geometric Constraint Systems Principles. Taylor and Francis Group, 2019.
26. Tay T.S. Linking (n − 2)-dimensional panels in n-space II: (n − 2; 2)-frameworks and body and hinge

structures. Graphs Combin., 1989, Vol. 5, No. 1, pp. 245–273.



CИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ИНДУСТРИАЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2023. Т. 26, № 3. C. 56–72

УДК 531.36

ОБ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ И УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ
РЕШЕНИЙ ГИРОСТАТА ГОРЯЧЕВА — СРЕТЕНСКОГО

© 2023 А. А. Косовa, Э. И. Семеновb

Институт динамики систем и теории управления
им. В.М.Матросова СО РАН,

ул. Лермонтова, 134, г. Иркутск 664033, Россия

E-mails: akosov_idstu@mail.ru, bedwseiz@gmail.com

Поступила в редакцию 16.08.2022 г.; после доработки 05.06.2023 г.;
принята к публикации 07.06.2023 г.

Изучаются уравнения движения гиростата Горячева — Сретенского. Найдены все ста-
ционарные решения на инвариантном множестве нулевого уровня интеграла площадей
и проведён анализ их устойчивости. Для случая совпадения точки подвеса с центром
масс и действия гироскопического момента специального вида выполнено интегрирова-
ние в квадратурах.

Ключевые слова: гиростат Горячева — Сретенского, стационарные решения, устойчи-
вость, интегрирование в квадратурах.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.305

ВВЕДЕНИЕ

В динамике твёрдого тела с неподвижной точкой важное значение имеют как классиче-
ские случаи полной интегрируемости (Эйлера, Лагранжа и Ковалевской), так и случаи ча-
стичной интегрируемости, когда удаётся получить дополнительный частный интеграл [1–3].
Один из таких частично интегрируемых случаев для уравнений движения тяжёлого твёрдого
тела вокруг неподвижной точки был найден Д. Н. Горячевым [4], который показал существо-
вание четвёртого по счёту интеграла на инвариантном множестве нулевого уровня интеграла
площадей. Интегрирование дифференциальных уравнений движения с использованием этого
интеграла было выполнено С. А. Чаплыгиным [5], установившим, что решения в общем случае
представляются гиперэллиптическими функциями времени. Эти результаты были распростра-
нены Л. Н. Сретенским [6] на более общие по сравнению с твёрдым телом уравнения движения
гиростата, содержащие дополнительный параметр — вектор гиростатического момента.

Исследования случая Горячева — Чаплыгина для твёрдого тела и гиростата Горячева —
Сретенского, а также их аналогов и обобщений успешно продолжаются и в настоящее время по
нескольким направлениям. Изучались [7] эргодические свойства решений волчка Горячева —
Чаплыгина, показано, что собственное вращение и прецессия обладают главным движени-
ем, а нутация является квазипериодической функцией времени. Были установлены [8] свой-
ства движения линии узлов для волчка Горячева — Чаплыгина. Обобщение случая Горячева-
Чаплыгина, где в гамильтониане присутствует ряд новых дополнительных параметров, изу-
чалось в [2], при этом сохраняется вывод об интегрируемости на нулевом уровне интеграла
площадей. Доказана [9] периодичность движений тела в случае Горячева при малых значениях
энергии.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-29-00819).
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Были найдены [10] стационарные решения уравнений гиростата Горячева — Сретенско-
го, лежащие на инвариантном множестве нулевого уровня интеграла площадей, но анализ их
устойчивости не проводился. Изучалась [11] орбитальная устойчивость периодических дви-
жений твёрдого тела в случае Горячева — Чаплыгина показана их неустойчивость в первом
приближении. Затем эта неустойчивость была подтверждена [12] и в строгой нелинейной по-
становке применением теоремы Четаева.

Объектом исследования в данной статье являются уравнения движения гиростата Горяче-
ва — Сретенского. Статья организована следующим образом. В разд. 1 приводятся уравнения
движения, их первые интегралы и формулируются цели и задачи исследования. В разд. 2
найдены все стационарные решения, лежащие в множестве нулевого уровня интеграла площа-
дей. В разд. 3 получены условия устойчивости найденных стационарных решений. В разд. 4
рассматривается случай совпадения точки подвеса с центром масс, но при этом действуют
гироскопические моменты специального вида. Выполнено интегрирование уравнений движе-
ния в квадратурах, приведены примеры явного представления решений элементарными или
специальными функциями времени. В заключении кратко отмечены возможные направления
развития полученных результатов.

1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ. ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ПОСТАНОВКА
ЗАДАЧИ

Рассмотрим векторную форму уравнений движения гиростата с неподвижной точкой под
действием момента сил

Iω̇ = (Iω + λ)× ω +M, (1)

γ̇ = γ × ω. (2)

Здесь ω = col{p, q, r} — вектор угловой скорости, γ = col{γ1, γ2, γ3} — единичный век-
тор оси симметрии силового поля, заданные проекциями на оси связанной системы коор-
динат, I = IT > 0 — симметричная положительно определённая матрица тензора инерции
относительно неподвижной точки, λ = col{λ1, λ2, λ3} — вектор гиростатического момента,
M = M(t, γ, ω) — вектор момента сил, действующих на гиростат. Будем, следуя [13–15], рас-
сматривать в качестве первых интегралов следующие функции:

J1 = J1(γ, ω) = ωT Iω + 2U(γ) = c1 = const, (3)

J2 = J2(γ, ω) = γT (Iω + λ) +
1

2
γTSγ = c2 = const, (4)

J3 = J3(γ) = γTγ = 1, (5)

где S = ST — некоторая симметричная матрица.
Отметим, что геометрический интеграл (5) имеет место при любом выборе момента

M = M(t, γ, ω). Но для того чтобы у системы (1), (2) существовали интеграл энергии (3)
и интеграл площадей (4), момент M = M(t, γ, ω) не может быть произвольным, а должен
удовлетворять определённым условиям. Эти необходимые и достаточные условия даются сле-
дующим утверждением, доказанным в [16].

Утверждение 1. Для того чтобы функции (3) и (4) были первыми интегралами для
системы (1), (2), необходимо и достаточно, чтобы момент M был представим в виде

M = γ × ∂U

∂γ
− ω × Sγ + L(t, γ, ω)ω × γ, (6)

где L(t, γ, ω) — произвольная функция.
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Данное утверждение показывает, что первые интегралы (3) и (4) определяют момент M
в правой части (1) единственным образом с точностью до циркулярно-гироскопической со-
ставляющей L(t, γ, ω)ω×γ. Первые два слагаемых в формуле момента (6) представляют собой

соответственно момент потенциальных сил γ × ∂U

∂γ
с потенциалом U(γ) и момент гироскопи-

ческих сил ω × Sγ, определяемый матрицей S.
Далее всюду будем считать матрицу инерции диагональной I = diag(A,B,C), потенциал

линейным U(γ) = aγ1 + bγ2 + cγ3 (это соответствует тяжёлому твёрдому телу) и задающую
момент гироскопических сил матрицу также диагональной S = diag(k1, k2, k3). Запишем си-
стему (1), (2) в координатной форме:

Aṗ = (B − C)qr + λ2r − λ3q + cγ2 − bγ3 + k2γ2r − k3γ3q + L(qγ3 − rγ2),

Bq̇ = (C −A)pr + λ3p− λ1r + aγ3 − cγ1 + k3γ3p− k1γ1r + L(rγ1 − pγ3),

Cṙ = (A−B)pq + λ1q − λ2p+ bγ1 − aγ2 + k1γ1q − k2γ2p+ L(pγ2 − qγ1),

(7)

γ̇1 = rγ2 − qγ3, γ̇2 = pγ3 − rγ1, γ̇3 = qγ1 − pγ2. (8)

Здесь L(t, γ, ω) — некоторая непрерывная функция по t, γ, ω.
Далее считаем, что моменты инерции и потенциал удовлетворяют условиям Горячева [4]

A = B = 4C, b = c = 0. (9)

а вектор гиростатического момента удовлетворяет условиям Сретенского [6]

λ1 = λ2 = 0. (10)

В качестве объекта исследования мы будем рассматривать систему (7), (8) при предпо-
ложениях (9), (10), причём в двух вариантах. В первом варианте считается, что моменты
гироскопических и циркулярно-гироскопических сил не действуют, т. е. k1 = k2 = k3 = 0
и L(t, γ, ω) ≡ 0. Тогда уравнения (7) совпадают с уравнениями гиростата Горячева — Сретен-
ского [6]

4Cṗ = 3Cqr − λ3q, 4Cq̇ = −3Cpr + λ3p+ aγ3, Cṙ = −aγ2. (11)

Для системы (8), (11) первые интегралы (3) и (4) записываются в виде

J1 = 4C(p2 + q2) + Cr2 + 2aγ1 = c1 = const, (12)

J2 = 4C(pγ1 + qγ2) + γ3(Cr + λ3) = c2 = const . (13)

В [6] установлено, что на инвариантном множестве J2 = 0, задаваемом нулевым уровнем
интеграла площадей (13), система (8), (11) имеет первый интеграл

J4 = (Cr − λ3)(p
2 + q2)− apγ3 = c4 = const (14)

с произвольной постоянной c4 = const. Наличие четырёх известных первых интегралов (5),
(12)–(14) позволяет выполнить на множестве J2 = 0 интегрирование в квадратурах [6]. Одна-
ко выяснение поведения решений, расположенных на множестве J2 = 0, и их свойства устой-
чивости, в том числе и по отношению к близким решениям, лежащим вне этого множества,
представляют несомненный интерес.

Во втором варианте считается, что действуют моменты гироскопических сил с k1 = k2 = k
и циркулярно-гироскопических сил с L = L(γ3) ̸= 0, но центр масс гиростата совпадает с
точкой подвеса и, значит, a = 0. Тогда уравнения (7) примут вид

4Cṗ = 3Cqr − λ3q + kγ2r − k3γ3q + L(qγ3 − rγ2),

4Cq̇ = −3Cpr + λ3p+ k3γ3p− kγ1r + L(rγ1 − pγ3),

Cṙ = kγ1q − kγ2p+ L(pγ2 − qγ1).

(15)
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Отметим, что момент вида Lω × γ, L = const возникает при вращении ферромагнитного тела
в постоянном и однородном магнитном поле [17].

Задачи исследования в данной статье состоят в том, чтобы:
1) выявить все стационарные решения, которые лежат в множестве нулевого уровня J2 = 0

интеграла площадей (13) и задаются постоянными, обращающими правые части уравнений
движения (8), (11) в нуль;

2) используя первые интегралы (5), (12), (13), получить методом интегральных связок
Четаева [18] условия устойчивости либо первым методом Ляпунова условия неустойчивости
по отношению ко всем переменным для стационарных решений, являющихся состояниями
покоя;

3) используя вместе с интегралами (5), (12), (13) также и условный интеграл (4), тем же
методом связок Четаева получить достаточные условия условной устойчивости относительно
множества J2 = 0 для стационарных решений системы (8), (11), являющихся перманентными
вращениями;

4) для случая отсутствия момента потенциальных сил при действии момента гироско-
пических и циркулярно-гироскопических сил специального вида выполнить интегрирование
системы (8), (15) в квадратурах;

5) построить примеры точных решений системы (8), (15), представленные в явном виде
элементарными или специальными функциями.

2. ПОСТРОЕНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ НА МНОЖЕСТВЕ J2 = 0

Стационарные решения (т. е. такие постоянные (p̄, q̄, r̄, γ̄1, γ̄2, γ̄3) = const, которые обра-
щают правые части в нуль), лежащие на инвариантном множестве J2 = 0, для приведённой
к безразмерной форме (в которой только один параметр λ3, а остальные параметры C и a
можно считать равными единице) системы (8), (11) были найдены в [10]. Анализ устойчи-
вости стационарных решений при этом не проводился. В этом разделе статьи получим все
стационарные решения системы (8), (11), лежащие в множестве J2 = 0, выраженные в яв-
ном виде через все параметры C, a, λ3. Это позволит в дальнейшем выявить влияние всех
параметров на устойчивость стационарных решений.

Легко видеть, что для всех стационарных решений выполняются равенства q̄ = γ̄2 = 0.
Для других компонент стационарного решения, лежащего на инвариантном множестве J2 = 0,
получаем систему трёх уравнений

−3Cp̄r̄ + λ3p̄+ aγ̄3 = 0, p̄γ̄3 − r̄γ̄1 = 0, 4Cp̄γ̄1 + γ̄3(Cr̄ + λ3) = 0. (16)

Из (16) сразу следует, что стационарными решениями системы (8), (11) будут два положения
покоя (на них все компоненты угловой скорости равны нулю)

p̄ = q̄ = r̄ = γ̄2 = γ̄3 = 0, γ̄1 = σ = ±1. (17)

Из второго и третьего уравнений системы (16) с учётом геометрического интеграла (5) находим

γ̄23 =
4Cr̄

3Cr̄ − λ3
, (18)

а из первого уравнения (16) следует

p̄ =
aγ̄3

3Cr̄ − λ3
. (19)

Умножая (19) на γ̄3 и используя (18) и второе уравнение (16), получим уравнение для нахож-
дения r̄:

4aC

(3Cr̄ − λ3)2
= ±

√
1− 4Cr̄

3Cr̄ − λ3
.
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Это уравнение сводится к отысканию корней полинома четвёртой степени

F4(r̄) = (Cr̄ + λ3)(3Cr̄ − λ3)
3 + 16a2C2 = 0,

удовлетворяющих неравенствам

0 ⩽
4Cr̄

3Cr̄ − λ3
⩽ 1,

Cr̄ + λ3

3Cr̄ − λ3
⩽ 0. (20)

Дискриминант полинома F4(r̄) равен D4 = 128995088
(
16a2C2−9λ4

3

)
. Если параметры системы

удовлетворяют неравенству
16a2C2 − 9λ4

3 > 0, (21)

то дискриминант положителен, значит, все четыре корня полинома F4(r̄) различны и либо все
вещественные, либо все комплексные. Первый случай исключается тем фактом, что производ-
ная полинома F4(r̄) имеет кратный корень. Таким образом, при условии (21) система (8), (11)
не имеет на множестве J2 = 0 других стационарных решений, кроме состояний покоя (17).

Если параметры системы удовлетворяют равенству 16a2C2 − 9λ4
3 = 0, то полином F4(r̄)

имеет двукратный корень r̄ = −2λ3/(3C) и соответствующие стационарные решения находятся
в явном виде. При a = −3λ2

3/(4C) < 0 система (8), (11) имеет два стационарных решения:

p̄ = ±λ3

√
2

6C
, q̄ = 0, r̄ = −2λ3

3C
, γ̄1 = −1

3
, γ̄2 = 0, γ̄3 = ±2

√
2

3
. (22)

При a = 3λ2
3/(4C) > 0 система (8), (11) также имеет два стационарных решения:

p̄ = ∓λ3

√
2

6C
, q̄ = 0, r̄ = −2λ3

3C
, γ̄1 =

1

3
, γ̄2 = 0, γ̄3 = ±2

√
2

3
. (23)

Если параметры системы удовлетворяют неравенству

16a2C2 − 9λ4
3 < 0, (24)

то полином F4(r̄) имеет два различных вещественных корня и для получения стационарных
решений по формулам (18), (19) и (16) необходимо отбирать только те из корней, для которых
выполнены неравенства (20).

Например, при значениях параметров a = C = 1, λ3 = 3/2 полином F4(r̄) имеет два веще-
ственных корня, которые оба удовлетворяют неравенствам (20) и порождают четыре стацио-
нарных решения системы (8), (11), лежащих на множестве J2 = 0. А для значений параметров
a = C = 1, λ3 = 2 условиям (20) удовлетворяет только один корень полинома F4(r̄), который
порождает два стационарных решения.

Таким образом, при условии (24) на инвариантном множестве J2 = 0 имеется либо два,
либо четыре стационарных решения, являющихся, как и решения (22) и (23), перманентными
вращениями (на них все компоненты вектора угловой скорости постоянны).

По отношению к неподвижной системе координат стационарные решения (17) означают
состояния покоя, в которых центр масс гиростата занимает нижнее или верхнее положение.
Другие стационарные решения (p̄, 0, r̄, γ̄1, 0, γ̄3) соответствуют перманентным вращениям с по-
стоянной угловой скоростью ω0 = p̄/γ̄1 = r̄/γ̄3 вокруг вертикальной оси, положение которой
в связанной системе координат задаётся вектором с компонентами (γ̄1, 0, γ̄3).
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3. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ

Перейдём теперь к анализу устойчивости стационарных решений. Введём обозначения
для отклонений от невозмущённого стационарного движения:

x1 = p− p̄, x2 = q − q̄, x3 = r − r̄, x4 = γ1 − γ̄1, x5 = γ2 − γ̄2, x6 = γ3 − γ̄3.

В этих переменных интегралы уравнений возмущённого движения для положений покоя (17)
выпишутся следующим образом:

J1 − J̄1 = 4C
(
x21 + x22

)
+ Cx23 + 2ax4, J3 − J̄3 = 2σx4 + x24 + x25 + x26.

Здесь и далее J̄i означает значение выбранного интеграла на невозмущённом движении. Функ-
цию Ляпунова по методу Четаева [18] строим в виде связки (линейной комбинации) интегралов

V (x) = J1 − J̄1 + α3(J3 − J̄3).

С целью уничтожения линейных слагаемых в связке выберем число α3 следующим образом:
α3 = −aσ, тогда функция V (x) будет квадратичной формой

V (x) = 4C
(
x21 + x22

)
+ Cx23 − aσ

(
x24 + x25 + x26

)
.

В случае σ = −sign(a) эта квадратичная форма является положительно определённой по
отношению ко всем переменным x = col(x1, . . . , x6). Тем самым доказано следующее

Утверждение 2. Состояние покоя (17), соответствующее значению σ = −sign(a),
устойчиво по Ляпунову.

Для анализа устойчивости второго состояния покоя (17), которому соответствует σ =
sign(a), воспользуемся теоремой Ляпунова о неустойчивости по линейному приближению. Для
этого состояния покоя характеристическое уравнение линейного приближения имеет вид

z2(z4 + a2z
2 + a0) = 0, (25)

где

a2 =
λ2
3 − 20C|a|
16C2

, a0 =
|a|(4C|a| − λ2

3)

16C3
. (26)

Для того чтобы уравнение (25) не имело корней с положительной вещественной частью, оба
коэффициента (26) должны быть неотрицательны, что приводит к противоречивым условиям
λ2
3 ⩾ 20C|a|, 4C|a| ⩾ λ2

3. Это означает, что один из коэффициентов (26) отрицателен и уравне-
ние (25) имеет корень с положительной вещественной частью. Тем самым доказано следующее

Утверждение 3. Состояние покоя (17), соответствующее значению σ = sign(a),
неустойчиво по Ляпунову.

Перейдём теперь к анализу устойчивости стационарных решений, являющихся перма-
нентными вращениями. В этом случае интегралы уравнений возмущённого движения записы-
ваются в виде

J1 − J̄1 = 8Cp̄x1 + 2Cr̄x3 + 2ax4 + 4C
(
x21 + x22

)
+ Cx23,

J2 − J̄2 = 4Cγ̄1x1 + Cγ̄3x3 + 4Cp̄x4 + (Cr̄ + λ3)x6 + 4Cx1x4 + 4Cx2x5 + Cx3x6,

J3 − J̄3 = 2γ̄1x4 + 2γ̄3x6 + x24 + x25 + x26,

J4 − J̄4 = (2p̄(Cr̄ − λ3)− aγ̄3)x1 + Cp̄2x3 − ap̄x6 + (Cr̄ − λ3)
(
x21 + x22

)
− ax1x6 + o(∥x∥2).
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Для анализа устойчивости перманентных вращений будем использовать все четыре интеграла,
в том числе условный интеграл J4. Поэтому будут получены достаточные условия устойчиво-
сти только относительно инвариантного множества J2 = 0, т. е. условной устойчивости.

Функцию Ляпунова по методу Четаева [18] строим в виде связки интегралов

V (x) = J1 − J̄1 + α2(J2 − J̄2) + α3(J3 − J̄3)

+ α4(J4 − J̄4) + β2(J2 − J̄2)
2 + β3(J3 − J̄3)

2 + β4(J4 − J̄4)
2.

С целью уничтожения линейных слагаемых в связке числа α2 и α3 выберем следующим обра-
зом:

α2 = − p̄2

γ̄3
α4 −

2r̄

γ̄3
, α3 =

r̄(Cr̄ + λ3)

γ̄23
+

(
ap̄

2γ̄3
+

p̄2(Cr̄ + λ3)

2γ̄23

)
α4.

При этом число α4 будем рассматривать как свободный параметр, значение которого мож-
но выбирать с целью обеспечения положительной определённости связки интегралов. Тогда
квадратичную часть функции Ляпунова можно записать в виде

V2(x) = V1346(x1, x3, x4, x6) + V25(x2, x5) + β2(J2 − J̄2)
2 + β3(J3 − J̄3)

2 + β4(J4 − J̄4)
2,

где
V25(x2, x5) = (4C + α4(Cr̄ − λ3))x

2
2 + 4α2Cx2x5 + α3x

2
5,

V1346(x1, x3, x4, x6) = (4C + α4(Cr̄ − λ3))x
2
1 + Cx23

+ α2(4Cx1x4 + Cx3x6) + α3

(
x24 + x26

)
− α4ax1x6.

Так как положительные числа β2, β3 и β4 можно брать как угодно большими, то для положи-
тельной определённости квадратичной части функции Ляпунова необходимо и достаточно [19],
чтобы квадратичная форма V1346(x1, x3, x4, x6)+V25(x2, x5) была положительно определённой
на линейном множестве

Θ = {γ̄1x4 + γ̄3x6 = 0, 4Cγ̄1x1 + Cγ̄3x3 + 4Cp̄x4 + (Cr̄ + λ3)x6 = 0,

(2p̄(Cr̄ − λ3)− aγ̄3)x1 + Cp̄2x3 − ap̄x6 = 0}.

Поскольку переменные x2 и x5 не входят в линейные ограничения Θ, то квадратичная фор-
ма V25(x2, x5) должна быть положительно определена, для чего в соответствии с критерием
Сильвестра необходимо и достаточно, чтобы

∆25(α4) = m2α
2
4 +m1α4 +m0 > 0, (27)

где коэффициенты mi квадратного трёхчлена ∆25(α4) выражаются по явным формулам через
параметры системы C, a, λ3 и через компоненты исследуемого на устойчивость перманентного
вращения (p̄, 0, r̄, γ̄1, 0, γ̄3).

На линейном множестве Θ переменные x3, x4, x6 можно выразить через x1. Тогда, подстав-
ляя эти выражения в квадратичную форму V1346(x1, x3, x4, x6), на множестве Θ представим
её как форму от одной переменной V1346 = K(α4)x

2
1, коэффициент которой K будет линейной

функцией K(α4) = n1α4+n0 свободного параметра α4. Поэтому для положительной определён-
ности формы V1346(x1, x3, x4, x6) на множестве Θ необходимо и достаточно положительности
K(α4).

Поскольку m2 = −4Cp̄4/γ̄23 < 0, то для того чтобы существовало такое значение сво-
бодного параметра α4, на котором одновременно выполнены неравенства K(α4) > 0 и (27),
необходимо и достаточно, чтобы трёхчлен (27) имел два вещественных корня α41 < α42 и что-
бы для них выполнялось неравенство

max{K(α41),K(α42)} > 0. (28)

Тем самым доказано
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Утверждение 4. Каждое перманентное вращение, для которого выполнено неравен-
ство (28), является условно устойчивым по Ляпунову относительно инвариантного мно-
жества J2 = 0.

Пример 1. Пусть параметры системы (8), (11) имеют значения C = 1, λ3 = 2,
a = −3λ2

3/4C = −3. Тогда в соответствии с (22) система имеет два стационарных решения,
являющихся перманентными вращениями:

p̄ = ±
√
2/3, q̄ = 0, r̄ = −4/3, γ̄1 = −1/3, γ̄2 = 0, γ̄3 = ±2

√
2/3. (29)

Полином (27) для обоих стационарных решений (29) будет одинаковым:

∆25(α4) = −2

9
α2
4 −

32

3
α4 − 36,

поэтому α41 = −2− 3
√
46, α42 = −2 + 3

√
46. Функции K(α4) соответственно будут такими:

K(α4) =
∓64

9(3
√
2± 2)2

((6
√
2± 11)α4 ∓ 33).

Для обоих стационарных решений (29) получаем max{K(α41),K(α42)} = 168, 344 . . . > 0, нера-
венство (28) выполнено. Поэтому в соответствии с утверждением 4 они оба являются условно
устойчивыми по Ляпунову относительно инвариантного множества J2 = 0.

В этом примере ∆25(0) = −36 < 0, поэтому построить положительно определённую связку
Четаева из трёх интегралов J1, J2, J3 невозможно. Характеристическое уравнение системы ли-
нейного приближения для стационара (29) имеет вид z4(z2+3) = 0, и корней с положительной
вещественной частью у него нет. Поэтому вопрос о том, является ли условная устойчивость
безусловной или же имеет место неустойчивость стационаров (29), в данном примере остаётся
открытым.

4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ (8), (15) В КВАДРАТУРАХ
Система (8), (15) имеет четыре первых интеграла

J1 = 4C(p2 + q2) + Cr2 = c1 ≡ const, (30)

J2 = 4C(pγ1 + qγ2) + (Cr + λ3)γ3 +
1

2

(
kγ21 + kγ22 + k3γ

2
3

)
= c2 ≡ const, (31)

J3 = γ21 + γ22 + γ23 = 1, (32)

J4 = Cr + L(γ3) = c4 ≡ const, (33)

где

L(γ3) = −kγ3 +

γ3∫
0

L(s) ds. (34)

Из выражения для первого интеграла (33) имеем

r =
1

C
(c4 − L(γ3)). (35)

C учётом формулы (35) уравнения системы (8), (15) перепишем как

4Cṗ = f(γ3)q − g(γ3)γ2, (36)

4Cq̇ = −f(γ3)p+ g(γ3)γ1, (37)

γ̇3 = qγ1 − pγ2, (38)

γ̇1 =
1

C
(c4 − L(γ3))γ2 − qγ3, (39)

γ̇2 = pγ3 −
1

C
(c4 − L(γ3))γ1, (40)
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где введены следующие обозначения:

f(γ3) = 3(c4 − L(γ3))− λ3 + (L(γ3)− k3)γ3, (41)

g(γ3) =
1

C
(L(γ3)− k)(c4 − L(γ3)). (42)

Введём полярные координаты (Ω, φ):

p = Ωcosφ, q = Ωsinφ, где Ω = Ω(t), φ = φ(t).

При этом из выражения для первого интеграла (30) находим

Ω2 =
c1
4C

− 1

4C2
(c4 − L(γ3))2. (43)

Из соотношений (36), (37) имеем

4CΩ̇ cosφ− 4CΩφ̇ sinφ = f(γ3)Ω sinφ− g(γ3)γ2, (44)

4CΩ̇ sinφ+ 4CΩφ̇ cosφ = −f(γ3)Ω cosφ+ g(γ3)γ1. (45)

Складывая равенства (44), (45), умножив предварительно первое на cosφ, второе на sinφ,
получим

4CΩ̇ = g(γ3)(γ1 sinφ− γ2 cosφ). (46)

Теперь вычтем из (45), умножив его на cosφ, равенство (44), умножив его на sinφ. В итоге
получим

4CΩφ̇ = −Ωf(γ3) + g(γ3)(γ1 cosφ+ γ2 sinφ). (47)

Из выражения для первого интеграла (31) находим

4CΩ(γ1 cosφ+ γ2 sinφ) = W (γ3), (48)

где

W (γ3) = c2 − (c4 − L(γ3) + λ3)γ3 −
1

2

(
k + (k3 − k)γ23

)
. (49)

Из равенств (47), (48) получим

φ̇ = −f(γ3)

4C
+

g(γ3)W (γ3)

16C2Ω2
. (50)

Таким образом, мы получили выражение для нахождения функции φ(t) путём интегрирования
правой части равенства (50), которая, с учётом формулы (43), зависит только от функции γ3(t).

Уравнение (38) перепишем как

γ̇3 = Ω(γ1 sinφ− γ2 cosφ). (51)

Из соотношений (48), (51), рассматриваемых как система линейных алгебраических уравнений
относительно неизвестных γ1, γ2, находим

γ1 =
W (γ3)

4CΩ
cosφ+

γ̇3
Ω

sinφ, (52)

γ2 =
W (γ3)

4CΩ
sinφ− γ̇3

Ω
cosφ. (53)
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Осталось получить дифференциальное уравнение для нахождения функции γ3(t). Для этого
возведём в квадрат равенство (51)

γ̇23 = Ω2
(
γ21 sin

2 φ+ γ22 cos
2 φ− 2γ1γ2 sinφ cosφ

)
. (54)

Также возведём в квадрат выражение (48)

γ21 cos
2 φ+ γ22 sin

2 φ+ 2γ1γ2 sinφ cosφ =
W 2(γ3)

16C2Ω2
.

Выразим из этого соотношения слагаемое, содержащее смешанное произведение γ1γ2, и под-
ставим его в формулу (54), которая примет вид

γ̇23 = Ω2
(
1− γ23

)
− W 2(γ3)

16C2
.

C использованием формул (43), (49) окончательно получим дифференциальное уравнение для
нахождения функции γ3(t) следующего вида:

γ̇23 = P (γ3)L2(γ3) +Q(γ3)L(γ3) +R(γ3), (55)

где P (γ3), Q(γ3), R(γ3) — многочлены от γ3 соответственно второй, третьей и четвёртой сте-
пени:

P (γ3) = − 5γ23
16C2

+
γ3
2C2

− 1

4C2
, Q(γ3) =

k3 − k

16C2
γ33 +

λ3 + 5c4
8C2

γ23 +
k − 2c2 − 16c4

16C2
γ3 +

c4
2C2

,

R(γ3) = −(k3 − k)2

64C2
γ43 −

(c4 + λ3)(k3 − k)

16C2
γ33(

− c24
4C2

+
c1
4C

+
0.5(k − 2c2)(k3 − k)− (c4 + λ3)

2

16C2

)
γ23

+

(
c24
2C2

− c1
2C

− (c4 + λ3)(k − 2c2)

16C2

)
γ3 +

c1
4C

− c24
4C2

− (k − 2c2)
2

64C2
.

Если квадратура (34) сводится к элементарной функции, то решение уравнения (55) сводит-
ся к квадратуре. В частности, этот случай реализуется тогда, когда функция L(γ3) является
полиномом. Покажем на примерах, что в некоторых случаях решения могут быть получены
в виде параметрических семейств, задаваемых в явной форме элементарными или специаль-
ными функциями времени.

5. ПРИМЕРЫ

Пример 2. Пусть k = 0, L(γ3) = L ≡ const, L(γ3) = Lγ3. Тогда формулы (35), (43), (50),
(52), (53) примут вид

r =
1

C
(c4 − Lγ3), Ω2 =

c1
4C

− (c4 − Lγ3)
2

4C2
,

φ̇ =
(2L+ k3)γ3 + λ3 − 3c4

4C
+

Θ1(γ3)

16C2Ω2
, (56)

γ1 =
sinφ

Ω
γ̇3 +

cosφ

4CΩ
Θ2(γ3), γ2 = −cosφ

Ω
γ̇3 +

sinφ

4CΩ
Θ2(γ3), (57)
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где введены обозначения

Θ1(γ3) = −L2(2L− k3)

2C
γ33 +

L(c4(4L− k3) + 2Lλ3)

2C
γ23 −

L
(
c24 + c4λ3 + Lc2

)
C

γ3 +
Lc2c4
C

,

Θ2(γ3) =
1

2
(2L− k3)γ

2
3 − (c4 + λ3)γ3 + c2.

При этом уравнение (55) для функции γ3 сводится к квадратуре

Φ(γ3) = t− t0. (58)

Здесь

Φ(γ3) =

∫
dγ3√

a4γ43 + a3γ33 + a2γ23 + a1γ3 + a0
, (59)

где t0 — константа интегрирования и введены следующие обозначения:

a4 =
4Lk3 − 20L2 − k23

64C2
, a3 =

L2

2C2
+

(λ3 + 5c4)L

8C2
− (c4 + λ3)k3

16C2
,

a2 = −c2k3 + (c4 + λ3)
2 + 2(c2 + 8c4)L

16C2
− L2

4C2
− c24

4C2
+

c1
4C

,

a1 =
c4L

2C2
+

(c4 + λ3)c2
8C2

+
c24
2C2

− c1
2C

, a0 = − c22
16C2

− c24
4C2

+
c1
4C

.

Интеграл в правой части равенства (59) в общем случае вычисляется в эллиптических функ-
циях. Приведём пример, когда интеграл (59) вычисляется в элементарных функциях и при
этом уравнение (58) разрешимо относительно γ3. Пусть, например, выполнены условия c2 ̸= 0,
c4 ̸= 0 и имеют место следующие равенства:

c1 =
c22 + 4c24

4C
, λ3 = c2 − c4 −

4c4L

c2
, k3 = −

2L
(
2L

(
c22 + 4c24

)
+ (c2 + 4c4)c

2
2

)
c32

,

тогда получим a0 = a1 = a2 = 0. В этом случае интеграл (59) легко вычисляется и из уравне-
ния (58) находим

γ3(t) =
H0

H1(t− t0)2 +H2
,

где коэффициенты H0, H1, H2 зависят от постоянных c2, c4, L и являются слишком
громоздкими. Поэтому придадим постоянным c2, c4, L конкретные значения. Пусть выпол-
нены равенства

c2 =
3

C
, c4 =

2

C
, L =

1

C
, c1 =

25

4C3
, k3 = − 298

27C
, λ3 = − 5

3C
.

Тогда получим

γ3(t) =
185976C4

82369 t2 + 305028C4
. (60)

Для функции γ3(t) вида (60) функция φ(t) находится по формуле (56) простым интегрирова-
нием по времени t. Из формулы (56) находим

φ(t) = φ0 −
5

4C2
t− 68√

8473
arctg

(
287

√
8473

50838C2
t

)
− 89

√
293

1465
arctg

(
287

√
293

8790C2
t

)
− 259√

18805
arcth

(
287

√
18805

112830C2
t

)
,

где φ0 — постоянная интегрирования.
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Пример 3. Пусть k = 0, k3 = 8, C = 2, L = 4, L(γ3) = 4γ3,

λ3 = −2 · 61/3 − 62/3

4
− 1, c1 =

3 · 61/3

64
− 1

4
, c2 = −62/3

4
, c4 = 1.

Тогда ОДУ (55) для определения функции γ3(t) примет вид

γ̇23 = (1− γ3)(γ3 − 3/4)(γ3 − 1/2)(γ3 − 1/4). (61)

Легко видеть, что ОДУ (61) имеет следующие стационарные решения: γ3 = 1, γ3 = 3/4,
γ3 = 1/2, γ3 = 1/4.

Для нахождения нестационарного решения запишем уравнение (61) в виде равенства∫
dγ3√

(1− γ3)(γ3 − 3/4)(γ3 − 1/2)(γ3 − 1/4)
= t− t0,

где t0 — постоянная интегрирования. Интеграл в левой части этого равенства является таб-
личным [20], вычисляя который при условии 1 > γ3 > 3/4, получим∫

dγ3√
(1− γ3)(γ3 − 3/4)(γ3 − 1/2)(γ3 − 1/4)

= 4F

(
arcsin

√
4γ3 − 3

2γ3 − 1
,
1

2

)
.

Здесь F (ϕ, κ) — эллиптический интеграл первого рода, ϕ — амплитуда, κ — модуль эллипти-
ческой функции. Обращая равенство

4F

(
arcsin

√
4γ3 − 3

2γ3 − 1
,
1

2

)
= t− t0,

находим

γ3(t) =

sn2
(
(t− t0)/4, 1/2

)
− 3

2 sn2
(
(t− t0)/4, 1/2

)
− 4

. (62)

Здесь sn(·, ·) — эллиптический синус Якоби с модулем κ = 1/2. Функция (62) является огра-
ниченной периодической. Для функции γ3(t) вида (62) из формулы (56) находим

φ(t) =

(
3

4
− 61/3

4
− 62/3

32

)
t+ 2arctg

(
sn((t− t0)/4, 1/2)

2cn((t− t0)/4, 1/2) dn((t− t0)/4, 1/2)

)
+Φ(t),

где cn(·, ·) — эллиптический косинус Якоби, dn(·, ·) — дельта амплитуды Якоби и введено
обозначение

Φ(t) =

t∫
0

(sn2(τ/4, 1/2)− 4)((61/3 − 8) sn2(τ/4, 1/2) + 24− 61/3) dτ

3(61/3 − 16) sn4(τ/4, 1/2) + (320− 12 · 61/3) sn2(τ/4, 1/2) + 12(61/3 − 48)
.

Здесь для краткости записи мы положили t0 = 0.

Пример 4. Пусть k ̸= 0, L(γ3) = L ≡ const, L(γ3) = (L − k)γ3. Тогда форму-
лы (35), (43), (50), (52), (53) примут вид

r =
1

C
(c4 − (L− k)γ3), Ω2 =

c1
4C

− (c4 − (L− k)γ3)
2

4C2
,

φ̇ =
(2L+ k3 − 3k)γ3 + λ3 − 3c4

4C
+

Θ1(γ3)

16C2Ω2
, (63)

γ1 =
sinφ

Ω
γ̇3 +

cosφ

4CΩ
Θ2(γ3), γ2 = −cosφ

Ω
γ̇3 +

sinφ

4CΩ
Θ2(γ3), (64)
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где введены обозначения

Θ1(γ3) = −(L− k)2(2L− k − k3)

2C
γ33 +

(L− k)(c4(4L− 3k − k3) + 2λ3(L− k))

2C
γ23

+
(L− k)((L− k)(k − 2c2)− 2c4(c4 + λ3))

2C
γ3 −

(L− k)c4(k − 2c2)

2C
,

Θ2(γ3) =
1

2
(2L− k − k3)γ

2
3 − (c4 + λ3)γ3 −

1

2
(k − 2c2).

При этом уравнение (55) для функции γ3 сводится к следующей квадратуре:∫
dγ3√

b4γ43 + b3γ33 + b2γ23 + b1γ3 + b0
= t− t0, (65)

где t0 — константа интегрирования и введены обозначения

b4 =
(L− k)(k3 − k)

16C2
− 5(L− k)2

16C2
− (k3 − k)2

64C2
,

b3 =
(L− k)2

2C2
+

(λ3 + 5c4)(L− k)

8C2
− (c4 + λ3)(k3 − k)

16C2
,

b2 =
0.5(k − 2c2)(k3 − k)− (c4 + λ3)

2 + (k − 2c2 − 16c4)(L− k)

16C2
− (L− k)2

4C2
− c24

4C2
+

c1
4C

,

b1 =
c4(L− k)

2C2
− (c4 + λ3)(k − 2c2)

16C2
+

c24
2C2

− c1
2C

, b0 = −(k − 2c2)
2

64C2
− c24

4C2
+

c1
4C

.

При значениях постоянных

c1 =
153k2

6C
, c2 = 2k, c4 = 3k, k3 = −74k, λ3 =

21k

2
, L = −k

2

из формулы (65) получим γ3(t) =
1696C2

25281k2t2 + 2320C2
. А из равенства (63) находим

φ(t) = φ0−
21k

8C
t− 28√

145
arctg

(
159

√
145 k

580C
t

)
+

(
√
17− 6)√

212
√
17− 703

arcth

(
159k

4C
√

212
√
17− 703

t

)
+

7(
√
17 + 6)√

212
√
17 + 703

arcth

(
159k

4C
√
212

√
17 + 703

t

)
,

где φ0 — постоянная интегрирования.

Пример 5. Пусть k ̸= 0, L(γ3) = Lγ3 + l0, L(γ3) =
1

2
Lγ23 + (l0 − k)γ3, L ̸= 0, l0 —

произвольные постоянные. Тогда формулы (35), (43) примут вид

r =
1

C

(
c4 − γ23L/2− (l0 − k)γ3

)
, Ω2 =

c1
4C

−
(
c4 − γ23L/2− (l0 − k)γ3

)2
4C2

.

Формулы (50), (52), (53) приводить не будем ввиду их громоздкости. При значениях постоян-
ных

c1 = k2/C, c2 = k/2, c4 = −k, λ3 = −k, L = −k, l0 = k, k3 = 5k

получим

γ3(t) =
4C√

k2t2 + 20C2
.
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Полагая C = 1, k = 2, для функции γ3(t) =
2√

t2 + 5
находим

φ(t) = φ0 + 2t+ 2arcsin(t/
√
5)− 3/

√
5 arctg(t/

√
5) + arctg

(
t

2
√
t2 + 5

)
,

где φ0 — постоянная интегрирования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем кратко основные результаты статьи и возможные направления их даль-
нейшего развития. В работе найдены все стационарные решения гиростата Горячева — Сре-
тенского, лежащие на инвариантном множестве J2 = 0 нулевого уровня интеграла площадей.
Максимальное количество таких решений равно шести (два положения покоя и не более че-
тырёх перманентных вращений). Доказано, что одно состояние покоя устойчиво, а другое
неустойчиво. Получены достаточные условия условной устойчивости перманентных вращений
относительно множества J2 = 0. Представляет интерес выяснить, в каких случаях условная
устойчивость является на самом деле безусловной, требуются ли какие-либо дополнительные
ограничения на параметры системы. Для случая совпадения точки подвеса с центром масс
(a = 0) и действия специального вида гироскопического момента выполнено интегрирование
в квадратурах, для ряда примеров получены параметрические семейства решений, представи-
мые элементарными или специальными функциями времени. Представляет интерес выяснить,
используя метод малого параметра, сохраняются ли эти семейства решений при достаточно
малом |a| ≠ 0.
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Проведено численное исследование процесса охлаждения подложки в условиях испарения
чистого пара с поверхности плёнки и капель жидкости. Моделирование такой двухфаз-
ной системы выполнялось методом решёточных уравнений Больцмана с учётом теплопро-
водности вещества и испарения. Использовалось уравнение состояния Ван-дер-Ваальса,
описывающее фазовый переход жидкость-пар. Предложен новый метод задания гранич-
ных условий на плоской поверхности для моделирования контактных углов смачивания
в методе решёточных уравнений Больцмана. При испарении и конденсации учитывалась
скрытая теплота фазового перехода. Показано, что процесс зависит от толщины плёнки
и скорости удаления пара с её поверхности. Рассмотрены случаи принудительного отто-
ка пара, а также метод конденсации пара на охлаждаемом конденсаторе. Показано, что
тепловой поток от подложки резко возрастает в окрестности контактных линий капель.
Проведено сравнение тепловых потоков при испарении плёнки и капель на подложке с раз-
ной смачиваемостью.
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ВВЕДЕНИЕ

Для охлаждения нагретых поверхностей широко используются жидкие плёнки и капли.
Эффективность таких методов связана с тем, что при испарении поверхность жидкости охла-
ждается из-за поглощения скрытой теплоты испарения. Вместе с тем процесс испарения связан
с параметрами пара вблизи испаряющейся поверхности, т. е. насколько его плотность меньше,
чем у насыщенного пара при данной температуре поверхности (закон Герца — Кнудсена) [1–3].

В реальных инженерных конструкциях отток пара от испаряющейся поверхности осу-
ществляется несколькими способами. В простейшем случае пары жидкости уносятся диффу-
зионным способом в окружающем газе. В так называемых тепловых трубках при поступлении
пара в специальную секцию с пониженной температурой происходит его конденсация. Изве-
стен эффект интенсификации теплообмена при создании контактных линий путём разрыва
плёнки, так как в окрестности контактной линии толщина жидкости уменьшается, градиент
температуры локально увеличивается, и поток тепла возрастает [4–8]. В другом методе ис-
пользуется поток холодного газа вдоль поверхности протекающей плёнки, который уносит
образовавшийся пар.

Работа выполнена в рамках государственного задания Института гидродинамики им. М.А. Лаврентьева
(проект FWGG–2021–0006).
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1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

1.1. Метод решёточных уравнений Больцмана

Для моделирования двухфазных систем жидкость-пар успешно применяется метод решё-
точных уравнений Больцмана (LBE) [9–13]. Течение флюида в методе LBE моделируется ан-
самблем псевдочастиц, которые за шаг по времени ∆t переносятся вдоль характеристик между
соседними узлами пространственной решётки. Система описывается набором одночастичных
функций распределения fk, k = 0,m, эволюция которых за шаг по времени ∆t описывается
следующими уравнениями:

fk(x+ ck∆t, t+∆t) = fk(x, t) + Ωk{fk}+∆fk,

где ck — векторы скоростей псевдочастиц. Гидродинамические переменные (плотность ρ и ско-
рость u) вычисляются по формулам

ρ =

m∑
k=0

fk и ρu =

m∑
k=1

ckfk.

Оператор столкновений Ωk{fk} имеет вид релаксации функций распределения к локаль-
ному равновесию [14]:

Ωk{fk} =
(
f eq
k (ρ,u)− fk(x, t)

)
/τ,

где τ — безразмерное время релаксации. Равновесные функции распределения f eq
k (ρ,u) запи-

сываются в виде разложения функции распределения Максвелла — Больцмана для дискрет-
ных скоростей ck частиц

f eq
k (ρ,u) ∼ ρ exp

(
−(ck − u)2

2θ

)
в ряд по скорости u до второго порядка [15]:

f eq
k (ρ,u) = ρwk

(
1 +

cku

θ
+

(cku)
2

2θ2
− u2

2θ

)
, (1)

здесь θ — нормированная кинетическая температура псевдочастиц, которую обычно выбирают
равной θ = (h/∆t)2/3, где h — шаг расчётной сетки.

Для учёта изменения функций распределения ∆fk под действием внутренних и внешних
сил использовался метод точной разности (EDM) [16, 17]:

∆fk = f eq
k (ρ,u+∆u)− f eq

k (ρ,u),

где изменение скорости за шаг по времени ∆u определяется полной силой F, действующей на
вещество в узле, ∆u = F∆t/ρ.

Использовались два варианта метода LBE: одномерный D1Q3 с тремя скоростями псев-
дочастиц и двумерный D2Q9 с девятью скоростями [18]. Коэффициенты в уравнении (1) для
одномерного варианта D1Q3 равны w0 = 2/3, w1,2 = 1/6, а для двумерного D2Q9 имеем
w0 = 4/9, w1−4 = 1/9 и w5−8 = 1/36.

Компьютерное моделирование фазовых переходов методом LBE представляет собой метод
сквозного счёта границ раздела фаз. Вместо разрыва плотности моделируется тонкий переход-
ной слой жидкость-пар, в котором плотность изменяется плавно на масштабах нескольких уз-
лов решётки (аналогично методам сквозного счёта ударных волн в газовой динамике). В этом
случае жидкая и газообразная фазы описываются единообразно. Для этого вводятся силы,
действующие между веществом в соседних узлах решётки (метод псевдопотенциала). Полная
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сила, действующая на узел, имеет вид F = −∇U , где псевдопотенциал U = P (ρ, T ) − ρθ вы-
ражается через уравнение состояния [19]. Эти силы обеспечивают поверхностное натяжение в
тонком переходном слое между фазами, где плотность вещества изменяется сильно.

В работе [20] был предложен вариант метода LBE для описания тепломассопереноса в сре-
де с фазовыми переходами. В нём учитываются испарение и конденсация в соответствии
с уравнением состояния флюида, теплопроводность вещества, работа сил давления и теплота
фазового перехода. Для описания конвективного переноса энергии используется метод пассив-
ного скаляра (дополнительный комплект функций распределения gk). Уравнения эволюции
функций распределения имеют вид

gk(x+ ck∆t, t+∆t) = gk(x, t) +
geqk (ρ,u(x, t))− gk(x, t)

τE
+∆gk(x, t).

При этом внутренняя энергия единицы объёма равна E =
m∑
k=0

gk. Равновесные функции рас-

пределения geqk (ρ,u) записываются аналогично уравнению (1). Работа сил давления и перенос
тепла за счёт кондуктивной теплопроводности учитываются обычным конечно-разностным
методом. В одномерном случае это выглядит следующим образом:

∆Ei

∆t
= −pi

u∗i+1 − u∗i−1

2h
+ λ

Ti+1 − 2Ti + Ti−1

h2
,

здесь физическая скорость u∗ вычисляется по формуле [21]

ρu∗ =

m∑
k=1

ckfk + F∆t/2,

а λ — коэффициент теплопроводности. При этом изменения функций распределения равны

∆gk(x, t) = gk(x, t)
∆Ei

Ei
.

В качестве уравнения состояния выбрано уравнение состояния Ван-дер-Ваальса. Для
плотности, давления и температуры используются приведённые переменные, а для времени
и линейных масштабов — решёточные единицы.

1.2. Учёт теплоты фазового перехода для газа Ван-дер-Ваальса

Внутренняя энергия одного моля газа, имеющего уравнение состояния Ван-дер-Ваальса

P =
RT

V − b
− a

V 2
,

выражается формулой Emol = Eideal − a/V (см. [22]).
Для единицы массы вещества это можно записать в виде ε = CV T − aρ (удельная внут-

ренняя энергия), где CV — удельная теплоёмкость при постоянном объёме. Теплота фазового
перехода представляет собой изменение внутренней энергии вещества в процессе уменьшения
плотности от плотности жидкости ρL до плотности паров ρV при постоянной температуре. Из
выражения для внутренней энергии получаем

Q = εV − εL = a(ρL − ρV ), (2)

здесь ρL и ρV — равновесные плотности жидкости и пара. Зависимость удельной теплоты
фазового перехода от температуры Q(T ) учитывается неявно за счёт зависимостей ρL и ρV от
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температуры. Теплота фазового перехода уменьшается до нуля при стремлении температуры
к критическому значению.

В [20] предложена формула для изменения внутренней энергии единицы объёма в ячейке
переходного слоя за счёт фазового перехода

dE

dt
=

ρLQ(T )

ρL − ρV

dρ

dt
.

Считается, что теплота фазового перехода Q выделяется в диапазоне изменения плотностей
[ρV , ρL], тогда с учётом уравнения (2) получаем выражение

dE

dt
= aρL

dρ

dt
= −aρL ρ div(u∗).

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Рассмотрены несколько задач с комбинированным (кондуктивным и конвективным) пе-
реносом тепла с учётом фазовых переходов жидкость-пар, которые решались методом ре-
шёточных уравнений Больцмана. В одномерных постановках численные расчёты по моде-
лям D1Q3 и D2Q9 показали совпадающие результаты.

2.1. Тестовая задача с однородным потоком вещества

Рассмотрена стационарная задача с однородным потоком вещества через область с задан-
ным перепадом температур (рис. 1). Плотность вещества ρ и скорость u постоянны. Распре-
деление температуры в таком течении описывается уравнением сохранения полного потока
тепла

−λ
dT

dx
+ ρCuT = const,

где C — удельная теплоёмкость вещества. Для этой задачи получено аналитическое решение

T (x) = T0 −∆T
exp(αx)− 1

exp(αL)− 1
,

где L — длина области, ∆T = T0 − TL — перепад температуры, коэффициент α = ρCu/λ.
Безразмерным параметром является число Пекле Pe = αL.

Рис. 1. Постановка задачи с однородным потоком вещества

Поток тепла за счёт теплопроводности (кондуктивный поток) равен

qcond = −λ
dT

dx
= ρCu

∆T exp(αx)

exp(αL)− 1
,

а поток за счёт переноса энергии движущимся веществом (конвективный)

qconv = ρCu

(
T0 −

∆T (exp(αx)− 1)

exp(αL)− 1

)
.
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Действительно, при этом полный поток вдоль координаты x постоянный:

qtotal = ρCu

(
T0 +

∆T

exp(αL)− 1

)
.

На рис. 2 показано сравнение аналитического и численного решения методом LBE при раз-
ных значениях коэффициента теплопроводности λ = 2 (Pe = 1.12) и λ = 20 (Pe = 0.112). При
этом цветные кривые (LBE расчёты) наложены на теоретические кривые (чёрный пунктир)
и совпадают с точностью до толщины линий. При увеличении теплопроводности λ распреде-
ления температуры и величин потоков стремятся к линейным зависимостям.

Рис. 2. Графики температуры, плотности и скорости (a), (с).
Графики кондуктивного (кривые 1), конвективного (кривые 2)

и полного (кривые 3) потоков (b), (d).
Плотность вещества ρ = 2, скорость u = 0.00007, T0 = 0.75, TL = 0.5, C = 40, τE = 0.5003

Необходимо отметить, что для внутренней энергии в методе LBE есть диффузия, связан-
ная со временем релаксации τE . В общем случае эффективный коэффициент теплопроводно-
сти есть сумма λeff = λ + ρC(τE − 0.5)/3. При значениях τE → 0.5 такой диффузией можно
пренебречь.

2.2. Стационарная задача с фазовым переходом на границе жидкости

От предыдущей задачи постановка отличается тем, что происходит испарение жидкости.
Задача рассматривается в системе отсчёта границы раздела жидкость-пар. Слева в расчёт-
ную область втекает жидкость с температурой T0. Для жидкой фазы задаётся коэффициент
теплопроводности λ. Значение коэффициента теплопроводности пара принято в 20 раз мень-
ше. На правой границе области x = L обеспечивается отток пара с заданной скоростью u0.
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При этом потоки массы втекающей жидкости и массы вытекающего пара равны. Для этого
на правой границе области задаются граничные условия для функций распределения LBM fk.
В одномерном случае это соответствует [3]

f−1(nx + 1) = β f1(nx), где β =
1− 3u0 + 3u20
1 + 3u0 + 3u20

.

Для процесса испарения u0 > 0 и соответственно β < 1. Через некоторое время устанавли-
вается стационарное распределение температуры и плотности. Результаты показаны на рис. 3.
На поверхности плёнки происходит поглощение тепла из-за скрытой теплоты испарения на
границе раздела фаз (кривые 1 на рис. 3(a,c)). При увеличении коэффициента теплопровод-
ности потоки тепла становятся больше несмотря на то, что перепад температуры уменьшается.

Рис. 3. Графики температуры, плотности и скорости (a), (с).
Графики кондуктивного (кривые 1), конвективного (кривые 2)

и полного (кривые 3) потоков (b), (d); CV = 40;
λ = 2, τE = 0.505 (a), (b); λ = 20, τE = 0.501 (c), (d)

2.3. Плёнка жидкости на поверхности нагретой подложки с оттоком пара

В начальном состоянии на горизонтальной поверхности подложки создавалась плёнка
жидкой фазы плотностью ρ, а над ней — насыщенный пар. Задавалось небольшое поле тя-
жести с ускорением свободного падения, равным g = 10−7 в решёточных единицах. Во всей
области задавалась постоянная температура T0 и скорость вещества u, равная нулю. Затем
температура подложки (y = 0) скачком увеличивалась T = T0 +∆T . За счёт теплопроводно-
сти жидкости плёнка начинает прогреваться. На верхней границе области y = L обеспечива-
ется отток пара с заданной скоростью u0. При этом в одномерном случае между поверхностью
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плёнки и границей области через некоторое время устанавливается квазистационарный режим
истечения пара, т. е. создаётся однородный поток пара с постоянной скоростью, плотностью
и температурой (рис. 4(a)).

Рис. 4. Квазистационарный режим течения при оттоке пара на верхней границе (a), (b);
u0 = 0.002. Начальное состояние T0 = 0.7, u = 0. Текущая толщина плёнки 150 (a) и 50 (b).

Температура подложки T = 0.75. Коэффициент теплопроводности λ = 20.
Зависимость потока тепла с подложки q

от текущей толщины испаряющейся плёнки жидкости d (c)

Поток тепла от нагретой подложки к поверхности плёнки жидкости зависит от её тепло-
проводности, толщины и перепада температур. Для тонких плёнок и относительно высокой
теплопроводности жидкости распределение температуры по толщине плёнки в квазистацио-
нарном режиме испарения близкое к линейному (рис. 4(a,b)). На поверхности плёнки происхо-
дит поглощение тепла из-за скрытой теплоты испарения на границе раздела фаз (кривые 1 на
рис. 4(a,b)). Поток тепла, отводимый от подложки, зависит от скорости испарения жидкости
на поверхности, т. е. от скорости оттока пара от плёнки. При увеличении скорости оттока пара
тепловой поток с подложки увеличивается. Поток тепла зависит также от толщины плёнки d
(рис. 4(c)). При постоянном перепаде температур зависимость от 1/d должна быть линейная
q = λ∆T/d (кривая 2). Однако перепад температуры на плёнке тоже зависит от её толщины
(рис. 4(а,b)), поэтому зависимость от 1/d получается нелинейной (кривая 1 на рис. 4(c)).

2.4. Плёнка жидкости на поверхности нагретой подложки с конденсацией пара
на верхней границе области

В начальном состоянии на поверхности подложки и на верхней границе создавались плён-
ки жидкой фазы, а между ними насыщенный пар (рис. 5(a)). Задавалось небольшое поле тя-
жести с ускорением свободного падения равным g = 10−7 в решёточных единицах. Во всей
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области задавалась постоянная начальная температура T0 и скорость u, равная нулю. Затем
температура подложки скачком увеличивалась T = T0 + ∆T , а на верхней границе области
y = L (конденсатор) уменьшалась до Tcon. Через некоторое время устанавливается квазиста-
ционарный режим, при котором происходит испарение плёнки на подложке с поглощением
скрытой теплоты испарения и конденсация пара на поверхности плёнки жидкости у холод-
ной границы области с выделением скрытой теплоты конденсации (кривая 1 на рис. 5(b)).
Фактически это модель тепловых трубок, широко используемых в технике для охлаждения
оборудования и микроэлектроники.

Рис. 5. Начальное состояние: T0 = 0.7, u = 0 (a).
Квазистационарный режим течения (b). Включены нагрев подложки T = 0.75,

конденсатор пара Tcon = 0.6 и теплопроводность λ = 20

2.5. Капля жидкости на поверхности нагретой подложки с конденсацией пара
на верхней границе области

На поверхность подложки помещалась капля жидкости «полусферической» формы,
на верхней границе создавалась плёнка жидкой фазы, а между ними «насыщенный» пар
(рис. 6(a)). Задавалось небольшое поле тяжести с ускорением свободного падения, равным
g = 10−7 в решёточных единицах. Чтобы обеспечить нейтральное смачивание подложки, в дву-
мерном случае вводятся силы взаимодействия флюида с тремя соседними узлами твёрдой
поверхности [23, 24]:

F(x) = Φ(x)
3∑

j=1

wj BΦsolid(x+ ej) · ej .

Здесь функция Φsolid в узле твёрдой поверхности принимает значение, равное значению функ-
ции Φ(x) =

√
−U в ближайшем узле флюида, wj — весовые коэффициенты. Параметр B

определяет смачиваемость поверхности и контактный угол. Для нейтральной смачиваемости
B = 1. Недостатком методов [23, 24] при изменении смачиваемости является то, что в приле-
гающем тонком слое жидкости изменяется её плотность. В данной работе для возможности
изменения значений контактных углов предложен новый метод, лишённый этого недостатка,
в котором по сравнению с нейтральным смачиванием при B = 1 вводятся дополнительно толь-
ко горизонтальные составляющие сил, действующих на соседние с подложкой узлы флюида:

Fx(x) = βΦ(x)

3∑
j=1

Φsolid(x+ ej) · ejx.

Множитель β = 0 соответствует нейтральному смачиванию, β < 0 соответствует гидро-
фильным поверхностям, а β > 0 — гидрофобным.
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Рис. 6. Капля на твёрдой подложке (a). Начальные радиус капли R = 60,
угол смачивания 90◦, T0 = 0.7, u = 0; размер 2D расчётной сетки 200×200.

Распределение теплового потока по подложке (b): 1 — плоская плёнка,
2 — капля с нейтральным смачиванием, 3 — капля на гидрофильной поверхности

(β = −0.3). Температура подложки T = 0.75; температура конденсатора пара Tcon = 0.6;
коэффициент теплопроводности жидкости λ = 20

В начальном состоянии во всей области L × L задавалась постоянная температура T0

и скорость u, равная нулю. Затем температура подложки скачком увеличивалась до T (x, 0) =
T0 + ∆T , а на верхней границе области при y = L уменьшалась до Tcon < T0. По коор-
динате x использовались периодические граничные условия для функций распределения
fk(L, y) = fk(0, y) и gk(L, y) = gk(0, y). После этого происходит прогрев капли и испарение
жидкости с её поверхности. Сверху области происходит конденсация пара на охлаждаемой
плёнке. На рис. 6(a) показано начальное распределение плотности флюида.

Тепловой поток от подложки q значительно больше в окрестности контактных линий
капель (рис. 6(b), кривые 2 и 3), что соответствует экспериментам [4–8]. При этом уменьшение
контактного угла увеличивает вклад контактных линий (кривая 3).

Суммарный тепловой поток от подложки в двухмерном случае вычисляется следующим
образом:

qtotal = −
L∫

0

λeff(x, 0)
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

dx.

Для капли с нейтральным смачиванием он равен qtotal = 4.9 (кривая 2), а для капли на
гидрофильной поверхности qtotal = 7.6 (кривая 3). Эти значения меньше, чем теплоотвод
для плоской плёнки того же объёма qtotal = 9.8 (кривая 1). Таким образом, уменьшение угла
смачивания увеличивает теплоотвод в окрестности контактной линии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено моделирование методом решёточных уравнений Больцмана процесса охлажде-
ния подложки в условиях испарения чистого пара с поверхности плёнки и капель жидкости.
Предложен новый метод задания граничных условий на плоской поверхности для моделирова-
ния контактных углов смачивания в методе LBE. Показано, что процесс охлаждения подложки
зависит от толщины плёнки и скорости удаления пара с её поверхности. Рассмотрены случаи
принудительного оттока и конденсации пара на охлаждаемом конденсаторе. Показано, что
тепловой поток от подложки сильно увеличивается в окрестности контактных линий капель.
Проведено сравнение тепловых потоков при испарении плёнки и капель на подложке с разной
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смачиваемостью. Суммарный теплоотвод от подложки для капель оказался меньше, чем для
плоской плёнки того же объёма и примерно той же площади поверхности.

Авторы благодарны А.А. Черевко, старшему научному сотруднику Института гидроди-
намики СО РАН, за полезные обсуждения.
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Рассматривается случайный процесс, траектории которого характеризуются поочерёдным
линейным ростом и линейным убыванием на промежутках времени случайной длины, при
этом между ростом и убыванием процесс может также сохранять неизменным своё зна-
чение в течение случайных промежутков времени. Этот процесс может служить матема-
тической моделью накопления и расходования материалов, когда сочетаются случайные
промежутки времени для накопления, расходования и перерывов в функционировании.
Изучается среднее значение EN времени первого достижения фиксированного уровня тра-
екториями этого процесса, включая нахождение точных формул для EN , оценку сверху
в виде неравенства и асимптотику EN в условиях неограниченно удаляющегося уровня.

Ключевые слова: стохастические модели управления запасами, случайный процесс, слу-
чайное блуждание, время первого достижения.
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Настоящая работа имеет целью предложить некую стохастическую модель управления
запасами и рассчитать некоторые её параметры с помощью современных вероятностных под-
ходов в граничных задачах для случайных блужданий.

Вводимый ниже процесс призван служить математической моделью накопления и расхо-
дования материалов в тех ситуациях, когда имеют место случайные промежутки времени для
накопления, расходования и перерывов в функционировании.

В общем виде модель выглядит следующим образом.
Пусть X(t) — количество продукта в момент времени t. Предполагается, что в течение

некоторого промежутка времени случайной длины этот процесс сохраняет своё значение, что
соответствует отсутствию расходования и новых поступлений продукта. Затем также в течение
случайного времени происходит убывание количества имеющегося продукта с линейной ско-
ростью в связи с его расходованием, после чего некоторое случайное время значение процесса
вновь остаётся постоянным, что означает перерыв в функционировании системы. Затем начи-
нается линейный рост количества продукта (уже с другой скоростью), связанный с новыми
поступлениями, и это также происходит в течение промежутка времени случайной длитель-
ности. Потом опять процесс задерживается на случайное время на уже достигнутой позиции
и вновь, как и выше, переходит к расходованию продукта по той же схеме.

Изучению подлежит среднее значение EN времени первого достижения некоторого за-
данного уровня траекторией процесса X(t). Получены точные формулы для EN в разных
ситуациях, найдена оценка сверху для EN в виде неравенства и установлена асимптотика EN
в условиях неограниченно удаляющегося уровня (теоремы 1–3 и их следствия).

Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных научных исследований СО РАН
(проект FWNF-2022-0010).
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Достижение нулевого уровня можно воспринимать как опустошение хранилища, дости-
жение высокого уровня соответствует заполнению до некоторого предела. Ясно, что подобная
модель может также применяться для характеризации функционирования резервуара с жид-
костью и в ряде других ситуаций.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Введём необходимые обозначения. Пусть имеются независимые последовательности неза-
висимых случайных величин

{τ (i)1 }, {τ (i)2 }, {s(i)1 }, {s(i)2 }, i ⩾ 1,

одинаково распределённых внутри каждой последовательности. Здесь

τ
(i)
1 > 0, τ

(i)
2 > 0, s

(i)
1 ⩾ 0, s

(i)
2 ⩾ 0.

Процесс X(t), t ⩾ 0, задаётся следующим образом. Полагаем X(0) = a для некоторого
числа a. При t > 0 траектории процесса являют собой непрерывные ломаные линии, при этом
расстояния между узлами ломаной случайны. Более точно: на промежутке времени длины
0 < t ⩽ s

(1)
1 сохраняется значение a, затем на промежутке времени длины τ

(1)
1 происходит

линейное убывание с коэффициентом −k1 < 0. После чего процесс вновь сохраняет достиг-
нутое значение, теперь уже в течение промежутка времени s

(1)
2 . Затем идёт линейный рост

с коэффициентом k2 > 0, и это происходит в течение промежутка времени τ
(1)
2 . Процесс за-

держивается в достигнутом состоянии на время продолжительностью s
(2)
1 , и далее опять идёт

линейное движение вниз на промежутке времени длины τ
(2)
1 и т. д. Таким образом, на проме-

жутках времени длительностью τ
(i)
1 траектория процесса идёт линейно вниз с коэффициентом

−k1, вверх идёт линейно с коэффициентом k2 на промежутках времени длительностями τ
(i)
2 .

На промежутках времени, имеющих длительности s
(i)
1 и s

(i)
2 , процесс сохраняет достигнутое

значение.
Нас будет интересовать значение EN , где

N = N(b) = min{t : X(t) = b}

для некоторого b > a в предположении, что P(N < ∞) = 1.
Не ограничивая общности, в дальнейшем будем полагать a = 0.
На приводимом ниже рисунке сделана попытка изобразить общий вид траектории про-

цесса; здесь верхние индексы случайных величин (равные единице) опускаются во избежание
нагромождений.

-
t
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Отмеченные на рисунке случайные величины χ и T будут введены позже.
Целью работы является:
(а) нахождение точных значений для EN и получение оценки сверху в терминах исходных

распределений;
(б) нахождение главного члена асимптотики EN при b → ∞.

2. ТОЧНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ EN

Предположим, что существуют моменты mj = Eτ
(1)
j , ej = Es

(1)
j , j = 1, 2. Введём слу-

чайные величины Yi = k2τ
(i)
2 − k1τ

(i)
1 , i ⩾ 1, и будем предполагать везде в дальнейшем, что

m = EY1 = k2m2−k1m1 > 0. Как известно, при условии EY1 = 0 математическое ожидание EN
не существует, а при EY1 < 0 с положительной вероятностью уровень b не достигается.

Обозначим

Sn = Y1 + · · ·+ Yn, η = η(b) = min{n ⩾ 1 : Sn ⩾ b}, χ = χ(b) = Sη(b) − b,

и пусть d = m1 +m2 + e1 + e2.
Теорема 1. Справедливо соотношение

EN =
dESη

m
− Eχ

k2
. (1)

Доказательство. Случайная величина η является моментом остановки для последова-
тельности {Yn} и Eη < ∞, поэтому в силу тождества Вальда имеет место ESη = mEη.

Траекторию процесса можно разбить на блоки. Каждый из них начинается с участка
постоянства, затем идёт участок линейного убывания, затем опять участок постоянства и
потом участок линейного роста. Обозначим через li продолжительность по времени i-го блока:

li = s
(i)
1 + τ

(i)
1 + s

(i)
2 + τ

(i)
2 , здесь E li = d,

и пусть
tk = l1 + · · ·+ lk, t0 = 0.

Нетрудно видеть, что X(ti) = Si, i ⩾ 1. Если η = k, то на интервале времени [tk−1, tk] процесс
X(t) линейно растёт с коэффициентом k2, пересекая в некоторой точке N ⩽ tk уровень b и
достигая затем максимального значения в точке tk, равного Sk = Sη. Тем самым соотношением
X(T ) = Sη определяется случайная величина T и X(T ) − b = χ. Ясно, что χ/(T − N) = k2
(см. рисунок), т. е. EN = ET −Eχ/k2.

Остаётся заметить, что T = tη, и в этой ситуации вновь применимо тождество Вальда:

ET = El1Eη =
El1ESη

m
=

dESη

m
.

Теорема доказана. □

Таким образом, задача сводится к нахождению величины ESη = b+Eχ.

Следствие 1. Предположим, что случайная величина τ
(1)
2 имеет показательное распре-

деление с параметром α. Тогда

EN =
m1 + 1/α+ e1 + e2

k2/α−m1

(
b+

k2
α

)
− 1

α
. (2)
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Доказательство. Случайная величина k2τ
(1)
2 распределена по показательному закону с

параметром α/k2, на функцию распределения F (y) = P
(
k1τ

(1)
1 < y

)
никакие ограничения не

накладываются. В этих условиях Y1 = k2τ
(1)
2 −k1τ

(1)
1 обладает плотностью f , для которой при

t > 0 по формуле свёртки имеем

f(t) =

0∫
−∞

α

k2
exp

{
− α

k2
(t− y)

}
dF (y) = C exp

{
− α

k2
t

}
,

где C — константа. Отсюда сразу следует, что вне зависимости от конкретного вида распреде-
ления τ

(1)
1 перескок χ(b) при всех b ⩾ 0 также имеет показательное распределение с параметром

α/k2 и Eχ = k2/α.
Подстановка полученного значения в (1) приводит к (2). □

Для нахождения Eχ в явном виде рассмотренная в следствии 1 ситуация является наибо-
лее простой и, по-видимому, чаще всего встречающейся в приложениях. Попытка найти явные
формулы для Eχ в более общей ситуации приводит к весьма сложным исследованиям. Далее
мы покажем, как это можно сделать.

Пусть по-прежнему EY1 > 0 и

E(eλY1 ; Y1 > 0) =
R(λ)

P (λ)
, Reλ = 0, (3)

где R(λ) и P (λ) — полиномы. Как следует из [1, § 19, лемма 1], для выполнения (3) достаточно
потребовать, чтобы функция E

(
exp

{
λτ

(1)
2

}
; τ

(1)
2 > 0

)
была рациональной. Представление (3)

имеет место, к примеру, когда плотность распределения Y1 на положительной полуоси яв-
ляется конечной линейной комбинацией экспоненциальных плотностей или их свёрток, что
является существенным обобщением ситуации, рассмотренной в следствии 1.

Займёмся сначала нахождением функции E exp{λχ} при выполнении условия (3).
Предположим, что степень P (λ) равна k, тогда степень R(λ) обязана быть меньше k, по-

скольку E(eλY1 ; Y1 > 0) → 0, если λ = Reλ → −∞. Функция E(exp{λY1}; Y1 > 0) аналитична
в полуплоскости Reλ < 0 и непрерывна на мнимой оси, поэтому нули полинома P (λ) должны
лежать в правой полуплоскости Reλ ⩾ 0.

Пусть φ(λ) = E(exp{λY1}). Определяющую роль в дальнейших рассмотрениях будут иг-
рать нули и полюса функции 1−zφ(λ) при |z| < 1, лежащие в правой полуплоскости. Здесь сле-
дует сделать замечание относительно равенства (3). Математическое ожидание E(eλY1 ; Y1 > 0)
имеет смысл при условии, что Reλ строго меньше наименьшего корня многочлена P (λ). Обо-
значим его p1, он с необходимостью является вещественным. Однако правая часть в (3), а вме-
сте с ней и вся функция φ(λ) могут быть аналитически продолжены в правую полуплоскость.
Поэтому в дальнейшем при рассмотрении нулей и полюсов функции 1 − zφ(λ) при Reλ ⩾ 0
будем иметь в виду нули и полюса именно этого аналитического продолжения.

Покажем, что в правой полуплоскости будет также ровно k нулей функции 1− zφ(λ) при
|z| < 1. Для этого в плоскости переменной λ начертим прямоугольный контур Γ с вершина-
ми в точках (A, iA), (0, iA), (0,−iA), (A,−iA). При достаточно больших значениях A имеем
|φ(λ)| ⩽ 1, λ ∈ Γ. Это неравенство очевидно для той части контура, которая лежит на мнимой
оси. На оставшейся части контура Γ имеем

|E(eλY1 ; Y1 ⩽ 0)| ⩽ P(Y1 ⩽ 0) < 1,

|E(eλY1 ; Y1 > 0)| = R(λ)

P (λ)
→ 0, |λ| → ∞,
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поскольку степень R(λ) меньше степени P (λ). Значит, на этом контуре |zφ(λ)| < 1 при |z| < 1.
Таким образом, при обходе переменной λ по контуру Γ значение функции zφ(λ) остаётся
внутри единичного круга. Тогда значение функции 1 − zφ(λ) будет находиться внутри круга
единичного радиуса с центром в единице. Это значит, что при обходе переменной λ вдоль
контура Γ значение функции 1 − zφ(λ) не обойдёт ни разу вокруг нуля, т. е. не получит
приращения аргумента.

Далее,
1− zφ(λ) = 1− zE(eλY1 ; Y1 > 0)− zE(eλY1 ; Y1 ⩽ 0).

Последнее слагаемое не имеет особенностей в правой полуплоскости, поэтому нули полинома
P (λ) будут единственными особенностями (полюсами) функции 1 − zφ(λ), и при достаточно
больших значениях A все они лежат внутри контура Γ. Значит, в силу принципа аргумента
аналитической функции внутри контура находится ровно k нулей функции 1−zφ(λ) (с учётом
их кратностей); обозначим их λ1(z), . . . , λk(z).

В дальнейшем будем устремлять z → 1, поэтому достаточно для наших целей предпо-
лагать, что 1 − δ < z < 1 при некотором малом δ. Функция φ(λ) является выпуклой вниз
и возрастающей на интервале [0, p1), так как её производная в нуле положительна. Ясно, что
при малых z кривая φ(λ) ровно один раз пересечёт горизонтальную прямую на уровне 1/z.
Следовательно, один из нулей, скажем λ1(z), является вещественным, λ1(z) > 0 и λ1(z) → 0
при z → 1. Он является простым. Остальные нули функции 1−zφ(λ) являются комплексными
с ненулевой мнимой частью, Reλi(z) > λ1(z), 2 ⩽ i ⩽ k.

Положим

Λ(z, λ) =
k∏

i=1

(λ− λi(z)), R+(z, λ) =
Λ(z, λ)

P (λ)
, R−(z, λ) =

(1− zφ(λ))P (λ)

Λ(z, λ)
.

Ясно, что 1− zφ(λ) = R−(z, λ)R+(z, λ). Это представление удовлетворяет всем свойствам
(по переменной λ), предъявляемым к канонической факторизации (см. [2, гл. 12]), и в соот-
ветствии с [3] имеет место тождество

E(zηeλSη) = R+(z, λ)
[
R−1

+ (z, λ)
][b,∞)

, Reλ = 0, |z| < 1,

где принято обозначение: [
g(λ)

]A
=

∫
A

eλx dG(x)

для любого A ⊂ R и для любой функции g, представимой при Reλ = 0 в виде

g(λ) =

∞∫
−∞

eλx dG(x),

∞∫
−∞

|dG(x)| < ∞. (4)

Таким образом, кроме всего прочего нам потребуется представить R−1
+ (z, λ) как функцию

переменной λ в виде интеграла (4) и затем осуществить сужение интегрирования на множество
[b,∞). Будем предполагать, что при малых δ и 1− δ < z < 1 все нули λ2(z), . . . , λk(z) также
являются простыми. Разложим рациональную функцию P (λ)/Λ(z, λ) на простые дроби:

R−1
+ (z, λ) =

P (λ)

Λ(z, λ)
= C(z) +

k∑
i=1

ci(z)

λ− λi(z)
.

Здесь, очевидно, коэффициенты можно вычислить по формуле

ci(z) = P (λi(z)) lim
λ→λi(z)

λ− λi(z)

Λ(z, λ)
.
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Не зависящее от λ число C(z) не требует уточнений, оно впоследствии исчезнет при переходе
к сужению интеграла на множество [b,∞).

Ясно, что для Reλ = 0, Reλi(z) > 0 выполняется[
1

λ− λi(z)

][b,∞)

=

[
−

∞∫
0

e(λ−λi(z))y dy

][b,∞)

= −
∞∫
b

e(λ−λi(z))y dy =
e(λ−λi(z))b

λ− λi(z)
.

Отсюда выводим

E(zηeλSη) = R+(z, λ)
[
R−1

+ (z, λ)
][b,∞)

=
Λ(z, λ)

P (λ)

k∑
i=1

ci(z)e
(λ−λi(z))b

λ− λi(z)
.

Положим
Mi(z, λ) =

Λ(z, λ)

λ− λi(z)
=

∏
j=1,...,k, j ̸=i

(λ− λj(z)),

тогда

E eλχ = lim
z→1

E(zηeλ(Sη−b)) = h(λ) :=
1

P (λ)

k∑
i=1

ciMi(λ) e
−λib, (5)

где
λi = lim

z→1
λi(z), Mi(λ) = lim

z→1
Mi(z, λ), i = 1, . . . , k.

Для нахождения Eχ остаётся найти производную правой части (5) в нуле.
Таким образом, приходим к следующему утверждению.
Теорема 2. Пусть EY1 > 0, выполнено условие (3) и все нули λ2(z), . . . , λk(z) функции

1− zφ(λ) являются простыми для z, близких к единице. Тогда

Eχ = h′(0) и EN =
d (b+ h′(0))

m
− h′(0)

k2
.

Функция h определена в (5).
Замечания. 1. Точные формулы для чисел λ1, . . . , λn, как правило, бывают недоступны,

однако методами последовательных приближений их значения могут быть локализованы с
какой угодно точностью.

2. Если среди нулей функции 1− zφ(λ) окажутся кратные, то схема доказательства тео-
ремы 2 остаётся прежней, только после разложения функции P (λ)/Λ(z, λ) на простые дроби
придётся дополнительно вычислять выражения вида[

1

(λ− λi(z))j

][b,∞)

, j ⩾ 2.

Покажем, как это можно сделать. Если |u| > |λ|, то

1

(λ− u)j
=

(−1)j−1

(j − 1)!

(
1

λ− u

)(j−1)

(здесь имеется в виду производная порядка j − 1)

=
(−1)j

(j − 1)!

(
1

u

∞∑
i=0

λi

ui

)(j−1)

=
(−1)j

(j − 1)!

1

u

∞∑
i=j−1

i(i− 1) . . . (i− j + 2)λi−j+1

ui

=
(−1)j

u

∞∑
i=j−1

Cj−1
i λi−j+1

ui
=

(−1)j

u

∞∑
k=0

Cj−1
k+j−1λ

k

uk+j−1
=

(−1)j

uj

∞∑
k=0

Cj−1
k+j−1λ

k

uk
,
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т. е. для достаточно малых значений |λ|

[
1

(λ− λi(z))j

][b,∞)

=
(−1)j

λj
i (z)

∞∑
k=b

Cj−1
k+j−1λ

k

λk
i (z)

.

Разумеется, наличие кратных нулей несколько усложнит вид функции E eλχ.
3. Пусть ρ = min{Reλi, i ⩾ 2}. Выделим в правой части (5) первое слагаемое и напомним,

что λ1 = 0. Тогда, очевидно, в условиях теоремы 2 имеет место при b → ∞

Eχ =

(
c1M1(λ)

P (λ)

)′∣∣∣∣
λ=0

+O
(
e−ρb

)
. (6)

4. Из представления (5) для E eλχ нетрудно найти точное выражение для плотности рас-
пределения величины перескока χ. Для этого нужно разложить функцию Mi(λ)/P (λ) при
каждом i на простые дроби и подставить полученные выражения в правую часть (5). Тем
самым получим линейную комбинацию простых дробей, которые, в свою очередь, являются
преобразованиями Лапласа известных функций.

Точные формулы для распределения χ при рассмотрении целочисленного случайного
блуждания {Sn} найдены в [4].

3. ОЦЕНКА СВЕРХУ И АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ДЛЯ EN

Для получения оценки сверху для EN требуются двусторонние оценки для Eχ. Оценка
сверху хорошо известна из [5]: равномерно по всем b ⩾ 0

Eχ ⩽
E(Y +

1 )2

m
,

где обозначено Y +
1 = max(0, Y1). К сожалению, не удаётся получить хорошую оценку снизу

для Eχ, поэтому последнее слагаемое в правой части (1) приходится оценивать нулём. В итоге
получаем

Следствие 2. Пусть EY1 > 0 и E
(
Y +
1

)2
< ∞. Тогда

EN ⩽
d
(
b+E(Y +

1 )2/m
)

m
.

Далее будем предполагать, что распределение τ
(1)
2 абсолютно непрерывно, что влечёт

также наличие плотности у случайной величины Y1.
Введём случайную величину χ+ = χ(0), называемую обычно лестничной высотой. Изве-

стен следующий результат (см., например, [6, гл. 3.9]).

Теорема 3. Пусть EY1 > 0 и E
(
Y +
1

)2
< ∞, тогда

ESη = b+
Eχ2

+

2Eχ+
+ o(1), b → ∞. (7)

Как следует из (6), в условиях теоремы 2 остаточный член o(1) в (7) убывает экспонен-
циально быстро при b → ∞.

Подставляя соотношение (7) в (1), получаем
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Следствие 3. В условиях теоремы 3

EN =
d(b+Eχ2

+/2Eχ+)

m
−

Eχ2
+

2k2Eχ+
+ o(1), b → ∞.

Как уже отмечалось, если случайная величина τ
(1)
2 имеет показательное распределение

с параметром α, то χ+ также имеет показательное распределение, в соответствии с которым
Eχ+ = k2α

−1, Eχ2
+ = 2k22α

−2. В общем случае вычисление моментов лестничной высоты χ+

сопряжено с весьма сложными вычислениями (см. [7, 8]). В то же время отметим, что для
практических целей достаточно просто и с большой точностью можно оценить Eχ+ и Eχ2

+

методом статистического моделирования.
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Описывается способ определения плотности теплового потока на поверхности тонкой
фольги, недоступной для тепловизионных измерений по данным тепловизионной съём-
ки другой стороны фольги, доступной для измерений. Математически задача сводится
к решению задачи Коши для эллиптического уравнения, которая является некорректной.
Задача решается с использованием сглаживания шума в исходном поле температуры и
правильном ограничении на количество членов разложения в рядах Фурье. По результа-
там измерений плотность теплового потока достигает максимума в области контактной
линии и соcтавляет 4200 Вт/м2.

Ключевые слова: некорректная задача, задача Коши, уравнение теплопроводности,
плотность теплового потока, контактная линия.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе изучается испарение жидкости в пузырь, лежащий на верхней стенке контейнера,
заполненного жидкостью. Сама верхняя стенка представляет из себя лист тонкой фольги,
покрытой чёрной краской для определения температуры тепловизором. В качестве рабочей
жидкости использовался неполярный хладоген FC-72 с температурой кипения 56 ◦C.

Задача об определении интенсивности испарения и плотности теплового потока в нагре-
ваемой жидкости в области трёхфазной контактной линии активно исследуется в связи с важ-
ными практическими приложениями в энергетике, медицине, химической, фармацевтической
и пищевой промышленности [1–3]. Как теоретические, так и экспериментальные исследова-
ния подтверждают, что интенсивность теплообмена в области контактной линии может быть
более чем на порядок выше средней и вызывает локальный минимум температуры на твёр-
дой стенке. Однако прямых измерений плотности теплового потока в области микрорегиона
произвести пока не представляется возможным. Длина микрорегиона, т. е. переходной обла-
сти между сухой поверхностью или сверхтонкой плёнкой и относительно толстой плёнкой, по
разным оценкам составляет от 0.5 до 10–20µм. Поэтому используются различные косвенные
методы и численные процедуры.

Задача об испарении жидкости в пузырь и нахождении распределения температуры под
ним решалась во многих работах как при кипении [4–7], так и при введении пузырей газа [8, 9],

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 19-19-00695П).
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но во всех этих постановках пузыри быстро росли, испарялись на нижней подложке и впослед-
ствии отрывались от неё, т. е. были нестационарными. В работе [10] получено распределение
температуры и расчёт плотности теплового потока при ударе пузыря воздуха, поднимающе-
гося в воде, о верхнюю нагреваемую стенку, однако в такой постановке пузыри были тоже
нестационарными и быстро меняли своё местоположение.

Особенность нашей постановки задачи состоит в том, чтобы на верхней стенке контейнера
закрепить пузырь, в который будет происходить испарение, причём при слабом перегреве или
при отсутствии насыщенного пара в пузыре испарение будет происходить медленно, а сам пу-
зырь будет находиться на месте. Это приводит к медленному изменению температуры стенки
и изменению размеров пузыря. Как следствие, это позволяет точнее рассчитать распределение
температуры и плотности теплового потока на стороне фольги, содержащей пузырь [11, 12].

Для изучения процессов, протекающих в районе «твёрдое тело-жидкость-пар», перспек-
тивным является метод нагретой тонкой фольги (см., например, [13–16]). В этом случае ма-
тематически в стационарном случае задача сводится к решению задачи Коши для эллиптиче-
ского уравнения.

Задача Коши для эллиптического уравнения является старейшей некорректной задачей.
Некорректность данной задачи заключается в том, что её решение существует, единственно,
но неустойчиво, т. е. малым вариациям в данных Коши могут отвечать сколь угодно боль-
шие вариации решения. Первым это показал Ж. Адамар [17, 18], заявив, что такие задачи
решать нельзя. Тем не менее задачи такого типа постоянно возникали в приложениях, и тре-
бовалось находить их решение. Условную устойчивость решения задачи Коши для уравнения
Лапласа в двумерном случае доказал Т. Карлеман [19]. Прорывной идеей оказалось предпо-
ложение, что решение задачи Коши является ограниченным, это предположение позволило
доказать условную устойчивость решения, т. е. устойчивость решения в предположении, что
оно является ограниченным. Исследование условной устойчивости данной задачи можно найти
в работах [20–22]. Первые результаты, относящиеся к построению алгоритма решения зада-
чи Коши для уравнения Лапласа, опубликованы в 1955 году одновременно в работах [23, 24].
В 1956 г. был предложен метод для решения плоской задачи в классе ограниченных функций
(на основе формулы Карлемана), а для пространственной задачи получены оценки, характе-
ризующие её устойчивость в классе ограниченных решений [25]. Далее учениками и последова-
телями М.М. Лаврентьева и А.Н. Тихонова было предложено большое количество различных
методов решения данной задачи. Это итерационные методы в различных вариантах и моди-
фикациях [26–33], метод квазиобращения [34–38], регуляризации [39–46], Бекуса — Гильбер-
та [47, 48], итеративной регуляризации Манна [49], регуляризации производной четвёртого по-
рядка [50, 51], метод Фурье [52, 53], метод вейвлетов [54, 55], Level-Set метод [56], расширяющих-
ся компактов [57], сопряжённого оператора [58], конечно-разностные методы решения [59–61].
В работе [62] приведён современный и подробный обзор теоретических и численных результа-
тов для некорректных задач Коши для уравнений в частных производных.

Как видим, методов решения огромное количество, тем не менее эффективность их при-
менения либо доказывалась теоретически, либо задача решалась на симулированных данных.
В научной печати практически отсутствуют работы по решению задачи Коши для эллиптиче-
ского уравнения на реальных данных. В этой связи можем отметить работы [58, 63–66], в ко-
торых был предложен и развит модифицированный метод нагретой тонкой фольги для изуче-
ния контактной линии «твёрдое тело-жидкость-пар». В основе численной реализации лежит
решение задачи Коши для эллиптического уравнения методом сопряжённого оператора [58];
обрабатывались многочисленные данные, полученные в ходе лабораторных экспериментов.

В данной работе при выборе метода решения задачи Коши для эллиптического уравнения,
которая является некорректно поставленной, мы руководствовались соображением, что нам
необходим численный метод, который позволил бы в полной мере учесть специфику постав-
ленной задачи. Во-первых, нам необходимо знать не всё решение в области, а только значение
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потока тепла на части границы области, недоступной для измерений. Во-вторых, геометрия
области является достаточно простой. В-третьих, численный метод должен быть достаточно
прост в реализации и должен позволять обрабатывать достаточно большое количество од-
нотипных данных, получаемых в ходе лабораторных экспериментов. Здесь мы обратились
к опыту работ [58, 63–66].

1. ФИЗИЧЕСКИЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Для решения поставленной задачи была создана установка, представленная на рис. 1. Кю-
вета сделана из термостойкого пластика, а верхняя стенка представляет собой лист стальной
фольги, толщиной 50µм, покрытый тонким слоем чёрной матовой краски, что позволяет по-
высить коэффициент черноты в инфракрасном диапазоне почти до 1. Кювета заполняется до
верхней стенки неполярным хладогеном FC-72 с температурой кипения 56 ◦С, теплотой паро-
образования 88 кДж/кг, плотностью 1680 кг/м3, теплопроводностью 0.057Вт/(м·К), теплоём-
костью 1100Дж/(кг·К) [67]. Внизу кюветы имеется игла, которая подключена к шприцевому
насосу, чтобы медленно вводить пузырь необходимого объёма.

Рис. 1. Устройство установки:
(a) готовый стенд; (b) схема экспериментальной установки:

1 — тепловизор Titanium 570 M; 2 — источник питания; 3 — фольга 50µм; 4 — шприц для
создания пузыря; 5 — пузырь; 6 — подача жидкости; 7 — подача газа

После отрыва от иглы пузырь попадает на фольгу, и в него происходит испаре-
ние жидкости за счёт ненасыщенного пара в пузыре и нагревания электрическим током
(0.266 В; 6.52 А; 1.734 Вт, что соответствует 723 Вт/м2). Внешняя сторона фольги снимается
тепловизором Titanium 570 M с разрешением 640× 512 пикселей, физическое разрешение кар-
тинки 0.1 мм/пикс. После того, как пузырь перестаёт двигаться и несколько секунд остаётся
на одном месте, тепловизор снимает температуру внешней стороны фольги, и эта картинка
впоследствии обрабатывается.

Кроме изучения пузыря наклонная подставка позволяет повернуть стенд на 5◦ относи-
тельно любой из осей и изучать плотность теплового потока в протяжённом мениске жидко-
сти.
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2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД ЕЁ РЕШЕНИЯ

Стационарный процесс распространения тепла в фольге описывается уравнением

div
(
λ∇τ

)
= −qV , (x, y, z) ∈ V ≡

{
(0, A)× (0, B)× (0, h)

}
. (1)

Здесь λ — коэффициент теплопроводности, qV — плотность объёмных источников тепла, h ≪ A
и h ≪ B, поскольку фольга считается тонкой.

На доступной части границы измеряется температура

τ |z=h = τ0(x, y). (2)

Также считаем, что на этой поверхности конвективный тепловой поток определяется законом
Ньютона — Рихмана

λτz|z=h = −ατ |z=h. (3)

Боковые стенки фольги теплоизолированы:

λτx|x=0 = 0, λτx|x=A = 0, λτy|y=0 = 0, λτy|y=B = 0. (4)

Здесь τ(x, y, z) = T (x, y, z) − Ta, τ0(x, y) = T0(x, y) − Ta, T — температура, Ta — известная
температура окружающей среды; qV , λ и α считаются известными постоянными.

Постановка задачи (1)–(4) является задачей Коши для эллиптического уравнения.
Необходимо вычислить значение функции q(x, y) = −λ, τz|z=0.
Применим метод сопряжённого оператора [58]. Рассмотрим постановку сопряжённой за-

дачи

div
(
λ∇v

)
= 0, (x, y, z) ∈ V, (5)

λvx|x=0 = 0, λvx|x=A = 0, λvy|y=0 = 0, λvy|y=B = 0, (6)

(λvz + α v)|z=h = ηkn(x, y), λvz|z=0 = 0, (7)

где функции ηkn(x, y) будут определены позже, т. е. решение данной задачи (5)–(7) есть функ-
ция vkn(x, y, z).

Проинтегрируем тождество∫∫∫
V

[vkn
(
div(λ∇τ

)
+ qV )− udiv(λ∇vkn)] dV ≡ 0,

откуда получим равенство

A∫
0

B∫
0

vkn(x, y, 0)q(x, y) dxdy = qV

A∫
0

B∫
0

h∫
0

vkn(x, y, z) dxdydz

+

A∫
0

B∫
0

τ0(x, y)ηnk(x, y) dxdy, k, n = 0, 1, 2, . . . . (8)

Зная функцию vkn(x, y, z) для различных k и n, для определения функции q(x, y) из выра-
жений (8) приходим к задаче типа проблемы моментов: для различных параметров k и n,
k, n = 0, 1, 2, . . . , выполняются равенства (8) и требуется определить функцию q(x, y).



Определение плотности теплового потока в области контактной линии при испарении жидкости . . . 99

Выберем функции ηkn(x, y) так, чтобы они были базисными на прямоугольнике [0, A] ×
[0, B]. Простота геометрии области V и выбор функций ηkn(x, y) в виде

ηkn(x, y) = cos

(
πk

A
x

)
cos

(
πn

B
y

)
, k, n = 0, 1, 2, . . . ,

позволяет не решать задачу (8). При таком выборе функций ηnk(x, y) задача (5)–(7) имеет
решение

vkn(x, y, z) =


eν(z−h) + e−ν(z+h)

(λν + α)− (λν − α)e−2νh
cos

(
πk

A
x

)
cos

(
πn

B
y

)
, k + n ̸= 0,

1/α, k = n = 0,

(9)

где ν =
√
(πk/A)2 + (πn/B)2. Пусть µ = λν/α. Подставим (9) в (8), тогда получим

q̂kn =


α

2
eνh τ̂0,kn[(µ+ 1)− (µ− 1)e−2νh], k + n ̸= 0,

ατ̂0,00 − qV h, k = n = 0,
(10)

где q̂kn и τ̂0,kn являются коэффициентами рядов Фурье для функций q(x, y) и τ0(x, y) соответ-
ственно. И, следовательно,

q(x, y) =
1

4
q̂00 +

1

2

∞∑
k=1

q̂k0 cos

(
πk

A
x

)

+
1

2

∞∑
n=1

q̂0n cos

(
πn

B
y

)
+

∞∑
k,n=1

q̂kn cos

(
πk

A
x

)
cos

(
πn

B
y

)
. (11)

Нетрудно видеть, что неустойчивость решения задачи Коши (1)–(4) проявляется в нали-
чии множителя eνh в выражении (10). Если функция τ0(x, y) известна с ошибкой, следова-
тельно, значения τ̂0,kl также известны с ошибкой. Таким образом, с ростом ν растёт ошибка
при вычислении q̂kl и, следовательно, q(x, y). Для получения удовлетворительных результатов
суммирования таких рядов требуется привлечение результатов работы [68].

3. ВЫЧИСЛЕНИЯ ВЕЛИЧИНЫ ПЛОТНОСТИ ТЕПЛОВОГО ПОТОКА q(x, y)
НА ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ, НЕДОСТУПНОЙ ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЙ

3.1. Предварительная обработка данных
На полученной с тепловизора термограмме T0(x, y) имеются «битые» пиксели, а также на

точность измерений влияют возможные небольшие пылинки на фольге и ошибки измерений
самой матрицы (см. рис. 2(a)). Эти погрешности могут существенно влиять на суммирование
ряда Фурье, а это, в свою очередь, значительно влияет на ошибку определения плотности теп-
лового потока q(x, y) на нижней стороне фольги. Поэтому следует провести предварительную
подготовку данных, которая проводится в два этапа:

1. Очищение данных от «битых» пикселей. С помощью фильтра Лапласа [69] определяют-
ся точки, температура в которых существенно отличается от соседних, значение температуры
в этих точках изменяется на средние значения температуры в соседних точках без аномалий.

2. Избавление от теплового шума матрицы. Сглаживание данных осуществлялось сколь-
зящим средним по 25 точкам, крайние значения вычислялись по девяти и трём точкам соот-
ветственно.

Таким образом, были получены сглаженные данные T̃0(xk, yn) (рис. 2(b)), которые далее
использовались для нахождения значения плотности теплового потока q(x, y) по алгоритму,
представленному в разд. 2.
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Рис. 2. Распределение температуры:
(a) исходные данные с тепловизора; (b) данные после обработки

3.2. Суммирование ряда (11)

Согласно результатам работы [68] требуется оборвать суммирование ряда на каких-то но-
мерах K и N . Выбор этих значений осуществляется с помощью итерационной процедуры при
каждом решении задачи. При обработке большого объёма данных лабораторных эксперимен-
тов итерационный выбор данных параметров для получения величины плотности теплового
потока q(x, t) является достаточно времязатратной процедурой.

Воспользуемся свойством метода нагретой тонкой фольги, конкретно тем, что фольга
является очень тонкой. Это означает, что измерения температуры на поверхностях {z = h}
и {z = 0} мало друг от друга отличаются. Также примем во внимание, что при проведе-
нии серии лабораторных экспериментов ошибки для каждого отдельного измерения данных
являются однотипными.

Из приведённых выражений нетрудно получить

τ̂kn(0) =
1

2µ
eνh τ̂0,kn[(µ+ 1) + (µ− 1)e−2νh] (12)

и вычислить ряд

τ(x, y, 0) =
1

4
τ̂00(0) +

1

2

K∑
k=1

τ̂k0(0) cos

(
πk

A
x

)
+

1

2

N∑
n=1

τ̂0n(0) cos

(
πn

B
y

)

+
K∑
k=1

N∑
n=1

τ̂kn(0) cos

(
πk

A
x

)
cos

(
πn

B
y

)
. (13)

В выражении (12) также присутствует растущий множитель eνh, и, следовательно, сумми-
рование ряда нужно оборвать на каких-то значениях номеров K и N . Выбираем некоторые зна-
чения K0 и N0, вычисляем τ(x, y, 0) и сравниваем с измеренными данными τ(x, y, h) = τ0(x, y),
постепенно увеличивая значения K и N . Увеличение данных параметров проводим до тех
пор, пока вычисленная функция τ(x, y, 0) не станет мало отличаться от измеренной функции
τ0(x, y). Дальнейшее увеличение K и N приведёт к тому, что присутствие растущего мно-
жителя eνh станет причиной вычисления τ(x, y, 0) с большими ошибками и росту разницы
τ(x, y, h)− τ0(x, y).

Таким образом, зафиксировав выбранные значения K и N , когда разница τ(x, y, h) −
τ0(x, y) наименьшая, далее для обработки остальных результатов лабораторных экспериментов
используем только эти значения.
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Для контроля правильности наших расчётов может быть использовано следующее равен-
ство:

A∫
0

B∫
0

q(x, y) dxdy + qV ABh− α

A∫
0

B∫
0

τ0(x, y) dxdy = 0, (14)

которое является результатом интегрирования равенства (1). Если вычисление функции q(x, y)
при помощи суммирования конечного ряда (11) является удовлетворительным, тогда равен-
ство (14) будет удовлетворяться с хорошей точностью.

3.3. Результаты вычислений величины плотности теплового потока

С помощью метода решения задачи Коши получена плотность теплового потока на сто-
роне фольги, содержащей пузырь (рис. 3).

Рис. 3. Результаты расчётов:
(a) распределение плотности теплового потока на поверхности фольги

в месте касания пузыря; вблизи контактной линии «газ-жидкость-твёрдое тело»
значительно возрастает плотность теплового потока;

вертикальной красной линией отмечен срез плотности
теплового потока, показанный на рис. (b)

Максимальная достоверность полученных данных оказалась при K = 19, N = 15. Резуль-
таты расчётов показывают интенсификацию плотности теплового потока вблизи контактной
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линии «газ-жидкость-твёрдое тело». В отличие от капли, лежащей на поверхности, пар в пу-
зыре перегревается за счёт малой теплоёмкости, и на границе «твёрдое тело-пар» плотность
теплового потока уменьшается, а на границе «жидкость-пар» увеличивается. При этом мак-
симальная плотность теплового потока наблюдается вблизи контактной линии. Он в два-три
раза превышает интенсивность охлаждения на поверхности «жидкость-твёрдое тело» и «газ-
твёрдое тело». Это говорит о том, что испарение жидкости максимально именно вблизи кон-
тактной линии, что согласуется с предыдущими работами, в которых изучалось испарение
капель [63–66].

В ходе второй серии экспериментов установка была наклонена на 1◦ относительно оси x.
Проведены эксперименты с испарением жидкости в протяжённый мениск. Из-за протяжённо-
сти межфазной границы задача практически сводится к одномерной. Полученные поля тем-
пературы поверхности фольги на внешней стороне представлены на рис. 4(a, b).

Рис. 4. Поле температуры и поток:
(a) поле температуры на внешней стороне фольги при испарении жидкости в мениск;

(b) усреднённая температура по координате y,
области контактной линии соответствует область вблизи координаты x = 10мм;

(c) распределение плотности теплового потока на поверхности фольги,
содержащей мениск по данным решения двумерной задачи;

(d) одномерная по усреднённому полю температура

В отличие от пузыря толщина жидкости вблизи контактной линии меняется слабо из-за
смачиваемости фольги FC-72, поэтому практически вся область мениска представляет из себя
тонкую плёнку. Однако резкий рост температуры происходит ещё в мениске при x = 8мм. По-
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видимому, это связано с механизмом испарения тонкой плёнки. В области до x = 8мм толщина
жидкости позволяет преодолеть силы вязкого трения и восполнить испарившуюся жидкость
при относительно низком градиенте температур, а в области от 8 до 10 мм такого градиента
уже недостаточно из-за преобладания вязких сил в тонком слое, и градиент температуры
заметно повышается. Это приводит к увеличению интенсивности испарения и локальному
повышению плотности теплового потока.

Как видно из распределения температуры, задача действительно практически одномер-
ная, контактной линии соответствует область вблизи координаты x = 10мм. И можно посчи-
тать поток по разработанному методу, но уже для одномерной задачи (рис. 4(c, d)). Максималь-
ная достоверность получается для одномерной задачи и при K = 10, N = 3 — для двумерной
задачи. В отличие от испарения в пузырь практически вся область жидкости является тонкой
плёнкой, поэтому в ней поддерживается плотность теплового потока на уровне 3800 Вт/м2.
Из-за протяжённости контактной линии характерный пик плотности теплового потока разма-
зан по пространству. Значение максимальной плотности теплового потока равно 4200 Вт/м2,
и оно совпадает с максимальным значением при испарением в пузырь. Пар практически не
охлаждает фольгу, и сам нагревается за счёт малой теплоёмкости. Кроме того, вблизи кон-
тактной линии наблюдается большой градиент температуры, и, как следствие, тепло пере-
текает по объёму самого нагревателя за счёт большой теплопроводности стальной фольги,
поэтому вблизи контактной линии при x = 10мм плотность теплового потока, нормальная
к поверхности фольги, падает. Это значит, что жидкость в этой области интенсивно отдаёт
тепло перегретому пару, а не нагревателю.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

По результатам работы получено распределение плотности теплового потока при испа-
рении жидкости в стационарный пузырь, находящийся на верхней стенке сосуда, и в мениск.
Причём для определения плотности теплового потока использовался метод решения задачи
Коши для уравнения теплопроводности (см. [58, 63–66]). Показано, что метод можно использо-
вать для определения плотности теплового потока на стороне фольги, обратной той, с которой
снимается термограмма, но перед использованием метода необходимо очистить изображение
от нефизических значений: битые пиксели и загрязнения на краске, тепловой шум на камере,
поскольку они вносят существенную ошибку при дальнейшем расчёте плотности теплового
потока, что является следствием некрректности задачи Коши для эллиптического уравнения.

При испарении жидкости в пузырь наблюдается сильный нагрев пузыря за счёт малой
теплоёмкости и интенсивное испарение жидкости вблизи контактной линии, которое влечёт
увеличение плотности теплового потока при отведении от нагревателя в два-три раза по срав-
нению с остальным толстым слоем жидкости. При испарении жидкости в мениск на стенке
образуется большая область с тонкой плёнкой жидкости, в которой происходит интенсивное
испарение, однако непосредственно вблизи контактной линии плотность теплового потока при
отведении от нагревателя уменьшается. Это связано как с большим градиентом температур
и большими значениями плотности теплового потока в самой фольге в этой области, так и с ис-
парением жидкости непосредственно в перегретый пар без отвода тепла от нагревателя.
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Abstract. The article describes a method for determining the heat flux density on the surface of
a thin foil that is inaccessible for thermal imaging measurements according to thermal imaging
data from the other side of the foil available for measurements. Mathematically, the problem is
reduced to solving the Cauchy problem for an elliptic equation, which is ill-posed. The problem is
solved using noise smoothing in the initial temperature field and the correct limit on the number
of expansion terms in the Fourier series. According to the measurement results, the heat flux
density reaches its maximum in the area of the contact line and amounts to 4200 W/m2.
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мальное управление, применение которого приводит к отличию значений минимизируемо-
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ВВЕДЕНИЕ
Задачи оптимального слежения относятся к числу традиционных задач как теории, так

и практики автоматического управления [1, 2]. Такие задачи возникают при управлении ма-
неврированием движущихся объектов, при управлении сменой режимов технологических про-
цессов, при прецизионном слежении антенной радиолокатора за летательными аппаратами
(см., например, [3]). Наличие переменных состояния, изменяющихся с разными скоростями,
приводит к необходимости рассмотрения динамических моделей с сингулярными возмущени-
ями. Исследованию различных задач управления с сингулярными возмущениями посвящено
значительное число публикаций (см. обзоры [4–6]). При этом в большинстве работ (см., на-
пример, [4, 5]) применяется метод пограничных функций Васильевой, это относится и к по-
следним публикациям в этой области (см. обзор [7] и оригинальные статьи [8, 9]). Наряду
с методом пограничных функций для исследования таких задач успешно применяются метод
усреднения, аппроксимация Паде [10], метод интегральных многообразий [11–14] и метод де-
композиции [14, 15]. При этом автору известна только одна публикация, посвящённая анализу
сингулярно возмущённой задачи слежения (не оптимального) [16], в которой рассматривает-
ся очень узкий специальный класс таких задач, а исследование основывается на применении
метода декомпозиции [14], который авторы называют методом Соболева.

Рассмотрим управляемую систему вида

εẋ = Ax+Bu. (1)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 21-11-00202).
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Здесь A = A(t, ε), B = B(t, ε), x ∈ Rn+m, u ∈ Rr, t ∈ [0, tf ], ε — положительный малый
параметр. Эталонное движение задаётся в явном виде η = η(t).

Функционал качества имеет вид

J =
1

2

tf∫
0

[eT (t)Qe(t) + uT (t)Ru(t)] dt,

где e(t) = x(t) − η(t), Q = Q(t) = QT (t) ⩾ 0, R = R(t) = RT (t) > 0. Пусть матричные и
векторные функции, входящие в (1) и функционал качества, могут быть записаны в блочной
форме следующим образом:

A =

(
εA1 εA2

A3 A4

)
, Q =

(
Q1 Q2

QT
2 Q3

)
, B =

(
εB1

B2

)
, x =

(
x1
x2

)
, η =

(
η1
η2

)
,

где A1, Q1 — (m×m)-матрицы, A2, Q2 — (m× n)-матрицы, A3 — (n×m)-матрица, A4, Q3 —
(n× n)-матрицы, B1 — (m× r)-матрица, B2 — (n× r)-матрица, а R — (r × r)-матрица; x1, x2
и η1, η2 — векторы размерностей m, n соответственно. Предполагается, что все матричные бло-
ки зависят только от t и векторы η1, η2 достаточное число раз непрерывно дифференцируемы
на отрезке [0, tf ].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для линейной нестационарной системы (1) рассматривается задача нахождения управля-
ющего воздействия u, которое минимизирует функционал качества J . Известно (см., напри-
мер, [2, 17]), что решение рассматриваемой задачи при точных измерениях координат вектора x
и отсутствии ограничений на управление даётся следующим выражением для оптимального
управления:

uopt = −ε−1R−1BT (Px− ζ),

здесь P — решение матричного дифференциального уравнения Риккати

Ṗ + ε−1PA+ ε−1ATP − ε−2PBR−1BTP +Q = 0, P (tf ) = 0, (2)

а ζ — решение линейной дифференциальной системы

ζ̇ = −ε−1(A− SP )T ζ −Qη = 0, ζ(tf ) = 0. (3)

Представим P и ζ в следующем виде:

P =

(
P1 εP2

εP T
2 εP3

)
, ζ =

(
ζ1
εζ2

)
.

Тогда для матриц P1, P2, P3 получается нелинейная система матричных уравнений вида

Ṗ1 = F1(P1, P2, t, ε),

εṖ2 = F2(P1, P2, P3, t, ε),

εṖ3 = F3(P2, P3, t, ε),

где

S1 = B1R
−1BT

1 , S2 = B1R
−1BT

2 , S3 = B2R
−1BT

2 ,

F1 = −P1A1 −AT
1 P1 − P2A3 −AT

3 P
T
2 + P1S1P1 + P1S2P

T
2 + P2S

T
2 P1 + P2S3P

T
2 −Q1,

F2 = −P1A2 − P2A4 − εAT
1 P2 −AT

3 P3 + P1S2P3 + P2S3P3 + ε
(
P1S1P2 + P2S

T
2 P2

)
−Q2,

F3 = −P3A4 −AT
4 P3 + P3S3P3 + ε

(
− P T

2 A2 −AT
2 P2 + εP T

2 S1P2 + P T
2 S2P3 + P3S

T
2 P2

)
−Q3
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с граничными условиями P1(tf ) = 0, P2(tf ) = 0, P3(tf ) = 0.
Для анализа этой сингулярно возмущённой системы матричных дифференциальных урав-

нений применяется метод декомпозиции, в основе которого лежит техника интегральных мно-
гообразий быстрых и медленных движений. Этот метод позволяет редуцировать данную си-
стему к одному матричному дифференциальному уравнению для блока, соответствующего
блоку медленных переменных P1 в уравнении Риккати.

Векторы ζ1 и ζ2 удовлетворяют линейной дифференциальной системе

ζ̇1 = −(A1 − S1P1)
T ζ1 −

(
A3 − ST

2 P1 − S3P
T
2

)T
ζ2 −Q1η1 −Q2η2, (4)

εζ̇2 = −(A2 − εS1P2 − S2P3)
T ζ1 −

(
A4 − εST

2 P2 − S3P3

)T
ζ2 −QT

2 η1 −Q3η2 (5)

с граничными условиями ζ1(tf ) = 0, ζ2(tf ) = 0.

2. АНАЛИЗ МАТРИЧНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
РИККАТИ

Уравнения системы матричных дифференциальных уравнений Риккати не зависят от ζ,
поэтому можно анализ начать с этой системы, следуя [14, 15]. Эта система имеет медленное ин-
тегральное многообразие, которое может быть найдено в виде разложений по степеням малого
параметра [14, 15, 18] в виде

P2 = L(P1, t) + εL1(P1, t) + ε2 . . . ,

P3 = H(P1, t) + εH1(P1, t) + ε2 . . . .

Положив ε = 0, получим следующущие соотношения для определения матричных функ-
ций L(P1, t) и H(P1, t):

0 = −P1A2 − LA4 −AT
3 H + P1S2H + LS3H −Q2,

0 = HTS3H −HA4 −AT
4 H −Q3.

Второе уравнение представляет собой матричное уравнение Лурье (в англоязычной литера-
туре применяется термин алгебраическое матричное уравнение Риккати), решение которо-
го H = M(t) представляет собой положительно определённую матрицу, если тройка матриц
(Q3, A4, B2) стабилизируема и полностью наблюдаема при всех t ∈ [0, 1], где Q

T
3 Q3 = Q3

(см., например, [13]). Напомним, что в этом случае матрица D = A4 −S3M является гурвице-
вой при всех t ∈ [0, tf ]. Теперь можно подставить H = M(t) в первое уравнение и найти

L = −
(
P1A2 +AT

3 M +Q2 − P1S2M
)
D−1.

Матричные функции L1 и H1 определяются из уравнений инвариантности, которые в рассмат-
риваемом случае c учётом равенства

Ṗ1 = F 1 = F1(P1, L(P1, t) + εL1(P1, t) + ε2, . . . , t, ε)

принимают вид

ε

[
∂

∂t
(L(P1, t) + εL1(P1, t) + ε2, . . . ) +

∂

∂P1
(L(P1, t) + εL1(P1, t) + ε2, . . . )F 1

]
= F2(P1, L+ εL1(P1, t) + ε2, . . . ,H +H1 + ε2, . . . , t, ε),
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ε

[
∂

∂t
(H(P1, t) + εH1(P1, t) + ε2 . . . ) +

∂

∂P1
(H(P1, t) + εH1(P1, t) + ε2, . . . )F 1

]
= F3(L+ εL1(P1, t) + ε2, . . . ,H(P1, t) + εH1 + ε2, . . . , t, ε).

Приравнивая коэффициенты при первой степени малого параметра, получаем линейные
относительно неизвестных матричных функций L1 и H1 соотношения

F 1(P1, L, t, 0)(−A2 + S2M)D−1 +
∂L

∂t
= −L1A4 −AT

1 L

−AT
3 H1 + P1S1L+ P1S2H1 + LST

2 L+ LS3H1 + L1S3M,

Ṁ = −LTA2 −AT
2 L−AT

4 H1 + LTS2M +MST
2 L+H1S3M +MS3H1,

из второго соотношения находим сначала H1, подставляем найденное выражение в первое
уравнение и находим L1. При необходимости аналогичным образом из соответствующих ли-
нейных уравнений находятся L2, H2, . . . .

Движение по медленному интегральному многообразию описывается матричным диффе-
ренциальным уравнением

Ṗ1 = −P1(A1 − S2L
T )−

(
AT

1 − LST
2

)
P1 − LA3 −AT

3 L
T + P1S1P1 −Q1

+ ε
(
P1S2L

T
1 + L1S

T
2 P1 − L1A3 −AT

3 L
T
1 + L1S

T
2 + LS3L

T
1

)
+ ε2 . . . . (6)

Заметим, что при ε = 0 это уравнение является матричным дифференциальным уравне-
нием Риккати

Ṗ1 = −P1Ã1 − ÃT
1 P1 + P1S1P1 −

(
Q1 − Q̃1 − Q̃T

1

)
,

где
Ã1 = A1 − S2L

T , Q̃1 = Q1 + LA3 +AT
3 L

T .

Чтобы исключить медленную матричную переменную P1 из быстрой подсистемы, вводят-
ся новые переменные Z2 и Z3 по формулам

P2 = Z2 + L+ εL1 + ε2 . . . , P3 = Z3 +M + εH1 + ε2 . . . .

В этом представлении функции Z2 и Z3 играют роль функций правого пограничного слоя,
а L+εL1 . . . и M +εH1 . . . соответствуют регулярным членам асимптотики представления ре-
шений [4]. Если ограничиться рассмотрением регулярной составляющей решений до порядка
O(ε) и правых пограничных функций Z2, Z3 до порядка O(1) включительно, то Z2 из уравне-
ния для P1 удалять не нужно. В противном случае можно использовать технику быстрых ин-
тегральных многообразий для удаления переменной Z2 с требуемой степенью точности [14, 15].

3. АНАЛИЗ ЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

Вернёмся к рассмотрению системы дифференциальных уравнений для ζ1 и ζ2. После ана-
лиза решений матричного дифференциального уравнения Риккати коэффициенты этой систе-
мы можно считать известными. Более того, как отмечалось выше, в рассматриваемых предпо-
ложениях матрица D является гурвицевой, и может сложиться впечатление, что для анализа
системы (4), (5) можно применить известную методику блочной диагонализации (см., напри-
мер, [13, 14]) соответствующей однородной системы. Однако при этом могут возникнуть два
препятствия, мешающие осуществить процедуру блочной диагонализации. Оба связаны с тем,
что матрица P3 представляет собой сумму матрицы M(t), главной части матрицы Z3 и слага-
емых, содержащих малый параметр в качестве множителя. Аргументом матрицы Z3 является
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(t − tf )/ε, что влечёт за собой проблемы, связанные с дифференцированием Z3 по t. Ска-
занное в равной степени относится и к матрице Z2. Второе препятствие связано с тем, что
матрица M + Z3 вырождается при t = tf . Если матрица A4 тоже вырожденная в этой точке,
то матрица D не будет иметь обратной при t = tf и процедура блочной диагонализации станет
нереализуемой. Можно предложить несколько способов преодоления этих препятствий. Пер-
вый из них — прямое применение метода пограничных функций Тихонова — Васильевой для
получения приближений решений. Учитывая то обстоятельство, что рассматриваемая диффе-
ренциальная система является линейной, такой подход представляется вполне естественным
и может быть эффективно реализован. В основе второго подхода лежит идея модификации
метода блочной диагонализации. Суть модификации состоит в следующем. Система (4), (5)
представляется в следующем виде:

ζ̇1 = −(A1 − S1P 1)
T ζ1 − (A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2 )

T ζ2 + f1, (7)

εζ̇2 = −(A2 − εS1P 2 − S2P 3)
T ζ1 − (A4 − εST

2 P 2 − S3P 3)
T ζ2 + f2. (8)

Здесь P 1, P 2, P 3 — регулярные компоненты матричных блоков, которые соответствуют реше-
нию, принадлежащему интегральному многообразию медленных движений, т. е. P 1 удовле-
творяет матричному дифференциальному уравнению (6):

P2 = L+ εL1 + ε2 . . . , P3 = M + εH1 + ε2 . . . ,

а функции f1, f2 задаются равенствами

f1 = εZ1S1ζ1 + (εZ1S2 + Z2S3)ζ2 −Q1η1 −Q2η2,

f2 =
(
εZT

2 S1 + Z3S
T
2

)
ζ1 +

(
εZT

2 S2 + Z3S3

)
ζ2 −QT

2 η1 −Q3η2,

в которых учтено, что матричный блок P1 представим в виде суммы P 1 и функции типа пра-
вого пограничного слоя εZ1, и рассматриваются как неоднородные члены линейной системы.
К соответствующей однородной системе

ζ̇1 = −(A1 − S1P 1)
T ζ1 −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
ζ2,

εζ̇2 = −(A2 − εS1P 2 − S2P 3)
T ζ1 −

(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T
ζ2

применим известный метод приведения к блочно-диагональной форме. Детальное изложение
можно найти, например, в [13, 15]. С этой целью сначала вводится новая быстрая переменная
y2 = ζ2 − Lζ1. Используемая этой формуле матричная функция L = L(t, ε) удовлетворяет
несимметричному матричному дифференциальному уравнению Риккати

εL̇+ εL[−(A1 − S1P 1)
T −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L]

= −(A2 − εS1P 2 − S2P 3)
T −

[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T ]
L,

из которого она может быть легко найдена в виде разложения по степеням малого параметра

L = L0(t) + εL1(t) + ε2 . . . ,

где
L0(t) = −[DT (t)]−1(A2 − S2M)T ,

L1(t) = −[DT (t)]−1
[
L̇0 + L0

(
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3L̄
T
)T

L0)

− LTS1 −H1S
T
2 − (ST

2 L+ S3H1

)T
L0

]
.
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Для переменных ζ1, y2 получаем систему

ζ̇1 = [−(A1 − S1P 1)
T −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L]ζ1 − (A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2 )

T y2, (9)

εẏ2 = −
[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T
+ εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
y2. (10)

На следующем шаге вводится новая медленная переменная y1 = ζ1 − εHy2. При этом
матричная функция H = H(t, ε) удовлетворяет линейному матричному дифференциальному
уравнению

εḢ +H
[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3)
T + εL(A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
= −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
,

из которого она может быть легко найдена в виде разложения по степеням малого параметра

H = H0(t) + εH1(t) + ε2 . . . ,

где
H0(t) = −

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
[DT (t)]−1.

В результате получаются две независимые подсистемы

ẏ1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L
]
y1,

εẏ2 = −
[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T
+ εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
y2.

Если применить преобразование y2 = ζ2 − Lζ1, y1 = ζ1 − εHy2 к неоднородной систе-
ме (7), (8), то получится дифференциальная система вида

ẏ1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L
]
y1 + f̃1, (11)

εẏ2 = −
[
(A4 − εST

2 P 2 − S3P 3)
T + εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
y2 + f̃2, (12)

где
f̃1 = (I + εHL)f1 −Hf2, f̃2 = f2 − εLf1.

Здесь I — единичная матрица.
Поскольку правые части уравнений (11), (12) разнотипны, имеет смысл представить пе-

ременные y1, y2 в виде сумм переменных v1, v2 и z1, z2, т. е. y1 = v1 + z1, y2 = v2 + z2. Для
этих переменных получаются уравнения

v̇1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L
]
v1 + g11, (13)

εv̇2 = −
[(
A4 − εST

2 P 2 − S3P 3

)T
+ εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
]v2 + g12, (14)

ż1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T
L
]
z1 + g21, (15)

εż2 = −
[
(A4 − εST

2 P 2 − S3P 3)
T + εL

(
A3 − ST

2 P 1 − S3P
T
2

)T ]
z2 + g22. (16)

Здесь

g11 =
[
HQT

2 − (I + εHL)Q1

]
η1 + [HQ3 − (I + εHL)Q2]η2,

g12 =
(
εLQ1 −QT

2

)
η1 + (εLQ2 −Q3)η2,

g21 = [εZ1S1 + (εZ1S2 + Z2S3)L](v1 + z1) + [ε2Z1S1H + (εZ1S2 + Z2S3)(I + εLH)](v2 + z2),

g22 =
[
εZT

2 S1 + Z3Z
T
2 +

(
εZT

2 S2 + Z3Z3

)]
(v1 + z1)

+
[
ε
(
εZT

2 S1 + Z3S
T
2

)
H + (εZ2S2 + Z3S3)(I + εHL)

]
(v2 + z2).
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Вектор v1 может быть найден с любой степенью точности как решение независимого ли-
нейного дифференциального уравнения (13). Ещё проще ситуация с вектором v2, который
может быть найден из независимого линейного дифференциального уравнения (14) при по-
мощи только алгебраических операций. После того, как найдены v1 и v2, линейные уравне-
ния (15), (16) можно рассматривать как независимые и находить векторы z1 и z2 с любой
степенью точности.

Таким образом, применение техники интегральных многообразий позволило осуществить
декомпозицию задачи построения оптимального управления (2), (3) на несколько независимых
подзадач, каждая из которых может быть решена с любой степенью точности по отношению
к степеням малого параметра.

4. ПОСТРОЕНИЕ СУБОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

При построении субоптимального управления ограничимся вычислением регулярной со-
ставляющей решений до порядка O(ε) и главных членов правых пограничных функций Z2, Z3

(Z1 имеет множителем малый параметр).
Из уравнений (13) и (14) переменные v1 и v2 могут быть найдены с любой степенью точ-

ности в виде асимптотических разложений без особых затруднений в силу линейности уравне-
ний. В уравнении (13) достаточно учитывать члены нулевого и первого порядков по малому
параметру. Тогда это уравнение принимает вид

v̇1 =
[
− (A1 − S1P 1)

T −
(
A3 − ST

2 P 1 − S3(L+ εL1)
T
)T

L
]
v1 + g11,

Из уравнения (14), которое можно представить в виде

εv̇2 = −
[(
D − εST

2 L− S3εH
)T

+ εL
(
A3 − ST

2 P 1 − S3L
T
)T ]

v2 + g12,

последовательно находим

v2 = L0 + εL1, L0 = −D−1(QT
2 η1 +Q3η2),

L1 = D−1
[
L0(Q1η1 +Q2η2)] +D−1

[
L̇+

(
ST
2 L+ S3H)− L0

((
A3 − ST

2 P 1 − S3L
T
)T )]

L.

Для вектора z2 приходим к уравнению

εż2 = −Dz2 +
(
Z3Z

T
2 + Z3Z3

)
v1,+Z3S3(v2 + z2),

так как в пределах выбранной степени точности вектором z1 можно пренебречь.
Это означает что и функции ζ1, ζ2 могут быть найдены с любой степенью точности на

основании формул
ζ1 = y1 + εHy2, ζ2 = Ly1 + (I + εLH)y2.

Учитывая введённые выше ограничения на точность вычислений, можно сделать вывод о том,
что при вычислении переменной y1 правыми пограничными функциями можно пренебречь,
а для вычисления ζ1, ζ2 можно использовать следующие формулы:

ζ1 = y1 + εH0y2, ζ2 = (L0 + εL1)y1 + (I + εL0H0)y2.

Для главного члена y2 имеем задачу

εẏ2 = −D(t)y2 + Z3S3y2,

где Z3 является решением задачи

εŻ3 = −Z3D −DTZ3 + Z3S3Z3, Z3(tf ) = −M(tf ).
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Заметим, что решение этого матричного уравнения сводится к построению фундаментальной
матрицы для линейной однородной системы с матрицей ε−1DT [15].

Формула для субоптимального управления может быть представлена следующим обра-
зом:

usubopt = −R−1
[(
BT

1 P1 +BT
2 P

T
2

)
x1 +

(
εBT

1 P2 +BT
2 P3

)
x2 −BT

1 ζ1 −BT
2 ζ2
]
. (17)

Здесь P1 — решение матричного дифференциального уравнения (6) при ε = 0, P2 = L+εL1+Z2,
где Z2 является решением задачи

εŻ2 = Z2S3H + Z2S3Z3 + P1S2Z3 −AT
3 Z3 − LS3Z3, Z2(tf ) = −L(tf ),

а при вычислении P1 достаточно ограничиться приближением нулевого порядка.
Пусть величина Jopt соответствует оптимальному значению функционала качества, а зна-

чение Jsubopt получается при использовании субоптимального управления (17). Тогда получен-
ные результаты позволяют сформулировать следующее утверждение.

Теорема. Существуют такие положительные числа C и ε0, что при 0 < ε < ε0 спра-
ведлива оценка Jsubopt − Jopt ⩽ Cε2.

Доказательство. Доказательство проводится по стандартной схеме (см., напри-
мер, [19, 20]) и основывается на том очевидном факте, что интеграл от пограничной функции
представляет собой величину порядка O(ε) при ε → 0. □

Пример. Рассмотрим управляемую систему вида

εẍ = u, x ∈ R.

Функционал качества имеет вид

J =
1

2

1∫
0

[x2(t) + (1 + ε2)ẋ2(t) + u2(t)] dt.

В рассматриваемом случае имеем

A =

(
0 1
0 0

)
, S = ε−2

(
0 0
0 1

)
, Q =

(
1 0
0 1 + ε2

)
, B =

(
0
1

)
, R = (1).

Формула для субоптимального управления принимает вид

usubopt = −[p2x+ p3ẋ− ζ2].

Матричное дифференциальное уравнение Риккати для элементов матрицы

P =

(
p1 εp2
εp2 εp3

)
может быть записано в виде системы трёх скалярных дифференциальных уравнений

ṗ1 = p22 − 1,

εṗ2 = p2p3 − p1,

εṗ3 = p23 − 2εp2 − 1− ε2.

Эта система имеет точное инвариантное многообразие p2 = p1−ε, p3 = εp1+1−ε2, т. е. L = P1,
L1 = −1, H = 1, H1 = P1, движение на котором описывается скалярным дифференциальным
уравнением Риккати ṗ1 = p21 − 2εp1 − (1 + ε2).
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Преобразование p2 = p1 − ε+ Z2, p3 = 1 + εp1 − ε2 + Z3 приводит эту систему к виду

ṗ1 = (p1 − ε+ Z2)
2 − 1,

εŻ2 = Z2Z3 + Z2(1 + εp1 + ε2 − ε2p1) + Z3(p1 − ε),

εŻ2 = Z2
3 + 2Z3(1− ε2 + εp1)− 2εZ2.

Ограничимся рассмотрением регулярных компонентов [4] решений до порядка O(ε) и правых
пограничных функций Z2, Z3 до порядка O(1) включительно. Заметим, что Z2(1) = O(ε); это
позволяет не принимать во внимание значения Z2 и перейти к рассмотрению следующих двух
уравнений:

ṗ1 = (p1 − ε)2 − 1, εŻ3 = Z2
3 + 2Z3

с граничными условиями
p1(1) = 0, Z3(1) = −1.

Это уравнения с разделяющимися переменными, поэтому их интегрирование представляет
собой простое упражнение. Для p1, Z3 имеем

p1(t, ε) = ε+
1− ε− (1 + ε) exp(2(t− 1))

1− ε+ (1 + ε) exp(2(t− 1))
, p1(t, 0) =

1− exp(2(t− 1))

1 + exp(2(t− 1))
,

Z3 = − 2 exp(2(t− 1)/ε)

1 + exp(2(t− 1)/ε)
.

Следовательно, имеем p2 = p1(t, ε) − ε, P3 = 1 + εp1(t, 0) + Z3. Отметим равенства D = −1,
L = 1 + O(ε2), H = p1 + O(ε2). Переход к переменным y1, y2 совершается по формулам
ζ1 = y1 + εP1y2, ζ2 = y1 + y2.

Уравнение для v1, v2 принимает в рассматриваемом случае вид

v̇1 = p1v1 − (1 + p1(t, 0))η1 + p1(t, 0)η2.

Это скалярное линейное дифференциальное уравнение, решение которого представимо в виде

v1(t, ε) = −
1∫

t

V1(t, s, ε)[−(1 + P1(s, 0))η1(s) + P1(s, 0)η2(s)] ds.

Здесь

V1(t, s, ε) = exp

( t∫
s

p1(τ, ε) dτ

)
= φ(t, ε)/φ(s, ε),

где

φ(t, ε) =
exp(t− 1)

1− ε+ (1 + ε) exp(2(t− 1))
.

Из уравнения (14), которое можно представить в виде

εv̇2 = [1 + ε(1 + p1(t, 0))]v2 + εη1 − η2,

последовательно находим

v2 = ϕ0 + εϕ1, ϕ0 = η2,

ϕ1 = η̇2 − (1 + p1(t, 0))η2 − η1.
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Для вектора z2 приходим к уравнению

εż2 = z2 + Z2
3v1 + Z3(v2 + z2) = (1 + Z3)z2 + Z2

3v1 + Z3v2,

так как в пределах выбранной степени точности вектором z1 можно пренебречь. Решение этого
уравнения может быть представлено в форме

V2(t, 1, ε)(−η(1))− ε−1

1∫
t

V2(t, s, ε)[Z
2
3 (s, ε)v1(s, 0) + Z3(s, ε)η2(s)] ds.

Здесь

V2(t, s, ε) = exp

( t∫
s

th(2(t− 1)/ε) d(τ/ε)

)
=

ch((t− 1)/ε)

ch((s− 1)/ε)
.

Разумеется, можно применить асимптотический метод Тихонова — Васильевой и упростить
выражение под знаком интеграла, что позволит вычислить его в аналитическом виде.

В результате для функции ζ2 получено следующее приближённое выражение:

ζ2 = y1 + y2 = v1 + v2 + z2,

для каждого из слагаемых в котором получена соответствующая формула, содержащая функ-
ции, задающие эталонную траекторию. Таким образом, все необходимые для построения суб-
оптимального управления компоненты найдены. Следует отметить, что решение исходной пя-
тимерной системы дифференциальных уравнений в итоге свелось к решению четырёх незави-
симых скалярных уравнений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе для исследования сингулярно возмущённых задач оптимального сле-
жения с заданной эталонной траекторией применяется метод декомпозиции, основанный на
геометрическом подходе к анализу дифференциальных систем с быстрыми и медленными пе-
ременными. Показано, что применение метода декомпозиции позволяет существенно понизить
размерность систем матричных дифференциальных уравнений, возникающих при решении за-
дач оптимального слежения и тем самым упрощает анализ этих задач. Следует заметить, что
при наличии случайных возмущений типа гауссовского белого шума в случае точных измере-
ний вектора состояния закон оптимального управления сохраняет свой вид.
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10. Danik Y., Dmitriev M. Padé Approximations and the SDRE technique in the design of parametric
families of feedback laws. Internat. Russian Automation Conference (RusAutoCon). Sochi, 2022,
pp. 587–594; DOI: 10.1109/RusAutoCon54946.2022.9896329

11. O’Malley R.E., Mortell M.P., Pokrovskii A., Sobolev V.A. Singular Perturbations and Hysteresis.
Philadelphia: SIAM, 2005.

12. Ghorbel F., Spong M. W. Integral manifolds of singularly perturbed systems with application to rigid-
link flexible-joint multibody systems. Internat. J. Non-Linear Mech., 2000, Vol. 35, pp. 133–155.
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20. Drǎgan V., Halanay A. Suboptimal linear controller by singular perturbation techniques. Rev. Roumaine
Sci. Techn. Ser. Electrotechn. Engrg., 1975, Vol. 21, No 4, pp. 585–591.



CИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ИНДУСТРИАЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2023. Т. 26, № 3. C. 125–141

УДК 519.632

РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОТОКА ТЕПЛА
НА НЕДОСТУПНОЙ ГРАНИЦЕ В ЗАДАЧЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

© 2023 С. Б. Сорокин1,2

1Институт вычислительной математики
и математической геофизики СО РАН,

просп. Акад. Лаврентьева, 6, г. Новосибирск 630090, Россия,
2Новосибирский государственный университет,
ул. Пирогова, 1, г. Новосибирск 630090, Россия

E-mail: sorokin@sscc.ru

Поступила в редакцию 28.02.2023 г.; после доработки 03.03.2023 г.;
принята к публикации 27.04.2023 г.

Рассматривается задача продолжения для уравнения теплопроводности. Определение по-
тока тепла на недоступной границе сводится к обратной задаче. Для численного реше-
ния обратной задачи применяется неявная разностная схема. На каждом временном шаге
для разностного аналога эллиптического уравнения экономичным прямым методом вы-
числяется поток тепла на недоступной границе. Предложенный алгоритм существенно
расширяет круг решаемых задач и может применяться при создании приборов, способных
в реальном масштабе времени определять поток тепла на недоступных для измерения ча-
стях неоднородных конструкций, например для определение потока тепла на внутреннем
радиусе трубы, выполненной из различных материалов.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время большое внимание исследователи уделяют теплообменникам. Они ак-
тивно используются в производстве ядерной энергии, химической и пищевой промышленности,
экологической инженерии и многих других инженерных приложениях [1–4].

Теплометрические задачи распространены при моделировании тепловых режимов на га-
зодинамических стендах, в тепловакуумных камерах, при исследовании теплообмена в тру-
бопроводах и газоводах, при испытании различных двигательных установок, в ходе лётного
моделирования, натурных испытаний технических объектов, в различных технологических
процессах, связанных с нагревом и охлаждением изделий, и т. д. [5].

Экспериментальные методы изучения теплообменных процессов в ряде случаев слишком
дороги или технически невозможны. Поэтому проведение математического моделирования
зачастую является единственной возможностью получения необходимых характеристик изде-
лия. Важную часть математических моделей задач теплообмена составляет научное направ-
ление, основанное на теории обратных задач.

Одной из классических обратных задач теплопроводности является граничная задача, за-
ключающаяся в нахождении функций, входящих в граничные условия. Она возникает, когда

Работа выполнена в рамках государственного задания ИВМиМГ СО РАН (проект 0251-2021-0001).
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граничные условия известны не полностью, например часть границы недоступна для непо-
средственного измерения. Для определения этих граничных условий на границе тела, недо-
ступной для измерений, обычно задаются дополнительные граничные условия (производятся
измерения) на доступной части границы.

Математической моделью, описывающей такую практическую задачу, является задача
Коши (задача продолжения) для уравнения теплопроводности.

Задача продолжения для уравнения теплопроводности является одной из классических
некорректных задач. В общих случаях (сложная геометрия тела, переменные коэффициен-
ты) численные методы её решения основываются на фундаментальных результатах в области
некорректных задач (см., например, [6]). Одним из наиболее употребляемых методов, несо-
мненно является метод регуляризации Тихонова, основанный на сведении исходной некоррект-
ной задачи к задаче минимизации соответствующего функционала. Поиск минимума функци-
онала осуществляется, как правило, посредством применения итерационных алгоритмов.

Несомненно, имеется обширная литература по алгоритмам решения задачи продолже-
ния для уравнения теплопроводности. Так, в стационарном случае (эллиптическое уравнение)
одним из наиболее употребляемых методов решения задачи продолжения является метод фун-
даментальных решений [7–13]. Другой подход связан со сведением исходной задачи к проблеме
моментов [14–16].

Быстрые прямые методы представлены и исследованы в серии работ [17–23].
Оригинальная итерационная процедура решения задачи Коши для эллиптического урав-

нения предложена в [24] и развита, например, в [25, 26].
Достаточно широкое применение получил способ решения задачи продолжения, основан-

ный на формулировке её в виде операторного уравнения [27]. Решение этого уравнения нахо-
дится, как правило, итерационным методом [28–30].

В нестационарном случае (параболическое уравнение) алгоритмов решения задачи про-
должения представлено значительно меньше. Значительная их часть использует метод фун-
даментальных решений (см. например, [31–33], а также обзор [34]).

Отдельные модельные задачи продолжения тепловых полей решались путём сведения
к интегральным уравнениям [35, 36].

Очень эффективным представляется подход, основанный на операторной записи задачи
и итерационном методе минимизации соответствующего функционала [37–40]. В нём необхо-
димость численного решения большого числа прямых задач компенсируется хорошо разрабо-
танным аппаратом вычислительной математики.

Наконец, отметим работу [41]. В ней предлагается использовать для решения уравнение
с данными о времениподобной поверхности метод сопряжённых операторов из [16]. Рассматри-
вается случай, когда пространственная область имеет форму прямого параллелепипеда. Зада-
ча сводится к применению прямого и обратного разложений Фурье и решению интегрального
уравнения Вольтерра типа свёртки первого рода. Предложенный алгоритм позволяет быстро
решить исходную задачу.

Работа имеет следующую структуру.
В разд. 1 формулируется постановка задачи определения потока тепла на недоступной

границе. А именно, формулируется математическая модель, соответствующая этой задаче,
которая далее сводится к обратной задаче для уравнения теплопроводности.

В разд. 2 строится дискретный аналог построенной в разд. 1 обратной задачи. В каче-
стве дискретного аналога берётся неявная разностная схема для уравнения теплопроводности.
В результате задача определения потока тепла на недоступной границе сводится к решению
на каждом временном слое обратной задачи для дискретного аналога стационарной задачи.

Разд. 3 посвящён изложению метода решения обратной задачи для дискретного аналога
стационарной задачи на каждом временном слое. В заключение раздела приводится алгоритм
расчёта потока тепла на недоступной границе.
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Наконец, в разд. 4 описываются и обсуждаются результаты проведённых тестовых рас-
чётов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

1.1. Математическая модель

При исследовании физических процессов распространения тепла в качестве математиче-
ской модели обычно используют уравнения параболического или эллиптического типа.

Рассмотрим задачу для параболического уравнения

ρ
∂u

∂t
− k1(x2)

∂2u

∂x21
− ∂

∂x2

(
k2(x2)

∂u

∂x2

)
= f(x1, x2, t),

(x1, x2) ∈ Ω = (a1, b1)× (a2, b2), t ∈ (0, tF ),

0 < c1 ⩽ ki(x2) ⩽ c2, i = 1, 2, x2 ∈ [a2, b2],

u(x1, x2, 0) = T0(x1, x2),

−k1(x2)
∂u

∂x1
(a1, x2, t) = g0(x2, t),

k1(x2)
∂u

∂x1
(b1, x2, t) = g1(x2, t), x2 ∈ (a2, b2), t ∈ (0, tF ),

u(x1, a2, t) = u0(x1, t),

−k2(x2)
∂u

∂x2
(x1, a2, t) = α(u(x1, a2, t)− u∞), x1 ∈ (a1, b1), t ∈ (0, tF ).

(1)

Используя эту задачу, требуется определить функцию q(x1, t) = k2(b2)
∂u

∂x2
(x1, b2, t) — поток

тепла на верхней границе прямоугольной области. Константы ρ, u∞ — окружающая темпера-
тура, α, и функции k1(x2), k2(x2), f(x1, x2, t) предполагаются известными.

Известно, что задача (1) некорректна. Переформулируем её в виде обратной задачи [27].

1.2. Обратная задача

Найти функцию q(x1, t) из соотношений

ρ
∂u

∂t
− k1(x2)

∂2u

∂x21
− ∂

∂x2

(
k2(x2)

∂u

∂x2

)
= f(x1, x2, t),

(x1, x2) ∈ Ω = (a1, b1)× (a2, b2), t ∈ (0, tF ),

0 < c1 ⩽ ki(x2) ⩽ c2, i = 1, 2, x2 ∈ [a2, b2],

u(x1, x2, 0) = T0(x1, x2),

−k1(x2)
∂u

∂x1
(a1, x2, t) = g0(x2, t),

k1(x2)
∂u

∂x1
(b1, x2, t) = g1(x2, t), x2 ∈ (a2, b2), t ∈ (0, tF ),

−k2(x2)
∂u

∂x2
(x1, a2, t) = α(u(x1, a2, t)− u∞),

k2(x2)
∂u

∂x2
(x1, b2, t) = q(x1, t), x1 ∈ (a1, b1), t ∈ (0, tF ),

(2)

используя дополнительную информацию:

u(x1, a2, t) = u0(x1, t) x1 ∈ (a1, b1), t ∈ (0, tF ). (3)
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То есть из всех задач (2) с разными функциями q(x1, t) требуется найти такую задачу (такую
функцию q(x1, t)), которая имеет решение u(x1, x2, t), удовлетворяющее равенству (3).

Постановка задачи. Разработать эффективный численный алгоритм решения зада-
чи (2), (3).

2. ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Будем решать обратную задачу (2), (3) в дискретной форме. Построим сетки

ω1 =

{
x1,i = a1 + ih1, i = 0, N1 + 1, h1 =

b1 − a1
N1 + 1

}
,

ω2 = {x2,j = a2 + jh2,j , j = 1, N2 + 1, x2,0 = a2, x2,N2+1 = b2},

ω = {xij = (x1,i, x2,j) | x1,i ∈ ω1, x2,j ∈ ω2},

ω = {xij = (x1,i, x2,j) ∈ (a1, b1)× (a2, b2)}

по пространству;
ωτ = {tm = mτ, m = 0,M, τ = tF /M}

по времени.
Зададим скалярные произведения в гильбертовых пространствах сеточных функций

Hω1 , Hω2 и Hω на сетках ω1, ω2 и ω соответственно следующим образом:

(µh1 , ν h1)ω1 = µh1(x1,0)ν
h1(x1,0)

h1
2

+

N1∑
i=1

µh1(x1,i)ν
h1(x1,i)h1 + µh1(x1,N1+1)ν

h1(x1,N1+1)
h1
2
,

(µh2 , ν h2)ω2 = µh2(x2,0)ν
h2(x2,0)

h2,1
2

+

N2∑
j=1

µh2(x2,j)ν
h2(x2,j)h2,j + µh2(x2,N2+1)ν

h2(x2,N2+1)
h2,N2+1

2
,

(sh, wh)ω = (1, (sh, wh)ω2)ω1 .

Задаче (2) поставим в соответствие неявную разностную схему [42, 43]

ρ
uh(x1,i, x2,j , tm+1)− uh(x1,i, x2,j , tm)

τ
+ Lh u

h(x1,i, x2,j , tm+1) = f(x1,i, x2,j , tm+1, q
h),

uh(x1,i, x2,j , t0) = T0(x1,i, x2,j),

(4)

где

Lhu
h(x1,i, x2,j , tm+1) ≡ k1(x2,j)Λ1u

h(x1,i, x2,j , tm+1) + Λ2u
h(x1,i, x2,j , tm+1), (x1,i, x2,j) ∈ ω.

Операторы Λ1 и Λ2 определяются следующим образом:

Λ1y(x1,i, x2,j , tm+1) =


− 2

h1
yx1(x1,i, x2,0, tm+1), j = 0,

−yx1x1(x1,i, x2,j , tm+1), j = 1, N1,

2

h1
yx1(x1,i, x2,N1+1, tm+1), j = N1 + 1,
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Λ2y(x1,i, x2,j , tm+1) =



− 2

h2,1
k2(x2,0 + 0.5h2)yx2(x1,i, x2,0, tm+1)

−α
2

h2,1
y(x1,i, x2,0, tm+1), j = 0,

−(k2(x2,j − 0.5h2,j)yx2)x2(x1,i, x2,j , tm+1), j = 1, N2,

2

h2,N2+1
k2(x2,N2+1 − 0.5h2,N2+1)yx̄2(x1,i, x2,N2+1, tm+1), j = N2 + 1.

Правая часть в (4) имеет вид

fh(x1,i, x2,j , tm+1, q
h) =



f(x1,i, x2,j , tm+1), (x1,i, x2,j) ∈ ω,

f(x1,0, x2,j , tm+1) +
2

h1
g0(x2,j , tm+1), j = 1, N2,

f(x1,N1+1, x2,j , tm+1) +
2

h1
g1(x2,j , tm+1), j = 1, N2,

f(x1,i, x2,0, tm+1) +
2

h2,1
α(−u∞), i = 0, N1 + 1,

f(x1,i, x2,N2+1, tm+1) +
2

h2,N2+1
qh(x1,i, tm+1), i = 0, N1 + 1.

(5)

Для определения uh(x1,i, x2,j , tm+1) из (4), (5) по известному на предыдущем слое
uh(x1,i, x2,j , tm) необходимо решить уравнение

γuh(x1,i, x2,j , tm+1) + Lh u
h(x1,i, x2,j , tm+1) = γuh(x1,i, x2,j , tm) + f(x1,i, x2,j , tm+1, q

h),

γ = ρ/τ.
(6)

Таким образом, на каждом слое tm+1 имеем обратную задачу.
Обратная задача. Найти функцию qh(x1,i, tm+1) из соотношений (6), (5), используя до-

полнительную информацию

u(x1,i, a2, tm+1) = u0(x1,i, tm+1), x1,i ∈ ω1. (7)

То есть из всех задач (6), (5) с разными функциями qh(x1,i, tm+1) в (5) требуется найти такую
задачу (такую функцию qh(x1,i, tm+1)), которая имеет решение uh(x1,i, x2,j , tm+1), удовлетво-
ряющее равенству (7).

3. РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ НА СЛОЕ tm+1

Функция qh(x1,i, tm+1) будет найдена методом неопределённых коэффициентов в виде
разложения

qh(x1,i, tm+1) =

N1+1∑
k=0

αkµ
(1h1)
k (x1,i), i = 0, N1 + 1, (8)

по базису из собственных функций µ
(1h1)
k (x1,i), k = 0, N1 + 1, спектральной задачи

Λ1y
(1)(x1,i) = λ(1)y(1)(x1,i), x1,i ∈ ω1. (9)

Нахождение qh(x1,i, tm+1), очевидно, эквивалентно нахождению коэффициентов αk в разло-
жении (8). Неопределённые коэффициенты будут находиться по имеющейся дополнительной
информации о том, что решение uh(x1,i, x2,j , tm+1) задачи (6), (5) удовлетворяет равенству (7).
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Задача (9) имеет аналитическое решение [43, 44], где

µ
(1h1)
k (x1,i) =

√
2

b1 − a1
cos

(
kπ(x1,i − a1)

b1 − a1

)
, k = 1, 2, . . . , N1, i = 0, N1 + 1,

µ
(1h1)
0 (x1,i) =

√
1

b1 − a1
, i = 0, N1 + 1,

µ
(1h1)
N1+1(x1,i) =

√
1

b1 − a1
cos

(
(N1 + 1)π(x1,i − a1)

b1 − a1

)
, i = 0, N1 + 1,

(µ
(1h1)
k , µ

(1h1)
l )ω1 = δkl

— собственные функции;

λ
(1h1)
k =

4

h21
sin2

(
kπh1

2(b1 − a1)

)
, k = 0, 1, . . . , N1 + 1,

— собственные числа.
Воспользуемся принципом суперпозиции, рассмотрев следующие вспомогательные зада-

чи:

γvh0 (x1,i, x2,j , tm+1) + Lh v
h
0 (x1,i, x2,j , tm+1) = rh0 (x1,i, x2,j , tm+1),

rh0 (x1,i, x2,j , tm+1) = γuh(x1,i, x2,j , tm) + f(x1,i, x2,j , tm+1, 0)
(10)

— специальную задачу;

γv̄hk (x1,i, x2,j) + Lh v̄
h
k (x1,i, x2,j) = r̄hk(x1,i, x2,j), (x1,i, x2,j) ∈ ω, (11)

r̄hk (x1,i, x2,j) =



0, (x1,i, x2,j) ∈ ω,

0, j = 1, N2,

0, j = 1, N2,

0, i = 0, N1 + 1,

2

h2,N2+1
µ
(1h1)
k (x1,i), i = 0, N1 + 1.

(12)

— серию задач одинакового типа для k = 0, . . . , N1 + 1.
Согласно принципу суперпозиции, после решения этих задач решение uh(x1,i, x2,j , tm+1)

задачи (6), (5) с qh(x1,i, tm+1) вида (8) можно представить следующим образом:

uh(x1,i, x2,j , tm+1) = vh0 (x1,i, x2,j , tm+1) +

N1+1∑
k=0

αkv̄
h
k (x1,i, x2,j),

i = 0, N1 + 1, j = 0, N2 + 1.

(13)

3.1. Решение вспомогательных задач
Решение задачи (10) можно найти методом разложения в одинарный ряд [45].
Рассматривая сеточные функции vh0 (x1,i, x2,j , tm+1) и rh0 (x1,i, x2,j , tm+1) при фиксирован-

ном j как сеточные функции аргумента i, разложим их по базису из собственных функций
µ
(1h1)
k (x1,i), k = 0, 1, . . . , N1 + 1:

vh0 (x1,i, x2,j , tm+1) =

N1+1∑
k=0

v0k(j)µ
(1h1)
k (x1,i), v

0
k(j) =

(
vh0 (x1,i, x2,j , tm+1), µ

(1h1)
k (x1,i)

)
ω1
,

rh0 (x1,i, x2,j , tm+1) =

N1+1∑
k=0

g0k(j)µ
(1h1)
k (x1,i), r0k(j) =

(
rh0 (x1,i, x2,j , tm+1), µ

(1h1)
k (x1,i)

)
ω1
.

(14)
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Подставляя эти разложения в уравнение (10) и учитывая (9), имеем

N1+1∑
k=0

[(
γ + k1(x2,j)λ

(1h1)
k

)
v0k(j) + Λ2v

0
k(j)

]
µ
(1h1)
k (x1,i) =

N1+1∑
k=0

g0k(j)µ
(1h1)
k (x1,i).

Поскольку собственные функции линейно независимы, для каждого числа k = 0, 1, . . . , N1 +1
получаем следующую систему линейных уравнений:

(γ + k1(x2,j)λ
(1h1)
k )v0k(j) + Λ2v

0
k(j) = g0k(j), j = 0, . . . , N2 + 1. (15)

Решив все эти системы методом прогонки, можно вычислить решение задачи (10) по форму-
ле (14).

Рассмотрим задачи (11), (12). При фиксированном k решение задачи (11), (12) может
быть записано следующим образом:

v̄hk (x1,i, x2,j) = βk(j)µ
(1h1)
k (x1,i), (16)

где βk(j) находятся путём решения задачи(
γ + k1(x2,j)λ

(1h1)
k

)
βk(j) + Λ2βk(j) = 0, j = 0, . . . , N2,(

γ + k1(x2,j)λ
(1h1)
k

)
βk(j) + Λ2βk(j) =

2

h2,N2+1
, j = N2 + 1.

(17)

Формулу (16) можно проверить непосредственно или получить из (11), (12) методом разложе-
ния в одинарный ряд.

3.2. Алгоритм расчёта потока тепла на недоступной границе

Для каждого m начиная с m = 0 нужно выполнить следующие действия.
1. Решить задачи (10) и (11), (12) описанными выше методами. Согласно (13), (14) и (16)

имеем

uh(x1,i, x2,j , tm+1) =

N1+1∑
k=0

v0k(j)µ
(1h1)
k (x1,i) +

N1+1∑
k=0

αkβk(j)µ
(1h1)
k (x1,i),

i = 0, N1 + 1, j = 0, N2 + 1.

(18)

2. Разложить дополнительную информацию u0(x1,i, tm+1) по базису из собственных функ-
ций µ

(1h1)
k (x1,i), k = 0, 1, . . . , N1 + 1:

u0(x1,i, tm+1) =

N1+1∑
k=0

γk(tm+1)µ
(1h1)
k (x1,i). (19)

3. Подставить в (7) решение в виде разложения (18) при j = 0 и дополнительную инфор-
мацию в виде (19)

N2+1∑
k=0

v0k(0)µ
(1h1)
k (x1,i) +

N1+1∑
k=0

αkβk(0)µ
(1h1)
k (x1,i) =

N1+1∑
k=0

γk(tm+1)µ
(1h1)
k (x1,i).

Следовательно,

αk =
γk(tm+1)− v0k(0)

βk(0)
, k = 0, . . . , N1 + 1. (20)
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4. Вычислить поток тепла на недоступной границе для t = tm+1:

qh(x1,i, tm+1) =

N1+1∑
k=0

αkµ
(1h1)
k (x1,i), i = 0, N1 + 1,

с αk из (20).

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Для проверки работоспособности представленного алгоритма были проведены тестовые
расчёты.

Решалась задача (2) в области Ω = (0, π) × (0, 1). Величины tF и ρ выбирались равны-
ми π/2 и 1 соответственно. В качестве коэффициентов в (2) выбирались функции k1(x2) = ex2 ,
k2(x2) = e−x2 . Далее, выбиралась функция u(x1, x2, t) = cos2(nx1)e

mx2 sin t, по которой из (2)
вычислялись необходимые величины: f(x1, x2, t), T0(x1, x2), g0(x2, t), g1(x2, t), u0(x1, t) (допол-
нительная информация), α = −m, u∞ = 0 и, наконец, подлежащий определению поток

q(x1, t) = k2(x2)
∂u

∂x2
(x1, 1, t) = e−1m cos2(nx1)e

m sin t, x1 ∈ (0, π), t ∈ (0, π/2).

Вычисления проводились для параметров n = 2 и m = 3.
Некорректность решаемой задачи требует применения регуляризации. В связи с этим при

проведении численных экспериментов вместо (20) использовалась формула

αk =
γk(tm+1)− v0k(0)

βk(0) + ε
, k = 0, . . . , N1 + 1. (21)

Поясним смысл (21). Одновременно будет представлена другая трактовка предложенного
алгоритма решения обратной задачи на слое tm+1 (5)–(7).

Решив две задачи: задачу (10) и задачу

γwh(x1,i, x2,j) + Lhw
h(x1,i, x2,j) = sh(x1,i, x2,j), (x1,i, x2,j) ∈ ω, (22)

sh(x1,i, x2,j) =



0, (x1,i, x2,j) ∈ ω,

0, j = 1, N2,

0, j = 1, N2,

0, i = 0, N1 + 1,

2

h2,N2+1
qh(x1,i, tm+1), i = 0, N1 + 1,

(23)

решение uh(x1,i, x2,j , tm+1) задачи (5), (6) представляется в виде суммы

uh(x1,i, x2,j , tm+1) = vh0 (x1,i, x2,j , tm+1) + wh(x1,i, x2,j).

Среди всех этих решений нас интересует то, которое удовлетворяет (7), т. е. для которого при
j = 0 выполняется равенство

vh0 (x1,i, x2,0, tm+1) + wh(x1,i, x2,0) = u0(x1,i, tm+1). (24)

Теперь так же, как это описано, например, в [46], введём оператор

Ah q
h(x1,i, tm+1) = wh(x1,i, x2,0). (25)
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Оператор Ah ставит в соответствие функции qh(x1,i, tm+1) след решения задачи (22), (23)
на нижней части границы расчётной области. Введённый оператор позволяет переписать ра-
венство (24) в виде

Ah q
h(x1,i, tm+1) = u0(x1,i, tm+1)− vh0 (x1,i, x2,0, tm+1). (26)

Таким образом, задача продолжения свелась к решению уравнения (26).
Полученное в п. 4.1 решение (16) задачи (11), (12) позволяет утверждать, что

Ah µ
(1h1)
k (x1,i) = βk(0)µ

(1h1)
k (x1,i), k = 0, 1, . . . , N1 + 1.

Следовательно, собственные функции в спектральной задаче Ahφ = νφ для оператора Ah

совпадают с собственными функциями задачи (9), а собственные числа νk = βk(0), k =
0, 1, . . . , N1 + 1 вычисляются путём решения задач (17).

Если искать решение qh(x1,i, tm+1) уравнения (26) методом неопределённых коэффициен-
тов в виде разложения (8) по собственным функциям µ

(1h1)
k (x1,i), k = 0, 1, . . . , N1 + 1, опера-

тора Ah и разложить каждую из функций, входящих в правую часть (26) по µ
(1h1)
k (x1,i), мы

очевидным образом (см. (18), (19)) приходим к равенству

N1+1∑
k=0

αkνk µ
(1h1)
k (x1,i) =

N1+1∑
k=0

γk(tm+1)µ
(1h1)
k (x1,i)−

N2+1∑
k=0

v0k(0)µ
(1h1)
k (x1,i).

Откуда

αk =
γk(tm+1)− v0k(0)

νk
, k = 0, . . . , N1 + 1,

что, с учётом νk = βk(0), в точности совпадает с (20).
Применяя для регуляризации метод Лаврентьева, а именно, заменяя уравнение (26) на

уравнение
(Ah + εE)qh(x1,i, tm+1) = u0(x1,i, tm+1)− vh0 (x1,i, x2,0, tm+1),

мы приходим к формуле (21) для αk.
На рис. 1 представлены расчёты, выполненные на сетке N1 ×N2 = 159× 159 для M = 40

для невозмущённых данных. Сплошная чёрная линия соответствует точному (аналитически
заданному) потоку для t = tF : q(x1, tF ) = e−1 m cos2(nx1)e

m sinπ/2. Цветными графиками
(точки соединённые линиями) изображены рассчитанные приближения к точному значению
потока, выполненные для различных параметров ε: красная линия соответствует ε = 10−4,
синяя — ε = 10−5, зелёная — ε = 10−6.

Результаты расчётов показывают, что имеется сходимость при ε → 0. Для ε = 10−6 при-
ближение достаточно близко к аналитическому решению.

Численные эксперименты для возмущённых данных представлены на рис. 2–4. В краевое
условие Дирихле (дополнительная информация (3)) на нижней границе x2 = 0

u(x1, 0, t) = u0(x1, t), x1 ∈ [0, π],

на каждом слое по времени t = tm+1, m = 0,M − 1, вносилось случайным образом распреде-
лённое возмущение в 1, 3 и 5 %.

Сплошная чёрная линия соответствует точному (аналитически заданному) потоку для
t = tF . Три цветных графика соответствуют трём независимым расчётам, в каждом из которых
использовалось своё случайным образом распределённое возмущение.

Вычисления производились на сетке N1 × N2 = 319 × 319 для M = 10. Использовалось
значение ε = 10−4, которое подбиралось экспериментально.
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Рис. 1. Невозмущённые данные. Сетка N1 ×N2 = 159× 159, M = 40.
Чёрная линия соответствует точному решению.

Цветными графиками (точки, соединённые линиями) изображены рассчитанные
приближения к точному значению потока, выполненные для различных параметров ε:

красная линия соответствует ε = 10−4, синяя — ε = 10−5, зелёная — ε = 10−6

Рис. 2. Возмущённые данные. Сетка N1 ×N2 = 319× 319, M = 10.
Чёрная линия соответствует точному решению. Три цветных графика соответствуют трём

независимым расчётам, в каждом из которых использовалось своё случайным образом
распределённое возмущение; возмущение составляет 1%

Результаты, представленные на рис. 2–4, показывают, что решение задачи чувствительно
к возмущению входной информации. В тоже время поведение и основные характеристики
(точки минимума и максимума) решения воспроизводятся достаточно уверенно.
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Рис. 3. Возмущённые данные. Сетка N1 ×N2 = 319× 319, M = 10.
Чёрная линия соответствует точному решению. Три цветных графика соответствуют трём

независимым расчётам, в каждом из которых использовалось своё случайным образом
распределённое возмущение; возмущение составляет 3%

Рис. 4. Возмущённые данные. Сетка N1 ×N2 = 319× 319, M = 10.
Чёрная линия соответствует точному решению. Три цветных графика соответствуют трём

независимым расчётам, в каждом из которых использовалось своё случайным образом
распределённое возмущение; возмущение составляет 5%

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен прямой метод решения задачи продолжения для параболического
уравнения с переменными коэффициентами, допускающими разделение переменных.

Метод позволяет значительно быстрее, по сравнению с реализацией для этой задачи ите-
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рационных процедур, восстановить поток тепла на недоступной границе. В качестве дополни-
тельной информации используются значения (измерения) температуры на доступной границе.

Численное исследование алгоритма показало его работоспособность. Для невозмущённой
дополнительной информации поток тепла на недоступной границе восстанавливается с при-
емлемой точностью. Экспериментальный анализ чувствительности алгоритма к возмущению
дополнительной информации показал, что в случае неточных данных поведение и основные
характеристики (точки минимума и максимума) решения воспроизводятся достаточно уверен-
но.

Метод может быть использован для получения начальных приближений при реализации
итерационных алгоритмов решения задачи продолжения.

ЛИТЕРАТУРА
1. Zachár A. Analysis of coiled-tube heat exchangers to improve heat transfer rate with spirally corrugated

wall // Internat. J. Heat Mass Transfer. 2010. V. 53, N 19–20. P. 3928–3939.
2. Kundan A., Plawsky J.L., Wayner Jr P. C. Thermophysical characteristics of a wickless heat pipe in

microgravity–constrained vapor bubble experiment // Internat. J. Heat Mass Transfer. 2014. V. 78.
P. 1105–1113.

3. Karchevsky A.L., Marchuk I.V., Kabov O.A. Calculation of the heat flux near the liquid-gas-solid contact
line // Appl. Math. Model. 2016. V. 40, N 2. P. 1029–1037.

4. Cheverda V.V., Karchevsky A.L., Marchuk I.V., Kabov O.A. Heat flux density in the region of droplet
contact line on a horizontal surface of a thin heated foil // Thermophysics and Aeromechanics. 2017.
V. 24, N 5. P. 803–806.

5. Alifanov O.M. Inverse Heat Transfer Problems. Springer Sci. & Business Media, 2012.
6. Tikhonov A.N, Arsenin V.Y. Methods of Solution of Ill-Posed Problems. M.: Nauka, 1979.
7. Marin L., Lesnic D. The method of fundamental solutions for the Cauchy problem associated with

two-dimensional Helmholtztype equations // Comput. & Structures. 2005. V. 83, N 4–5. P. 267–278.
8. Marin L. A meshless method for the numerical solution of the Cauchy problem associated with

threedimensional Helmholtz-type equations // Appl. Math. Comput. 2005. V. 165, N 2. P. 355–374.
9. Jin B., Zheng Y. A meshless method for some inverse problems associated with the Helmholtz equation //

Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 2006. V. 195, N 19–22. P. 2270–2288.
10. Wei T., Hon Y.C., Ling L. Method of fundamental solutions with regularization techniques for Cauchy

problems of elliptic operators // Engrg. Analysis with Boundary Elements. 2007. V. 31, N 4. P. 373–385.
11. Marin L., Karageorghis A., Lesni D. The MFS for numerical boundary identification in two-dimensional

harmonic problems // Engrg. Analysis with Boundary Elements. 2011. V. 35, N 3. P. 342–354.
12. Wei T., Chen Y.G. A regularization method for a Cauchy problem of Laplace’s equation in an annular

domain // Math. Comput. Simulation. 2012. V. 82, N 11. P. 2129–2144.
13. Caille L., Marin L., Delvare F. A meshless fading regularization algorithm for solving the Cauchy problem

for the three-dimensional Helmholtz equation // Numer. Algorithms. 2019. V. 82, N 3. P. 869–894.
14. Cheng J., Hon Y.C., Wei T., Yamamoto M. Numerical computation of a Cauchy problem for Laplace’s

equation // J. Appl. Math. Mech. 2001. V. 81, N 10. P. 665–674.
15. Qin H.H., Wei T., Shi R. Modified Tikhonov regularization method for the Cauchy problem of the

Helmholtz equation // J. Comput. Appl. Math. 2009. V. 224, N 1. P. 39–53.
16. Karchevsky A.L. Reformulation of an inverse problem statement that reduces computational costs //

Euras. J. Math. Comput. Appl. 2013. V. 1, N 2. P. 4–20.
17. Colaço M.J., Alves C.J.S. A fast non-intrusive method for estimating spatial thermal contact conductance

by means of the reciprocity functional approach and the method of fundamental solutions // Internat.
J. Heat Mass Transfer. 2013. V. 60. P. 653–663.

18. Colaço M.J., Alves C.J.S., Bozzoli F. The reciprocity function approach applied to the non-intrusive
estimation of spatially varying internal heat transfer coefficients in ducts: numerical and experimental
results // Internat. J. Heat Mass Transfer. 2015. V. 90. P. 1221–1231.



Разностный метод вычисления потока тепла на недоступной границе 137

19. Cattani L., Maillet D., Bozzoli F., Rainieri S. Estimation of the local convective heat transfer coefficient in
pipe flow using a 2d thermal quadrupole model and truncated singular value decomposition // Internat.
J. Heat Mass Transfer. 2015. V. 91. P. 1034–1045.

20. Mocerino A., Colaco M.J., Bozzoli F., Rainieri S. Filtered reciprocity functional approach to estimate
internal heat transfer coefficients in 2d cylindrical domains using infrared thermography // Internat.
J. Heat Mass Transfer. 2018. V. 125. P. 1181–1195.

21. Bazán F.S.V., Bedin L., Bozzoli F. New methods for numerical estimation of convective heat transfer
coefficient in circular ducts // Internat. J. Thermal Sci. 2019. V. 139. P. 387–402.

22. Sorokin S.B. An efficient direct method for numerically solving the Cauchy problem for Laplace’s
equation // Numer. Anal. Appl. 2019. V. 12. P. 87–103.

23. Sorokin S.B. An implicit iterative method for numerical solution of the Cauchy problem for elliptic
equations // J. Appl. Indust. Math. 2019. V. 13. P. 759–770.

24. Kozlov V., Maz’ya V., Fomin A. An iterative method for solving the Cauchy problem for elliptic
equations // Comput. Math. Math. Phys. 1991. V. 31, N 1. P. 45–52.

25. Marin L., Elliott L., Heggs P.J., Ingham D.B., Lesnic D., Wen X. An alternating iterative algorithm
for the Cauchy problem associated to the Helmholtz equation // Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.
2003. V. 192, N 5–6. P. 709–722.

26. Marin L. Relaxation procedures for an iterative MFS algorithm for two-dimensional steady-state isotropic
heat conduction Cauchy problems // Engrg. Analysis with Boundary Elements. 2011. V. 35, N 3. P. 415–
429.

27. Kabanikhin S.I., Karchevsky A.L. Optimizational method for solving the Cauchy problem for an elliptic
equation // J. Inverse Ill-Posed Probl. 1995. V. 3, N 1. P. 21–46.

28. Marin L., Elliott L., Heggs P., Ingham D., Lesnic D., Wen X. Conjugate gradient-boundary element
solution to the Cauchy problem for Helmholtz-type equations // Comput. Mech. 2003. V. 31, N 3–4.
P. 367–377.

29. Marin L., Elliott L., Heggs P., Ingham D., Lesnic D., Wen X. Bem solution for the Cauchy problem
associated with Helmholtz-type equations by the Landweber method // Engrg. Analysis with Boundary
Elements. 2004. V. 28, N 9. P. 1025–1034.

30. Kabanikhin S.I., Shishlenin M.A., Nurseitov D.B., Nurseitova A.T., Kasenov S.E. Comparative analysis
of methods for regularizing an initial boundary value problem for the Helmholtz equation // J. Appl.
Math. 2014. V. 2014. Article 786326; https://doi.org/10.1155/2014/786326

31. Johansson B.T., Lesnic D. A method of fundamental solutions for transient heat conduction // Engrg.
Analysis with Boundary Elements. 2008. V. 32, N 9. P. 697–703.

32. Johansson B.T., Lesnic D., Reeve T. A method of fundamental solutions for two-dimensional heat
conduction // Internat. J. Comput. Math. 2011. V. 88, N 8. P. 1697–1713.

33. Cao R. Numerical computation based on the method of fundamental solutions for a Cauchy problem of
heat equation // Turkish J. Anal. Number Theory. 2014. V. 2, N 3. P. 70–74.

34. Reeve T.H. The method of fundamental solutions for some direct and inverse problems. Thesis Ph. D.
Univ. Birmingham, 2013.

35. Yaparova N.M. Numerical methods for solving a boundary-value inverse heat conduction problem //
Inverse Probl. Sci. Engrg. 2014. V. 22, N 5. P. 832–847.

36. Solodusha S.V., Yaparova N.M. Numerical solving an inverse boundary value problem of heat conduction
using Volterra equations of the first kind // Numer. Anal. Appl. 2015. V. 8, N 3. P. 267–274.

37. Belonosov A.S., Shishlenin M.A. Continuation problem for the parabolic equation with the data on the
part of the boundary // Sib. Electron. Math. Reports. 2014. V. 11. P. 22–34.

38. Belonosov A.S., Shishlenin M.A. Regularization methods of the continuation problem for the parabolic
equation // Internat. Conf. Numerical Analysis and Its Applications. Cham: Springer-Verl., 2017. P. 220–
226.

39. Belonosov A., Shishlenin M., Klyuchinskiy D. A comparative analysis of numerical methods of solving
the continuation problem for 1D parabolic equation with the data given on the part of the boundary //
Adv. Comput. Math. 2019. V. 45, N 2. P. 735–755.



138 С. Б. Сорокин

40. Prikhodko A., Shishlenin M. Comparative analysis of the numerical methods for 3d continuation problem
for parabolic equation with data on the part of the boundary // J. Physics. Conf. Ser. 2021. V. 2092,
N 1. Article 012010.

41. Karchevsky A.L. Development of the heated thin foil technique for investigating nonstationary transfer
processes // Interfac. Phenom. Heat Transfer. 2018. V. 6, N 3. P. 179–185.

42. Marchuk G.I., Brown A.A. Methods of Numerical Mathematics. V. 2. N. Y.: Springer-Verl., 1982.
43. Samarskii A.A. The Theory of Difference Schemes. CRC Press, 2001.
44. Samarskii A.A., Andreev V.B. Difference Methods for Elliptic Equations. M.: Nauka, 1976.
45. Samarskii A.A., Nikolaev E.S. Methods of Solution of Grid Equations. M.: Nauka, 1978.
46. Kabanikhin S.I. Inverse and Ill-Posed Problems: Theory and Applications. V. 55. Walter De Gruyter,

2011.



SIBIRSKII ZHURNAL INDUSTRIAL’NOI MATEMATIKI. 2023. Vol. 26, No. 3, pp. 125–141 139

SIBERIAN JOURNAL OF INDUSTRIAL MATHEMATICS

UDC 519.632

DIFFERENCE METHOD FOR CALCULATING THE HEAT FLUX
AT AN INACCESSIBLE BOUNDARY IN THE PROBLEM OF HEAT

CONDUCTION

© 2023 S. B. Sorokin1,2

1Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics SB RAS,
pr. Akad. Lavrent’eva 6, Novosibirsk 630090, Russia,

2Novosibirsk State University,
ul. Pirogova 1, Novosibirsk 630090, Russia

E-mail: sorokin@sscc.ru

Received 28.02.2023, revised 03.03.2023, accepted 27.04.2023

Abstract. The continuation problem for the heat equation is considered. Determining the heat
flux at an inaccessible boundary reduces to an inverse problem. For the numerical solution of
the inverse problem, an implicit difference scheme is used. At each time step, for the difference
analogue of the elliptic equation, the heat flux at the inaccessible boundary is calculated by
an economical direct method. The proposed algorithm significantly expands the range of tasks
to be solved and can be used for creation of devices capable of real-time determination of the
heat flux on inaccessible measurements of parts of inhomogeneous structures. For example, to
determine the heat flux on the internal radius of a pipe made of various materials.

Keywords: heat conduction problem, inverse problem, heat flux, inaccessible boundary,
mathematical model, numerical solution, discrete analogue, direct method.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.310

REFERENCES
1. Zachár A. Analysis of coiled-tube heat exchangers to improve heat transfer rate with spirally corrugated

wall. Internat. J. Heat Mass Transfer, 2010, Vol. 53, No. 19–20, pp. 3928–3939.
2. Kundan A., Plawsky J.L., Wayner Jr P. C. Thermophysical characteristics of a wickless heat pipe in

microgravity–constrained vapor bubble experiment. Internat. J. Heat Mass Transfer, 2014, Vol. 78,
pp. 1105–1113.

3. Karchevsky A.L., Marchuk I.V., Kabov O.A. Calculation of the heat flux near the liquid–gas–solid
contact line. Appl. Math. Model., 2016, Vol. 40, No. 2, pp. 1029–1037.

4. Cheverda V.V., Karchevsky A.L., Marchuk I.V., Kabov O.A. Heat flux density in the region of droplet
contact line on a horizontal surface of a thin heated foil. Thermoph. Aeromech., 2017, Vol. 24, No. 5,
pp. 803–806.

5. Alifanov O.M. Inverse Heat Transfer Problems. Springer Sci. & Business Media, 2012.
6. Tikhonov A.N, Arsenin V.Y. Methods of Solution of Ill-Posed Problems. Moscow: Nauka, 1979.
7. Marin L., Lesnic D. The method of fundamental solutions for the Cauchy problem associated with

two-dimensional Helmholtztype equations. Comput. & Structures, 2005, Vol. 83, No. 4–5, pp. 267–278.
8. Marin L. A meshless method for the numerical solution of the Cauchy problem associated with

threedimensional Helmholtz-type equations. Appl. Math. Comput., 2005, Vol. 165, No. 2, pp. 355–374.
9. Jin B., Zheng Y. A meshless method for some inverse problems associated with the Helmholtz equation.

Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 2006, Vol. 195, No. 19–22, pp. 2270–2288.

English translation is published in Journal of Applied and Industrial Mathematics, 2023, Vol. 17, No. 3.



140 S. B. Sorokin

10. Wei T., Hon Y.C., Ling L. Method of fundamental solutions with regularization techniques for Cauchy
problems of elliptic operators. Engrg. Analysis with Boundary Elements, 2007, Vol. 31, No. 4, pp. 373–
385.

11. Marin L., Karageorghis A., Lesni D. The MFS for numerical boundary identification in two-dimensional
harmonic problems. Engrg. Analysis with Boundary Elements, 2011, Vol. 35, No. 3, pp. 342–354.

12. Wei T., Chen Y.G. A regularization method for a Cauchy problem of Laplace’s equation in an annular
domain. Math. Comput. Simulation, 2012, Vol. 82, No. 11, pp. 2129–2144.

13. Caille L., Marin L., Delvare F. A meshless fading regularization algorithm for solving the Cauchy problem
for the three-dimensional Helmholtz equation. Numer. Algorithms, 2019, Vol. 82, No 3, pp. 869–894.

14. Cheng J., Hon Y.C., Wei T., Yamamoto M. Numerical computation of a Cauchy problem for Laplace’s
equation. J. Appl. Math. Mech., 2001, Vol. 81, No. 10., pp. 665–674.

15. Qin H.H., Wei T., Shi R. Modified Tikhonov regularization method for the Cauchy problem of the
Helmholtz equation J. Comput. Appl. Math. 2009. V. 224, No. 1, pp. 39–53.

16. Karchevsky A.L. Reformulation of an inverse problem statement that reduces computational costs.
Euras. J. Math. Comput. Appl., 2013, Vol. 1, No. 2, pp. 4–20.

17. Colaço M.J., Alves C.J.S. A fast non-intrusive method for estimating spatial thermal contact conductance
by means of the reciprocity functional approach and the method of fundamental solutions. Internat.
J. Heat Mass Transfer, 2013, Vol. 60, pp. 653–663.

18. Colaço M.J., Alves C.J.S., Bozzoli F. The reciprocity function approach applied to the non-intrusive
estimation of spatially varying internal heat transfer coefficients in ducts: numerical and experimental
results. Internat. J. Heat Mass Transfer, 2015, Vol. 90, pp. 1221–1231.

19. Cattani L., Maillet D., Bozzoli F., Rainieri S. Estimation of the local convective heat transfer coefficient
in pipe flow using a 2d thermal quadrupole model and truncated singular value decomposition. Internat.
J. Heat Mass Transfer, 2015, Vol. 91, pp. 1034–1045.

20. Mocerino A., Colaco M.J., Bozzoli F., Rainieri S. Filtered reciprocity functional approach to estimate
internal heat transfer coefficients in 2d cylindrical domains using infrared thermography. Internat. J. Heat
Mass Transfer, 2018, Vol. 125, pp. 1181–1195.

21. Bazán F.S.V., Bedin L., Bozzoli F. New methods for numerical estimation of convective heat transfer
coefficient in circular ducts. Internat. J. Thermal Sci., 2019, Vol. 139, pp. 387–402.

22. Sorokin S.B. An efficient direct method for numerically solving the Cauchy problem for Laplace’s
equation. Numer. Anal. Appl., 2019, Vol. 12, pp. 87–103.

23. Sorokin S.B. An implicit iterative method for numerical solution of the Cauchy problem for elliptic
equations J. Appl. Indust. Math. 2019. V. 13, pp. 759–770.

24. Kozlov V., Maz’ya V., Fomin A. An iterative method for solving the Cauchy problem for elliptic
equations. Comput. Math. Math. Phys., 1991, Vol. 31, No. 1, pp. 45–52.

25. Marin L., Elliott L., Heggs P.J., Ingham D.B., Lesnic D., Wen X. An alternating iterative algorithm for
the Cauchy problem associated to the Helmholtz equation. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 2003,
Vol. 192, No. 5–6, pp. 709–722.

26. Marin L. Relaxation procedures for an iterative MFS algorithm for two-dimensional steady-state isotropic
heat conduction Cauchy problems. Engrg. Analysis with Boundary Elements, 2011, Vol. 35, No. 3,
pp. 415–429.

27. Kabanikhin S.I., Karchevsky A.L. Optimizational method for solving the Cauchy problem for an elliptic
equation. J. Inverse Ill-Posed Probl., 1995, Vol. 3, No. 1, pp. 21–46.

28. Marin L., Elliott L., Heggs P., Ingham D., Lesnic D., Wen X. Conjugate gradient-boundary element
solution to the Cauchy problem for Helmholtz-type equations. Comput. Mech., 2003, Vol. 31, No. 3–4,
pp. 367–377.

29. Marin L., Elliott L., Heggs P., Ingham D., Lesnic D., Wen X. Bem solution for the Cauchy problem
associated with Helmholtz-type equations by the Landweber method. Engrg. Analysis with Boundary
Elements, 2004, Vol. 28, No. 9, pp. 1025–1034.



Difference method for calculating the heat flux at an inaccessible boundary in the problem of heat . . . 141

30. Kabanikhin S.I., Shishlenin M.A., Nurseitov D.B., Nurseitova A.T., Kasenov S.E. Comparative analysis
of methods for regularizing an initial boundary value problem for the Helmholtz equation. J. Appl.
Math., 2014, Vol. 2014, article 786326; https://doi.org/10.1155/2014/786326

31. Johansson B.T., Lesnic D. A method of fundamental solutions for transient heat conduction. Engrg.
Analysis with Boundary Elements, 2008, Vol. 32, No. 9, pp. 697–703.

32. Johansson B.T., Lesnic D., Reeve T. A method of fundamental solutions for two-dimensional heat
conduction. Internat. J. Comput. Math., 2011, Vol. 88, No. 8, pp. 1697–1713.

33. Cao R. Numerical computation based on the method of fundamental solutions for a Cauchy problem of
heat equation. Turkish J. Anal. Number Theory, 2014, Vol. 2, No. 3, pp. 70–74.

34. Reeve T.H. The method of fundamental solutions for some direct and inverse problems. Thesis Ph. D.
Univ. Birmingham, 2013.

35. Yaparova N.M. Numerical methods for solving a boundary-value inverse heat conduction problem.
Inverse Probl. Sci. Engrg. 2014. V. 22, No. 5, pp. 832–847.

36. Solodusha S.V., Yaparova N.M. Numerical solving an inverse boundary value problem of heat conduction
using Volterra equations of the first kind. Numer. Anal. Appl., 2015, Vol. 8, No. 3, pp. 267–274.

37. Belonosov A.S., Shishlenin M.A. Continuation problem for the parabolic equation with the data on the
part of the boundary. Sib. Electron. Math. Reports, 2014, Vol. 11, pp. 22–34.

38. Belonosov A.S., Shishlenin M.A. Regularization methods of the continuation problem for the parabolic
equation. Numer. Anal. Appl., 2017, pp. 220–226.

39. Belonosov A., Shishlenin M., Klyuchinskiy D. A comparative analysis of numerical methods of solving
the continuation problem for 1D parabolic equation with the data given on the part of the boundary.
Adv. Comput. Math., 2019, Vol. 45, No. 2, pp. 735–755.

40. Prikhodko A., Shishlenin M. Comparative analysis of the numerical methods for 3d continuation problem
for parabolic equation with data on the part of the boundary. J. Physics. Conf. Ser., 2021, Vol. 2092,
No. 1, article 012010.

41. Karchevsky A.L. Development of the heated thin foil technique for investigating nonstationary transfer
processes. Interfac. Phenom. Heat Transfer, 2018, Vol. 6, No. 3, pp. 179–185.

42. Marchuk G.I., Brown A.A. Methods of Numerical Mathematics. V. 2. N. Y.: Springer-Verl., 1982.
43. Samarskii A.A. The Theory of Difference Schemes. CRC Press, 2001.
44. Samarskii A.A., Andreev V.B. Difference Methods for Elliptic Equations. Moscow: Nauka, 1976.
45. Samarskii A.A., Nikolaev E.S. Methods of Solution of Grid Equations. Moscow: Nauka, 1978.
46. Kabanikhin S.I. Inverse and Ill-Posed Problems: Theory and Applications. V. 55. Walter De Gruyter,

2011.



CИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ИНДУСТРИАЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2023. Т. 26, № 3. C. 142–153

УДК 517.958:539.3

ЦЕНТРАЛЬНЫЙ РЕГУЛЯТОРНЫЙ КОНТУР СИСТЕМЫ
МОРФОГЕНЕЗА МЕХАНОРЕЦЕПТОРОВ ДРОЗОФИЛЫ: ЭФФЕКТЫ

МУТАЦИЙ

© 2023 Д. П. Фурман1,3, Т. А. Бухарина1,3, В. П. Голубятников2c

1Федеральный научно-исследовательский центр
Институт цитологии и генетики СО РАН,

просп. Лаврентьева, 10, г. Новосибирск 630090, Россия,
2Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН,
просп. Акад. Коптюга, 4, г. Новосибирск 630090, Россия,

3Новосибирский государственный университет,
ул. Пирогова, 1, г. Новосибирск 630090, Россия

E-mails: afurman@bionet.nsc.ru, bbukharina@bionet.nsc.ru,
cvladimir.golubyatnikov1@fulbrightmail.org

Поступила в редакцию 09.02.2023 г.; после доработки 29.03.2023 г.;
принята к публикации 27.04.2023 г.

Описана математическая модель функционирования центрального регуляторного конту-
ра генных сетей морфогенеза механорецепторов дрозофилы с учётом мутаций входящих
в него генов. Проведены вычислительные эксперименты, показывающие наличие иерархии
эффектов мутаций генов ЦРК на продукцию белков ASC.

Ключевые слова: центральный регуляторный контур, генная сеть, математическая мо-
дель, идентификация параметров, компьютерное моделирование, дрозофила, achaete-scute
комплекс, мутации.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.311

ВВЕДЕНИЕ

Согласно современным представлениям контроль широчайшего спектра биологических
процессов, в том числе дифференцировку клеток, рост, развитие и жизнедеятельность орга-
низмов, их способность реагировать на сигналы окружающей среды, осуществляют генные
сети. Генные сети представляют собой визуализацию сложных взаимосвязей как между вхо-
дящими в них генами, так и другими компонентами биологических систем, в функционирова-
нии которых они участвуют. Реконструкция генных сетей осуществляется на основе анализа
и обобщения разнохарактерных экспериментальных данных и даёт наиболее полное и систе-
матизированное феноменологическое описание рассматриваемой биологической системы или
процесса.

Концепция генных сетей создаёт возможность формализованного представления и моде-
лирования динамического состояния биологических систем разного уровня сложности — от
клетки до организма (см. [1–5]). Сети демонстрируют сложное динамическое поведение, что
позволяет системам оперативно реагировать на различные внешние и/или внутренние сти-
мулы. Существенным атрибутом структуры сетей являются регуляторные контуры с поло-
жительными и отрицательными связями, позволяющие обеспечивать тонкую автоподстройку

Работа выполнена в рамках государственного задания ИЦиГ СО РАН (проект FWNR-2022-0020) и госу-
дарственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0009).
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сетей и их корректное функционирование, направленное на реализацию соответствующей ге-
нетической программы формирования того или иного фенотипического признака.

Примером такого регуляторного контура является центральный регуляторный контур
(ЦРК) — центральное звено трёх генных сетей, обеспечивающих развитие как отдельных ор-
ганов периферической нервной системы (механорецепторов) дрозофилы, так и формирование
их совокупности, так называемого щетиночного рисунка [6–8]. Основной этап этого процес-
са заключается в формировании родительской клетки механорецептора. Родительская клетка
характеризуется определённым уровнем белков — продуктов экспрессии генного комплекса
achaete-scute (AS-C). Их наработку и контролирует ЦРК, модулирующий активность ком-
плекса.

Наряду с генами AS-C — основного элемента ЦРК, в его состав входит ещё ряд генов,
объединённых положительными и отрицательными связями, и белков, опосредующих эти свя-
зи. Анализ построенной нами ранее модели функционирования ЦРК при отсутствии мута-
ций входящих в него генов показал, что при биологически оправданных параметрах система
функционирует без осцилляций. Наработка белков ASC продолжается до достижения уровня,
необходимого для детерминации клетки как родительской клетки механорецептора, а затем
падает до базового уровня, позволяющего ей перейти к делению (см. [7, 9]).

Однако хорошо известно, что гены подвержены мутациям и гены ЦРК не составляют
исключения. В результате возникают отклонения от стереотипной структуры щетиночного
рисунка. В зависимости от характера мутаций в главном компоненте ЦРК — генах AS-C —
наблюдается исчезновение тех или иных механорецепторов, а в наиболее радикальных случа-
ях — отсутствие подавляющего большинства составляющих щетиночного рисунка. Результаты
математического моделирования функционирования ЦРК с учётом мутаций генов комплекса
achaete-scute рассмотрены в работе [9].

Предметом настоящей статьи является построение и анализ математической модели функ-
ционирования ЦРК при мутациях входящих в него генов-регуляторов активности комплекса
AS-C. Для вычислительных экспериментов с такой моделью использовано специально разра-
ботанное программное обеспечение.

Здесь и далее наименования генов обозначены курсивом, а названия белков — прямым
шрифтом.

1. СТРУКТУРНО-ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ ОРГАНИЗАЦИЯ ЦРК

Центральный регуляторный контур — главный управляющий модуль трёх генных сетей
морфогенеза механорецепторов. Компоненты контура представлены семью генами и десятью
белками. Гены AS-C, hairy (h), extramacrochaeta (emc), senseless (sens), charlatan (chn), scratch
(scrt), phyllopod (phyl) объединены системой активирующих и репрессирующих взаимодействий
через одноимённые белки, кодируемые названными генами, или их комплексы. Белки ASC
могут образовывать комплексы с белками Daugterless (DA) и Extramacrochaeta (EMC). В за-
висимости от того, с каким из них (DA или EMC) формируется комплекс, белки ASC либо
усиливают, либо ослабляют активность собственных генов. Белки ASC напрямую активируют
экспрессию генов chn, sens, scrt, phyl. Белок SCRT репрессирует ген hairy, а CHN репресси-
рует как hairy, так и emc. Для полноценного функционирования ЦРК необходимы ещё три
«вспомогательных» белка, не принимающих непосредственного участия в межгенных взаимо-
действиях — это белки системы деградации белков ASC—UB (Ubiquitin, убиквитин) и SINA
(Seven in absentia), а также GRO (Groucho) — кофактор Hairy (см. [10, 11]). Схема контура
показана на рис. 1.

Согласно экспериментальным данным белок ASC критически важен для определения ста-
туса родительской клетки механорецептора [12, 13]. Только при условии накопления этого
белка до некоторого порогового уровня создаётся возможность безальтернативного перехо-
да клетки к нейральному пути развития. Моделирование поведения ЦРК с учётом мутаций
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Рис. 1. Схема связей в ЦРК генных сетей
системы морфогенеза механорецепторов дрозофилы.

Стрелками с заострёнными концами показаны прямые активирующие воздействия,
стрелками с тупыми концами — прямые репрессорные воздействия на целевые гены.

Пунктирная линия обозначает непрямое репрессорное воздействие на AS-C

в генах AS-C было проведено нами ранее и показало, что снижение содержания ASC до 40 % от
нормального уровня налагает запрет на детерминацию родительской клетки и последующее
формирование механорецептора [9]. Поскольку контур функционирует как единая система,
очевидно, что мутации всех входящих в него генов могут оказывать большее или меньшее
влияние на наработку белков ASC. Рассмотрим относительные эффекты мутаций этих генов
на уровень и характер экспрессии ASC.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЦРК

С целью качественного описания мутационных изменений в функционировании рассмат-
риваемого регуляторного контура для всех его компонент в модели задаются неотрицатель-
ные, не превосходящие единицы коэффициенты kx, ky, ke и т. д., отражающие влияние мутаций
в генах регуляторного контура на уровни кодируемых ими белков. Значение коэффициента 1
соответствует норме функционирования гена, тогда как значение коэффициента 0 означа-
ет полную его инактивацию и отсутствие соответствующего белка. Изменение концентраций
компонент ЦРК моделируется динамической системой размерности семь:

dx

dt
= kx

σ1(Dx) + σ4(z) + σ6(w)

(1 +Gy)(1 + E x)
− [1 + p(t− τ)U S]mx x,

dy

dt
= ky

Cy

(d1 + u)(d2 + w)
−my y,

dE

dt
= ke

Ce

(d3 + w)
−meE,

dz

dt
= kzs4(Dx)−mz z,

du

dt
= kus5(Dx)−mu u,

dw

dt
= kws6(Dx)−mw w,

dp

dt
= kp

s7(Dx)h(t− τ) (t− τ)2

L+ h(t− τ) (t− τ)2
−mp p,

(1)

составленной согласно общим схемам построения подобных систем уравнений кинетического
типа (см. [9, 14]). Здесь Cy = const, Ce = const; также постоянными предполагаются и па-
раметры d1, d2, d3. Искомые функции в этой системе пропорциональны содержанию белков
в ЦРК: x(t) пропорциональна содержанию ASC, y(t) — содержанию Hairy, E(t) — содержанию
Extramacrochaete, z(t) — содержанию Senseless, u(t) — содержанию Scratch, w(t) — содержанию
Charlatan, p(t) — содержанию Phyllopod.
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По сравнению с предыдущими моделями ЦРК, рассмотренными в [7, 9], здесь учитыва-
ются ещё две отрицательные связи (см. [11]):

CHN∼∼◀ HAIRY и CHN∼∼◀ EMC. (2)

Так же, как и в [14], будем полагать, что их воздействия описываются во втором и в тре-
тьем уравнениях системы (1) сомножителями в знаменателях:

d2 + w, соответственно d3 + w.

Значения параметров D, G, S, U в системе (1) предполагаются постоянными, поскольку
концентрации описываемых ими белков Daughterless (DA), Groucho (GRO), Seven in absentia
(SINA) и Ubiquitin (Ub) практически не меняются в процессе формирования родительской
клетки. Положительные коэффициенты mx, my, me, mz, mu, mw, mp описывают скорости
разложения соответствующих белков.

Положительное слагаемое во втором уравнении системы (1) описывает отрицательные
связи SCRT ∼∼◀ HAIRY, и CHN ∼∼◀ HAIRY, представленные в верхней левой части рис. 1.
Сигмоидные функции σℓ, ℓ = 1, 4, 6, в первом уравнении системы (1) и сигмоидные функции si,
i = 4, 5, 6, 7, в соответственно четвёртом, пятом, шестом и седьмом уравнениях этой системы
описывают положительные связи, изображённые на рис. 1:

σℓ(q) =
aℓq

nℓ

bℓ + qnℓ
; si(q) =

αiq
νi

βi + qνi

(см. [7]). Здесь αi, βi, νi и aℓ, bℓ, nℓ — положительные параметры, q ⩾ 0. Указанные выше
значения индекса ℓ означают, что функция z(t) описывается в четвёртом уравнении системы,
а w(t) — в шестом.

Последнее уравнение динамической системы (1) посредством функции Хевисайда
h(t−τ) описывает запаздывание динамики синтеза Phyllopod на время τ . Ранее это уравнение
было использовано нами в в шестимерной модели функционирования рассматриваемого ЦРК,
которая не учитывала отрицательные связи (2) (см. [9]).

Построение модели осуществлялось для временно́го интервала 32 часа, соответствующего
максимальной продолжительности функционирования ЦРК в родительской клетке механоре-
цептора.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Специально для проведения вычислительных экспериментов с рассматриваемой моде-
лью ЦРК на базе языка R и пакета Shiny (описание доступно в https://www.r-project.org/
и https://shiny.rstudio.com/) был разработан программный комплекс, позволяющий решать
систему дифференциальных уравнений (1) с помощью клиент-серверного приложения. Все
параметры уравнений системы (1), а также начальные условия для этих уравнений задаются
в «клиентской» части разработанного облачного Веб-сервиса в соответствии с литературными
данными биологических экспериментов.

Результаты численных экспериментов с системой (1) доступны в веб-браузере
https://gene-nets-simulation.shinyapps.io/crc-asc-modeler/

и представлены в виде графиков решений системы (1), а также таблиц используемых пара-
метров и начальных данных.

Аналогичные программные средства были специально созданы для нашей предыдущей
публикации [9], где конструировалась и изучалась более простая модель рассматриваемого
ЦРК, не учитывавшая связи (2), и для более ранней работы [15], в которой не предусмат-
ривалась возможность мутаций в генах ЦРК. Подобные облачные программные комплексы



146 Д. П. Фурман, Т. А. Бухарина, В. П. Голубятников

и Веб-сервисы были разработаны также для численного моделирования ряда других генных
сетей и описаны в [16, 17].

На рис. 2 приведён график, отражающий динамику изменения содержания ASC в услови-
ях отсутствия мутаций всех входящих в ЦРК генов с учётом не рассмотренного ранее в [9] ре-
гуляторного воздействия CHN на гены AS-C через репрессию hairy и emc (рис. 1). Параметры
для моделирования подобраны на основе экспериментальных данных по динамике изменения
белков ASC, согласно которым к моменту деления клетки (32-й час) содержание этого белка
снижается до нуля [18].

Использовались следующие значения параметров:

D = 1.6; G = 1; mx = 0.3; U = 1.1; S = 5.5;

a1 = 2.9; n1 = 1; b1 = 1; a4 = 5.8; n4 = 1; b4 = 5.6;

a6 = 6; n6 = 1; b6 = 5.7;

Cy = 14.1; d1 = 4.1; d2 = 4.7; my = 0.5;

Ce = 2.9; d3 = 7.5; me = 0.4;

α4 = 1.4; ν4 = 1.9; β4 = 1.2; mz = 3;

α5 = 14.8; ν5 = 1.1; β5 = 14.8; mu = 2.3;

α6 = 2; ν6 = 1; β6 = 1; mw = 1;

α7 = 3; ν7 = 1; β7 = 1; mp = 1; L = 1.

(3)

При выборе значений параметров использовались также и методы их идентификации,
описанные в [19]. Характер полученной кривой полностью отвечает имеющимся литературным
данным. Таким образом, рассматриваемая здесь модель более реалистична, чем полученная
в [9].

Рис. 2. Динамика изменения содержания белка ASC в норме.
Ось x — содержание белка ASC в клетке (в условных единицах);

ось t — время в часах; CD — начало деления родительской клетки

Целью настоящей работы является оценка относительного влияния мутаций генов, входя-
щих в ЦРК, на содержание белка ASC. Было проведено семь численных экспериментов — по
числу генов, взаимодействующих с AS-C, мутации которых влияют на уровень ASC. В каж-
дом из экспериментов параметры соответствовали (3), а значения коэффициентов мутации k
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для каждого гена принимались равными нулю, что с биологической точки зрения означает
полную его инактивацию вследствие мутации, влекущую отсутствие соответствующего белка.

Начальные данные в каждом из экспериментов выбирались следующим образом:
при kx = 0 (мутация в AS-C)

x0 = 0; y0 = 1.6; E0 = 1.1; z0 = 0.2; u0 = 0; w0 = 0; p0 = 0;

при ky = 0 (мутация в hairy)

x0 = 0.8; y0 = 0; E0 = 1.1; z0 = 0.2; u0 = 0; w0 = 0; p0 = 0;

при ke = 0 (мутация в emc)

x0 = 0.8; y0 = 1.6; E0 = 0; z0 = 0.2; u0 = 0; w0 = 0; p0 = 0;

при kz = 0 (мутация в sens)

x0 = 0.8; y0 = 1.6; E0 = 1.1; z0 = 0; u0 = 0; w0 = 0; p0 = 0;

при ku = 0 (мутация в scrt)

x0 = 0.8; y0 = 1.6; E0 = 1.1; z0 = 0.2; u0 = 0; w0 = 0; p0 = 0;

при kw = 0 (мутация в chn)

x0 = 0.8; y0 = 1.6; E0 = 1.1; z0 = 0.2; u0 = 0; w0 = 0; p0 = 0;

при kp = 0 (мутация в phyl)

x0 = 0.8; y0 = 1.6; E0 = 1.1; z0 = 0.2; u0 = 0; w0 = 0; p0 = 0.

Соответствующие графики показаны на рис. 3.
Как и следовало ожидать, график для ASC при мутации в AS-C (kx = 0) не выходит из

нулевых значений, что соответствует полному отсутствию белка.
При мутировании phyl (kp = 0) уровень ASC ожидаемо остаётся на достигнутом плато,

поскольку в этом случае отсутствует белок PHYL, ответственный за его деградацию (см. [18]).
Сравнение профилей кривых на рис. 3 показывает, что существует некая иерархия эф-

фектов мутаций в различных генах ЦРК на уровень белков ASC, что отражается в размахе
отклонений от кривой, характеризующей динамику этих белков в норме, т. е. в отсутствие
мутаций. Наиболее сильное влияние оказывают мутации в emc (ke = 0) и hairy (ky = 0), зна-
чительно отклоняющие уровень ASC относительно его нормальных показателей в бо́льшую
сторону. Это биологически оправданный результат, поскольку EMC и HAIRY репрессируют
AS-C (см. [20]), так что снятие этой репрессии должно проявляться увеличением содержания
ASC.

Мутация в chn (kw = 0), напротив, приводит к заметному cнижению уровня ASC (кривая
лежит ниже уровня, соответствующего норме). Эффект обусловлен тем, что мутация приводит
к отсутствию белка CHN, который напрямую активирует гены AS-C и репрессирует гены emc
и hairy. При этом наработка белков ASC не может достигнуть уровня нормы [11, 21].

Менее выраженное снижение уровня белков ASC вызывают мутации в генах sens (ku = 0)
и scrt (kz = 0), что также согласуется с известными данными о функциях этих генов в системе
ЦРК и проявлениях мутаций в этих генах: белок SENS известен как коактиватор активно-
сти AS-C, следовательно, мутация приведёт к некоторому снижению наработки ASC. Белок
SCRT репрессирует hairy, так что в результате возможно некоторое увеличение уровня ASC,
которое, тем не менее, не достигает нормальных значений из-за действия прямых репрессоров
активности генов AS-C (рис. 1) [22, 23].
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Рис. 3. Относительный вклад мутаций генов ЦРК в динамику уровня белков ASC.
Кривая N получена для случая отсутствия мутаций в генах ЦРК.
Ось x — содержание белка ASC в клетке (в условных единицах);

ось t — время (в часах); CD — начало деления родительской клетки

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Формирование полноценного щетиночного рисунка, состоящего из строго определённо-
го числа (двадцати шести) механорецепторов, занимающих строго определённые позиции на
голове и теле дрозофилы, возможно лишь при отсутствии мутаций в генах ЦРК. Экспери-
ментально показано, что мутации проявляются в отклонениях от канонической структуры
щетиночного рисунка — изменению числа и/или позиционирования механорецепторов. Наи-
более серьёзные последствия имеют некоторые мутации главного компонента ЦРК — генов
AS-C, приводящие к отсутствию подавляющего большинства или даже всех механорецепто-
ров стандартного набора (см. [21], а также [23–31]).
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Полученные результаты свидетельствуют, что мутации в генах комплекса в разной степе-
ни сказываются на уровне белков ASC. Анализ предложенной модели показывает, что ЦРК как
система чувствителен к изменению внутренних межгенных взаимодействий и его полноцен-
ное функционирование, результатом которого становится определённая динамика изменения
в уровне белков ASC, возможно лишь при согласованной работе всех составляющих компо-
нентов.

Авторы выражают искреннюю благодарность А. А. Акиньшину за полезные советы и кри-
тические замечания.
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Задачи о равновесии упругих тел с тонкими включениями различной природы являются
предметом анализа большого числа работ. При этом включения могут быть упругими, жёст-
кими, полужёсткими и т. д. Исследование тонких жёстких включений, расположенных в упру-
гих телах, можно найти в [1–10]; тонкие упругие и полужёсткие включения анализировались
в [11–13], где, в частности, можно найти обоснование возможности перехода к пределу по па-
раметру жёсткости тонкого включения, а также дифференцирование функционала энергии
по длине отслоения тонких включений. Можно отметить также статьи, касающиеся вопро-
сов усреднения для моделей подобного рода [14, 15]. Имеются и другие работы, примыкающие
к данной тематике (см., например, [16, 17]). В случае отслоения тонкого включения от окружа-
ющего упругого тела приходится иметь дело с трещиной, на берегах которой следует задавать
подходящие краевые условия. С физической точки зрения наиболее правильными являют-
ся такие краевые условия, которые обеспечивают взаимное непроникание противоположных
берегов трещины [18, 19]. Как правило, такой подход приводит к необходимости исследовать
краевые задачи с неизвестными областями контакта.

Данная работа посвящена анализу краевой задачи, описывающей равновесие двух упру-
гих тел с тонкой слабо искривлённой перемычкой. Для описания слабо искривленной перемыч-
ки используется модель Кирхгофа — Лява, с которой можно познакомиться по книге [20, с. 27].
Задача о равновесии двумерного упругого тела, содержащего слабо искривлённое включе-
ние, впервые исследовалась в [21]. Вопросы сопряжения для слабо искривлённых включений,
расположенных в упругом теле, и асимптотические свойства решений представлены в рабо-
тах [22, 23]. Анализ задач равновесия упругих пластин с тонкой прямолинейной перемычкой
выполнен в [24, 25].

Структура работы следующая. Во первом разделе обсуждается постановка задачи и дока-
зывается её разрешимость. Разделы 2, 3 посвящены исследованию предельных переходов при
стремлении параметра жёсткости перемычки к бесконечности и к нулю. Для всех рассмат-
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риваемых моделей приводятся как вариационные, так и дифференциальные формулировки
задач и доказывается их эквивалентность.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть ΩL,ΩR ⊂ R2 — две ограниченные области с липшицевыми границами Γ1, Γ2 со-
ответственно, такие что ΩL ∩ ΩR = ∅. Предположим, что каждая из границ Γ1, Γ2 делится
на две гладкие части Γi

N и Γi
D, meas Γi

D > 0, i = 1, 2. Через s, s0, s1, s2 обозначим соответ-
ственно интервалы (−2, 2), (−1, 1), (−2,−1), (1, 2) на оси x1. Пусть φ — заданная функция
из пространства H1(s), такая что φ′′ ∈ L∞(s). Для простоты будем считать, что график γ

функции x2 = φ(x1), x1 ∈ s, пересекает границы Γ1, Γ2 в точках (−1, 0), (1, 0). Графики
функции x2 = φ(x1) при x1 ∈ si обозначим соответственно через γi, i = 0, 1, 2. Считаем так-
же, что угол между γ и Γi в точках пересечения ненулевой, i = 1, 2 (см. рисунок). Через
ν = (ν1, ν2), n = (n1, n2) будем обозначать единичные нормальные векторы к γ и Γi соответ-
ственно; τ = (ν2,−ν1), Ω = ΩL ∪ΩR, Ωγ = Ω \γ̄. Считаем, что области ΩL, ΩR соответствуют
упругим телам в естественном состоянии, а γ соответствует срединной линии тонкой слабо
искривлённой перемычки.

Геометрия задачи

Обозначим через A = {aijkl}, i, j, k, l = 1, 2, заданный положительно определённый тензор
модулей упругости:

aijkl = ajikl = aklij ∈ L∞(Ω), i, j, k, l = 1, 2,

Aξ · ξ ⩾ c0|ξ|2 ξ = {ξij}, c0 = const > 0.

Все величины с двумя нижними индексами считаются симметричными по этим индексам.
Постановка задачи равновесия упругих тел с тонкой слабо искривлённой перемычкой γ

состоит в следующем. Найти вектор перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ =

{σij}, i, j = 1, 2, упругих тел, определённые в Ωγ , и перемещения v, w точек перемычки,
определённые на s, такие что выполняются уравнения

−div σ = f ; σ = Aε(u) в Ωγ , (1)

w,1111 + k(v,1 + kw) = [σν ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (2)

−v,11 − (kw),1 = [στ ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (3)
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и краевые условия

u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (4)

w,11 = w,111 = v,1 + kw = 0 при x1 = −2, 2, (5)

[uν ] ⩾ 0, v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2, (6)
σ+ν ⩽ 0, σ+τ = 0, σ+ν [uν ] = 0 на γ1 ∪ γ2, (7)

[v(±1)] = [w(±1)] = [w,1(±1)] = 0, (8)

[(v,1 + kw)(±1)] = [w,11(±1)] = [w,111(±1)] = 0. (9)

Здесь [h] = h+ − h− — скачок функции h на γ1 ∪ γ2, где знаки ± соответствуют положи-
тельному и отрицательному направлениям нормали ν; p =

√
1 + φ2

,1; q0 = 0, q1 = q2 = 1;
ε(u) = {εij(u)} — тензор деформаций, εij(u) = (ui,j + uj,i)/2, i, j = 1, 2; σ n = (σ1j nj , σ2j nj),
σν = σij νjνi, στ = σ ν · τ , uν = uν, uτ = uτ ; [g(b)] = g(b+) − g(b−) — скачок функции g
в точке b ∈ s. По повторяющимся индексам проводится суммирование. Второе и третье
равенства (6) следует понимать так: v(x1) = uτ (x1, φ(x1)), x1 ∈ s1 ∪ s2. При этом уравне-
ние (1) — уравнение равновесия упругого тела и уравнение состояния (закон Гука), а урав-
нения (2), (3) представляют уравнения равновесия тонкой слабо искривлённой перемычки.
Правые части уравнений (2), (3) описывают силы, действующие на неё со стороны упругого
тела; f = (f1, f2) ∈ L2(Ω)2 — заданный вектор внешних сил, действующих на упругие тела,
а k ∈ L∞(s) — кривизна срединной линии перемычки. Для простоты коэффициенты упруго-
сти в (2), (3) приняты равными единице. В дальнейшем зависимость от этих коэффициентов
будет исследована подробно.

Второе и третье соотношения (6) обеспечивают равенство смещений для точек упругого
тела и тонкой перемычки на γ−1 ∪ γ−2 . Что касается краевых условий (5), то они соответствуют
нулевому моменту, нулевой перерезывающей силе и нулевой деформации растяжения (сжа-
тия) в концевых точках перемычки. Наконец, краевые условия (8), (9) являются условиями
сопряжения в точках пересечения перемычки с внешней границей упругих тел. В целом мо-
дель (1)–(9) соответствует задаче с неизвестной областью контакта между берегами трещин.
Первое краевое условие (6) описывает взаимное непроникание между противоположными бе-
регами; при этом выполнены краевые условия (7) (см. [19]).

Как будет показано ниже, соотношения (1)–(9) в точности эквивалентны вариационной
формулировке задачи минимизации функционала энергии на подходящем пространстве функ-
ций. При этом функционал энергии содержит слагаемые, соответствующие энергии деформи-
рования упругого тела, работе внешних сил, энергии изгиба и растяжения тонкой перемычки.

На первом этапе приведём вариационную формулировку задачи (1)–(9) и докажем суще-
ствование решения. Введём для этого пространство функций

H1
D(Ωγ)

2 =
{
u ∈ H1(Ωγ)

2 | u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D

}
и функционал энергии E :W → R,

E(u, v, w) =
1

2

∫
Ωγ

σ(u) ε(u)−
∫
Ωγ

fu+
1

2

∫
s

w2
,11 +

1

2

∫
s

(v,1 + kw)2,

где пространство W с нормой

∥(u, v, w)∥2W = ∥u∥2H1
D(Ωγ)2

+ ∥(v, w)∥2H1(s)×H2(s)

определяется следующим образом:

W =
{
(u, v, w) ∈ H1

D(Ωγ)
2 ×H1(s)×H2(s) | v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2

}
.
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Здесь σ(u) ε(u) = σij(u) εij(u), fu = fiui, а σ(u) определяется из (1), т. е. σ(u) = Aε(u). Отме-
тим, что введённое пространство W является подпространством в рефлексивном пространстве
H1

D(Ωγ)
2 × H1(s) × H2(s). Особенность этого подпространства состоит в том, что оно состо-

ит из функций, следы которых uτ , uν на γ−1 ∪ γ−2 являются более гладкими по сравнению со
стандартной гладкостью H1/2(γ1 ∪ γ2). Эта гладкость обеспечивается выполнением равенств
v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2 при (v, w) ∈ H1(s)×H2(s).

Введём множество допустимых перемещений

S = {(u, v, w) ∈W | [uν ] ⩾ 0 на γ1 ∪ γ2}.

Заметим далее, что задача минимизации

E(u, v, w) → inf
S
E, (u, v, w) ∈ S,

эквивалентна следующему вариационному неравенству:

(u, v, w) ∈ S, (10)

∫
Ωγ

σ(u) ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) +

∫
s

(v,1 + kw)(v̄,1 − v,1)

+

∫
s

{w,11(w,11 − w,11) + k(v,1 + kw)(w − w)} ⩾ 0 для всех (ū, v̄, w) ∈ S. (11)

Для доказательства существования решения задачи (10), (11) сначала докажем следую-
щее

Утверждение 1. Существует постоянная c > 0, такая что∫
s1∪s2

(v2 + w2) +

∫
s

{
w2
,11 + (v,1 + kw)2

}
⩾ c∥(v, w)∥2H1(s)×H2(s)

для всех (v, w) ∈ H1(s)×H2(s).

Доказательство. Предположим, что утверждение не верно. Тогда существует последо-
вательность (vm, wm) ∈ H1(s)×H2(s), такая что при m→ ∞

∥(vm, wm)∥H1(s)×H2(s) = 1, (12)∫
s1∪s2

{(vm)2 + (wm)2}+
∫
s

{(
wm
,11

)2
+
(
vm,1 + kwm

)2} → 0. (13)

Выбирая при необходимости подпоследовательность с прежним обозначением, считаем что
при m→ ∞

(vm, wm) → (v, w) слабо в H1(s)×H2(s), сильно в L2(s)× L2(s). (14)

Из (13), (14) следует
v ≡ w ≡ 0 на s1 ∪ s2. (15)

Кроме того, ∫
s0

{
w2
,11 + (v,1 + kw)2

}
= 0.
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Это означает, что

w(x1) = a0 + a1x1 = 0, v(x1) = a2, x1 ∈ s0, ai ∈ R, i = 1, 2, 3.

C учётом (15) получаем
(v, w) ≡ (0, 0) на s. (16)

Далее,

∥(vm, wm)∥2H1(s)×H2(s) = ∥(vm, wm)∥2L2(s)×L2(s) +

∫
s

{(
vm,1

)2
+
(
wm
,11

)2}
.

В силу (13), (14), (16) имеем ∫
s

{(vm,1 )2 + (wm
,11)

2} → 0.

Тогда согласно (16) получим∫
s

{(
vm,1

)2
+
(
wm
,11

)2} →
∫
s

{(v,1)2 + (w,11)
2}

и поэтому

∥(vm, wm)∥2H1(s)×H2(s) → ∥(v, w)∥2L2(s)×L2(s) +

∫
s

{
v2,1 + w2

,11

}
= ∥(v, w)∥2H1(s)×H2(s).

Учитывая (14), будем иметь

(vm, wm) → (v, w) сильно в H1(s)×H2(s),

что в силу (16) приводит к противоречию, поскольку из (12) следует

∥(v, w)∥H1(s)×H2(s) = 1.

Утверждение 1 доказано. □

Теорема 1. Задача (10), (11) имеет единственное решение.

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно установить коэрцитивность
функционала E на S. Слабая полунепрерывность снизу функционала E очевидна. Учитывая
первое неравенство Корна, имеем для β > 0 с положительными постоянными ci:

E(u, v, w) ⩾ c0∥u∥21,Ωγ
− c1∥u∥1,Ωγ ± β

2

(
∥v∥2L2(s1∪s2) + ∥w∥2L2(s1∪s2)

)
+

1

2

∫
s

w2
,11 +

1

2

∫
s

(v,1 + kw)2, (17)

где ∥ · ∥1,Ωγ — норма в H1
D(Ωγ)

2. В силу соотношений v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2 и теорем
вложения для малых β > 0 получим

c0
2
∥u∥21,Ωγ

− β

2

(
∥v∥2L2(s1∪s2) + ∥w∥2L2(s1∪s2)

)
⩾ 0.

Таким образом, с учётом утверждения 1, из (17) при малых β > 0 следует неравенство

E(u, v, w) ⩾ c2∥u∥21,Ωγ
− c1∥u∥1,Ωγ + c3

(
∥v∥2H1(s) + ∥w∥2H2(s)

)
,
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что и доказывает коэрцитивность функционала E на W , т. е. E(u, v, w) → ∞ при
∥(u, v, w)∥W → ∞. Таким образом, получаем доказательство существования решения, удо-
влетворяющего (10), (11).

Можно доказать, что система соотношений (1)–(9) эквивалентна (10), (11) на гладких ре-
шениях. Это означает, что соотношения (1)–(9) следуют из (10), (11) и, наоборот, из (10), (11)
можно получить все соотношения (1)–(9). Соответствующие рассуждения полностью приво-
дить не будем, так как в целом они повторяют идеи работы [23]. Обоснования требуют лишь
условия сопряжения (9). Итак, пусть выполнены (10), (11) и соотношения (1)–(7) уже получе-
ны из (10), (11). Подставим в (11) тестовую функцию (ū, v̄, w) = (u, v, w)±(ũ, ṽ, w̃), где [ũν ] = 0,
(ṽ, w̃) = (u−τ , u

−
ν ) на γ1 ∪ γ2. Получим∫

Ωγ

σ(u) ε(ũ)−
∫
Ωγ

f(ũ) +

∫
s

(v,1 + kw)ṽ,1 +

∫
s

{w,11w̃,11 + k(v,1 + kw)w̃} = 0.

Интегрируя здесь по частям и пользуясь уравнением равновесия для упругих тел, будем иметь

−
∫

s1∪s2

[σν ũν + στ ũτ ]−
2∑
0

∫
si

(v,1 + kw),1ṽ +

2∑
0

∫
si

w,1111w̃

+

∫
s

k(v,1 + kw)w̃ + (v,1 + kw)ṽ|x1=−1
x1=−2 + (v,1 + kw)ṽ|x1=1

x1=−1

+ (v,1 + kw)ṽ|x1=2
x1=1 + w,11w̃,1|x1=−1

x1=−2 − w,111w̃|x1=−1
x1=−2 + w,11w̃,1|x1=1

x1=−1

− w,111w̃|x1=1
x1=−1 + w,11w̃,1|x1=2

x1=1 − w,111w̃|x1=2
x1=1 = 0. (18)

Воспользуемся уравнениями равновесия тонкой перемычки (2), (3) и краевыми условиями (5).
Тогда из (18) получим

(v,1 + kw)ṽ|x1=−1 + (v,1 + kw)ṽ|x1=1
x1=−1 + (v,1 + kw)ṽ|x1=1

+ w,11w̃,1|x1=−1 − w,111w̃|x1=−1 + w,11w̃,1|x1=1
x1=−1 − w,111w̃|x1=1

x1=−1

+ w,11w̃,1|x1=1 − w,111w̃|x1=1 = 0. (19)

Функции ṽ, w̃, w̃,1 могут принимать произвольные значения в точках ±1. Это обстоятельство
позволяет получить из (19) условия сопряжения (9). Таким образом, из (10), (11) вытекают
все соотношения (1)–(9). Можно доказать и обратное. Из (1)–(9) следует (10), (11).

Отметим также, что решение задачи (10), (11) единственно. □

2. ПЕРЕХОД К ПРЕДЕЛУ ПРИ СТРЕМЛЕНИИ ПАРАМЕТРА ЖЁСТКОСТИ
ПЕРЕМЫЧКИ К БЕСКОНЕЧНОСТИ

В этом разделе мы исследуем поведение решения задачи (1)–(9) при стремлении парамет-
ра жёсткости α тонкой перемычки к бесконечности. Для простоты этот параметр равнялся
единице в (1)–(9); в данном случае зависимость от этого параметра будет явно указана в моде-
ли. Решение соответствующей краевой задачи будем снабжать символом α. Постановка задачи
равновесия при заданном параметре α > 0 состоит в следующем. Найти вектор перемещений
uα =

(
uα1 , u

α
2

)
и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определённые в Ωγ , и перемещения

vα, wα точек тонкой перемычки, определённые на s, такие что выполняются уравнения

−div σ = f ; σ = Aε(uα) в Ωγ , (20)

αwα
,1111 + αk

(
vα,1 + kwα

)
= [σν ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (21)

−αvα,11 − α(kwα),1 = [στ ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (22)
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и краевые условия

uα = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (23)

wα
,11 = wα

,111 = vα,1 + kwα = 0 при x1 = −2, 2, (24)[
uαν

]
⩾ 0, vα =

(
uατ

)−
, wα =

(
uαν

)− на γ1 ∪ γ2, (25)
σ+ν ⩽ 0, σ+τ = 0, σ+ν [u

α
ν ] = 0 на γ1 ∪ γ2, (26)

[vα(±1)] = [wα(±1)] = [wα
,1(±1)] = 0, (27)[(

vα,1 + kwα
)
(±1)

]
=

[
wα
,11(±1)

]
=

[
wα
,111(±1)

]
= 0. (28)

Как и в предыдущем разделе, задача (20)–(28) допускает вариационную формулировку.
Именно, рассмотрим функционал энергии

Eα(u, v, w) =
1

2

∫
Ωγ

σ(u) ε(u)−
∫
Ωγ

fu+
α

2

∫
s

w2
,11 +

α

2

∫
s

(v,1 + kw)2.

Тогда задача минимизации этого функционала на множестве S имеет решение, удовлетворя-
ющее вариационному неравенству

(uα, vα, wα) ∈ S, (29)

∫
Ωγ

σ(uα) ε(ū− uα)−
∫
Ωγ

f(ū− uα) + α

∫
s

(vα,1 + kwα)(v̄,1 − vα,1)

+ α

∫
s

{
wα
,11

(
w,11 − wα

,11

)
+ k

(
vα,1 + kwα

)
(w − wα)

}
⩾ 0 для всех (ū, v̄, w) ∈ S. (30)

На первом этапе получим априорные оценки решений в задаче (29), (30). Сначала заметим,
что из (29), (30) следует равенство∫

Ωγ

σ(uα) ε(uα)−
∫
Ωγ

fuα + α

∫
s

(
vα,1 + kwα

)2
+ α

∫
s

(
wα
,11

)2
= 0. (31)

Так же, как и при доказательстве коэрцитивности функционала E в предыдущем разделе,
отсюда получаем равномерно по α ⩾ α0 > 0

∥(uα, vα, wα)∥W ⩽ c.

Выбирая подпоследовательность, можно считать, что при α→ ∞

(uα, vα, wα) → (u, v, w) слабо в W. (32)

Кроме того, из (31) следует ∫
s

(
vα,1 + kwα

)2
+

∫
s

(
wα
,11

)2
⩽ c/α.

Это означает, что для предельных функций будем иметь∫
s

(v,1 + kw)2 +

∫
s

w2
,11 = 0.
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Отсюда следует, что (v, w) ∈ L(s), где

L(s) = {(v, w) | w(x1) = a0 + a1x1, v,1(x1) + k(x1)w(x1) = 0, x1 ∈ s; a0, a1 ∈ R}.

Введём далее множество допустимых перемещений с произвольными (v̄, w)

Sr =
{
ū ∈ H1

D(Ωγ)
2 | [ūν ] ⩾ 0 на γ1 ∪ γ2; (ū−τ , ū−ν )|γ1 ∪ γ2 = (v̄, w), (v̄, w) ∈ L(s)

}
и возьмём произвольный элемент ū ∈ Sr. Тогда существуют функции v̄, w, такие что
(ū, v̄, w) ∈ S. Подставим (ū, v̄, w) в качестве тестовой функции в (30) и перейдём к пределу
при α→ ∞. В результате получим

u ∈ Sr, (33)∫
Ωγ

σ(u) ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) ⩾ 0 для всех ū ∈ Sr. (34)

Итак, доказано следующая
Теорема 2. Решения задачи (29), (30) сходятся в смысле (32) при α → ∞ к решению

задачи (33), (34).
Предельная задача (33), (34) допускает дифференциальную формулировку. Требуется

найти функции u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, определённые в Ωγ , и функции (v, w) ∈ L(s),
такие что

−div σ = f ; σ = Aε(u) в Ωγ , (35)

u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (36)

[uν ] ⩾ 0 на γ1 ∪ γ2;
(
u−τ , u

−
ν

)
|γ1 ∪ γ2 = (v, w), (37)∫

γ1 ∪ γ2

[σ ν · u] = 0,

∫
γ1 ∪ γ2

[σ ν · ū] ⩽ 0 для всех ū ∈ Sr. (38)

Можно привести ещё одну дифференциальную формулировку задачи (33), (34). Именно, тре-
буется найти функции u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, определённые в Ωγ , и функции
(v, w) ∈ L(s), такие что

−div σ = f ; σ = Aε(u) в Ωγ , (39)

u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (40)

[uν ] ⩾ 0, v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2, (41)
σ+ν ⩽ 0, σ+τ = 0, σ+ν [uν ] = 0 на γ1 ∪ γ2, (42)∫

γ1 ∪ γ2

[στ ]v̄ +

∫
γ1 ∪ γ2

[σν ]w = 0 для всех (v̄, w) ∈ L(s). (43)

Теорема 3. На классе гладких решений формулировки (33), (34), (35)–(39) и (39)–(43)
эквивалентны.

Доказательство. Покажем эквивалентность (33), (34) и (39)–(43). Пусть выполнено (39)–
(43). Умножим первое уравнение (39) на ū− u, где ū ∈ Sr, и проинтегрируем по Ωγ . Получим∫

γ1 ∪ γ2

[σ ν(ū− u)] +

∫
Ωγ

σ(u) ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) = 0. (44)
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Заметим, что если ∫
γ1 ∪ γ2

[σ ν(ū− u)] ⩽ 0, (45)

то из (44) вытекает (34). Однако проверка справедливости (45) с учётом краевых условий (41)–
(43) трудностей не доставляет.

В обратную сторону. Пусть выполнено (33), (34). Выбирая в (34) тестовую функцию
ū = u ± ψ, ψ ∈ C∞

0 (Ωγ)
2, легко получим уравнение равновесия в Ωγ . Краевые условия (42)

являются типичными для отслоившихся тонких включений при краевых условиях взаимного
непоникания противоположных берегов; их вывод мы опустим. Подставим теперь в (34) те-
стовую функцию вида ū = u± ũ, где ũ — произвольная функция из Sr, такая что [ũν ] = 0 на
γ1 ∪ γ2. Получим ∫

Ωγ

σ(u) ε(ũ)−
∫
Ωγ

fũ = 0. (46)

Интегрирование по частям в (46) с учётом справедливости уравнения равновесия приводит
к тождеству ∫

γ1 ∪ γ2

[σ ν · ũ] = 0. (47)

Тождество (47) в точности совпадает с (43), что и требуется. Второе краевое условие (40)
можно получить из (34) стандартным образом. Таким образом, из (33), (34) вытекают все
соотношения (39)–(43).

Доказательство эквивалентности (33), (34) и (35)–(38) проще, и мы его опустим. □

3. ПЕРЕХОД К ПРЕДЕЛУ ПРИ СТРЕМЛЕНИИ ПАРАМЕТРА ЖЁСТКОСТИ
ПЕРЕМЫЧКИ К НУЛЮ

Цель данного раздела — исследовать переход к пределу по параметру жёсткости тонкой
перемычки при стремлении этого параметра к нулю. Будем предполагать, что параметр жёст-
кости меняется на интервале s0, а на множестве s1∪s2 параметр фиксирован и равен единице.
В указанном случае решение соответствующей краевой задачи при каждом фиксированном
параметре жёсткости α удовлетворяет вариационному неравенству

(uα, vα, wα) ∈ S, (48)

∫
Ωγ

σ(uα) ε(ū− uα)−
∫
Ωγ

f(ū− uα)

+ α

∫
s0

{
wα
,11

(
w,11 − wα

,11

)
+
(
vα,1 + kwα

)(
v̄,1 − vα,1 + k(w − wα

)}
+

∫
s1∪s2

{
wα
,11

(
w,11 − wα

,11

)
+
(
vα,1 + kwα

)(
v̄,1 − vα,1

)
+ k(w − wα)

}
⩾ 0

для всех (ū, v̄, w) ∈ S. (49)

Задача (48), (49) соответствует минимуму функционала энергии

Eα(u, v, w) =
1

2

∫
Ωγ

σ(u) ε(u)−
∫
Ωγ

fu+
α

2

∫
s0

{w2
,11 + (v,1 + kw)2}+ 1

2

∫
s1∪s2

{
w2
,11 + (v,1 + kw)2

}
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на множестве S. Можно выписать дифференциальную формулировку задачи (48), (49). Имен-
но, требуется найти вектор перемещений uα =

(
uα1 , u

α
2

)
и тензор напряжений σ = {σij},

i, j = 1, 2, определённые в Ωγ , и перемещения vα, wα точек тонкой перемычки, определён-
ные на s, такие что выполняются уравнения

−div σ = f ; σ = Aε(uα) в Ωγ , (50)

αβwα
,1111 + αβk(vα,1 + kwα) = [σν ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (51)

−αβvα,11 − αβ(kwα),1 = [στ ]pqi на si, i = 0, 1, 2, (52)

и краевые условия

uα = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D; σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (53)

wα
,11 = wα

,111 = vα,1 + kwα = 0 при x1 = −2, 2, (54)

[uαν ] ⩾ 0, vα = (uατ )
−, wα =

(
uαν

)− на γ1 ∪ γ2, (55)
σ+ν ⩽ 0, σ+τ = 0, σ+ν

[
uαν

]
= 0 на γ1 ∪ γ2, (56)

[vα(±1)] = [wα(±1)] = [wα
,1(±1)] = 0, (57)(

vα,1 + kwα)
(
∓ 1∓) = α

(
vα,1 + kwα

)
(∓1±);wα

,11(∓1∓) = αwα
,11(∓1±), (58)

wα
,111(∓1∓) = αwα

,111(∓1±), (59)

где β = 0 для i = 1, 2; β = 1 для i = 0. В формулах (58), (59) следует одновременно брать
верхние и нижние знаки.

Сначала получим априорные оценки решений в задаче (48), (49). Как и в предыдущем
разделе, из (48), (49) следует соотношение∫

Ωγ

σ(uα) ε(uα)−
∫
Ωγ

fuα + α

∫
s0

{(
wα
,11

)2
+
(
vα,1 + kwα

)2}
+

∫
s1∪s2

{(
wα
,11

)2
+
(
vα,1 + kwα

)2}
= 0. (60)

Повторяя рассуждения, которые использовались при доказательстве коэрцитивности функци-
онала E в разд. 1, из (60) получим равномерную по α оценку

∥uα∥2H1
D(Ωγ)2

+ ∥(vα, wα)∥2H1(s1∪s2)×H2(s1∪s2) ⩽ c. (61)

Кроме того,

α

∫
s0

{(
wα
,11

)2
+
(
vα,1 + kwα

)2}
⩽ c. (62)

Из (61) заключаем, что величины vα(±1), wα(±1), wα
,1(±1) равномерно ограничены по α.

Пользуясь утверждением 2, доказанным ниже, и (62), получаем что равномерно при ма-
лых α

∥
√
α(vα, wα)∥H1(s0)×H2(s0) ⩽ c. (63)

Выбирая при необходимости подпоследовательность, с учётом (61), (63) можно считать, что
при α→ 0

uα → u слабо в H1
D(Ωγ)

2, (64)

(vα, wα) → (v, w) слабо в H1(s1 ∪ s2)×H2(s1 ∪ s2), (65)

(
√
αvα,

√
αwα) → (ṽ, w̃) слабо в H1(s0)×H2(s0). (66)
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Введём в рассмотрение множество допустимых перемещений для предельной задачи

S0 =
{
(u, v, w) ∈ H1

D(Ωγ)
2 ×H1(s1 ∪ s2)×H2(s1 ∪ s2) |

(u−τ , u
−
ν ) = (v, w), [uν ] ⩾ 0 на γ1 ∪ γ2

}
.

Возьмём произвольный элемент (ū, v̄, w) ∈ S0, считая, что функции v̄, w продолжены в s0
с сохранением гладкости, и подставим его в качестве тестового в (49). Отметим при этом, что
это допустимый элемент, т. е. (ū, v̄, w) ∈ S. После перехода к пределу при α→ 0 на основе (64)–
(66) получим

(u, v, w) ∈ S0, (67)∫
Ωγ

σ(u) ε(ū− u)−
∫
Ωγ

f(ū− u) +

∫
s1∪s2

(v,1 + kw)(v̄,1 − v,1)

+

∫
s1∪s2

{w,11(w,11 − w,11) + k(v,1 + kw)(w − w)} ⩾ 0 для всех (ū, v̄, w) ∈ S0. (68)

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 4. Решения задач (48), (49) сходятся в смысле (64)–(66) при α→ 0 к решению

задачи (67), (68).
Приведём дифференциальную формулировку задачи (67), (68). Требуется найти вектор

перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, упругих тел, определённые
в Ωγ , и перемещения v, w точек перемычки, определённые на s1 ∪ s2, такие что

−div σ = f ; σ = Aε(u) в Ωγ , (69)

w,1111 + k(v,1 + kw) = [σν ]p на s1 ∪ s2, (70)

−v,11 − (kw),1 = [στ ]p на s1 ∪ s2, (71)

u = 0 на Γ1
D ∪ Γ2

D σ n = 0 на Γ1
N ∪ Γ2

N , (72)

w,11 = w,111 = v,1 + kw = 0 при x1 = ±1,±2, (73)

[uν ] ⩾ 0, v = u−τ , w = u−ν на γ1 ∪ γ2, (74)
σ+ν ⩽ 0, s+τ = 0, s+ν [uν ] = 0 на γ1 ∪ γ2 . (75)

Видно, что краевая задача (69)–(75) распадается на две независимые задачи, сформулирован-
ные в областях ΩL, ΩR. Каждая из этих задач описывает равновесие упругого тела с тонким
слабо искривлённым включением.

Имеет место следующая
Теорема 5. На классе гладких решений формулировки (67), (68) и (69)–(75) эквивалент-

ны.
В заключение этого раздела докажем утверждение, которое использовалось при доказа-

тельстве теоремы 4.
Для гладких функций v, w, заданных на s0, обозначим

h2(v, w) = v2(1) + v2(−1) + w2(1) + w2(−1) + w2
,1(1) + w2

,1(−1).

Утверждение 2. Существует постоянная c > 0, такая что∫
s0

{
w2
,11 + (v,1 + kw)2

}
+ h2(v, w) ⩾ c∥(v, w)∥2H1(s0)×H2(s0)

для всех (v, w) ∈ H1(s0)×H2(s0).



О равновесии упругих тел со слабо искривлённой перемычкой 165

Доказательство. Предположим, что сформулированное утверждение не верно. В этом
случае существует последовательность (vm, wm) ∈ H1(s0)×H2(s0), такая что при m→ ∞

∥(vm, wm)∥H1(s0)×H2(s0) = 1, (76)∫
s0

{(
wm
,11

)2
+
(
vm,1 + kwm

)2}
+ h2(vm, wm) → 0. (77)

Можно считать, выбирая при необходимости подпоследовательность, что при m→ ∞

(vm, wm) → (v, w) слабо в H1(s0)×H2(s0), сильно в L2(s0)×H1(s0). (78)

Для предельных функций в силу (77), (78) имеем

w,11 = 0, v,1 + kw = 0 на s0; h2(v, w) = 0. (79)

Тогда, учитывая (79), получаем
v ≡ w ≡ 0 на s0. (80)

В силу (77), (78), (80) будем иметь

∥(vm, wm)∥2H1(s0)×H2(s0)
= ∥(vm, wm)∥2L2(s0)×H1(s0)

+

∫
s0

{(
vm,1

)2
+
(
wm
,11

)2}
→ ∥(v, w)∥2L2(s0)×H1(s0)

+

∫
s0

{v2,1 + w2
,11} = ∥(v, w)∥2H1(s0)×H2(s0)

.

Таким образом, имеем сходимость норм

∥(vm, wm)∥H1(s0)×H2(s0) → ∥(v, w)∥H1(s0)×H2(s0).

Учитывая (78), заключаем

(vm, wm) → (v, w) сильно в H1(s0)×H2(s0),

что силу (80) приводит к противоречию, поскольку из (76) следует

∥(v, w)∥H1(s0)×H2(s0) = 1.

Утверждение 2 доказано. □
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Рассмотрен алгоритм контроля процесса напыления оптических покрытий на основе ана-
лиза выборочных данных широкополосных измерений для фиксированного набора длин
волн. Рассмотренный алгоритм, с одной стороны, использует данные широкополосных из-
мерений, что является преимуществом по сравнению с использованием данных только
монохроматических измерений для одной фиксированной длины волны, а с другой — яв-
ляется быстродействующим по сравнению с алгоритмами, использующими полные данные
широкополосных измерений. Продемонстрировано, что предложенный алгоритм позволя-
ет получать достаточно точные оценки толщин слоёв напыляемых многослойных оптиче-
ских покрытий.
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ВВЕДЕНИЕ

Напыление многослойных оптических покрытий является одной из ключевых технологий
современной оптики, которая позволяет создавать оптические изделия с желаемыми спек-
тральными характеристиками [1]. Обычно это достигается путём напыления системы тонких
слоёв из материалов с различными показателями преломления [2]. Существуют алгоритмы,
которые позволяют рассчитывать теоретические толщины слоёв, последующее точное напы-
ление которых даёт возможность получить многослойное оптическое покрытие с требуемыми
спектральными характеристиками [3, 4]. Однако в реальных процессах на производстве слои
оптического покрытия напыляются с ошибками за счёт несовершенных способов контроля те-
кущей толщины каждого напыляемого слоя [5]. Это приводит к существенным отклонениям
спектральных характеристик получаемого оптического изделия от желаемых. Как следствие,
возникает потребность в разработке эффективных алгоритмов контроля процесса напыления с
целью минимизации отклонений полученных спектральных характеристик от требуемых. Ме-
тодам решения этой задачи посвящено множество работ (см., например, [5–7]). В частности,
в работе [7] авторами был предложен нелокальный алгоритм контроля процесса напыления, ос-
нованный на использовании данных монохроматических измерений. Разработанный алгоритм
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использовал весь набор данных измерений одной из спектральных характеристик (коэффици-
ента отражения) на фиксированной длине волны в течение всего времени напыления каждого
контролируемого слоя. В указанной работе было продемонстрировано, что при малых ошибках
в измерениях такой подход даёт довольно хороший результат. Однако при увеличении уровня
ошибок в экспериментальных данных результаты обработки могут существенно ухудшаться.
В связи с этим возникла идея обобщить предложенный в работе [7] алгоритм на случай ис-
пользования данных измерений на нескольких длинах волн с целью получения более точных
результатов за счёт использования как можно большего объёма экспериментальных данных.
При этом возникает вопрос о том, не стоит ли использовать полные данные широкополосных
измерений (а не только их часть на выбранных длинах волн)? Такой выбор связан с тем, что:
1) вычислительная сложность предлагаемого в работе алгоритма останется приемлемой для
его применения в режиме реального времени on-line, 2) данные широкополосных измерений
на каждой из выбранных длин волн являются по сути данными монохроматических измере-
ний, а значит, это даёт возможность использовать разработанные авторами ранее алгоритмы
коррекции уже напылённых слоёв [6, 7], что позволит избежать кумулятивного эффекта на-
копления ошибок [8, 9].

Структура данной работы следующая. В разд. 1 приводится описание обобщённого ал-
горитма контроля напыления при использовании выборочного набора данных широкополос-
ного мониторинга. В разд. 2 демонстрируются результаты сравнительного анализа работы
предложенного алгоритма контроля процесса напыления при различных величинах ошибок
в обрабатываемых экспериментальных данных с учётом и без учёта коррекции.

1. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Под алгоритмом контроля процесса напыления оптических покрытий мы подразумеваем
алгоритм, который способен оценить время, оставшееся до завершения напыления текущего
слоя заданной толщины. Рассматриваемый в данном разделе алгоритм будет использовать
выборочные данные широкополосных измерений для фиксированного набора длин волн, по-
лученных в процессе напыления текущего слоя многослойного покрытия. Но сначала опишем
алгоритм вычисления коэффициентов пропускания и отражения для имеющегося покрытия,
потом приведём описание симуляции процесса напыления и только затем сформулируем пред-
лагаемый алгоритм контроля процесса напыления.

1.1. Вычисление коэффициентов пропускания и отражения

Чтобы вычислить спектральные характеристики (коэффициенты пропускания и/или от-
ражения) многослойного оптического покрытия, необходимо действовать по следующему ал-
горитму.

1. Определить компоненты матрицы Mj(λ) для каждого слоя с номером j:

Mj(λ) =

 cosφj
i

nj
sinφj

inj sinφj cosφj

 . (1)

Здесь φj =
2π

λ
njdj — фазовая толщина j-го слоя, nj ≡ nj(λ) — показатель преломления j-го

слоя, dj — толщина j-го слоя.
2. Определить матрицу MJ(λ) для всего многослойного покрытия, состоящего из J слоёв:

MJ(λ) ≡
(
mJ

11 mJ
12

mJ
21 mJ

22

)
=

1∏
j=J

Mj . (2)
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3. Найти коэффициенты пропускания T (1)(λ) и отражения R(1)(λ) без учёта конечной
толщины подложки:

T (1)(λ) = Re
ns

na

∣∣∣∣ 2na

namJ
11 + nsmJ

22 + nansmJ
12 +mJ

21

∣∣∣∣2,
R(1)(λ) =

∣∣∣∣nam
J
11 − nsm

J
22 + nansm

J
12 −mJ

21

namJ
11 + nsmJ

22 + nansmJ
12 +mJ

21

∣∣∣∣2.
Здесь ns ≡ ns(λ), na ≡ na(λ) — показатели преломления подложки и внешней среды соответ-
ственно.

4. Найти коэффициенты пропускания T (2)(λ) и отражения R(2)(λ) для задней стороны
подложки:

T (2)(λ) = Re
ns

na

∣∣∣∣ 2na

na + ns

∣∣∣∣2, R(2)(λ) =

∣∣∣∣na − ns

na + ns

∣∣∣∣2.
5. Вычислить итоговые коэффициенты пропускания T (λ) и отражения R(λ) для всего

многослойного покрытия, напылённого на подложку конечной толщины D с коэффициентом
затухания χ:

T (λ) =
T (1)T (2)e−

4π
λ
Dχ

1−R(1)R(2)e−
8π
λ
Dχ

, R(λ) = R(2) +
R(1)(T (2))2e−

8π
λ
Dχ

1−R(1)R(2)e−
8π
λ
Dχ

.

При этом целесообразно получить зависимость T (λ) только от толщины последнего слоя.
Это связано с тем, что одна из особенностей контроля процесса напыления состоит в том,
что в процессе контроля непрерывно проводятся измерения спектральных характеристик (на-
пример, коэффициента пропускания T ) только при напылении последнего слоя с номером J
толщины dJ . Вынесем матрицу последнего слоя из произведения (2): MJ = MJM

J−1 и распи-
шем матрицу последнего слоя по формуле (1). После алгебраических преобразований можно
получить, что

T
(
λ; d1,J , n1,J

)
=

1

α cos 2φJ + β sin 2φJ + γ
. (3)

Здесь

p =
e

4π
λ
Dχ

2Re ns
na
|2na|2T (2)

(p+ − p−R
(2)e−

8π
λ
Dχ) для p = α, β, γ,

α± = |A±| − |B±|, β± = 2(ImA±ReB± − ReA± ImB±), γ± = |A±|+ |B±|,

A± = nam
J−1
11 ± nsm

J−1
22 + nansm

J−1
12 ±mJ−1

21 ,

B± =
nans

nJ
mJ−1

22 ± nJm
J−1
11 +

na

nJ
mJ−1

21 ± nsnJm
J−1
12

вычисляются на основе предыдущих J − 1 слоёв.

1.2. Описание симуляции процесса напыления

Опишем процесс симуляции напыления последнего слоя покрытия с номером J . Предпо-
ложим, что измерения производятся на наборе длин волн {λk}. Если перед началом процесса
напыления слоя мы положим счётчик шага (номера измерения) как m := 0, то после каж-
дого очередного измерения с шагом по времени τ мы можем вычислить текущее время tm
по формуле tm = τ · m и увеличить счётчик шага m := m + 1. Текущую толщину напы-
ляемого слоя с номером J в момент времени tm будем обозначать как daJ(tm). На каждом
шаге m симулируется напыление с некоторой непостоянной скоростью rJ + δrJm (здесь δrJm —
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случайная величина, распределённая по нормальному закону с нулевым средним и дисперсией
σ2
rJ

). Далее вычисляются величины T meas
mk по указанному в предыдущем разделе алгоритму с

последующей симуляцией погрешности измерения: T meas
mk := T meas

mk + δTmk (здесь δTmk — неза-
висимые случайные величины, распределённые по нормальному закону с нулевым средним
и дисперсией σ2

T ). Индекс mk определяет длину волны λk, на которой производится симу-
ляция измеренного значения T meas

mk в момент времени tm. По набору значений
{
T meas
lk

}
l=1,m

для каждой из выбранной длин волн λk и текущему времени tm оценивается оставшееся время
напыления текущего слоя ∆tm, которое в симуляции учитывается с ошибкой закрытия заслон-
ки δtm, распределённой по нормальному закону с нулевым средним и дисперсией σ2

t . Алгоритм
оценки оставшегося времени напыления является главным результатом данной работы и будет
описан в следующем разделе. Если это время оказывается меньше τ , текущий слой напыляет-
ся в течение времени ∆tm и процесс напыления текущего слоя с номером J останавливается.
В противном случае продолжается симуляция напыления текущего слоя.

1.3. Описание алгоритма контроля процесса напыления

Рассмотрим алгоритм контроля процесса напыления слоя с номером J в момент време-
ни tm напыления этого слоя. Помимо данных измерений

{
T meas
lk

}
l=1,m

для каждой из выбран-
ной длин волн λk и текущего момента времени tm известны теоретические значения толщин
d theor
1,J

, которые необходимо напылить, показатели преломления материалов nest
1,J

(измеренные
с ошибкой) и среднее значение rJ скорости напыления текущего слоя.

Сначала вычислим целевое значение коэффициента пропускания, которое должно быть
получено в конце напыления этого слоя, исходя из предположения, что все слои были напы-
лены точно и их толщины составили теоретические значения d theor

1,J
: T ∗

k = T
(
λk; d

theor
1,J

, nest
1,J

)
.

Будем аппроксимировать данные измерений с помощью функции вида (3):

T est
mk (t) =

1

αest
mk cos 2φ

est
mk(t) + β est

mk sin 2φ
est
mk(t) + γ est

mk

, (4)

где φest
mk(t) =

2π

λk
nest
J rJ t, а оценки коэффициентов могут быть найдены с помощью метода наи-

меньших квадратов (как вариант, с весами):
(
αest
mk β est

mk γ est
mk

)T
= L−1

mkfmk. Здесь матрица Lmk

и вектор fmk имеют вид

Lmk =

m∑
l=1

w4
lk

 x2lk xlkylk xlk
xlkylk y2lk ylk
xlk ylk 1

 , fmk =

m∑
l=1

w3
lk

xlk
ylk
1

 ,

где для удобства введены обозначения

wlk = T meas
lk , xlk = cos 2φest

lk (tl), ylk = sin 2φest
lk (tl).

Оценка оставшегося времени напыления может быть найдена как

∆tm = argmin
∆t⩾0

∑
{k}

(
T est
mk (tm +∆t)− Ť ∗

mk

)2
, (5)

где
{
Ť ∗
mk

}
— скорректированные значения целевого коэффициента пропускания.

Мы рассматриваем случаи без коррекции (Ť ∗
mk ≡ T ∗

k ) и коррекцию по «квазисвингу»
(см. работы [6, 7]):

Ť ∗
mk = T estµmk

mk +
(
T ∗
k − T theorµmk

k

) T estmax
mk − T estmin

mk

T theormax
k − T theormin

k

.
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Здесь

µmk ≡

min при
d

dt
T est
mk (tm) < 0,

max в противоположном случае
и

T theorµmk
k = µmk

dJ⩾0

[
T

(
λk; d

theor
1,J−1

, dJ , n
est
1,J

)]
, T estµmk

mk = µmk
t⩾0

[
T est
mk (t)

]
,

при этом значения T
(
λk; d

theor
1,J−1

, dJ , n
est
1,J

)
вычисляются по формуле (3), а T est

mk (t) — по форму-
ле (4).

В данном случае экстремумы min, max соответствующих функций легко вычисляются
аналитически. Приведём их значения для T est

mk (для T theor
k результат аналогичен):

T estmin
mk =

1

γ est
mk +

√(
αest
mk

)2
+
(
β est
mk

)2 , T estmax
mk =

1

γ est
mk −

√(
αest
mk

)2
+
(
β est
mk

)2 .
1.4. О выборе длин волн

Заметим, что при выборе только одной длины волны предложенный алгоритм вырожда-
ется в монохроматический алгоритм контроля, рассмотренный в работе [7]. Задача несколько
усложняется тем, что функционал в формуле (5) имеет бесконечное количество равнозначных
минимумов, поэтому выбирается ближайший к оценочному времени напыления всего слоя:
d theor
J /rJ .

Аппроксимация в виде (4) требует различимости экстремумов min, max для корректного
определения параметров

{
αest
mk, β

est
mk , γ

est
mk

}
, поэтому при её применении не стоит использовать

слишком много длин волн, а также не стоит располагать их слишком близко друг к другу.
На практике при наличии данных измерений на некотором наборе волн {λk} можно выбрать
несколько удалённых друг от друга длин волн с максимальными значениями∣∣T theormax

k − T theormin
k

∣∣.
Здесь индекс k означает измерение коэффициента пропускания на длине волны λk. При этом
для контроля на разных слоях можно выбирать разные наборы длин волн.

2. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Рассмотрим работу предложенного выше алгоритма контроля процесса напыления на
примере покрытия, спектральная характеристика и толщины слоёв которого изображены на
рис. 1. Здесь теоретические значения толщин составляют

d theor
1,24

= {95.792, 152.572, 84.512, 142.998, 83.093, 140.309, 82.536, 139.311

82.207, 139.066, 81.989, 139.172, 81.916, 139.437, 82.064, 139.839

82.538, 140.588, 83.556, 142.384, 85.835, 148.074, 86.660, 72.846} нм.

В качестве материалов были использованы Nb2O5 (при напылении нечётных слоёв) и SiO2

(при напылении чётных слоёв). Для значений показателя преломления подложки были взяты
характеристики оптического стекла SCHOTT, коэффициент затухания χ считался нулевым.

Проведём серию симуляций для монохроматического и широкополосного алгоритмов кон-
троля и сравним полученные результаты. Для монохроматического контроля симуляция изме-
рений проводилась на длине волны λ = 690нм, а для широкополосного контроля был заранее
выбран набор длин волн согласно рекомендациям из подраздела 1.4:

{λk} = {460, 520, 580, 610, 650, 670, 700} нм.
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Рис. 1. Теоретический коэффициент пропускания (a) и толщины слоёв покрытия (b)

На рис. 2 приведены среднеквадратичные ошибки
√〈

∆d2j
〉
, здесь ∆dj = daj − d theor

j в тол-
щинах напылённых слоёв при использовании контроля процесса напыления при сравнительно
небольших ошибках входных данных.

Рис. 2. Среднеквадратичные ошибки определения в толщинах напылённых слоёв
(j — номер слоя) для σT = 0.1%, σt = 0.5 с;

в случае монохроматического контроля (a), (b); широкополосного контроля (c), (d);
при отсутствии (a), (d) и наличии (b), (c) коррекции по «квазисвингу»

Видно, что без коррекции входных данных монохроматический алгоритм контроля про-
цесса напыления позволяет получать при производстве достаточно качественные покрытия.
С коррекцией по «квазисвингу» результаты визуально похожи. Широкополосный алгоритм
особых преимуществ в случае небольших ошибок не имеет.
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Теперь рассмотрим случай существенных ошибок во входных данных. Из результатов,
представленных на рис. 3(a–d), можно сделать вывод, что использование выборочных дан-
ных широкополосных измерений позволяет получать покрытия с минимальными ошибками
в толщинах напылённых слоёв как в случае с коррекцией, так и без. Для монохроматического
алгоритма без коррекции ошибки получаются настолько существенными, что перестаёт рабо-
тать правило выбора корня уравнения, ближайшего к оценочному времени напыления, из-за
кумулятивного накопления ошибок. В связи с этим для слоёв с высокими номерами монохро-
матический контроль становится неприменимым.

Рис. 3. Среднеквадратичные ошибки определения в толщинах напылённых слоёв
(j — номер слоя) для σT = 1.0%, σt = 0.5 с

в случае монохроматического контроля (a), (b); широкополосного контроля (c), (d);
широкополосного контроля для неправильно заданного показателя преломления (e), (f);

при отсутствии (a), (c), (e) и наличии (b), (d), (f) коррекции по «квазисвингу»

Результаты симуляций напыления покрытий при неправильных данных о показателе пре-
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ломления (nest = 0.99n для нечётных слоёв) приведены на рис. 3 (e, f). Можно сделать вывод
о том, что неправильное задание показателя преломления может негативно сказаться на ал-
горитме контроля, поэтому следует по-возможности минимизировать ошибки при оценке зна-
чений показателя преломления.

На основе результатов, представленных на всех графиках, можно сделать вывод о том,
что алгоритм коррекции «квазисвинг» существенно улучшает получаемые результаты при
напылении покрытий.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведённых исследований удалось обобщить монохроматический алгоритм
контроля на случай использования данных измерений на нескольких длинах волн, при этом со-
храняя возможность использовать коррекцию по «квазисвингу». На рассмотренных примерах
было продемонстрировано, что несмотря на то, что предложенный алгоритм контроля и мо-
нохроматический алгоритм контроля дают примерно одинаковые результаты при небольших
ошибках измерения показателя пропускания, при росте ошибок в экспериментальных данных
использование данных на нескольких длинах волн позволяет получить более точный результат
по сравнению с монохроматическим контролем. Также было показано, что коррекция по «ква-
зисвингу» позволяет существенно улучшить работу методов как в случае монохроматического,
так и в случае широкополосного контроля.
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Abstract. An algorithm for controlling the deposition process of optical coatings based on the
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accurate estimates of the thicknesses of layers of sprayed multilayer optical coatings.

Keywords: optical coatings, coating spraying, broadband control, monochromatic control.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.313

REFERENCES
1. Born M., Wolf E. Principles of Optics: Electromagnetic Theory of Propagation, Interference and

Diffraction of Light. Cambridge: Univ. Press, 2013.
2. Macleod A. Monitoring of optical coatings. Appl. Optim., 1981, Vol. 20, pp. 82–89.
3. Piegari A., Flory F. Optical Thin Films and Coatings. Cambridge: Woodhead Publ., 2018.
4. Isaev T.F., Kochikov I.V., Lukyanenko D.V., Tikhonravov A.V., Yagola A.G. Regularizing algorithms

for the determination of thickness of deposited layers in optical coating production. Eurasian J. Math.
Comput. Appl., 2018, Vol. 6, No. 4, pp. 38–47.

5. Isaev T.F. Luk’janenko D.V., Tihonravov A.V., Jagola A.G. Algoritmy reshenija obratnyh zadach optiki
sloistyh sred na osnove sravnenija jekstremumov spektral’nyh harakteristik [Algorithms for solving inverse
problems of optics of layered media based on comparison of extremes of spectral characteristics]. Zhurn.
Vychisl. Mat. i Mat. Fiziki, 2017, Vol. 57, No. 5, pp. 867–875 (in Russian).

6. Kochikov I. V., Lagutin Yu. S., Lagutina A. A., Lukyanenko D. V., Tikhonravov A. V., Yagola A. G.
A nonlocal algorithm for analyzing the data of monochromatic optical control in the process of multilayer
coating deposition. Num. Methods and Programming, 2020, Vol. 20, No. 62, pp. 471–480.

7. Kochikov I.V., Lagutin Yu.S., Lagutina A.A., Lukyanenko D.V., Tikhonravov A.V., Yagola A.G. Raising
the accuracy of monitoring the optical coating deposition by application of a nonlocal algorithm of data
analysis. J. Appl. Industr. Math., 2020, Vol. 14, No. 2, pp. 330–339.

English translation is published in Journal of Applied and Industrial Mathematics, 2023, Vol. 17, No. 3.



178 V. D. Shinkarev, D. V. Lukyanenko, A. V. Tikhonravov, A. G. Yagola

8. Tikhonravov A.V., Trubetskov M.K., Amotchkina T.V. Investigation of the effect of accumulation
of thickness errors in optical coating production using broadband optical monitoring. Appl. Optim., 2006,
Vol. 45, pp. 7026–7034.

9. Tikhonravov A.V., Trubetskov M.K., Amotchkina T.V. Statistical approach to choosing a strategy
of monochromatic monitoring of optical coating production. Appl. Optim., 2006, Vol. 45, pp. 7863–7870.



CИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ИНДУСТРИАЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2023. Т. 26, № 3. C. 179–194

УДК 51–76

ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ТИПА БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ ОДНОМЕРНЫХ
МОДЕЛЕЙ ИНВАЗИИ РАКА

© 2023 М. В. Шубина

Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова,
НИИ ядерной физики им. Д.В.Скобельцына,

Ленинские горы, 1, стр. 2, г. Москва 119234, Россия

E-mail: yurova-m@rambler.ru

Поступила в редакцию 13.02.2023 г.; после доработки 13.04.2023 г.;
принята к публикации 27.04.2023 г.

Получены точные аналитические решения уравнений непрерывных математических мо-
делей роста и инвазии опухоли, основанных на модели Чаплейна и Лолас, для случая
одного пространственного измерения. Модели представляются системой трёх нелинейных
дифференциальных уравнений реакции-диффузии-таксиса в частных производных, опи-
сывающих взаимодействие раковых клеток, фермента, разрушающего внеклеточный мат-
рикс и ткани. Построенные решения являются гладкими неотрицательными функциями,
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метры.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения в частных производных, точные реше-
ния, уравнения типа бегущей волны, инвазия рака, хемотаксис, гаптотаксис.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.314

ВВЕДЕНИЕ

Исчерпывающее изложение биологических и медицинских аспектов, лежащих в основе по-
строения математических моделей в онкологии, можно найти в цитируемой литературе [1–36]
и ссылках в ней.

В настоящей работе мы получаем точные аналитические решения системы трёх нелиней-
ных дифференциальных уравнений второго порядка в частных производных типа реакция-
диффузия-таксис. Эта система основана на непрерывной математической модели роста и ин-
вазии солидных опухолей (solid tumour), предложенной в работе [4], являясь некоторой её
модификацией, позволяющей точно решать уравнения системы в переменной бегущей волны.

Исходная модель [4] описывает пространственно-временное поведение и эволюцию опу-
холевых клеток с плотностью c(t, r⃗), плотность внеклеточного матрикса (ВКМ) v(t, r⃗) и кон-
центрацию протеазы (активатора плазминогена, uPA) u(t, r⃗). Предполагается, что плотность
числа клеток изменяется из-за дисперсии, возникающей в результате случайного движения,
и направленного миграционного ответа опухолевых клеток на градиенты диффундирующих
(uPA) и недиффундирующих (ВКМ) макромолекул [4]. Также предполагается, что в отсут-
ствие какого-либо внеклеточного матрикса пролиферация раковых клеток подчиняется логи-
стическому закону роста и внеклеточный матрикс не движется и изменяется исключительно
за счёт ухудшения из-за контакта с протеазой uPA и его реконструкции раковыми и другими
клетками; слагаемыми, отвечающими за пролиферацию и восстановление, являются послед-
ние слагаемые в первых двух уравнениях ниже. Полная система обезразмеренных уравнений
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имеет вид [4]

ct = Dc∇2c− χc∇(c∇u)− ξc∇(c∇v) + µ1c(1− c− v),

vt = −δuv + µ2v(1− c− v),

ut = Du∇2u+ αc− βu,

(1)

где постоянные положительные модельные параметры Dc и Du — коэффициенты диффузии
клеток и uPA соответственно; χc и ξc — коэффициенты хемотаксиса и гаптотаксиса; δ — ско-
рость разрушения ВКМ под действием uPA; α и β — скорости образования и распада uPA.
Преобразование переменных и параметров в уравнениях (1) в безразмерные величины такое
же, как и в работах [2–4]:

t → t/τ, x → x/L, c → c/c0, v → v/v0, u → u/u0;

Dc → Dc/D, Du → Du/D, χ → χcu0/D, ξ → ξcv0/D, α → ατc0/u0;

β → βτ, δ → δτu0;µ1 → µ1τ, µ2 → µ2τ,

где c0, v0 и u0 являются соответствующей эталонной плотностью опухолевых клеток, плот-
ностью внеклеточного матрикса и эталонной концентрацией uPA соответственно; τ = L2/D,
L = 0.1−1 см — максимальное расстояние инвазии раковых клеток на ранней стадии инвазии,
а D = 10−6 см2/с — эталонный коэффициент химической диффузии [4]. Поскольку предпо-
лагается, что опухолевые клетки и ферменты, разрушающие матрикс, остаются в пределах
рассматриваемой области ткани [3], новая переменная x ∈ [0; 1]. Новые параметры обозна-
чаются теми же символами. Следовательно, значения параметров равны: Dc ∼ 10−5 − 10−3,
Du ∼ 10−3 − 1, χc ∼ ξc ∼ 10−3 − 1, α ∼ 0.05 − 1, β ∼ 0.13 − 0.95, δ ∼ 1 − 20, µ1 ∼ 0.05 − 2

и µ2 ∼ 0.15− 2.5.

Эта модель, её расширения и обобщения плодотворно изучаются. Однако в большинстве
работ анализ подобных систем и их решений проводится численно. Существование решений
в переменной бегущей волны для различных моделей опухолевой инвазии с гаптотаксисом
было установлено в результате численных расчётов в работе [4], а также в работах [37–40], где
проведено детальное исследование поведения бегущей волны. Однако, насколько нам известно,
рассмотренные в настоящей статье модели и представленные здесь решения являются новыми.

Становится интересным, можно ли решить эту систему аналитически и получить точные
решения, в том числе допускающие удовлетворительную биологическую интерпретацию. Нам
представляется, что ответ на этот вопрос отрицательный и, к сожалению, модель (1) не может
быть решена аналитически даже в случае одной пространственной переменной.

Целью данной статьи является рассмотрение моделей, которые, по нашему мнению, мак-
симально приближены к модели, представленной выше, и которые могут быть решены точно;
мы будем рассматривать модели в одном пространственном измерении. Следуя примеру ав-
торов [4], системы исследуются в предположении, что они безразмерны. При определённых
значениях параметров модели мы получаем точные аналитические решения в терминах пере-
менной бегущей волны при скорости, зависящей от этих параметров. Представленные решения
содержат как биологически приемлемые, так и решения, не пригодные для биологического
анализа. Эти последние решения могут представлять интерес как точные решения систем
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных.
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1. PАССМАТРИВАЕМЫЕ МОДЕЛИ И ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ

1.1. Модель без учёта пролиферации

Нам хотелось бы начать с модификации модели, предложенной в работе [3]. Мы исследу-
ем эту модель с логарифмическими функциями хемотактической и гаптотактической чувстви-
тельности, без членов, описывающих пролиферацию и восстановление и с немного изменённым
уравнением для ВКМ. Можно видеть, что модель (1) более сложная и содержит член, опи-
сывающий пролиферацию. Тем не менее, сначала кажется интересным точно решить систему,
в которой «пролиферация клеток не учитывалась, чтобы сосредоточиться исключительно на
роли миграции раковых клеток в инвазии» [5].

Итак, рассматриваемая нами модель в общем случае имеет вид

ct = Dc cxx − χc

(
c
ux
u

)
x

− ξc

(
c
vx
v

)
x

,

vt = −δuvp,

ut = Du uxx + αc− βu,

(2)

где переменные и параметры модели определены выше. Второе уравнение в (2) отличается
от [3, 4] наличием степени p у функции v, и мы считаем, что 0 < p < 1. Для p = 1 мы не полу-
чаем биологически приемлемых решений, однако, как мы увидим ниже, p может быть взято
очень близко к единице, например, p = 0.95. Здесь преобразование переменных и параметров
в безразмерные величины такое же, как и выше, за исключением δ, χc и ξc: δ → δτu0v0

p−1,
поэтому δ ∼ 10−5(p−1) − 20× 10−6(p−1); что касается χc и ξc, мы берём безразмерные величины
как в [4], т. е. χc ∼ ξc ∼ 10−3 − 1.

В переменной бегущей волны вида y = x− νt, ν = const эта система имеет вид

νc+Dc cy − χcc(lnu)y − ξcc(ln v)y = λ,

ν vy − δuvp = 0,

ν uy +Duuyy + αc− βu = 0,

(2′)

где c = c(y), v = v(y), u = u(y) и λ — постоянная интегрирования. Далее мы берём λ = 0. Если
ввести функцию

F =
v1−p

1− p
, (3)

первые два уравнения в (2′) дают

c = Cc (e
−νyvξcuχc)1/Dc ,

u =
ν

δ
Fy,

(4)

где постоянная Cc > 0. Подставляя (3) и (4) в третье уравнение системы (2′), получаем

DuFyyy + νFyy − βFy + C1 e
− ν

Dc
y F

χc
Dc
y F

ξc
Dc(1−p) = 0, (5)

C1 = Ccα(ν/δ)
χc
Dc

−1(1− p)
ξc

Dc(1−p) , и далее мы будем исследовать это уравнение.
Как нам кажется, при произвольных значениях параметров системы невозможно полу-

чить точное решение в явном виде. Поэтому мы накладываем ряд ограничений на эти пара-
метры. Так, пусть

χc/Dc = 1, (6)
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т. е. χc = Dc ∼ 10−3. Тогда есть «выбранное» значение скорости бегущих волн, для которого
мы получаем два класса различных решений. Пусть

ν2 =
βD2

c

Du −Dc
. (7)

Это можно сделать, поскольку Du ⩾ Dc и мы не рассматриваем случай Du = Dc. Тогда можно
показать, что уравнение (5) приводится к виду

Fyy −
ν(Du −Dc)

DuDc
Fy +

C1Dc(1− p)

Du(ξc +Dc(1− p))
e−

ν
Dc

yF
ξc

Dc(1−p)
+1

= 0 (8)

с постоянной интегрирования, равной нулю. Для интегрирования этого уравнения восполь-
зуемся методом групп Ли инфинитезимальных преобразований [41]. Находим групповой ин-
вариант второго продолжения вектора однопараметрической группы симметрии (8) и с его
помощью преобразуем уравнение (8) в уравнение первого порядка. Оказывается, существуют
две нетривиальные группы симметрии, зависящие от соотношения параметров, которые дают
два разных типа решений. Рассмотрим первое из них.

1.2. Точное решение

Возможность свести уравнение (8) к уравнению первого порядка и решить его требует
выполнения следующего условия:

1− p =
ξc(Du −Dc)

2DuDc
. (9)

Введём новую переменную z и новую функцию w:

z = F e
− ν(1−p)

ξc
y
,

w = −Dc

ν
Fye

− ν(1−p)
ξc

y
,

(10)

тогда после элементарного интегрирования уравнение (8) превращается в квадратное уравне-
ние на w(z):

w2 +
2(1− p)Dc

ξc
zw + C2z

ξc
Dc(1−p)

+2
= 0, (11)

где постоянная интегрирования равна нулю и C2 = 2CcD4
c (1−p)

ξc
Dc(1−p)

+2

ν2(ξc+Dc(1−p))(ξc+2Dc(1−p))
. Возвращаясь

к исходной функции F и переменной y и интегрируя (11), получаем решение для F :

F = C3(e
− ν

Dc
y + CF )

− 2Dc(1−p)
ξc , (12)

где CF — положительная постоянная и

C3 =

(
CF

2ν2Du(ξc +Dc(1− p))(ξc + 2Dc(1− p))(1− p)
− ξc

Dc(1−p)

CcαD2
cξ

2
c

)Dc(1−p)
ξc

.

Подставляя это в уравнения (3) и (4), получаем первый тип решений системы (2) в форме

c(y) = CCe
− 2ν

Dc
y(e−

ν
Dc

y + CF )
−Du(ξc+2Dc(1−p))

ξc
−2

,

v(y) = Cv(e
− ν

Dc
y + CF )

− 2Dc
ξc ,

u(y) = Cue
− ν

Dc
y(e−

ν
Dc

y + CF )
−Du(ξc+2Dc(1−p))

ξc ,

(13)
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где постоянные имеют вид

Cv =

(
CF

Cc

β(ξc +Dc(1− p))(ξc + 2Dc(1− p))

αDcξc(1− p)

)Dc/ξc

,

Cu = Cv

1
1−p

βDc

δDu(1− p)
,

CC = CcCuCv
ξc/Dc .

(14)

Как видно из уравнений (13), эти решения являются положительными функциями, опре-
делёнными для всех значений y. Несмотря на то, что в силу биологического контекста нас
интересуют решения в ограниченной пространственно-временной области, легко видеть, что
при Du > Dc функции c(y) и u(y) обращаются в нуль при y → ±∞; функция v(y) → CvC

−2Dc/ξc
F

при νy → +∞ и v(y) → 0 при νy → −∞. Также видно, что c(y) и u(y) имеют единственный
максимум; его значения, а также асимптотическое значение v(y) при νy → +∞ зависят от
выбранных параметров. Эти функции представлены на рис. 1 при ν > 0 и разных значениях
параметров.

1.3. Модель с учётом пролиферации

Рассмотрим теперь модель с членами, описывающими пролиферацию и восстановление,
модифицированную следующим образом:

ct = Dccxx − χc(c(ux + λuu))x − ξc

(
c
vx
vp

)
x

+ µ1c(1− c),

vt = −δuvp + µ2v
p(1− λcc− v1−p),

ut = Duuxx + αc− βu,

(15)

где мы снова ввели степень p функции v, 0 < p < 1, и постоянную λc > 0; другие пере-
менные и параметры модели определены выше, за исключением µ2: µ2 → µ2τv0

p−1, поэтому
µ2 ∼ 0.15× 10−5(p−1) − 2.5× 10−6(p−1). Но главным отличием системы (1) от этой является на-
личие дополнительного члена λu(cu)x, λu — постоянная. Этот член изначально был добавлен в
первое уравнение (15), чтобы можно было точно решить систему. Однако графики полученных
решений очень близки к графикам численных решений, представленных на рис. 4, 5 в работе [4]
для бегущих волн, распространяющихся в ткани. Это предполагает, что добавление вышеука-
занного члена не сильно искажает исходную модель, несмотря на то, что коэффициент λu

нельзя сделать сколь угодно малым; как видно из следующего изложения, λu ⩾ Dc.
В переменной бегущей волны y = x− νt, ν = const эта система принимает вид

Dccyy + νcy − χc(c(uy + λuu))y − ξc

(
c
vy
vp

)
y

+ µ1c(1− c) = 0,

νvy − δu vp + µ2v
p(1− λc c− v1−p) = 0,

Du uyy + νuy + αc− βu = 0,

(15′)

где уже c = c(y), v = v(y), u = u(y). Везде ниже мы считаем ν > 0.
Как и в случае предыдущей модели (2′), мы должны наложить ряд условий на параметры

модели, чтобы получить точные решения в явном виде. Итак, степень p и постоянная λu

выражаются через другие параметры модели соотношениями

1− p =
ξc(δα+ βµ2λc)

µ2(χcα+ ξcµ2λc)
, λu =

β
√
ξcµ2λc − Dcµ1

χcα
, (16)
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Рис. 1. Графики функций u(y), v(y), c(y) при ν > 0 и разных значениях параметров:
(a) p = 0.9, Dc = χc = 8× 10−3, Du = 10−2, ξc = 8× 10−3,

α = 0.25, β = 0.3, δ = 100.5, CF = 15.84, Cc = 1;
(b) p = 0.95, Dc = χc = 5× 10−3, Du = 10−2, ξc = 10−3,

α = 0.1, β = 0.95, δ = 101.25, CF = 71.25, Cc = 1

где мы ограничены условием ξcµ2λc−Dcµ1 > 0. «Выбранное» значение скорости бегущих волн
равно

ν =
ξcµ2λc√

ξcµ2λc −Dcµ1
. (17)

И ещё одно необходимое условие, которое надо наложить на константы модели для полу-
чения точных решений, имеет вид

Du (δα+ βµ2λc)(ξcµ2λc −Dcµ1) = χcαµ2λc(χcα+ ξcµ2λc). (18)

Тогда второе уравнение (15′) можно проинтегрировать, и мы получим

v(y) =

(
1− µ2λcDu(1− p)

αν
uy −

δα+ βµ2λc

αµ2
u

) 1
1−p

. (19)
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Далее введём функцию

F = cy +K(c− c2), K =
ξcµ2λc

Dcν
. (20)

Прямой подстановкой можно проверить, что первое уравнение (15′) можно привести к виду

Fy +
µ1ν

ξcµ2λc
F = 0. (21)

1.4. Точное решение

Линейное уравнение первого порядка (21) имеет очевидное решение:

F = CF e
− µ1ν

ξcµ2λc
y
. (22)

Рассмотрим случай CF = 0 или F = 0. Тогда функция c(y) должна быть решением уравнения
Риккати

cy +K(c− c2) = 0, (23)

где левая часть уравнения (23) одновременно представляет собой уравнение Бюргерса, проин-
тегрированное в переменной бегущей волны. Таким образом, функция c(y) является хорошо
известным решением уравнения Бюргерса, и нас интересует решение ограниченной «ударной
волны»:

c =
1

1 + CceKy
, (24)

где Cc — положительная постоянная. Подставляя это выражение в третье уравнение системы
(15′) и выбирая постоянную интегрирования так, чтобы функция u(y) была ограниченной, мы
получаем

u(y) =
α

Du∆k k+

(
C

k+
K
c Γ

(
1− k+

K

)
Γ

(
1 +

k+
K

)
ek+ y − 2F1

(
− k+

K
, 1, 1− k+

K
,−Cce

K y

))
+

α

Du∆k k−

(
2F1(−

k−
K

, 1, 1− k−
K

,−Cce
K y)

)
, (25)

где
k± =

1

2Du
(−ν ±

√
ν2 + 4βDu), ∆k = k− − k+; (26)

Γ и 2F1 — гамма-функция и гипергеометрическая функция Гаусса соответственно. Наконец,
подставляя уравнение (24) в (19), получаем явное выражение для функции v(y).

Легко видеть из уравнения (24), что c(y) → 0 при y → ∞ и c(y) → 1 при y → −∞.
Также при определённом выборе постоянных модели функция u(y) из (25) является гладкой
положительно определённой функцией; u(y) → 0 при y → ∞ и u(y) → α/β при y → −∞.
Что касается функции v(y), то из уравнения (19) можно видеть, что v(y) → 1 при y → ∞

и v(y) → 1 − δα+ βµ2λc

βµ2
при y → −∞ и выбор параметров модели должен обеспечивать

условие v(y) ⩾ 0. Эти функции представлены на рис. 2.
Можно заметить, что полученные графики очень близки к графикам на рис. 4, 5 рабо-

ты [4], показывающих эволюцию c(x, t), u(x, t) и v(x, t).

2. ДРУГИЕ РЕШЕНИЯ

Нам представляется, что других точных решений, приемлемых с биологической точки
зрения, нет. Приведём теперь решения, которые могут быть интересны как точные решения
систем нелинейных уравнений в частных производных.
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Рис. 2. Графики функций u(y), v(y) и c(y) для различных значений постоянной Cc:
p = 0.868, Dc = 10−5, Du = 1, χc = 0.475, ξc = 3.4× 10−2,

α = 0.5, β = 0.95, δ = 4.6, µ1 = 0.05, µ2 = 2.5

2.1. Решения модели без учёта пролиферации
Вернёмся к уравнению (8) и рассмотрим соотношение, аналогичное (9):

1− p =
ξc(Du −Dc)

Dc(2Dc −Du)
. (27)

Следует отметить, что условия (9) и (27) не совпадают ни при каких значениях параметров,
так как Du > Dc. Далее, как видно из уравнения (27), ограничение на Du и Dc становится более
строгим: Dc < Du < 2Dc. Как и в случае первого класса решений, введём новую переменную z
и новую функцию w:

z = Fe−
ν(Du−Dc)

DuDc
y, w = F − DuDc

ν(Du −Dc)
Fy. (28)

Тогда уравнение (8) превращается в квадратное уравнение относительно w(z):

w2 + C4z
Du

Du−Dc − Cw = 0, (29)

где Cw > 0 — постоянная интегрирования, C4 = 2Ccα(Du−Dc)(1−p)
ξc

Dc(1−p)

βDc
. Затем мы находим

решения уравнения (29) в параметрической форме с параметром τ :

τ2 + 1 =
Cw

C4
z−

Du
Du−Dc . (30)

Анализ асимптотик решений при ±∞ (см. [42]) и требование положительности функций c(y),
v(y) и u(y) определяют одну из констант интегрирования. Полученные формулы достаточно
сложны, поэтому введём обозначения

Θ(τ) = −τ 2F1

(1
2
;
3

2
− Dc

Du
;
3

2
;−τ2

)
+

√
π Γ(1−Dc/Du)

2Γ(3/2−Dc/Du)
(31)

и выразим наши решения через Θ(τ). Мы также приводим решения для ν > 0. Это даёт
следующие выражения для второго типа решений:

y(τ) = − Du√
β(Du −Dc)

ln

(
Cw

1
2
−Dc

Du

C4
1−Dc

Du

2(Du −Dc)

Du
Θ(τ)

)
, (32)

v(τ) =
(Cw

1
2Du(1− p)

2(Du −Dc)

) 1
1−p

(τ2 + 1)
− Du−Dc

Du(1−p) (Θ(τ))
− 1

1−p , (33)
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u(τ) = −Cw
1/2βDc

δDu
τ(τ2 + 1)−2+Dc/Du

(
2F1

(
1

2
;
3

2
− Dc

Du
;
3

2
;−τ2

)
− τ2

(
1− 2Dc

3Du

)
2F1

(
3

2
;
5

2
− Dc

Du
;
5

2
;−τ2

))−1

+
Cw

1/2βDc

2δ(Du −Dc)
(τ2 + 1)−1+Dc/Du(Θ(τ))−1. (34)

С учётом формулы (4) выражение для функции c(τ) имеет вид

c(τ) =
2βDc(Du −Dc)

αDu
2 (τ2 + 1)1−

2Dc
Du

(
Θ(τ)

)2
u(τ). (35)

Здесь 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса, Γ — гамма-функция. Из выраже-
ний (31), (33)–(35) видно, что функции v(τ), u(τ) и c(τ) являются гладкими положительно
определёнными функциями для всех τ . Функция c(τ) → 0 при τ → ±∞, функция u(τ) → u0
при τ → −∞ и u(τ) обращается в нуль при τ → +∞; функция v(τ) → 0 при τ → −∞
и v(τ) → v0 при τ → +∞, где значения u0 и v0 могут быть получены из выражений (33), (34).
Однако, как видно из (31), (32), y → y0 при τ → −∞, где y0 — конечное значение, которое
может быть сделано < 0 (или ⩾ 0) выбором постоянных интегрирования. Это приводит к то-
му, что решения, полученные как функции от y, можно рассматривать только в ограниченном
интервале времени. Другими словами, поскольку x ∈ [0; 1] и t ⩾ 0, формально y ∈ [−νt; 1− νt]
(при ν > 0). Но так как y ограничен слева величиной y0, то для каждого y0 существует зна-
чение времени t0, после которого никакие решения не определены. Графики этих решений
представлены на рис. 3.

2.2. Решения модели с учётом пролиферации

Рассмотрим снова уравнение (22), и пусть CF ̸= 0:

cy +K(c− c2) = CF e
−My, M =

µ1ν

ξcµ2λc
. (36)

Как и ожидалось, преобразование Коула — Хопфа линеаризует это уравнение. Вводя новую
функцию c̃ и новую переменную ξ как

c = − 1

K

c̃y
c̃
, (37)

ξ =
2
√
CFK

M
e−

M
2

y, (38)

получаем уравнение Бесселя при CF > 0 и модифицированное уравнение Бесселя при
CF < 0 с порядком ν̃2 = (K/M)2. Нас интересует только гладкое решение, и мы рассмат-
риваем функции Инфельда Iν̃ и Макдональда Kν̃ . В результате решение для функции c(y)
имеет вид

c(y) =
1

2

(
1 +

|ν̃|
ν̃

)
+

√
|CF |
K

e−
M
2

y CIIν̃+1(ξ)− CKKν̃+1(ξ)

CIIν̃(ξ) + CKKν̃(ξ)
. (39)

Легко видеть, что c → ∞ при y → −∞. Нельзя утверждать, что при произвольных значе-
ниях ν̃ функция c(y) всегда будет неотрицательной и не будет расходиться при y → ∞, но,
по-видимому, можно исправить это путём подходящего выбора CI и CK . Тем не менее, экс-
поненциальный рост при y → −∞ является общим свойством полученных решений. Из (15′)
можно ожидать, что функция u(y) также будет экспоненциально расти при y → −∞. Решая
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Рис. 3. Графики функций u(y), v(y) и c(y):
p = 0.9, Dc = χc = 8× 10−3, Du = 10−2, ξc = 2.4× 10−3,

α = 0.5, β = 0.4, δ = 4, Cw = 100, Cc = 1

третье уравнение в (15′), получаем интегралы, которые можно взять точно только для полуце-
лых ν̃. В частности, для ν̃ = 1/2 или ξcµ2λc = 1, 5Dcµ1 при CI = πCK получаем очень простые
выражения для c(y) и u(y):

c(y) =
√
|CF |/Ke−K y,

u(y) = C+ ek+y + C−e
k−y −

√
|CF |/K

α

Du(k+ +K)(k− +K)
e−K y,

(40)

где C± являются постоянными; можно положить одну из них или обе равными нулю. Не
очевидно, могут ли одновременно выполняться требование u ⩾ 0 и условия (16)–(18). Но это
не главная проблема данного решения. Наиболее сомнительным в нём является выражение
для функции v(y); как видно из выражения (19) она либо расходится при y → −∞, либо
равна единице для всех y. Всё это даёт основание полагать, что эти решения не отвечают
разумным требованиям.

Следующее решение ещё менее реалистично. Выражение для c(y) легко получить подста-
новкой c = e−Ky c̃, ξcµ2λc = 1, 5Dcµ1, но при этом функция u(y) не может быть полностью
точно проинтегрирована. Так,

c(y) = e−Ky

√
|CF |
K

1− C̃ce
−2

√
|CF |
K

e−Ky

1 + C̃ce
−2

√
|CF |
K

e−Ky
. (41)

Как и решение выше, эта функция очевидно расходится при y → −∞. Однако выражение для
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u(y) содержит интегралы вида ∫
(ln(t− C̃c))

k±/K dt

t
,

которые выражаются через полилогарифм для ограниченного набора k+ и не могут быть взяты
точно для k −. Кроме того, мы предполагаем, что u(y) ↛ экспоненциально при y → −∞,
приводя к расходимости v(y), как в решении выше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе мы рассматриваем систему трёх нелинейных дифференциальных урав-
нений второго порядка в частных производных типа реакция-диффузия-таксис с одним про-
странственным измерением. Мы получаем точные аналитические решения этой системы, за-
висящие от переменной бегущей волны. Благодаря тому, что решения выражаются через из-
вестные функции и имеют достаточно простой вид, их легко анализировать. Рассматриваемая
система является модификацией непрерывной математической модели роста и инвазии опу-
холи, предложенной в изначальной форме в работах [3, 4]. Авторы решали систему численно,
и, как нам представляется, её нельзя решить аналитически. Поэтому мы несколько модифи-
цировали модель, что позволило получить решения в явном виде точно. Приведённые нами
графики некоторых полученных решений близки к графикам, полученным численными ме-
тодами в рамках исходной системы; это позволяет сделать вывод о том, что введённые нами
модификации не сильно повлияли на существо первоначальной модели.
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