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Рассматриваются уравнения Навье—Стокса для плоского установившегося движения вяз-
кой несжимаемой жидкости в ортогональной системе координат, в которой линии тока
жидкости совпадают с координатными линиями одного из семейств ортогональной си-
стемы координат. В этой системе координат вектор скорости имеет только касательную
компоненту и система трёх уравнений Навье—Стокса является переопределённой систе-
мой для двух функций — касательной компоненты скорости и давления. В работе система
приведена в инволюцию, получены условия совместности, которые являются уравнениями
для вихря скорости в этой системе координат. В коэффициенты этих уравнений входят
кривизны координатных линий и производные от них до второго порядка. Полученные
уравнения существенно сложнее уравнений для вихря в канале простой геометрии.

Ключевые слова: уравнения Навье—Стокса, криволинейная система координат, линии
тока, кривизна линии тока, условия совместности, уравнение для вихря.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.401

Описание движения вязкой несжимаемой жидкости в каналах сложной геометрии яв-
ляется нетривиальной задачей фундаментальной математической гидродинамики, имеющей
многочисленные приложения при описании природных явлений [1–3]. Кривизна канала суще-
ственно перестраивает течение, усложняя его топологию, приводя к возникновению вихрей и
вторичных течений. На сегодняшний день, единственным безразмерным параметром, опреде-
ляющим характер медленных течений в слабо изогнутых каналах, является число Дина [2].
Уравнения Навье—Стокса, записанные в специальных системах координат, отвечающих гео-
метрии канала, имеют сложный вид и трудно поддаются качественному анализу [3, 4]. Мно-
гочисленные вычислительные работы не могут в полной мере отразить влияние геометрии
канала на гидродинамику потока в нём. Ряд работ посвящён формулировке и исследованию
начально-краевых задач для уравнений Навье—Стокса на многообразиях и в каналах сложной
геометрии, например [5,6]. В этих работах исследуется влияние кривизн границы на топологию
и качественные свойства решения. Задаче протекания для уравнения Навье—Стокса посвяще-
но много работ, отметим [7], в которой дан обзор результатов по проблеме Ж. Лерэ, а также
близкую к рассматриваемым нами вопросам [8], в которой, в частности, обсуждается вли-
яние вихря, порождённого сложной геометрией стенок канала, на краевые условия задачи.
Важную роль при отыскании частных точных решений играют теоретико-групповые мето-
ды Ли—Овсянникова [9] и исследование уравнений в лагранжевых координатах [10], которое
позволяет строить широкие классы точных решений.

В работе рассматриваются уравнения Навье—Стокса для плоского установившегося дви-
жения вязкой несжимаемой жидкости в ортогональной системе координат [1], в которой ли-

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-29-01567).
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нии тока жидкости совпадают с координатными линиями одного из семейств ортогональной
системы координат. Поскольку в этой системе координат вектор скорости имеет лишь одну
компоненту, касательную вдоль этих линий, то система трёх уравнений Навье—Стокса явля-
ется переопределённой системой для двух функций — касательной компоненты скорости и
давления. Возникает задача получения полной системы дифференциальных следствий, усло-
вий совместности [11]. Эта система приведена в работе в инволюцию, получены условия сов-
местности, которые являются уравнениями для вихря скорости в этой системе координат. В
коэффициенты уравнений входят кривизны координатных линий и производные от них до
второго порядка. Полученные уравнения существенно сложнее уравнений для вихря в канале
простой геометрии [1].

Задача обтекания вязким потоком плоского профиля сложной геометрии, возникает при
исследовании скольжения лыжи по поверхности снега [12] и связана с гидродинамикой вблизи
супергидрофобных поверхностей [13]. Проектирование оптимальных форм, обтекаемых пото-
ком жидкости, с минимальным (максимальным) лобовым сопротивлением можно рассматри-
вать как задачу оптимизации формы для уравнений гидродинамики [14].

1. СИСТЕМА КООРДИНАТ, СВЯЗАННАЯ С ЛИНИЯМИ ТОКА

Рассмотрим уравнения Навье—Стокса стационарного движения вязкой несжимаемой
жидкости в плоском случае, используя для этого натуральные координаты на плоскости [1].
Пусть поле течения покрыто ортогональной сеткой, образованной семейством линий тока C и
ортогональным им семейством кривых N . Единичный касательный вектор на кривой C, на-
правленный в сторону увеличения длины дуги, обозначим через t, элемент длины дуги через
ds и кривизну кривой C через κs. Для ортогональной кривой N соответствующие величины
обозначим dn,n, κn. Примем за стандартное такое расположение кривых C и N , при котором
вектор n получается из вектора t поворотом на прямой угол против часовой стрелки. Запишем
уравнения в естественных координатах, вводя в каждой точке угол θ, образуемый вектором t
с осью Ox прямоугольной системы координат Oxy. В этой системе координат

κs =
∂θ

∂s
, κn =

∂θ

∂n
, (1)

кроме того
dx = cos θ ds, dy = sin θ ds,

dx = − sin θ dn, dy = cos θ dn.
(2)

Такая система координат для записи уравнений гидродинамики используется в [1]. Для пол-
ноты изложения приведём подробные выкладки вывода уравнений для линии тока.

Уравнения репера Френе—Серре в этих координатах имеют вид

∂t
∂s

= κsn,
∂n
∂n

= −κnt, (3)

причём ⟨n,n⟩ = ⟨t, t⟩ = 1, ⟨t,n⟩ = 0, через ⟨·, ·⟩ обозначено стандартное скалярное произведе-
ние векторов в евклидовом пространстве. Дифференцируя формулу ⟨t,n⟩ = 0 по s и n получим
аналогичные формулам (3) выражения для репера Френе—Серре связанного с кривой N :

∂t
∂n

= κnn,
∂n
∂s

= −κst. (4)

Условия совместности уравнений (3) и (4)

∂2t
∂s ∂n

=
∂2t
∂n ∂s

,
∂2n
∂n ∂s

=
∂2n
∂s ∂n

выполнены в силу уравнений (1).
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Замечание. Базис (1), (2) определяет на плоскости линейную связность, которая не со-
гласована с метрикой [15]. Чтобы убедиться в этом проверим несимметричность объектов связ-
ности Γk

ij исходя из уравнений (3) и (4). Сопоставим вектору t и координатной линии S индекс
"1 а вектору n и линии N — "2 так что уравнения (3) и (4) выражают производные коорди-
натных векторов:

∂ei
∂xj

= Γk
ij ek.

Имеем тогда следующие выражения для объектов связности:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = κs, Γ1
21 = 0, Γ1

22 = κn,

Γ2
11 = −κs, Γ2

12 = 0, Γ2
21 = −κn, Γ2

22 = 0.

Таким образом Γ1
12 ̸= Γ1

21 и Γ2
12 ̸= Γ2

21. Эта связность не согласована с метрикой, но по такой
связности можно строить ковариантные производные [16–18].

В данной системе координат вектор скорости q⃗ имеет представление

q⃗ = qst + qnn.

Для удобства вычислений введём, следуя [1], дифференциальные операторы

∇ = t
∂

∂s
+ n

∂

∂n
, ⟨q⃗,∇⟩ = qs

∂

∂s
+ qn

∂

∂n
.

Уравнения Навье—Стокса установившегося движения вязкой несжимаемой жидкости имеют
тогда вид

⟨q⃗,∇⟩q⃗ + 1

ρ
∇p = ν∆q⃗, ⟨∇, q⃗⟩ = 0, (5)

где через ρ = const обозначена плотность жидкости, ν = const — кинематическая вязкость.
Естественные координаты (1), (2) используется в гидродинамике не слишком часто. В

последнее время они используются при анализе движущихся кривых [16–19], где их форма-
лизм был разработан достаточно подробно. Для двумерных уравнений их применение пред-
ставляется более оправданным ввиду наглядного геометрического смысла координатных ли-
нии, по сравнению с ортогональными криволинейными координатами Ламе [3]. В работе [19]
исследованы условия гладкости и регулярности предлагаемой системы координат: получены
условия не самопересечения координатных линий и построено отображение, преобразующее
криволинейный четырёхугольник, порождённый этими линиями, в прямоугольник в декарто-
вой системе координат. Тем самым определена область, в которой определена данная система
координат.

Далее будет дан краткий вывод уравнений Навье—Стокса исходя из уравнений (5) в ко-
ординатах (1), (2).

2. УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ—СТОКСА

Линия тока в установившемся течении жидкости характеризуется тем, что направление
касательной линии к ней в каждой точке совпадает с направлением скорости частицы жидко-
сти в этой точке, иными словами частица движется вдоль линии тока [1,3]. Выбирая кривые C
в качестве линии тока получаем что скорость жидкости имеет только одну компоненту q = qs,
при этом qn = 0, так что

q⃗ = qt. (6)
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Получим явный вид уравнений (5) в этом случае. Уравнение неразрывности приводится к
виду

⟨∇, q⃗⟩ = ⟨t ∂

∂s
+ n

∂

∂n
, qt⟩ = ⟨t∂q

∂s
+ n

∂q

∂n
, t⟩+ q

(
⟨t, ∂t

∂s
⟩+ ⟨n, ∂t

∂n
⟩
)

=

=
∂q

∂s
+ q (⟨t, κsn⟩+ ⟨n, κnn⟩) =

∂q

∂s
+ κn q = 0.

Левая часть уравнения импульсов в (5) вычисляется аналогичным образом:

⟨q⃗,∇⟩q⃗ + 1

ρ
∇p = ⟨qt, t ∂

∂s
+ n

∂

∂n
⟩ qt + 1

ρ
∇p = q

∂q

∂s
t + q2κsn +

1

ρ

∂p

∂s
t +

1

ρ

∂p

∂n
n =

=

(
q
∂q

∂s
+

1

ρ

∂p

∂s

)
t +

(
q2κs +

1

ρ

∂p

∂n

)
n.

(7)

Более громоздким процессом является вычисление лапласиана ∆ от вектора скорости q⃗. Ис-
пользуем формулу

∆ = ⟨∇,∇⟩ =
〈
t
∂

∂s
+ n

∂

∂n
, t

∂

∂s
+ n

∂

∂n

〉
=

∂2

∂s2
+

∂2

∂n2
− κs

∂

∂n
+ κn

∂

∂s
.

Применим оператор ∆ к вектору скорости q⃗:

∆q⃗ =

(
∂2

∂s2
+

∂2

∂n2
− κs

∂

∂n
+ κn

∂

∂s

)
qt =

∂

∂s

(
∂q

∂s
t + qκsn

)
+

∂

∂n

(
∂q

∂n
t + qκnn

)
− κs

(
∂q

∂n
t + qκnn

)
+ κn

(
∂q

∂s
t + qκsn

)
=

∂2q

∂s2
t + 2

∂q

∂s
κsn + q

∂κs
∂s

n − qκ2st +
∂2q

∂n2
t + 2

∂q

∂n
κnn + q

∂κn
∂n

n − qκ2nt − κs
∂q

∂n
t + κn

∂q

∂s
t =[

∂2q

∂s2
+

∂2q

∂n2
− κs

∂q

∂n
+ κn

∂q

∂s
− q(κ2s + κ2n)

]
t +

[
2κs

∂q

∂s
+ 2κn

∂q

∂n
+ q

(
∂κs
∂s

+
∂κn
∂n

)]
n.

(8)

Собирая вместе полученные представления (7) и (8), получаем покоординатную запись урав-
нений линий тока для уравнений Навье—Стокса (5):

Теорема 1. Уравнения Навье—Стокса (5) в координатах (1), (2) при условии (6) имеют
вид

q
∂q

∂s
+

1

ρ

∂p

∂s
= ν

[
∂2q

∂s2
+

∂2q

∂n2
− κs

∂q

∂n
+ κn

∂q

∂s
− q(κ2s + κ2n)

]
, (9)

q2κs +
1

ρ

∂p

∂n
= ν

[
2κs

∂q

∂s
+ 2κn

∂q

∂n
+ q

(
∂κs
∂s

+
∂κn
∂n

)]
, (10)

∂q

∂s
+ κnq = 0. (11)

Вычислим представление для вихря ω⃗ скорости q⃗ (6):

ω⃗ = ∇× q⃗ =

(
t
∂

∂s
+ n

∂

∂n

)
× (qt) =

∂q

∂s
t × t + qκst × n +

∂q

∂n
n × t + qκnn × n =

=

(
qκs −

∂q

∂n

)
t × n.
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Вектор вихря ω⃗ лежит в плоскости ортогональной координатной плоскости Oxy и ортогонален
векторам t и n: ⟨ω⃗, t⟩ = ⟨ω⃗,n⟩ = 0. Обозначим через ω единственную ненулевую координату
вектора вихря

ω =

(
qκs −

∂q

∂n

)
. (12)

Везде далее кривизны линии тока и ортогональной кривой κs, κn предполагаются заданными
гладкими функциями.

Система трёх уравнений (9)–(11) для двух функций p и q является переопределённой, по-
скольку содержит больше уравнений, чем искомых функции. Дополняя её уравнением (12) мы
получаем переопределённую систему четырёх уравнений для трёх функций p, q и ω. Эта систе-
ма является активной и порождает условия совместности [11]. Нашей целью является выписы-
вание этих условий совместности, иными словами приведение системы (9)–(11) в инволюцию.
Подобные условия для уравнения Навье—Стокса в стандартной системе координат являются
уравнениями для вихря [3]. Течение жидкости в более сложной геометрической конфигурации
порождает и более сложные условия совместности, являющиеся также уравнениями для вихря
в этом случае.

3. УСЛОВИЯ СОВМЕСТНОСТИ

Первым этапом приведения системы (9)–(12) в инволюцию является вывод условий сов-
местности уравнений (11), (12). Уравнение неразрывности (11) и определение вихря (12) даст
представление первых производных функции q через саму функцию q и вихрь ω:

∂q

∂s
= −κnq,

∂q

∂n
= κsq − ω. (13)

Систему (13) можно рассматривать как переопределённую относительно функции q = q(s, n),
поскольку она задаёт значения её первых производных ∂q/∂s, ∂q/∂n. При такой трактовке
условия совместности, т. е. условия симметричности смешанной производной ∂2q/∂s∂n, будут
выражаться в терминах правых частей этой системы, т. е. в терминах ω и производных вели-
чины вихря. Такой подход является стандартным при исследовании совместности переопре-
делённых систем. В нашем случае он оправдан тем, что и финальные условия совместности
мы получаем в терминах только величины завихренности ω и производных от неё. Так систе-
ма (13) является переопределённой и порождает условия совместности, являющиеся условием
симметричности смешанной производной ∂2 q/∂s ∂n:

∂2q

∂n ∂s
= −κn

∂q

∂n
− ∂κn

∂n
q = −κn(κsq − ω)− ∂κn

∂n
q = −

(
∂κn
∂n

+ κsκn

)
q + κnω,

∂2q

∂s ∂n
=

∂

∂s
(κsq − ω) = κs

∂q

∂s
+

∂κs
∂s

q − ∂ω

∂s
= −κsκnq +

∂κs
∂s

q − ∂ω

∂s
.

Приравнивая правые части последних уравнений, получаем условия совместности систе-
мы (13) в терминах функций q, ω и производной ∂ω/∂s:

q

(
∂κs
∂s

+
∂κn
∂n

)
=

∂ω

∂s
+ κnω. (14)

При условии
∂κs
∂s

+
∂κn
∂n

=
∂2θ

∂s2
+

∂2θ

∂n2
= ∆θ ̸= 0 (15)

из уравнения (14) можно выразить скорость q:

q =
1

∆θ

(
∂ω

∂s
+

∂θ

∂n
ω

)
. (16)

В (15), (16) используются формулы (1) для κs и κn. Тем самым доказана
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Лемма 1. Условием совместности переопределённой системы (13) в терминах величи-
ны ω является уравнение (14).

Система (13) в совокупности со вторым уравнением импульсов (10) даёт условия пред-
ставления величины q через ω и ∂p/∂n. Подставим выражения (13) для производных в урав-
нение (10), после некоторых преобразований получаем уравнение

κsq
2 − ν

(
∂κs
∂s

+
∂κn
∂n

)
q + 2νκnω +

1

ρ

∂p

∂n
= 0. (17)

Из (17) при условии κs ̸= 0 следует

Лемма 2. Решение уравнений Навье—Стокса (9)–(11) существует при условии

(ν∆θ)2 − 4
∂θ

∂s

(
2ν

∂θ

∂n
ω +

1

ρ

∂p

∂n

)
⩾ 0. (18)

Доказательство. Условие (18) есть условие неотрицательности дискриминанта уравне-
ния (17), как квадратного уравнения относительно величины q. Оно является условием, связы-
вающим геометрию течения с физическими величинами — вихрем ω и производной давления
по нормали ∂p/∂n. □

Следующим этапом приведения системы (9)–(12) в инволюцию является вычисление сме-
шанных производных ∂2p/∂s∂n и ∂2p/∂n∂s из уравнений (9) и (10), подстановка в полученные
выражения всех производных ∂q/∂s и ∂q/∂n из системы (13). При этом необходимо вычислить
через q, ω производные от вихря и производные второго порядка скорости ∂2q/∂s∂n, ∂2q/∂n∂s.
Получим выражения для вторых производных функции q из системы (13). Имеем

∂2q

∂s2
= −∂κn

∂s
q − κn

∂q

∂s
,

∂2q

∂n2
=

∂κs
∂n

q + κs
∂q

∂n
− ∂ω

∂n
.

Подставляем в эти формулы выражения (13) для первых производных, получим

∂2q

∂s2
=

(
κ2n − ∂κn

∂s

)
q,

∂2q

∂n2
=

(
∂κs
∂n

+ κ2s

)
q − κsω − ∂ω

∂n
. (19)

После подстановки (13) и (19) в (9) и (10) получаем представление для производных давления
в терминах только функции q, ω и ∂ω/∂n:

1

ρ

∂p

∂s
= κnq

2 − ν

[
∂ω

∂n
+ (κ2s + κ2n)q

]
, (20)

1

ρ

∂p

∂n
= −κsq

2 + ν

[(
∂κs
∂s

+
∂κn
∂n

)
q − 2κnω

]
. (21)

Вычисляя смешанные производные от p из уравнений (20) и (21), подставляя в полученные
выражения представления (13) и (19) для первых и вторых производных функции q, получим
выражения:

1

ρ

∂2p

∂s∂n
= 2q(κsq − ω)κn + q2

∂κn
∂n

− ν

[
∂2ω

∂n2
+ (κsq − ω)(κ2s + κ2n) + 2q

(
κs

∂κs
∂n

+ κn
∂κn
∂n

)]
,

1

ρ

∂2p

∂n∂s
= 2q2κnκs − q2

∂κs
∂s

+ ν

[
∂2ω

∂s2
− ∂κn

∂s
ω + κn

∂ω

∂s

]
,
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Приравнивая правые части этих уравнений и упрощая полученное выражение, приходим ко
второму условию совместности

ν

[
∂2ω

∂s2
+

∂2ω

∂n2
+ κn

∂ω

∂s
+ (κsq − ω)(κ2s + κ2n)−

∂κn
∂s

ω + 2q

(
κs

∂κs
∂n

+ κn
∂κn
∂n

)]
+

+ 2qωκn − q2
(
∂κs
∂s

+
∂κn
∂s

)
= 0. (22)

Таким образом, условиями совместности уравнений (9)–(11) являются два уравнения (14)
и (22). При условии (15) уравнение (14) можно разрешить относительно q в виде (16). После
подстановки (16) в (22) получается нелинейное уравнение для вихря. Последние два слагаемых
в (22) можно упростить, воспользовавшись (14), и переписать (22) в форме

ν

[
∂2ω

∂s2
+

∂2ω

∂n2
+ κn

∂ω

∂s
− ω(κ2s + κ2n)−

∂κn
∂s

ω

]
+

+ q

[
νκs(κ

2
s + κ2n) + 2ν

(
κs

∂κs
∂n

+ κn
∂κn
∂n

)
+ κnω − ∂ω

∂s

]
= 0, (23)

в которой явно выделены слагаемые, содержащие q в виде множителя. Тем самым доказана
основная

Теорема 2. Условиями совместности двумерных стационарных уравнений Навье—
Стокса в естественных координатах, в которых линии тока совпадают с одной из коорди-
натных линий, являются уравнения (14) и (23). Уравнения (14), (23) являются уравнениями
для вихря в указанных координатах.

Замечание. Заметим, что в системе координат, в которой кривые C и N являются пря-
мыми координатными линиями Ox и Oy имеем κs = κn = 0 и уравнение (23) совпадает с
уравнением для вихря [3]:

⟨q⃗,∇⟩ω⃗ − ⟨ω⃗,∇⟩q⃗ = ν∆ω⃗.

Учитывая представления (1), имеем

κ2s + κ2n = |∇θ|2, 2

(
κs

∂κs
∂n

+ κn
∂κn
∂n

)
=

∂

∂n
|∇θ|2. (24)

Уравнение (23) после подстановки (16) и (24) принимает вид

ν

[
∂2ω

∂s2
+

∂2ω

∂n2
+

∂θ

∂n

∂ω

∂s
− ω

(
|∇θ|2 + ∂2θ

∂n∂s

)]
+

+
1

∆θ

(
∂ω

∂s
+

∂θ

∂n
ω

)[
ν
∂θ

∂s
|∇θ|2 + ν

∂

∂n
|∇θ|2 + ∂θ

∂n
ω − ∂ω

∂s

]
= 0, (25)

и является нелинейным как относительно ω, так и первых производных ω.

4. ПРИМЕР ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ

Примеры некоторых точных решений уравнений Навье—Стокса хорошо описаны [9]. По-
строим пример точного решения уравнений Навье—Стокса для системы (9)–(12). Пусть угол θ
зависит только от переменной s, т. е. θ = θ(s). Тогда из соотношений (1) следует, что кривизна
линии N равна нулю κn = 0 и кривизна линии тока κs = κs(s). Предположим также, что
величина q не зависит от n, q = q(s). В таком случае, из соотношений (13), имеем

∂q

∂s
= 0, 0 = κsq − ω.
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Из первого уравнения получаем, что величина q также не зависит от s и, следовательно,
постоянна q = const. Из второго уравнения получаем, что единственная ненулевая компонента
вихря пропорциональна кривизне линии тока ω(s) = qκs(s). Отметим, что первое условие
совместности (14) выполнено в данном случае тождественно. Подставим во второе условие
совместности (23) компоненту вихря ω = qκs(s):

ν
[
qκ′′s − qκ3s

]
+ q

[
νκ3s − qκ′s

]
= 0,

и преобразуем
κ′′s −

q

ν
κs = 0.

Таким образом, кривизна линии тока при предположении, что θ = θ(s) и q = q(s), вычисляется
явно

κs = C1
ν

q
exp

( q
ν
s
)
+ C2,

а угол θ соответственно имеет вид

θ =

∫
κs ds = C1

(
ν

q

)2

exp
( q
ν
s
)
+ C2s+ C3,

где C1, C2, C3 произвольные константы. Таким образом решение уравнений Навье—Стокса (9)–
(12):

q = const, ω = q

(
C1

ν

q
exp

( q
ν
s
)
+ C2

)
,

и давление p может быть найдено явно из уравнений (9)–(10).

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Очевидной выгодой используемой системы координат является задание течения только
одной компонентой скорости q = q(s, n). Вопрос о гидродинамической реализации полученного
результата является нетривиальным и требует дальнейшего изучения. В отличие от классиче-
ского подхода, уравнение для завихренности течения (25) является замкнутым и не включает
в себя компонент скорости. Тем самым требуется постановка для него краевых условий в тер-
минах величины вихря. Здесь возможны исследования в нескольких направлениях. Одно из
них — постановка краевых условий с использованием вихря, как это делается, например, в
работе [5]. Это обусловлено именно влиянием сложной геометрии стенки канала. В последнее
время, для уравнений гидродинамики активно исследуется граничные условия проскальзыва-
ния типа Навье. Это мотивируется многочисленными приложениями, в которых поток обте-
кает шероховатую поверхность. Обзор физических постановок возникающих при этом задач,
главной из которых является супергидрофобное обтекание, содержится в [20]. Одной из воз-
можных постановок краевых условий является при этом задание тензора скольжения [21]. Од-
ной из таких задач является моделирование скольжения лыжи по снегу [12]. Поверхность снега
представляет собой шероховатую поверхность, рельеф которой определяется индивидуальной
кристаллической структурой снега. При скольжении лыжи по снегу между её поверхностью
и снегом возникает слой жидкости, обусловленный давлением лыжи. На практике замечено,
что нанесение на скользящую поверхность лыжи микросетки специального рельефа, так на-
зываемой структуры, значительно улучшает скольжение. Этот рельеф зависит от структуры
снега, погодных условий, профиля трассы и других факторов и определяется сегодня исклю-
чительно из опыта. Тем самым возникает задача моделирования сэндвича: жидкость между
двумя шероховатыми поверхностями.

Коэффициенты уравнения (25) зависят от некоторых дифференциальных параметров ор-
тогональных кривых, представляющих координатные линии. Точное решение, описанное в п. 4,
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даёт иллюстративные примеры того, когда эти параметры могут принимать частные значения.
В этом случае получается решение с постоянной длиной вектора скорости q = const и завих-
ренностью пропорциональной кривизне линии тока ω = qκs. Анализ этих дифференциальных
параметров, классификация возможных типов кривых C и N представляется самостоятельной
задачей.

Авторы благодарят П. И. Плотникова за плодотворные обсуждения во время выполне-
ния исследования и рецензента за внимательное прочтение рукописи и сделанные замечания,
позволившие улучшить изложение.
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ВВЕДЕНИЕ

Математическое моделирование состояния сплошной среды, находящейся под действием
различных сил, является важным методом решения многих фундаментальных и прикладных
задач. В центре внимания при этом находятся вопросы, связанные с разработкой эффектив-
ных, высокоточных и надёжных численных методов, а также с исследованием математических
моделей и решением задач научной и инженерной практики.

В то же время для интерпретации результатов моделирования, выяснения уровня адек-
ватности модели реальному объекту важно оснастить исследователя средствами визуализации
на каждом этапе вычислительного эксперимента. Это касается конструирования, подготовки
модели к расчёту, а также этапа анализа результатов расчётов. Последний должен быть орга-
низован так, чтобы позволить провести непосредственное сопоставление результатов расчётов
с данными наблюдений в натурном эксперименте.

Целью разработки программной платформы Теметос [1, 2] является сопровождение вы-
числительного эксперимента на всех стадиях анализа и исследования математических моде-
лей физических процессов и технических объектов. Платформа Теметос предоставляет интер-
фейсы задания геометрической и физической моделей исследуемой конструкции или физиче-
ского процесса и позволяет оснастить проблемно-ориентированный решатель инструментами
подготовки, проведения и анализа результатов вычислительного эксперимента. Интерфейсы
платформы включают инструменты работы с геометрическими моделями расчётных областей,
сетками, физическими таблицами и зависимостями свойств сред и материалов, начальными и
граничными условиями, настройками численных методов и расчётных программ-решателей.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-21-00260).
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Платформа содержит ряд служебных модулей для подготовки, запуска и анализа резуль-
татов расчётов на супер-ЭВМ, включая визуализацию полученного решения. В частности,
она позволяет запускать параллельную расчётную программу на удалённом управляющем уз-
ле вычислительного кластера, в то время как подготовка расчёта и анализ его результатов
выполняются на рабочей станции оператора платформы.

Физическому наполнению платформы Теметос соответствуют разработанные вычисли-
тельные модули, ориентированные на конкретный класс задач. В качестве таких модулей
разработаны независимые расчётные параллельные программные комплексы, предназначен-
ные для численного решения многомерных задач механики твёрдого деформируемого тела
с использованием метода конечных элементов, уравнений Максвелла в квазистационарном
приближении конечно-разностными и конечно-элементными методами [2], системы уравнений
магнитной газовой динамики с использованием разрывного метода Галеркина.

В разделе 1 данной статьи описан термомеханический модуль, позволяющий производить
моделирование твэлов ядерных реакторов. Реализованные в данном модуле вычислительные
алгоритмы дали возможность исследовать состояние участка твэла, включающего в себя до
100 топливных таблеток, с учётом значительного изменения итоговой конфигурации контакт-
ных поверхностей относительно начального состояния.

В разделе 2 рассмотрена задача моделирования кривых блеска двойных звёздных систем.
Программы-решатели, включённые в состав платформы, позволяют проводить моделирование
и прямое сопоставление результатов исследования двойных звёзд как с усреднёнными наблю-
дательными данными, так и с индивидуальными кривыми. Такой подход в силу сложности
решения трёхмерных нестационарных задач позволяет получать существенно новые результа-
ты.

Несмотря на существенные различия областей применения платформы Теметос, в обоих
случаях используются общие архитектурные решения построения программных комплексов,
общие стандарты хранения и передачи данных.

1. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОГО МОДУЛЯ ДЛЯ
МОДЕЛИРОВАНИЯ УЧАСТКА ТВЭЛА

Разработан термомеханический модуль для платформы Теметос, предназначенный для
моделирования напряжённо-деформированного состояния системы тел с учётом образования
различных неупругих деформаций и контактного взаимодействия тел между собой.

Данный модуль использован для моделирования термомеханического состояния участка

тепловыделяющего элемента (твэла), который занимает множество G =
N⋃

α=1
Gα с границей ∂G

(Ḡ = G∪ ∂G). Множество G представляет собой участок цилиндрической оболочки GN , внут-
ри которой расположен столб из одинаковых цилиндрических топливных таблеток G1, ·, GN−1,
имеющих внутреннее отверстие и фаски на обоих торцах. Участок расчётного множества, со-
ответствующий половине продольного сечения и включающий в себя половины двух таблеток
и кусок оболочки, приведён ниже на рис. 1–2.

В начальной конфигурации твэла между таблетками и оболочкой, как правило, суще-
ствует зазор. При нагревании таблетки расширяются, зазор уменьшается, а затем чаще все-
го происходит механический контакт между таблетками и оболочкой. Условия теплообмена
существенно зависят от деформаций тел в твэле, поэтому тепловая и механическая задачи
являются связанными и их нужно решать вместе.

Тепловая задача включает в себя уравнение теплопроводности [3]:

c(x, T )
∂T

∂t
= (λij(x, T )T,j),i + ϕ(x, t), (x, t) ∈ G× (0, tM ] . (1)



18 М. П. Галанин, В. В. Лукин, А. С. Родин

Здесь xi — компоненты радиус-вектора x, t — время, T (x, t) — температура, T,j = ∂T
∂xj

,
λij (x, T ) — компоненты тензора теплопроводности среды, ϕ (x, t) — мощность внутренних ис-
точников (стоков) тепла, c(x, T ) — объёмная теплоёмкость среды.

Уравнение (1) дополняется начальным условием и граничными условиями: на разных
поверхностях могут быть заданы условия 1, 2 и 3 рода, а также условия идеального или
неидеального теплового контакта.

Механическая задача включает в себя уравнения равновесия системы деформируемых
тел в каждый момент времени для каждого тела α (α = 1, ..., N, i, j = 1, 3) [3]:

σji,j(u, t) = 0, x ∈ Gα. (2)

Уравнения (2) дополняются граничными условиями: кинематическими или силовыми.
В рассматриваемой задаче использован линейный тензор полных деформаций

εij(x, t) =
1

2
(ui,j(x, t) + uj,i(x, t)), x ∈ Gα; (3)

и определяющее уравнение (закон Гука), связывающее приращения компонент тензора напря-
жений с приращениями компонент различных деформаций [3],

dσij(x, t) = Cijkl(dεkl(x, t)− dε0kl(x, t)), x ∈ Gα. (4)

Здесь dε0kl — компоненты тензора неупругой деформации; ui — компоненты вектора переме-
щения; Cijkl — компоненты тензора упругих постоянных.

Различные тела контактируют друг с другом, всего в конструкции есть q пар потенци-
ально контактирующих поверхностей

(
Γk
c,1, Γ

k
c,2

)
, k = 1, ..., q. Будем использовать обозначение

Γ =
q⋃

k=1

(
Γk
c,1 ∪ Γk

c,2

)
. При постановке на контактных границах условия скольжения без трения

дополнительные граничные условия на Γk
c,1 состоят из следующих соотношений (для границы

Γk
c,2 можно записать аналогичные соотношения) [4]:

στ (x) = 0,

σn(x) = σn(x̄) ⩽ 0,

un(x) + un(x̄) ⩽ δ0n(x),

σn(x) [un(x) + un(x̄)− δ0n(x)] = 0,

(5)

где x̄ ∈ Γk
c,2 — сходственная (ближайшая) точка для x ∈ Γk

c,1, δ0n(x) ⩾ 0 — функция, задающая
начальный зазор (участки поверхностей в начальный момент могут не соприкасаться друг с
другом), uτ = u · τ , un = u ·n, στ = (σ · n) · τ , σn = (σ · n) ·n, n и τ — вектор внешней нормали
и касательный вектор в рассматриваемой точке.

Условия (5) гарантируют, что реализуется один из двух следующих вариантов (заранее
неизвестно, какой именно):

1) Точка x находится в контакте, и тогда верны соотношения σn(x) = σn(x̄), un(x) +
un(x̄) = δ0n(x), т. е. выполнено условие равенства нормальных компонент векторов координат
и поверхностных сил для двух точек, причём контактные силы могут быть только сжимаю-
щими, если возникают растягивающие силы (σn > 0), то точка должна выйти из контакта по
силовому критерию;

2) Точка x не находится в контакте, и тогда верны соотношения σn = 0, un(x) + un(x̄) <
δ0n(x), то есть между точками возникает зазор, при этом контактные силы равны нулю.

Таким образом, один из двух множителей в последнем условии (5) всегда равен нулю, что
и обеспечивает выполнение данного условия.
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В рассматриваемой системе тел учитываются N−2 контактные пары таблетка/таблетка и
N−1 контактные пары таблетка/оболочка. Итоговая конфигурация контактных поверхностей
заранее неизвестна, поэтому задача (2)–(5) является нелинейной.

При функционировании тепловыделяющего элемента наблюдается большое количество
разнообразных физических явлений. Например, в общем случае приращение неупругих де-
формаций включает в себя приращения температурных (dεTij) и радиационных деформаций
(dεvij), деформаций ползучести (dεcij) и растрескивания (dεcrkij ):

dε0ij = dεTij + dεvij + dεpij + dεcij + dεcrkij .

Для описания реалистичных характеристик материалов (сплав циркония для оболочки и ди-
оксид урана для топливных таблеток) использованы процедуры из библиотеки MATPRO [5].

Дискретизация задачи термомеханики выполнена с использованием метода конечных эле-
ментов [4]. Для решения контактной задачи применён модифицированный метод Неймана—
Дирихле (один из вариантов метода декомпозиции области (МДО) без перехлёста подобла-
стей) [6]. Для моделирования системы, включающей в себя большое количество тел, разра-
ботан численный алгоритм, основанный на применении двухуровневого аддитивного метода
Шварца (вариант МДО с перекрытием подобластей) [6]. Данный алгоритм предполагает раз-
биение исходной области на ряд пересекающихся подобластей, при этом любая подобласть
может включать в себя участки нескольких тел. В ходе итерационного процесса решение гло-
бальной задачи сводится к решению локальных задач в каждой подобласти. Локальные зада-
чи могут быть нелинейными (например, учитывать контакт или пластичность), они решаются
независимо друг от друга. В конце итерации вычисляется новое приближение глобального
решения. Для ускорения сходимости итерационного процесса использована дополнительная
грубая сетка, на которой решалась вспомогательная задача, позволяющая на каждой итера-
ции вычислить дополнительный вклад в вектор глобального решения. Более подробно данные
алгоритмы описаны в [7]. С использованием разработанного модуля выполнена серия расчётов
для моделирования выхода на номинальную мощность участка твэла, соответствующего N−1
топливным таблеткам, в термоупругом приближении (dε0ij = dεTij). Считалось, что мощность
тепловыделения в таблетке за 1 час менялась по линейному закону от 0 до номинального значе-
ния, температура оболочки являлась постоянной, между таблетками и оболочкой происходил
теплообмен с постоянным коэффициентом теплоотдачи. Начальный зазор между таблетками
и оболочкой равен 0. Нижние торцы оболочки и нижней таблетки закреплены по вертикали,
к верхнему торцу верхней таблетки приложено постоянное давление 50 МПа, а на внешнюю
поверхность оболочки действует постоянное давление 10 МПа.

В [7] представлены результаты расчётов для осесимметричной постановки. Количество
таблеток N − 1 менялось от 1 до 100. Полученные результаты продемонстрировали, что по-
строенный алгоритм (двухуровневый аддитивный метод Шварца) обеспечивает аккуратное
выполнение граничных условий на контактных поверхностях. С увеличением количества таб-
леток время расчёта возрастало по зависимости, близкой к O(N). В дальнейшем удалось по-
лучить аналогичные результаты для расчётов в трёхмерной постановке (для сектора 90◦).

Представим результаты моделирования участка из 10 таблеток в следующей осесиммет-
ричной постановке. Температура в оболочке вычисляется после решения уравнения теплопро-
водности, на внешней поверхности оболочки поставлено условие 1 рода, между внутренней
поверхностью оболочки и внешними поверхностями таблеток происходит теплообмен (значе-
ние коэффициента теплообмена зависит от разности температур и расстояния между сход-
ственными точками). На тех участках тел, которые вступают в механический контакт (таб-
летка/таблетка и таблетка/оболочка), ставится условие идеального теплового контакта (для
сходственных точек должны совпадать температуры и тепловые потоки). Для реализации
условий теплового контакта использован метод Дирихле—Неймана (один из вариантов МДО).
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Выход на номинальную мощность происходит за 10 шагов по времени, на каждом шаге в
рамках итерационного цикла решается связанная термомеханическая задача.

Оболочка считается термоупругопластическим телом (использована модель пластическо-
го течения для материала с изотропным упрочнением, dε0ij = dεTij + dεpij), таблетка считает-
ся термоупругим телом с учётом растрескивания (хрупкого разрушения) материала (dε0ij =

dεTij + dεcrkij ). Для описания растрескивания применена модель размазанных трещин [8], кото-
рая предполагает следующую связь векторов приращений упругой деформации и деформации
растрескивания с вектором приращений напряжений:

{∆εe}+
{
∆εcrk

}
=


1/Er −ν/E −ν/E 0
−ν/E 1/Ez −ν/E 0
−ν/E −ν/E 1/Eφ 0
0 0 0 1/G




∆σrr
∆σzz
∆σφφ
∆σrz

 .

Здесь модифицированные модули Юнга Ei в зависимости от текущих значений напряжений σi
(i = r, φ, z) меняются по линейному закону от номинального значения E (если σi < −20 МПа)
до некоторого предельного значения E∞ (если σi > 20 МПа). В расчётах использовано значе-
ние E∞ = E/100 [8].

Анализ результатов проведённых расчётов показал, что использованный численный ал-
горитм позволяет добиться выполнения граничных условий (и тепловых и механических) на
контактирующих поверхностях.

На рис. 1 показаны распределения радиальных, окружных и осевых напряжений на участ-
ке G, соответствующем 5-й и 6-й таблеткам, в расчёте с учётом растрескивания материала таб-
леток, а на рис. 2 — аналогичные величины в расчёте без учёта растрескивания. Координаты
и перемещения нормированы на 1 мм, напряжения — на 1 МПа.

Рис. 1. Распределения напряжений в расчёте с растрескиванием таблеток: (a) —
радиальных, (b) — окружных, (c) — осевых

Из распределения радиальных напряжений видно, что в местах контакта с оболочкой уг-
лов фасок таблеток (z = 50.5) возникают концентраторы напряжений: в этих зонах контактные
давления (в зависимости от степени подробности сетки) могут в несколько раз превосходить
значения давлений в центральных зонах.
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Рис. 2. Распределения напряжений в расчёте без растрескивания таблеток: (a) —
радиальных, (b) — окружных, (c) — осевых

Сравнение рисунков показывает, что, если считать материал таблеток термоупругим, то в
результате нагрева ближе к внешней поверхности таблеток возникают огромные растягиваю-
щие окружные и осевые напряжния (порядка 1 ГПа), что является физически недостоверным
(реальный материал не выдерживает таких нагрузок). Использованная модель растрескива-
ния позволяет снизить уровень растягивающих напряжений до 20–30 МПа, при этом в разы
уменьшается и уровень сжимающих напряжений.

На рис. 3 показаны графики распределений интенсивности пластических деформаций εpi
вдоль внутренней поверхности оболочки в расчётах, в которых начальный зазор δ0n между
таблетками и оболочкой принимал значения 0 (верхний график), 0.01 (средний график) и
0.02 мм (нижний график). Увеличение зазора приводит к уменьшению величины контактного
давления, которое действует со стороны таблеток на оболочку и, следовательно, к уменьшению
величины пластических деформаций.

Рис. 3. Распределения интенсивности пластических деформаций в расчётах с различными
величинами начальных зазоров
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На рис. 3 видно, что для нулевого зазора среднее значение интенсивности пластических
деформаций составляет 0.48%, в местах контакта углов фасок наблюдаются локальные макси-
мумы деформации. Для величины зазора 0.01 среднее значение интенсивности пластических
деформаций уменьшается до 0.22%, для величины зазора 0.02 пластические деформации об-
разуются только на участках возле контакта углов фасок таблеток.

Показанные результаты расчётов демонстрируют возможность разработанного термоме-
ханического модуля решать сложные мультиконтактные многомерные задачи с учётом раз-
личных неупругих деформаций, образующихся в моделируемых телах.

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ КРИВЫХ БЛЕСКА ДВОЙНЫХ ЗВЁЗДНЫХ СИСТЕМ

Другая сфера применения платформы Теметос — моделирование течений газа в астро-
физических объектах, в частности, в аккреционных дисках двойных звёздных систем [9]. В
задачах астрофизики, которые предусматривают необходимость сопоставления подробной ма-
тематической модели удалённого объекта с имеющими существенно ограниченное разрешение
результатами наблюдений, важно не только провести расчёт параметров течений газа, но и
вычислить интегральные характеристики, доступные к регистрации в эксперименте.

К таким характеристикам, например, относится интегральный по звёздной системе поток
энергии излучения в зависимости от времени — кривая блеска. Кривые блеска ряда астрофизи-
ческих объектов, таких как, например, PHL1445 [10] и V1239Her [11] имеют ряд особенностей,
для объяснения которых необходимо исследовать внутреннюю структуру течения газа между
компонентами двойной звёздной системы. В этом случае задача платформы Теметос состоит в
объединении нескольких программных средств, позволяющих решать задачи как газовой ди-
намики, так и теории переноса излучения, таким образом, чтобы в ходе исследования можно
было и рассмотреть модель внутренних механизмов поведения звёздной системы, и показать
зависимость наблюдательных проявлений от этих механизмов.

Примером спорного механизма является, например, характер взаимодействия струи плаз-
мы, истекающей с поверхности звезды-донора через внутреннюю точку Лагранжа L1 в полость
Роша звезды-аккретора, с аккреционным диском — вращающимся облаком плазмы вокруг
аккретора. Обычно рассматриваются два основных варианта. Первый — взаимодействие че-
рез образование небольшой области ударного торможения струи, так называемого „горячего
пятна“ (см., например, [10, 12]). Второй — образование контактного разрыва и боковой удар-
ной волны в протяжённой области слияния струи и диска, так называемой „горячей линии“
(см. [13], а также рис. 4).

Результаты трёхмерного газодинамического моделирования аккреционных дисков в ра-
ботах [9, 14] не дают оснований для использования модели горячего пятна при построении
синтетической кривой блеска. Расчёт гидродинамики взаимодействия струи, истекающей из
точки L1, и аккреционного диска показывает, что вход струи в диск происходит безударным
образом. В месте слияния диска и струи образуется „горячая линия“, связанная с формиро-
ванием ударной волны на всём протяжении струи вследствие набегания на струю вещества
диска. Обтекание сверхзвуковым потоком вещества диска плотной и холодной струи и приво-
дит к возникновению боковой ударной волны — горячей линии.

С использованием платформы Теметос построена модель кривой блеска системы
PHL1445 [10,12].

Рассмотрим трёхмерную гидродинамическую модель аккреционного диска вместе со стру-
ёй, истекающей из точки L1 и являющейся для него источником вещества. Кроме того, эле-
ментами модели, дающими вклад в блеск системы, будем считать звезду-донор (коричневый
карлик), а также аккретор (белый карлик). При этом, поскольку нас больше всего интересуют
моменты времени (фазы вращения системы) в окрестности затмения, использование газоди-
намической модели в указанных в [9] предположениях (невязкий частично-ионизованный газ,
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Рис. 4. Модель двойной звёздной системы с аккреционным диском

функция охлаждения чистого водорода) может оказаться недостаточным. Поэтому заменим
внутреннюю часть расчётной области газодинамической модели (радиусом ≈ 4 Rwd с центром
в аккреторе) на модельный тонкий диск с заданным потоком излучения с его поверхности.

Газодинамическая модель аккреционного диска строится на базе следующих предположе-
ний:

• течение частично-ионизованной водородной плазмы описывается системой уравнений ди-
намики сжимаемого газа;

• самогравитация газа и воздействие магнитного поля не учитываются;

• плазма рассматривается как идеальный невязкий газ, нагревание которого происходит
только за счёт преобразования гравитационной энергии аккрецирующего вещества во
внутреннюю энергию газа;

• охлаждение газа происходит за счёт радиационных потерь в оптически тонкой среде.

2.1. Математическая модель
В соответствии со сделанными предположениями математическая модель включает в себя

следующие уравнения:

∂ρ

∂t
+ ∇⃗ρv⃗ = 0, (6)

∂ρv⃗

∂t
+ ∇⃗ ·

(
ρv⃗v⃗ + pÎ

)
= −ρ∇⃗Φ+ 2ρv⃗ × Ω⃗, (7)

∂e

∂t
+ ∇⃗ · (v⃗ (e+ p)) = −ρ∇⃗Φ · v⃗ − Λ(ρ, T ), (8)

где ρ — плотность, v⃗ — скорость, p — давление, e — полная энергия единицы объёма газа, Ω⃗ —
вектор угловой скорости вращения системы, Λ(ρ, T ) – функция радиационного охлаждения
газа из [9], T — температура, гравитационный потенциал Роша

Φ = − GMd

∥r⃗ − r⃗d∥
− GMa

∥r⃗ − r⃗a∥
− 1

2
∥Ω⃗× (r⃗ − r⃗c) ∥2, (9)
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r⃗ — радиус-вектор, Md, Ma — массы компонент звёздной системы, r⃗d, r⃗a — их радиус-веторы,
r⃗c — радиус-вектор центра тяжести системы, G — гравитационная постоянная. Система урав-
нений газовой динамики замыкается уравнением состояния частично ионизованного газа в
виде [15]

e =
3

2
p+ ρ

Ry

mp
i+

ρ∥v⃗∥2

2
, p = ρkT

1 + i

mp
, (10)

i =

[
1 + p

(
2πℏ2

me

)3/2

(kT )−5/2 eRy/kT

]−1/2

, (11)

где i — степень ионизации, ε — удельная внутренняя энергия газа, k — постоянная Больцмана,
ℏ — приведённая постоянная Планка, Ry — энергия активации Ридберга, mp и me — массы
протона и электрона соответственно.

Для численного решения задачи моделирования течения плазмы в аккреционном диске
использован трёхмерный решатель, описанный в [9,14]. Он предполагает использование метода
типа конечных объёмов для неструктурированных тетраэдральных сеток с интегрированием
потоков на гранях ячеек с применением модифицированного HLLC решателя для газодина-
мической задачи Римана. Учёт радиационного охлаждения на каждом шаге интегрирования
системы уравнений производится путём дополнительного дробления шага и решения уравне-
ния для энергии с функцией охлаждения в правой части методом Дормана—Принса 5(4) [16].
Программный комплекс распараллелен с использованием разбиения расчётной области на под-
области и технологии MPI. Расчёты выполнены на кластере К-60 ИПМ им. М. В. Келдыша
РАН с использованием вплоть до 500 вычислительных ядер.

2.2. Расчёт синтетической кривой блеска

Для вычисления потока энергии от системы и формирования кривой блеска применён
следующий подход. Полный поток энергии F , получаемый от звёздной системы, может быть
получен в результате вычисления интеграла вида

F =

∫
S
I(x, y)

dS

d2
,

где I(x, y) — интенсивность излучения в плоскости, перпендикулярной оси зрения (картинной
плоскости), x и y — координаты в этой плоскости, d — расстояние до источника.

Интенсивность I(x, y) может быть получена из уравнения переноса излучения интегри-
рованием вдоль луча, связывающего наблюдателя с моделируемой системой:

I(x, y) =

∫ +∞

0

Λ̄(x, y, z)

4π
e−τ(x,y,z)dz,

τ(x, y, z) =

∫ z

0
αPl(ρ(x, y, z), T (x, y, z))ds

′,

где z — координата вдоль луча зрения, Λ̄ — функция охлаждения Λ, усреднённая по газоди-
намическому временному шагу, τ — оптическая толща среды между наблюдателем и текущей
точкой, αPl — усреденный по Планку коэффициент поглощения.

Коэффициент поглощения αPl принят равным бесконечности на поверхностях звезды-
донора и аккретора, а также на поверхности тонкого диска вокруг аккретора. Во всех осталь-
ных точках, как и в [9], эта величина получается усреднением по Планку с использованием
данных из газодинамического расчёта об излучённом потоке энергии:

αPl(ρ, T ) =
Λ(ρ, T )

4σSBT 4
,



Платформа Теметос и её приложения 25

где σSB — постоянная Стефана—Больцмана.
При прохождении луча через поверхность донора, аккретора или тонкого диска в окрест-

ности аккретора, интегрирование уравнения переноса прекращалось и для соответствующей
точки картинной плоскости задавалась интенсивность, соответствующая объекту на луче зре-
ния. При этом поверхность донора не совпадает с поверхностью его полости Роша. Радиус
донора взят равным 0.9 от размера полости Роша в направлении оси вращения системы.

2.3. Результаты моделирования

Проведено 3D газодинамическое моделирование истечения газа из окрестности точки L1

в полость Роша аккретора, соответствующего системе PHL1445. При обезразмеривании моде-
ли (6)–(11) в качестве масштабов основных величин выбраны расстояние между компонентами
a = 0.55R⊙, где R⊙ — радиус Солнца, период обращения системы Torb = 76.3 мин., плотность
газа ρ0 = 10−10 г/см3. Массы компонент: масса донора Md = 0.064M⊙ и масса аккретора
Ma = 0.73M⊙, где M⊙ — масса Солнца.

Аккреционный диск формируется примерно за 5 орбитальных периодов. Трёхмерное изоб-
ражение аккреционного диска вместе с донором, аккретором и тонким диском в случае поло-
жения диска в экваториальной плоскости в момент времени t = 5 приведено на рис. 4.

Средняя толшина диска равна 0.06, отношение толщины диска к диаметру — 1/10. Ха-
рактерными чертами течения являются отошедшая ударная волна и уплотнение струи при
входе в диск. Газ в диске является холодным (его температура слабо меняется внутри диска и
не превосходит 5 · 103 K) и достаточно слабо ионизованным (коэффициент ионизации в диске
не превышает 0.2).

Видно, что вход струи в диск является безударным, струя существенно отклоняется как
действием сил инерции, так и давлением вещества диска на боковую поверхность. Область
взаимодействия струи и диска тонкая и протяжённая, что не позволяет говорить о наличии
горячего пятна. При этом распределение плотности показывает, что существенная часть веще-
ства диска срывается с его поверхности, совершая полный оборот после попадания в диск из
струи. В районе отошедшей ударной волны толщина диска увеличивается, что создаёт своего
рода газовую оболочку вокруг этой части диска и струи, исходящей из точки L1.

За счёт столкновения с обтекающей „оболочкой“ на наветренной стороне струи образуется
сильно излучающая кромка. Выделяемая на этой кромке энергия сравнима с энерговыделени-
ем в центральных областях диска. Это означает, что кромка должна быть хорошо различима
на наблюдательных кривых блеска, особенно после затмения. Действительно, как правило,
на кривых блеска сразу после затмения имеется своеобразная „полка“, что связано с выходом
указанной кромки из затмения (см. рис. 5). Положение этой „полки“ позволяет определять
положение струи относительно аккретора, а следовательно — скорость струи в точке L1. Чем
ближе полка к фазе затмения, тем выше скорость струи.

Плотность вещества струи в точке L1 выбрана так, чтобы темп перетока массы между
компонентами составлял Ṁs ≈ η · 10−11M⊙ год−1, где η = 0.68; 0.91; 1.13; 1.36 для скоростей
v = 150; 200; 250; 300 км/с соответственно. Выбранные сравнительно высокие скорости те-

чения газа в точке L1 сравнимы с орбитальной скоростью системы
√

GMa+Md
a ≈ 532.8 км/с.

Отметим, что в работе [17], где моделировалось свободное истечение плазмы с поверхности до-
нора, соотношение между орбитальной скоростью и скоростью плазмы в точке L1 оказалось
аналогичным.

Полученные синтетические кривые блеска показывают хорошее соответствие между ре-
зультатами моделирования и усреднёнными данными наблюдений. Синтетическая кривая
блеска, как и наблюдательные кривые, является асимметричной. Анализ вклада компонент
(аккреционный диск, аккретор, донор, тонкий диск) в итоговую кривую блеска показывает,
что такой характер кривой обеспечивается асимметрией блеска аккреционного диска, который
после затмения оказывается несколько прикрыт срывающейся с его поверхности оболочкой.
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Рис. 5. Кривые блеска (зависимость светимости ∆m от фазы ϕ) для различных скоростей
струи в точке L1: 1 — 300 км/с, 2 — 250 км/с, 3 — 200 км/с, 4 — 150 км/с. Наблюдательные

данные отмечены чёрными точками с указанием средней погрешности

Как уже было отмечено, наличие оболочки обусловлено характером обтекания струи веще-
ством диска. Также, по-видимому, на формирование срыва газа с поверхности диска влияет
относительно высокая скорость струи в точке L1 — при уменьшении скорости втекания кривая
становится более симметричной.

Видно формирование „полки“ после затмения, тем более резкой, чем выше скорость газа
в точке L1. В то же время соответствие между наблюдательными и синтетическими кривыми
блеска достигается за счёт высокой скорости потока в точке L1. Положение полки и минимума
на рис. 5 могут быть сдвинуты вправо по оси фаз (как это имеет место в наблюдениях) либо за
счёт высокой скорости струи в точке L1, либо в случае приближения области взаимодействия
струи и диска к аккретору. При положении диска в экваториальной плоскости системы в
случае отсутствии вязкости работает только первый механизм.

2.4. Случай наклонного диска

Расчёты показали, что несмотря на положение струи, истекающей от донора, в эквато-
риальной плоскости системы, в системе возможно формирование наклонного по отношению к
этой плоскости аккреционного диска. Наклон диска развивается по следующему сценарию.

В начальный момент времени расчётная область заполнена газом низкой плотности, что
с одной стороны необходимо для обеспечения корректности моделирования в рамках модели
газовой динамики, а с другой выглядит естественным в силу существования слабого ветра
от донора, распространяющегося во всех направлениях, а не только через внутреннюю точку
Лагранжа. Сразу после запуска расчёта этот газ формирует тонкую дисковую структуру, в
которую входит струя, истекающая из точки L1. Струя увеличивает массу этого диска, так что
диск быстро отклоняет струю от её первоначального положения. Сдвиг струи в радиальном
направлении составляет 0.1a в течение первого орбитального периода и 0.05a — в течение
второго.

В процессе этого движения около верхней и нижней поверхностей диска вблизи входа в
него струи формируются обратные вихри, неустойчивость и асимметричность которых при-
водит к наклону внутренней (лёгкой) части диска. Также к увеличению наклона в случае
его возникновения приводит неоднородность распределения массы в диске и гравитационного
поля аккретора, возмущённого донором (приливные силы). Угол наклона достигает 7◦.

Сформировавшийся диск в течение одного орбитального периода практически не меня-
ет своего наклона относительно наблюдателя и проходит все фазы вращения относительно
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системы отсчёта, связанной с двойной звездой. Наклонный диск ретроградно прецессирует с
периодом около 40–50 орбитальных периодов системы (см. рис. 6).

Наклон диска влияет на вид синтетических кривых блеска, получаемых путём интегри-
рования энерговыделения диска, аккретора и донора в направлении наблюдателя. Кривые
блеска, соответствующие разным фазам прецессии, объясняют различие в характере затме-
ния в разные дни наблюдений.

В большинстве наблюдений кривые блеска демонстрируют асимметричность в момент
затмения, зачастую сопряжённую с формированием нисходящей ступеньки. Такие кривые со-
ответствуют наклону диска в сторону донорской звезды, когда струя входит в верхнюю по-
верхность диска. Можно говорить о формировании горячего пятна на поверхности диска в
некоторых фазах прецессии. Характерный вид кривых блеска в сопоставлении с наблюдения-
ми и вид соответствующей фазы наклона диска в этом случае изображены в верхнем ряду на
рис. 6.

Рис. 6. Кривые блеска вместе с усреднёнными (левая панель) и полными (средняя панель)
наблюдательными данными, а также поверхность уровня плотности в соответствующей
фазе наклона диска с распределением усреднённой Λ (правая панель). Верхний ряд —

случай формирования на поверхности диска горячего пятна, нижний — формирования на
кромке диска горячей линии. Наблюдательные данные [18] даны точками

Более симметричные кривые без формирования ярко выраженной ступеньки соответству-
ют проходу диска через нейтральное положение в экваториальной плоскости. Этот вариант
больше соответствует представлениям о формировании на кромке диска горячей линии [13].
Характерный вид кривых блеска в сопоставлении с наблюдениями и соответствующая фаза
наклона диска в этом случае изображены в нижнем ряду на рис. 6.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена платформа Теметос и её возможности по решению задач механики
сплошной среды. В частности, рассмотрен термомеханичекий модуль, позволяющий решать
контактные задачи, возникающие при моделировании тепловыделяющих элементов атомных
реакторов. Показано, что использование моделей с учётом растрескивания позволяет суще-
ственно снизить эффективные напряжения в топливной таблетке.



28 М. П. Галанин, В. В. Лукин, А. С. Родин

Также представлены результаты моделирования кривых блеска двойной звёздной системы
с использованием совместно газодинамического модуля и модуля, реализующего трассировку
лучей через триангулированную пространственную область. В ходе расчётов получен как стан-
дартный режим формирования аккреционного диска в экваториальной плоскости звёздной си-
стемы, так и режим с образованием наклонного диска. Последний позволяет интерпретировать
индивидуальные кривые блеска.

Результаты расчётов моделей хорошо соответствуют наблюдениям, а платформа Теме-
тос позволяет как анализировать скрытые механизмы, объясняющие поведение технических
систем и физических явлений, так и проводить прямое сопоставление результатов моделиро-
вания с наблюдательными данными. При этом важными являются и средства платформы для
подготовки и проведения расчётов, и её возможности, связанные с постобработкой результатов
моделирования и их визуализации (в широком смысле).
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что многие природные и конструкционные материалы в той или иной степени
анизотропны. Одна из форм проявления анизотропии — разномодульность упругих свойств.
Такое поведение характерно, например, для горных пород [1], различных композитов [2–4],
некоторых металлических сплавов [5], дерева [6], кости [7] и т.д. Как правило, разномодуль-
ность твёрдых сред связывают с особенностями их внутренней структуры (микронеоднород-
ностью, микровключениями, микронарушениями сплошности и т.п.).

Механика сплошных сред описывает деформируемые материалы на макроскопическом
уровне. Гипотеза сплошности совместно с другими упрощающими предположениями относи-
тельно механических свойств среды (изотропией, однородностью, линейной гиперупругостью
и т.п.) позволяет решать достаточно широкий круг статических и динамических задач дефор-
мирования [8], но при этом упускает из рассмотрения часть важных особенностей, связанных
с внутренним строением реальных материалов. В определённом смысле переходным звеном
между микро – и макро – подходами являются физико-механические модели сплошной среды,
в которых частичный учёт структуры происходит за счёт специальных математических при-
ёмов. Известные модели разномодульных сред основаны, например, на зависимости упругих
модулей от напряжённо-деформированного состояния [9–11], неаналитических формах упру-
гого потенциала [12, 13], особых конфигурациях реологических схем [14, 15] и т.д. Ключевым
моментом в данных моделях является сохранение гипотезы сплошности.
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Динамическое деформирование сред с разномодульной неаналитической нелинейностью в
окрестности свободного состояния и материалов с гладкой связью «напряжения-деформации»
имеет качественные различия. Так, в [16,17] на примере анализа в терминах малого парамет-
ра показано, что даже слабая разномодульность приводит к отличиям нелинейной динамики
плоских упругих волн от известных результатов классической (линейной) теории упругости.
Поэтому тем более интересным в нестационарных задачах упругого деформирования пред-
ставляется учёт разномодульности без ограничения малости этого эффекта. В нашей работе
для описания разномодульных свойств принят неаналитический трехконстантный упругий
потенциал [12], обобщённый в [13] до пятиконстантного варианта. Согласно [13], параметры
разномодульности этих моделей не всегда могут считаться малыми относительно двух упругих
модулей линейной части модельных соотношений. Исходя из этого, как и ранее [18–20], будем
рассматривать динамику деформирования разномодульной упругой среды без привлечения
приближенных методов малого параметра [21].

В [18] показано, что при одноосном нагружении разномодульная упругая среда [12] ве-
дёт себя как линейная в зонах с неизменным типом деформированного состояния и имеет
разные характеристические скорости процессов растяжения и сжатия. Физическая нелиней-
ность выбранной модели в этом случае проявляется в образовании разнотипных (в том числе
ударных) плоских волн деформаций. Даже двигаясь в одном направлении, фронты растя-
жения и сжатия могут взаимодействовать из-за разницы в их скоростях. Эта особенность
динамики одномерных деформаций, отмеченная в [17, 19, 22], является общим физическим
свойством разномодульной упругой среды и не зависит от выбора модели. Единственное по-
путное столкновение волновых фронтов, произошедшее на начальном этапе деформирования,
может инициировать цепочку отражений и взаимодействий плоских волн друг с другом и с
границами среды, увеличивая тем самым сложность волновой картины с течением времени.
Подобные ситуации рассматривались в [19,20,22] для разномодульнo-упругих полуограничен-
ных тел при кусочно-линейном одномерном движении их границ в различных режимах, не
имеющих этапов останова. Такая идеализация позволила представить процесс построения ре-
шения одномерных краевых задач динамики деформирования разномодульной упругой среды
в форме алгоритма [20], работающего на произвольных временах.

В настоящей работе рассмотрим более реалистичный сценарий нестационарного одноосно-
го нагружения разномодульного упругого полупространства, а именно, принудительную фик-
сацию его границы после предварительного знакопеременного импульса растяжения-сжатия.
При этом сосредоточим основное внимание на новых, не отмеченных ранее особенностях, свя-
занных с эффектами взаимодействия и отражения волновых фронтов. Покажем, что даже
на этапе останова продолжает существовать и эволюционировать сложная волновая система,
которая динамически перераспределяет деформации и перемещения в окрестности жёстко за-
креплённой границы разномодульного упругого полупространства.

1. МОДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Рассмотрим динамику адиабатического деформирования изотропной разномодульной
упругой среды [12], предполагая малость деформаций и тем самым уравнивая эйлерово и
лагранжево представления. В этом случае система определяющих уравнений без учёта массо-
вых сил имеет вид

∇ ·Σ = ρv̇, Σ =
∂W (ϵ1, ϵ2)

∂e
,

ρ

ρ0
≈ 1− ϵ1, e = 0.5

(
∇⊗ u+ (∇⊗ u)T

)
,

v = u̇, W (ϵ1, ϵ2) = 0.5λϵ21 + µϵ2 − νϵ1
√
ϵ2, ϵ1 = tr(e), ϵ2 = tr(e2).

(1)

В (1) все неизвестные функции зависят от декартовых координат x = {x1, x2, x3} и времени t,
Σ — тензор напряжений Коши, e — тензор малых деформаций с инвариантами ϵ1 и ϵ2, ρ/ρ0 —
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отношение актуальной и начальной плотности среды, u и v — вектор перемещений и вектор
скорости перемещений точек среды соответственно, ∇ — набла-оператор, точкой над символом
обозначена частная производная по времени. В упругом потенциале W (ϵ1, ϵ2) константы λ, µ
соответствуют линейной части модели, константа ν является параметром неаналитической
нелинейности (разномодульности) модели [12] (для определённости выбираем материалы, у
которых ν > 0).

В одномерном случае малых деформаций (x = x1, u = {u(x, t), 0, 0}, e = ∂u/∂x = ux,
ρ ≈ ρ0) из (1) можно записать линеаризованную форму уравнения движения и его решение в
форме Д’Аламбера для продольного перемещения u(x, t):

(c(e))2uxx = ü, u(x, t) = f(t− x/c(e)) + g(t+ x/c(e)). (2)

В (2) неизвестные функции f(t−x/c(e)), g(t+x/c(e)) вычисляются с учётом краевых условий
задачи. Характеристическая скорость c(e) является кусочно-постоянной функцией деформа-
ций и принимает различные значения в зависимости от типа деформированного состояния:

c(e) =

√(
λ+ 2µ− 2ν

e

|e|

)
ρ−1 =

{
a =

√
(λ+ 2µ+ 2ν) ρ−1, e < 0,

b =
√

(λ+ 2µ− 2ν) ρ−1, e > 0,
ν>0 ⇒ a>b. (3)

При определённых краевых условиях (например, приложении разнополярного граничного
импульса) решение уравнения движения (2) принимает обобщённую форму. Согласно [23], под
обобщённым решением уравнения (2) будем понимать кусочно-гладкую функцию перемеще-
ний u(x, t), дважды непрерывно дифференцируемую и удовлетворяющую дифференциальным
законам сохранения всюду, кроме конечного числа плоских поверхностей сильных разрывов
первого рода, на которых выполняются следствия интегральных законов сохранения. Таким
образом, обобщённое решение объединяет зоны локальных решений, где перемещения гладкие
и деформации непрерывные. Фронты сильных разрывов являются подвижными границами
этих зон. Cледствия интегральных законов сохранения — условия Гюгонио [23], связываю-
щие локальные решения на плоском фронте сильного разрыва x = D(t), для разномодульной
упругой среды [12] c учётом малости деформаций можно записать в форме(

(c+)2 − Ḋ2
)
e+ =

(
(c−)2 − Ḋ2

)
e−, (4)

u− = u+, (5)

где Ḋ = Ḋ(t) — скорость движения фронта x = D(t), индексами «+» и «−» обозначены
предельные значения функций в малых окрестностях x → D(t)±0 перед и за фронтом разрыва
соответственно. Из уравнения (4) получаем общую формулу для скорости движения фронта
сильного разрыва x = D(t) в случае одномерных деформаций:

Ḋ(t) =

√
(c+)2e+ − (c−)2e−

e+ − e−
, e± = e±(D(t), t). (6)

Накладывая в (6) различные ограничения на значения e+ и e− (e+ ̸= e−) аналогично [23],
определяем свойства и скорости всех типов сильных разрывов, которые возможны в рамках
линеаризованного варианта модели разномодульной упругой среды [12]:

1) если e+e− > 0, то сильный разрыв движется с характеристической скоростью Ḋ =
c+ = c−, не изменяя тип деформированного состояния среды (т.е. Ḋ = b при e+ > 0, e− > 0;
Ḋ = a при e+ < 0, e− < 0);

2) при e+e− = 0 сильный разрыв движется с характеристической скоростью, но при этом
он или является передним фронтом граничных возмущений (e+ = 0, e− ̸= 0 и Ḋ = c−),
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или переводит предварительно деформированную область в недеформированное состояние
(e+ ̸= 0, e− = 0 и Ḋ = c+);

3) если e+ > 0 и e− < 0, то сильный разрыв скачком изменяет тип деформаций с растяже-
ния на сжатие и движется со скоростью Ḋ ∈ (b; a), отличной от характеристических скоростей
(случай e+ < 0 и e− > 0 невозможен в силу требования неубывания энтропии на фронте
сильного разрыва [24]).

Скорости перечисленных сильных разрывов, полученные из (6), согласуются с общей тео-
рией решений уравнения движения разномодульной упругой среды [23]. Для обозначения силь-
ных разрывов разных типов используем принятую в [23] терминологию и различные символы
вместо D(t): сильный разрыв первого типа — простой разрыв x = ξ(t), второго типа — полу-
сигнотон x = γ(t), третьего типа — ударная волна x = S(t). Аргумент t у функций-координат
фронтов сильных разрывов для сокращения записи в дальнейшем будем опускать. Простые
разрывы и полусигнотоны, которые движутся с характеристическими скоростями, пометим
соответствующим нижним индексом: ξa, γa — быстрые фронты сжатия со скоростью a; ξb,
γb — медленные фронты растяжения со скоростью b.

В [19, 20, 22] для разномодульной упругой среды показано, что взаимодействие двух по-
путных разнотипных фронтов сильных разрывов (когда более быстрый фронт настигает бе-
гущий впереди более медленный) приводит к появлению пары расходящихся волн и новой
зоны локального решения между ними. Таким образом, обобщённое решение уравнения (2)
с переменной характеристической скоростью (3) может эволюционировать не только вслед-
ствие приложения динамической нагрузки на границе деформируемой среды, но и за счёт
учёта всех эффектов столкновения и отражения волновых фронтов. Продемонстрируем это
на примере решения нестационарной краевой задачи о движении границы разномодульного
полупространства в режиме «растяжение — сжатие — останов». Описанную классификацию
сильных разрывов используем в качестве исходных данных задачи.

2. ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Полагаем, что до начала воздействия разномодульное упругое полупространство x ⩾ 0
было недеформированным. Пусть в момент времени t = 0 к границе x = 0 прикладывается
нормальная нагрузка, которая при t ∈ [0, t2) действует в режиме одномерного растяжения, при
t ∈ [t2, t3) — в режиме одномерного сжатия, а с момента времени t = t3 удерживает границу
полупространства в одном положении.

Постановку задачи проведём в перемещениях. На рис. 1 представлены некоторые вари-
анты кусочно-линейной функции граничного перемещения u(0, t) = u0(t), соответствующего
указанному режиму нагружения «растяжение — сжатие — останов». Константой K = u0(t3)
обозначен уровень граничного перемещения, достигнутый к моменту остановки границы.

Рис. 1. Заданное граничное перемещение

Количество дополнительных узловых точек функции u0(t) на этапах растяжения и сжа-
тия можно выбрать любым. Остановимся на четырехточечном варианте с одной дополнитель-
ной узловой точкой t1 ∈ (0; t2) на этапе растяжения (рис. 1). Уравнение функции u0(t) запишем
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через угловые коэффициенты линейных участков:

u0(t) =



0, t ∈ (−∞, 0), k0 = 0,

k1t, t ∈ [0, t1), k1 < 0,

k2(t− t1) + u0(t1), t ∈ [t1, t2), k2 < 0,

k3(t− t2) + u0(t2), t ∈ [t2, t3), k3 > 0,

K = u0(t3), t ∈ [t3,+∞), k4 = 0.

(7)

Задавая граничное перемещение (7), саму координату границы x = 0 при решении за-
дачи будем считать неизменной ввиду принятого предположения о малости деформаций и
линеаризованной формы уравнения движения (5).

При кусочно-линейном движении границы перемещение в некоторой i-ой локальной зоне
можно записать в виде линейной функции, учитывающей обе части решения Д‘Аламбера (2):

ui(x, t) = Ai +Bi(t− Ti) + Cix, x ∈ [Li(t);Ri(t)], t ⩾ Ti, i = 1, 2, 3 . . . , (8)

откуда
ei(x, t) = ∂ui(x, t)/∂x = Ci.

В (8) Ti ⩾ 0 — момент времени возникновения i-ой локальной зоны, Li(t) и Ri(t) — координаты
её левой и правой границ: Li(t) = Xi + L̇i(t − Ti), Ri(t) = Xi + Ṙi(t − Ti), причём Li(t) ⩾ 0 —
фронт сильного разрыва или граница полупространства, Ri(t) ⩾ Li(t) — всегда фронт сильно-
го разрыва, Xi = Li(Ti) = Ri(Ti) — начальная координата движущихся границ i-ой локальной
зоны (Xi ̸= 0, если это координата столкновения волновых фронтов, или Xi = 0, если но-
вая зона растёт от границы полупространства). Три уравнения для вычисления неизвестных
констант Ai, Bi, Ci в i-ой локальной зоне получаем, записывая условие непревывности пере-
мещений (5) на границах Li(t), Ri(t) и отдельно приравнивая коэффициенты при нулевой и
первой степенях множителя (t− Ti):

AL +BL(Ti − TL) + CLXi = Ai + CiXi,

BL + CLL̇i = Bi + CiL̇i, BR + CRṘi = Bi + CiṘi.
(9)

Константы AL, BL, CL, AR, BR, CR в (9) известны из локальных решений uL(x, t) и uR(x, t)
слева и справа от i-ой зоны, которые возникли в моменты времени TL < Ti и TR < Ti соот-
ветственно. Если у i-ой зоны какая-либо из границ — ударная волна, то для вычисления её
неизвестной скорости к системе (9) необходимо добавить уравнение (6), записанное на соот-
ветствующей границе (Ṡ = L̇i или Ṡ = Ṙi).

Краевое условие (7) можно представить как линейную комбинацию кусочно-линейных
функций с меньшим числом узловых точек. Для линейно-упругой среды это означает, что
решение задачи с условием (7) при любом t ∈ [0; +∞) также будет линейной комбинацией
решений с частями функции (7) на соответствующих интервалах времени. Покажем, что из-за
существования разнотипных волновых фронтов и возможности их столкновения разномодуль-
ная упругая среда [12] не подчиняется такому правилу, несмотря на линеаризованую форму
уравнения движения (2).

3. ПОСТРОЕНИЕ ОБОБЩЁННОГО РЕШЕНИЯ

Проследим за изменением функций u(x, t), e(x, t) во всей деформируемой области, кото-
рую фронты сильных разрывов делят на локальные зоны гладких перемещений и непрерыв-
ных деформаций. Обобщённое решение будем строить в виде объединения локальных реше-
ний (8) на последовательных этапах времени. В множество точек, разбивающих полуоткры-
тый интервал t ∈ [0; +∞) на этапы, включим Ti — моменты времени возникновения новых
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зон локальных решений (8), а именно: {0, t1, t2, t3} — узловые точки краевого условия (7) и
{t∗1, t∗2, . . .} — моменты времени столкновения волновых фронтов между собой и с границей
полупространства (если такие инциденты произойдут).

Рассмотрим волновую картину, которая формируется в разномодульном упругом полу-
пространстве на «активном» этапе граничного перемещения (7) при t ∈ [0; t3]. Сильные разры-
вы, последовательно возникающие на границе полупространства в моменты скачкообразного
изменения углового коэффициента функции u0(t), назовём первичными и обозначим верхним
индексом 0. Считаем, что константы разномодульной упругой среды [12] и параметры краевого
условия (7) заданы так, чтобы в решении сначала возникли все первичные сильные разрывы,
а затем произошло их первое попутное столкновение.

Тип каждого первичного сильного разрыва определяем согласно принятой классифика-
ции по известной предварительной деформации e+ и неизвестному состоянию e−, которое
прогнозируем по актуальной части функции (7). Так, при t = 0 возникает медленный полу-
сигнотон γ 0

b = bt, несущий деформацию растяжения от границы в недеформированное по-
лупространство: e+|γ 0

b
= 0, e−|γ 0

b
> 0. При t = t1 появляется медленный простой разрыв

ξ0b = b(t − t1), который движется за γ 0
b , не меняя тип деформированного состояния среды:

e+|ξ0b > 0, e−|ξ0b > 0, e+|ξ0b ̸= e−|ξ0b при k1 ̸= k2. В момент времени t = t2 возникает первич-
ная ударная волна S0 = Ṡ0(t − t2), скачком изменяющая состояние растяжения на сжатие:
e+|S0 > 0, e−|S0 < 0. Её скорость Ṡ0 вычисляется из (6) при c+ = b, c− = a. Зона сжатия
x ∈ [0;S0] развивается на этапе t ∈ [t2; t3), затем при t = t3 граница полупространства фик-
сируется: v(0, t)|t⩾t3 = 0. В этот момент возникает ситуация, когда граничное перемещение
постоянно (u(0, t)|t⩾t3 = u0(t3) = const), а задняя граница зоны сжатия движется с характери-
стической скоростью a > Ṡ0 по динамическому полю u(x, t) за ударной волной S0. Непротиво-
речивым вариантом кусочно-линейного решения между этим «быстрым» последним фронтом
сжатия и фиксированным перемещением на границе x = 0 является образование пригранич-
ной зоны растяжения, которую от зоны сжатия отделяет переходный растущий жёсткий слой
x ∈ [γ 0

b0; γ
0
0a] с нулевой деформацией (здесь и далее полусигнотонам-границам жёстких слоёв

в нижнем индексе будем с нужной стороны приписывать ноль). Отметим, что появление дви-
жущегося жёсткого слоя как переходной области происходит и при фиксации границы разно-
модульной упругой среды, и в результате граничного импульса сжатия-растяжения [17,18,22].

Описанный пакет первичных сильных разрывов к некоторому моменту времени θ1 =
t3 + δ (δ ≪ 1c) уже полностью сформирован. Обобщённое решение u0(x, t), построенное в
форме (8) для первичной волновой картины, объединяет пять локальных зон с различными
деформированными состояниями e0i (x, t) и существует в таком виде до первого столкновения
волн:

u0(x, t) =



A1 +B1t+ C1x, x ∈ [ξ0b ; γ
0
b ], t ⩾ 0,

A2 +B2(t− t1) + C2x, x ∈ [S0; ξ0b ], t ⩾ t1,

A3 +B3(t− t2) + C3x, x ∈ [γ 0
0a;S

0], t ⩾ t2,

A4 +B4(t− t3) + C4x, x ∈ [γ 0
b0; γ

0
0a], t ⩾ t3,

A5 +B5(t− t3) + C5x, x ∈ [0; γ 0
b0], t ⩾ t3,

e0i (x, t) = Ci,

i = 1, 2, ..., 5,
(10)

A1 = 0, A2 = u0(t1), A3 = u0(t2), A4 = A5 = K,

B1 = k1, B2 = k2, B3 = k3, B4 = B3 + C3a, B5 = 0,

C1 = −k1
b
, C2 = −k2

b
, C3 = −k3b+k2(Ṡ

0 − b)

bṠ0
, C4 = 0, C5 =

B4

b
,

Ṡ0 =

√
a2 − (a2 − b2)k2/b

k2/b−N/a
, N =

(a2 + b2)k2
ab

−

√(
(a2 + b2)k2

ab

)2

− 4k3(2k2 − k3).
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Коэффициенты Ai, Bi, Ci в (10) последовательно вычислены из систем уравнений (9), (6),
записанных на границах первичных локальных зон с учётом актуальных частей условия (7).

После полного формирования первичной волновой картины в процесс изменения полей
перемещений и деформаций включаются механизмы взаимодействия волн. В результате столк-
новений волновых фронтов возникают новые зоны локальных решений, ограниченные расхо-
дящимися вторичными сильными разрывами. Пользуясь стандартной терминологией, вто-
ричную волну, бегущую к границе x = 0, назовём отражённой и отметим минусом в нижнем
индексе. Прямой будем называть любую волну, движущуюся в сторону увеличения координа-
ты x.

В [19, 20, 22] для нестационарных одномерных задач с кусочно-гладкой формой нестаци-
онарного краевого условия и линеаризованными соотношениями разномодульной упругости
показано, что если актуальная волновая картина содержит более одной пары подходящих для
столкновения фронтов сильных разрывов, то в процедуре решения задачи появляется точка
ветвления. Так, в нашей задаче изменение первичной волновой картины {γ 0

b0γ
0
0aS

0ξ0bγ
0
b } мо-

жет произойти при некотором t∗1 > θ1 в результате одного из двух инцидентов: «ударная волна
S0 догонит медленный простой разрыв ξ0b» или «быстрый полусигнотон γ 0

0a догонит ударную
волну S0».

Момент времени столкновения двух фронтов xj(t) = Xj+ẋj(t−Tj), xk(t) = Xk+ẋk(t−Tk)
вычисляется из условия совпадения их координат xj(t

∗) = xk(t
∗):

t∗ =
Xj −Xk + ẋjTj − ẋkTk

ẋj − ẋk
. (11)

В (11) ẋj ̸= 0, Xj ̸= 0 и ẋk ̸= 0, Xk ̸= 0, если xj(t) и xk(t) — координаты сильных разрывов;
ẋj ̸= 0, Xj ̸= 0 и ẋk = 0, Xk = 0, когда xk(t) = 0 — граница полупространства, на которую
падает волновой фронт xj(t).

Вычисляя по формуле (11) время столкновения для всех возможных в актуальной вол-
новой картине инцидентов, выбираем среди них тот, для которого t∗ имеет меньшее значение.
Такой выбор необходимо делать всякий раз, когда при решении краевой задачи возникает оче-
редная точка ветвления. Определившись с инцидентом, прогнозируем его результат — типы
расходящихся вторичных сильных разрывов и тип деформированного состояния (e > 0, e < 0
или e = 0) в новой растущей локальной зоне между ними. «Старая» зона между волнами-
участниками столкновения при этом исчезает. При построении прогноза учитываем свойства
взаимодействующих сильных разрывов и уже известные деформированные состояния слева
и справа от координаты столкновения. Используя (9) и (6) (при необходимости), строим ре-
шение (8) в новой i-ой локальной зоне и проверяем его корректность. Полученный результат
считаем корректным (единственным), если выбранные фронты-границы новой зоны эволюци-
онны [24], что в нашем случае выражается в выполнении неравенства c+ ⩽ |Ḋ| ⩽ c− для их
скоростей. Согласно (3), в этом неравенстве значения c+ = c(e+) слева и справа от i-ой зоны
известны, а значение c− = c(ei) зависит от искомого решения в i-ой зоне. Если новое локальное
решение удовлетворяет указанному критерию, то переходим к выбору следующего инцидента
в изменённой волновой картине. При нарушении эволюционности на какой-либо из границ i-
ой зоны корректируем прогноз, заменяя неэволюционный вторичный сильный разрыв на пару
попутных фронтов — быстрый и медленный полусигнотоны. По аналогии с [22] можно пока-
зать, что такая замена обеспечивает бездиссипативный переход от состояния e+ к состоянию
ei через промежуточный жёсткий слой и удовлетворяет требованию неубывания энтропии [24].
В [20] подобная схема действий сведена к алгоритму поиска пути на графе для решения неста-
ционарной краевой задачи о продольном деформировании полубесконечного разномодульного
упругого стержня.

Применим описанный подход к решению нашей краевой задачи для разномодульной
упругой среды с параметрами λ = 19.8 ГПа, µ = 26.9 ГПа, ν = 15.3 ГПа [13] и ρ =
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7600 кг/м3 [25]. Согласно (3), в этом случае характеристическая скорость c(e) принимает значе-
ния a = 3702.77 м/с при сжатии и b = 2378.63 м/с при растяжении. Для краевого условия (7)
зададим два набора параметров (см. таблицу), которые при указанных a, b удовлетворяют
требованию отсутствия столкновений фронтов сильных разрывов до полного формирования
первичной волновой картины.

Параметры краевого условия (7)

№ t1 t2 t3 k1 k2 k3 K
[·10−3 с] [·10−3 с] [·10−3 с] [м/с] [м/с] [м/с] [·10−3 м]

I 0.3 0.5 0.8 −15.0 −2.50 16.67 0.0

II 0.1 0.5 0.7 −25.0 −6.25 2.50 −4.5

Обобщённые решения краевой задачи, полученные с выбранными параметрами гранично-
го перемещения (см. таблицу), представим в графическом виде на характеристической плос-
кости {x − t} (рис. 2). Аналитическую запись рекуррентной последовательности локальных
решений здесь не приводим, так как при t > θ1 формулы для вычисления Ai, Bi, Ci и Ṡ стано-
вятся довольно громоздкими. Разнотипные сильные разрывы на рис. 2 обозначены сплошными
линиями разного стиля: ударная волна — чёрная толстая линия, быстрые фронты сжатия —
чёрные тонкие линии, медленные фронты растяжения — серые линии. Типы деформирован-
ного состояния отмечены фоном разной интенсивности: незакрашенные зоны соответствуют
недеформированной части полупространства и жёстким слоям A, B, C, D и E, тёмный фон —
зонам сжатия, светлый — областям растяжения 1 и 2. Мгновенные конфигурации волновой
картины в выбранные моменты времени t = θ1, θ2, . . . выделены вертикальными линиями и
соответствующими метками.

На рис. 3 показаны графики деформаций e(x̃, θi), соответствующие моментам времени t =
{θ1, θ2, . . . , θ6} в первом решении (рис. 2(a)), а на рис. 4 — моментам времени t = {θ1, θ2, θ3, θ4}
второго решения (рис. 2(b)). Для наглядности, на каждом графике ось абсцисс нормирована
на координату переднего фронта возмущений (x̃ = x/γb(θi), x̃|γb(θi) = 1 или x̃ = x/γa(θi),
x̃|γa(θi) = 1), ось ординат имеет степенной масштаб. Нормированные координаты фронтов
сильных разрывов обозначены вертикальными пунктирными линиями и соответствующими
надписями. Верхним индексом «∗» отмечена ударная волна с изменённой скоростью Ṡ∗ ̸=
Ṡ0 (b < Ṡ∗ < a) после попутного столкновения с убегающим медленным или догоняющим
быстрым фронтом.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Анализируя результаты вычислений, выделим ряд характерных особенностей этапа
t∈(t3; +∞) эволюции волновой картины в разномодульном упругом полупространстве при дви-
жении его границы в режиме «растяжение — сжатие — останов».

1) Первая особенность касается множества возможных взаимодействий волновых фронтов
в решении задачи с кусочно-линейным краевым условием (7). Оказалось, что это множество
ограничено и содержит всего восемь различных инцидентов (рис. 2), которые схематически
опишем в следующем виде:

E1(S + ξb) = ξ−aS
∗, E2(γ0a + S) = γ−0aS

∗, E3(S + γb) = ξ−aγa,

E4(γ0a + ξ−a) =

[
γ−0aξa (a),

γ−0bγb0γ0a (b),
E5(γb0 + γ−0a) =

[
S−ξa (a),

ξ−bγb0γ0a (b),

E6(γb0 + S−) = ξ−bγb0γ0a, E7(γb0 + γ−0b) = ξ−bξb, E8(0 + ξ−b) = 0ξb.

(12)

Сильные разрывы в левой и правой частях каждого равенства (12) упорядочены по возрас-
танию координат. Слагаемые-аргументы в левой части — взаимодействующие фронты (или
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Рис. 2. Характеристические плоскости решений с параметрами I (a), II (b) (см. таблицу)

граница x = 0 и падающая на неё волна в случае E8), пакет вторичных сильных разрывов в
правой части — результат столкновения. Деформированное состояние каждой новой локаль-
ной зоны, возникшей в результате инцидента, определяется свойствами её подвижных границ:
зона сжатия между расходящимися быстрыми фронтами (или быстрым фронтом и ударной
волной), зона растяжения между расходящимися медленными фронтами, жёсткая зона меж-
ду попутными полусигнотонами (быстрым и медленным). Инциденты E1, E2, E3 описывают
попутные столкновения разнотипных сильных разрывов. В частности, первому столкновению
фронтов после формирования первичной волновой картины отвечает один из случаев E1, E2.
Инциденты E4, E5, . . . , E8 соответствуют встречным столкновениям.

Особо выделим неоднозначные случаи E4 и E5, в каждом из которых для продолжения
решения задачи необходима проверка и, возможно, корректировка ожидаемой волновой карти-
ны. Так, вычислительный эксперимент с различными параметрами граничного перемещения
(см. таблицу) показал, что в результате инцидента E4(γ0a + ξ−a) может возникнуть или одна
новая зона сжатия между расходящимися быстрыми фронтами γ−0a и ξa (E4(a)), или сразу
две новых области — зона растяжения [γ−0bγb0] между расходящимися медленными полусиг-
нотонами и жёсткий слой [γb0γ0a] (E4(b)). Подобная ситуация складывается и для инцидента
E5(γb0 + γ−0a), но в отличие от E4 здесь отражённым фронтом оказывается или вторичная
ударная волна S− (E5(a)), или медленный простой разрыв ξ−b (E5(b)). Решая в общем виде
уравнения (9), (6) с учётом прогноза знаков деформаций в новых локальных зонах инцидентов
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Рис. 3. Мгновенные диаграммы деформаций в решении с параметрами I (см. таблицу)

E4, E5, получаем условия реализации каждого варианта:

M < 0 ⇒ E4(a), M > 0 ⇒ E4(b),
M

CL
∈ (−b; b) ∪ (a; +∞) ⇒ E5(a),

M

CL
∈ (−∞;−b) ∪ (b; a) ⇒ E5(b),

M = BR −BL + aCR.

(13)

Значения коэффициентов BL, BR, CL, CR в (13) известны из локальных решений uL(x, t),
uR(x, t) слева и справа от координаты столкновения.

Рис. 2 показывает, что инциденты E4(a), E4(b), E5(a), E5(b) могут возникать в решении
задачи в разных количествах и сочетаниях. Так, решение на рис. 2(a) содержит случаи E4(a),
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Рис. 4. Мгновенные диаграммы деформаций в решении с параметрами II (см. таблицу)

E4(b) и E5(a), а решение на рис. 2(b) — только случай E5(b), создающий совместно с инциден-
том E2 цикл переходов среды из недеформированного состояния в сжатое и обратно в узкой
зоне между двумя областями растяжения 1, 2.

2) Следующая особенность связана с зависимостью решения задачи на открытом интер-
вале t > t3 от части краевого условия (7), задающей импульс растяжения-сжатия на ограни-
ченном этапе t ∈ [0; t3].

Согласно описанной в разделе 3 процедуре вычисления ui(x, t), ei(x, t) в новых локаль-
ных зонах, обобщённое решение нашей задачи строится рекуррентно и, следовательно, в любой
момент времени t > t3 «помнит» все предшествующие локальные решения (в том числе, ре-
шение (10) первичной волновой картины). За счёт этого формулы (6), (8), (9), (11) и (13)
при любом t > t3 скрытым образом содержат параметры функции (7). Таким образом, часть
граничного перемещения u0(t), активная на ограниченном интервале времени t ∈ [0; t3], да-
же после остановки границы продолжает влиять на динамические процессы распространения
деформаций в разномодульном упругом полупространстве.

Пользуясь этим фактом, можно, например, ещё на этапе постановки задачи предсказать,
по какому из сценариев (a) или (b) на рис. 2 будет развиваться её решение после полного фор-
мирования первичной волновой картины (т.е. при t ⩾ θ1 > t3). Для этого, задавая диапазон из-
менения одного из параметров краевого условия (6) и учитывая (10), строим зависимости (11)
для времени наступления инцидентов E1, E2 с участием первичных волновых фронтов γ 0

0a,
S0, ξ0b . Ниже представлены графики функций t∗1(k2) и t∗1(k3), полученные при k2 ∈ [−8.0;−1.0],
k3 = 2.5 (рис. 5(a)), k3 ∈ [2.0; 20.0], k2 = −6.25 (рис. 5(b)) и фиксированных значениях t1, t2, t3,
k1, K из набора II (см. таблицу). Пересечение графиков на рис. 5 показывает, что существуют
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значения k∗2, k∗3, при отклонении от которых сценарий развития волновой картины на рис. 2
меняется с варианта (a) на вариант (b) или наоборот. Одновременное наступление событий
E1(S

0 + ξ0b ), E2(γ
0
0a + S0) (столкновение сразу трёх первичных волновых фронтов) возможно,

но его достаточно трудно обеспечить, т.к. значения k∗2, k∗3 вычисляются приближенно.

Рис. 5. Момент времени первого столкновения волн в решении с параметрами II
(см. таблицу)

Очевидно, что подобные зависимости времени столкновения волновых фронтов от пара-
метров краевого условия (6) можно получить для любых инцидентов (12), конкурирующих
в произвольной точке ветвления при решении задачи. Ограничением здесь выступает только
нарастающая сложность формулы (11) при отдалённом от t3 моменте времени.

3) Ряд нелинейных эффектов в решении описанной задачи проявляется исключительно
за счёт учёта отражённых волновых фронтов, возникающих внутри разномодульного полу-
пространства после остановки его границы.

Согласно принятому предположению об отсутствии столкновений первичных волновых
фронтов на этапе t ∈ [0; t3], первый отражённый сильный разрыв появляется при t > t3 после
одного из попутных инцидентов E1, E2. Результатом любого из встречных инцидентов E2,
E3, . . . , E7 также являются как минимум два расходящихся сильных разрыва — прямой и
отражённый, каждый их которых вносит свой вклад в решение задачи. Так, многократные
встречные столкновения отражённых фронтов с разнотипными прямыми волнами приводят к
изменениям функций u(x, t) и e(x, t), в том числе динамически перераспределяют поле растя-
жения в объединённой области 2 (рис. 2), сводя деформации в приграничных локальных зонах
[0; ξ±b] к близким к нулю значениям: e(x, θ6)|x∈[0;ξb] ∼ 10−18 на рис. 3(f), e(x, θ4)|x∈[0;ξ−b] ∼ 10−7

на рис. 4(d). Встречное столкновение вторичных полусигнотонов γ b0 и γ−0a при выполнении
соответствующего условия (13) вызывает появление отражённой ударной волны S− (рис. 2(a)).
Инциденты E4(b), E5(b), E6 с участием отражённых фронтов сжатия S−, ξ−a, γ−0a порожда-
ют в глубине полупространства вторичные жёсткие слои B, C, D, Е (рис. 2) с ненулевыми
начальными координатами XB ̸= 0, . . . , XE ̸= 0 (в отличие от первичного жёсткого слоя A,
возникающего на границе x = 0).

Безусловно, включение отражённых сильных разрывов в обобщённое решение уравне-
ния (2) усложняет вычислительный процесс из-за быстро нарастающего количества зон ло-
кальных решений и их движущихся границ, на которых необходимо соблюдать условия (4), (5).
Для упрощения процедуры решения подобных краевых задач можно, например, отказаться
от учёта отражённых фронтов как от волн второго порядка малости [17] или ограничить
сверху временной интервал решения, тем самым исключая саму возможность взаимодействия
волн [18,26]. Однако в этих случаях описанные выше нелинейные эффекты в разномодульной
упругой среде получить невозможно.
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Таким образом, несмотря на относительно невысокую интенсивность отражённых фрон-
тов (например, (e+−e−)|S− = 1.43 ·10−4 против (e+−e−)|S0 = 5.45 ·10−3 на рис. 3), включение
их в решение оправдано, если целью является подробное (насколько это возможно) описание
динамики одномерного деформирования разномодульной упругой среды.

4) Наконец, рассмотрим, как в нашей задаче изменяется скорость ударной волны в ре-
зультате её попутных столкновений с быстрыми и медленными фронтами сильных разрывов.

Согласно (6), скорость ударной волны есть кусочно-постоянная функция

Ṡ(t) =

√
b2e+ − a2e−

e+ − e−
, (14)

зависящая от деформаций e+ > 0, e− < 0 по обе стороны от фронта S(t). Всякий раз, когда
прямая ударная волна попутно взаимодействует с убегающими медленными или догоняющи-
ми быстрыми фронтами сильных разрывов, её скорость согласно (14) изменяется скачком.
Графики таких изменений показаны на рис. 6, где Ṡ0

I и Ṡ0
II — скорости первичной ударной

волны в решениях с параметрами I (рис. 2(a)) и II (рис. 2(b)) соответственно, a и b — скорости
быстрой и медленной характеристик, τ = t · 103с.

Рис. 6. Изменение скорости ударной волны

Рис. 6 позволяет заключить, что в разномодульной упругой среде ударная волна в ре-
зультате серии столкновений может как разогнаться от своей первоначальной скорости Ṡ0 до
скорости быстрой характеристики (кривая I), так и замедлиться, приближаясь по скорости к
медленной характеристике (кривая II). В первом случае ударная волна уничтожает область
предварительного растяжения 1 перед собой (рис. 2(a)) и при выходе в недеформированное по-
лупространство превращается в быстрый полусигнотон γa (рис. 3(f)). Во втором случае можно
говорить о затухании ударной волны (рис. 2(b)), поскольку уровень деформаций сжатия e−

позади неё после каждого столкновения падает (рис. 4(c,d)).
Подобное поведение ударной волны отражает её нелинейные свойства и одновременно

является характерной особенностью распространения деформаций в разномодульной упругой
среде.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При решении задачи о нормальном нестационарном нагружении упругого полупростран-
ства в режиме «растяжение — сжатие — останов» выявлен ряд особенностей одномерной ди-
намики деформирования разномодульной упругой среды [12], возникающих за счёт столкно-
вений фронтов разнотипных сильных разрывов. Показано, что часть из этих особенностей
(неоднозначность результатов некоторых инцидентов, появление отражённой ударной волны
и движущихся жёстких слоёв на отдалении от нагружаемой границы, циклические переходы
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между сжатым и недеформированным состоянием в узком слое, затухание ударной волны при
попутных столкновениях с другими волнами и т.д.) проявляется только в случае включения
отражённых фронтов в обобщённое решении задачи.

Перечисленные эффекты являются следствием неаналитичной разномодульной нелиней-
ности модели [12] и не отражаются линейной теорией упругости. Полученные результаты раз-
вивают общие представления о динамике упругого деформирования разномодульных мате-
риалов под действием нестационарных нагрузок. Как теоретическая база, они могут быть
интересны для разработчиков технологий ударной обработки конструкционных материалов,
а также исследователей процессов распространения деформаций в земной коре.
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Схема Русанова для решения гидродинамических уравнений является одной из самых
робастных в классе схем численного решения задачи Римана. В случае уравнений спе-
циальной релятивистской гидродинамики условие робастности схемы является наиболее
ключевым свойством, особенно при достаточно высоких значениях фактора Лоренца. В
то же время известно, что схема Русанова достаточно диссипативна. В статье предлага-
ется использование кусочно-параболического представления физических переменных для
уменьшения диссипации схемы Русанова. Использование такого подхода позволило полу-
чить схему с такими же диссипативными свойствами как схемы типа Рое и семейство схем
Хартена—Лакса—Ван Леера. На задаче о распаде релятивистского гидродинамического
разрыва показано преимущество авторского варианта схемы Русанова при воспроизве-
дении контактного разрыва. Проведена верификация схемы на классических задачах о
распаде разрыва и на задаче о взаимодействии двух релятивистских джетов в трёхмерной
постановке.

Ключевые слова: вычислительная астрофизика, релятивистская гидродинамика, чис-
ленные методы, метод Русанова, кусочно-параболический метод.
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ВВЕДЕНИЕ

Эволюция многих астрофизических объектов происходит со скоростями, сравнимыми со
скоростью света, или характерная величина гравитационного потенциала порядка квадрата
скорости света. В этих случаях исследование подобных процессов требует привлечения аппа-
рата релятивистской гидродинамики. К таким объектам исследования относятся релятивист-
ские джеты в активных ядрах галактик [1], их взаимодействие с межзвёздной средой [2, 3],
массивные [4] и нейтронные звёзды [5,6], сверхновые [7], гравитационные волны [8]. Несмотря
на то, что для ряда процессов можно поставить лабораторные эксперименты [9,10], основным
инструментом для их изучения являются аппарат математического моделирования [11].

Оригинальная схема Русанова [12] появилась вскоре после появления метода Годунова с
целью упростить решение задачи Римана. Простота и робастность метода позволила эффек-
тивно расширить применение схемы Русанова на уравнения мелкой воды с учётом двухфаз-
ности течения [13], уравнения магнитной гидродинамики [14], ультра-релятивистские урав-
нения Эйлера [15], транспортных потоков [16]. Использование схемы Русанова в методах

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 23-11-00014;
https://rscf.ru/project/23-11-00014/).
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Рое [17] и HLLC [18] позволяют избавить численное решение от карбункул-эффектов. Предло-
жены также подходы к минимизации диссипации схемы Русанова без использования кусочно-
полиномиальных реконструкций, которые состоят в определении местоположения контактных
разрывов относительно узлов расчётной сетки [19]. Схема Русанова успешно используется в
расчётах на треугольных сетках [20] и в составе метода сглаженных частиц [21]. В целом ана-
лиз и сравнение методов решения задач Римана на основе линеаризованного распада разрыва
приведён в работе [22].

Основным недостатком схемы Русанова является её высокая диссипативность. Это пла-
та за робастность схемы и возможность воспроизведения сложных гидродинамических те-
чений без особенностей. В работах [23–26] было показано, что использование кусочно-
параболического представления физических переменных позволяет построить малодиссипа-
тивную схему. В настоящей работе предлагается авторская конструкция схемы Русанова для
решения уравнений специальной релятивистской гидродинамики с использованием кусочно-
параболического представления решения для уменьшения диссипации. Эксперименты показа-
ли, что такой подход не только имеет такой же порядок схемы, как схемы типа Рое и схемы
семейства HLL, но и превосходит эти схемы в части воспроизведения отдельных компонентов
решения. При этом сохраняется робастность схемы Русанова, что экспериментально подтвер-
ждено на задаче о столкновении двух релятивистских джетов в трёхмерной постановке.

В первом разделе описаны уравнения специальной релятивистской гидродинамики и про-
цедура восстановления физических переменных из консервативных. Во втором разделе приве-
дена конструкция численного метода. Третий раздел посвящён верификации разработанного
численного метода на классических тестах и на астрофизическом приложении. В четвертом
разделе подняты некоторые дискуссионные моменты. Затем сформулировано заключение. Для
заинтересованных в использовании схемы Русанова для численного решения уравнений специ-
альной релятивистской гидродинамики читателей исходный код метода размещён на ресурсе
GitFlic: https://gitflic.ru/project/igorkulikov/rusanovrhd1d.

1. УРАВНЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНОЙ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

При описании уравнений специальной релятивистской гидродинамики будем предпола-
гать единичное значение скорости света c ≡ 1 и введём два класса переменных — физические
переменные: ρ — плотность, v⃗ — вектор скорости, p — давление, а также консервативные пе-
ременные: D = Γρ — релятивистская плотность, Mj = Γ2ρhvj — релятивистский импульс,
E = Γ2ρh− p — полная релятивистская энергия, где vj — компоненты вектора скорости v⃗ при
j = x, y, z, фактор Лоренца Γ определяется уравнением:

Γ =
1√

1− (v/c)2
=

1√
1− v2

.

Уравнения для специальной энтальпии h записывается в виде:

h = 1 +
γ

γ − 1

p

ρ
,

где γ — показатель адиабаты. В этом случае скорость звука cs определяется по формуле:

c2s =
γp

ρh
.

Запишем систему уравнений в векторной консервативной форме:

∂

∂t

 Γρ
Γ2ρhvj
Γ2ρh− p

+
3∑

k=1

∂

∂xk

 ρΓvk
ρhΓ2vjvk + pδjk

(Γ2ρh− p)vk + pvk

 = 0,



Схема Русанова для уравнений специальной релятивистской гидродинамики 51

где δjk — символ Кронекера. Если консервативные переменные тривиально пересчитываются
из физических переменных, то в обратную сторону требуется разрешение нелинейного урав-
нения:

f(p) = Γ2ρh− p− E = 0.

Для этого используется итерационный метод Ньютона:

pm+1 = pm − f(pm)

f ′(pm)
,

где производная рассматриваемой функции f ′(p) имеет вид:

f ′(p) =
γ

γ − 1
Γ2 − M2Γ3

(E + p)3

(
D + 2

γ

γ − 1
pΓ

)
− 1.

Итерационный процесс мы останавливаем при достижении требуемой точности. Далее для
одномерного аналога уравнений запишем численную схему.

2. КОНСТРУКЦИЯ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА

Будем конструировать численный метод для одномерной постановки задачи. Расширение
на многомерный случай производится тривиально. Введём вектор консервативных переменных
U и вектор потока консервативных переменных F по направлению x следующим образом:

U =


Γρ

Γ2ρhvx
Γ2ρhvy
Γ2ρhvz
Γ2ρh− p

 , F =


ρΓvx

ρhΓ2vxvx + p
ρhΓ2vyvx
ρhΓ2vzvx

(Γ2ρh− p)vx + pvx

 .

В этом случае уравнения специальной релятивистской гидродинамики в векторной форме
записываются в виде:

∂U

∂t
+

∂F

∂x
= 0.

Для решения системы уравнений введём на некотором интервале [a; b] равномерную сетку с
пространственным шагом ∆x, определив консервативные переменные в ячейках с дробным
индексом и потоки консервативных переменных на интерфейсах между ячейками целочис-
ленным индексом. Схема Годунова для такой дискретизации имеет следующий вид:

Un+1
i+1/2 − Un

i+1/2

τ
+

Fn
i+1 − Fn

i

∆x
= 0.

Для реализации схемы Годунова необходимо найти решение задачи Римана для величин Fn
i .

Для этого рассмотрим конфигурацию из левой (L) и правой (R) ячеек и запишем схему Руса-
нова для произвольной величины F для такой конструкции ячеек:

Fn =
Fn
L + Fn

R

2
+

λ

2
(Un

L − Un
R) ,

где λ — максимальный наклон характеристики на конфигурации двух соседних ячеек, вычис-
ляемая по формуле:

λ = max (|λmin,L|, |λmax,R|) ,

λmin = vx

(
1− c2s

)
− csΓ

−1ω

1− c2sv
2

,
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λmax = vx

(
1− c2s

)
+ csΓ

−1ω

1− c2sv
2

,

где ω =
√

1− v2x − cs
(
v2y + v2z

)
. Для уменьшения диссипации численного решения используется

кусочно-параболическое представление физических переменных. Интегрирование по параболе
на каждом интерфейсе между ячейками происходит по максимальному наклону характери-
стики λ. Подробное описание реконструкции было многократно описано (например, в рабо-
тах [11, 25, 26]), а также обосновано его применение именно для физических переменных [27].
Поэтому для полноты изложения опишем процедуру реконструкции в приложении.

Шаг по времени определяется из условия Куранта:

max
(
|λn

max,i+1/2|, |λ
n
min,i+1/2|

)
τ

∆x
= CFL < 1,

где CFL — число Куранта. Для проведения тестирования на одномерных задачах исполь-
зовалось число Куранта CFL = 0.1 для многомерных вычислительных экспериментов было
использовано CFL = 0.2.

3. ВЕРИФИКАЦИЯ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА

Верификация численного метода проведено на трёх задачах о распаде разрыва, на этих
задачах исследована сходимость численной схемы. В качестве астрофизического приложения
выбрана задача о взаимодействии двух релятивистских джетов.

3.1. Задача о распаде разрыва

В качестве первого теста рассмотрим задачу о распаде разрыва с образованием всех гидро-
динамических волн. Для этого на интервале [0; 1] рассмотрим разрывное в точке x0 = 0.5 в на-
чальный момент времени решение с параметрами газа слева: pL = 40/3 — давление, ρL = 10 —
плотность, vL = 0 — скорость, и справа: pR = 10−8 — давление, ρR = 1 — плотность, vR = 0 —
скорость. Решение приведено на момент времени t = 0.4. Показатель адиабаты γ = 5/3. Бы-
ли использованы неотражающие граничные условия и расчётная сетка 200 ячеек. В качестве
численной схемы решения задачи Римана были использованы: (a) — излагаемая в настоящей
статье схема Русанова, (b) — предельный случай схемы Русанова с λ ≡ c ≡ 1 или схема Лакса-
Фридрихса [28], (c) — схема HLL [29], (d) — схема Рое [30]. На рис. 1 изображена функция
плотности, полученная с помощью указанных схем.

При том, что все методы достаточно корректно воспроизвели все компоненты решения,
отметим важные особенности. Так, при использовании любой из схем на ударной волне дис-
сипация составляет всего две ячейки. В целом схемы Русанова и Лакса-Фридрихса более дис-
сипативны, чем схемы Рое и HLL. Это подтверждает число ячеек, на которых диссипирует
контактный разрыв: схемы Русанова — 6 ячеек, схема Лакса-Фридрихса — 8 ячеек, схема
HLL — 5 ячеек, схема Рое — 5 ячеек. На краю волны разрежения схема Лакса-Фридрихса
даёт дополнительную диссипацию. Следует также отметить, что схема Русанова свободна
от численных артефактов в области основания волны разрежения, в отличие от схем Рое и
HLL. Если схема Рое даёт небольшой ”провал” численного решения, то схема HLL приобретает
нефизичные осциллирующие свойства. Этот эффект имеет место и в функции давления (см.
рис. 2) и в функции скорости (см. рис. 3). Таким образом, схема Русанова при чуть более
диссипативных свойствах корректно воспроизвела все компоненты решения.

3.2. Задача о распаде разрыва с сильной ударной волной

В качестве второго теста на отрезке [0; 1] с первоначальным разрывом в точке x0 = 0.5
рассмотрим более сильную ударную волну с параметрами газа слева: pL = 1000 — давление,
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Рис. 1. Задача о распаде разрыва — функция плотности. Точное решение обозначено
сплошной линией, численное решение обозначено кружками для схем: (a) Русанова, (b)

Лакса-Фридрихса, (c) HLL, (d) Рое

Рис. 2. Задача о распаде разрыва — функция давления. Точное решение обозначено
сплошной линией, численное решение обозначено кружками для схем: (a) Русанова, (b)

Лакса-Фридрихса, (c) HLL, (d) Рое

ρL = 1 — плотность, vL = 0 — скорость. Справа от разрыва параметры газа: pR = 10−2 —
давление, ρR = 1 — плотность, vR = 0 — скорость. Решение приведено на момент времени
t = 0.4. Показатель адиабаты γ = 5/3. Были использованы неотражающие граничные усло-
вия и расчётная сетка 200 ячеек. Для численного решения задачи Римана используем схему
Русанова. Результаты моделирования показаны на рис. 4. Особенностью данного теста явля-



54 И. М. Куликов

Рис. 3. Задача о распаде разрыва — функция скорости. Точное решение обозначено
сплошной линией, численное решение обозначено кружками для схем: (a) Русанова, (b)

Лакса-Фридрихса, (c) HLL, (d) Рое

Рис. 4. Задача о распаде разрыва с сильной ударной волной. Точное решение обозначено
сплошной линией, численное решение обозначено кружками: (a) плотность, (b) давление, (c)

скорость

ется наличие за фронтом ударной волны тонкой оболочки. Заметим, что масса оболочки вос-
произведена достаточно корректно несмотря на диссипацию решения. Остальные компоненты
решения воспроизведены корректно и без лишней диссипации. Отметим, что из-за наличия до-
статочно тонкой оболочки в функции плотности имеет место формирование большей скорости
распространения ударной волны по сравнению с аналитическим решением. Разумеется увели-
чение пространственного разрешения позволяет уменьшить эту разницу, но такой численный
артефакт из-за недостаточности разрешения отдельных участков решения остаётся.

3.3. Задача о распаде разрыва с сильной ударной волной при ненулевой
тангенциальной скорости

Усложним второй тест на отрезке [0; 1] с первоначальным разрывом в точке x0 = 0.5
наличием ненулевой тангенциальной (поперечной) начальной скорости. Слева от разрыва па-
раметры газа: pL = 1000 — давление, ρL = 1 — плотность, vLx = 0 — нормальная компонента
скорости, vLy = 0 — тангенциальная компонента скорости. Справа от разрыва параметры га-
за: pR = 10−2 — давление, ρR = 1 — плотность, vRx = 0 — нормальная компонента скорости,
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vRy = 0.99 — тангенциальная компонента скорости. Решение приведено на момент времени
t = 0.4. Показатель адиабаты γ = 5/3. Были использованы неотражающие граничные условия
и расчётная сетка 200 ячеек. Для численного решения задачи Римана используем схему Руса-
нова. Результаты моделирования показаны на рис. 5. В связи с нелинейностью фактора Лорен-

Рис. 5. Задача о распаде разрыва с сильной ударной волной при ненулевой тангенциальной
скорости. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение обозначено

кружками: (a) плотность, (b) давление, (c) нормальная компонента скорости, (d)
тангенциальная компонента скорости

ца тангенциальная компонента скорости достаточно сильно влияет не только на нормальную
компоненту, но и на решение в целом. Сложность теста заключается в наличии тангенциаль-
ной скорости в холодном газе, что требует от метода корректного воспроизведения ударного
воздействия со стороны горячего газа. Предложенный численный метод с малой диссипацией
корректно справился с воспроизведением всех компонент решения. Отметим, что несмотря
на наличие в тесте оболочки плотного газа, её разрешение достаточно для корректного вос-
произведения скорости распространения ударной волны, что не имело место в предыдущем
тесте.

3.4. Исследование сходимости численной схемы

Приведём также результаты анализа порядка сходимости метода в норме L1:

L1 =
∑
i

∆x|ui − u(xi)|,

где u(xi) — точное решение в точке xi, ui — численный результат, ∆x — шаг равномерной
сетки. Порядок сходимости Q будем оценивать как логарифм по основанию два отношения
погрешности на последовательности измельчённых сеток.

Из таблицы видно, что в первой тестовой задаче воспроизведение профиля плотности
достаточно сложная численная проблема. Особенно эта проблема возникает в области основа-
ния контактного разрыва и на волне разрежения. Порядок сходимости в этом случае достигает
0.7, при этом порядок сходимости для функций давления и скорости соответствует величине
0.9. Во второй тестовой задаче функция плотности также имеет порядок сходимости 0.7 из-за
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Погрешность L1 и порядок сходимости Q воспроизведения
физических переменных для задач: (a) — о распаде разрыва, (b) —

о распаде разрыва с сильной ударной волной, (c) — о распаде
разрыва с сильной ударной волной при ненулевой тангенциальной

скорости

Физические Размер
La

1 Qa Lb
1 Qb Lc

1 Qc

переменные сетки
Плотность 100 1.107× 10−1 2.126× 10−1 6.150× 10−1

200 6.385× 10−2 0.794 1.584× 10−1 0.425 3.348× 10−1 0.877
400 3.186× 10−2 1.003 1.024× 10−1 0.629 2.096× 10−1 0.675
800 1.999× 10−2 0.673 5.591× 10−2 0.873 1.306× 10−1 0.683
1600 1.177× 10−2 0.763 3.077× 10−2 0.861 6.573× 10−2 0.991
3200 7.257× 10−3 0.698 1.921× 10−2 0.680 3.630× 10−2 0.857

Давление 100 6.561× 10−2 5.116 8.466
200 3.575× 10−2 0.876 2.470 1.051 4.301 0.977
400 1.818× 10−2 0.975 1.139 1.116 2.215 0.957
800 1.003× 10−2 0.858 5.179× 10−1 1.137 1.141 0.956
1600 5.413× 10−3 0.890 2.594× 10−1 0.997 5.726× 10−1 0.996
3200 2.942× 10−3 0.879 1.292× 10−1 1.006 2.881× 10−1 0.991

Продольная 100 1.276× 10−2 4.658× 10−2 1.833× 10−2

скорость 200 7.047× 10−3 0.857 2.384× 10−2 0.966 9.720× 10−3 0.916
400 2.508× 10−3 1.490 1.286× 10−2 0.890 5.361× 10−3 0.858
800 1.686× 10−3 0.573 5.909× 10−3 1.122 3.144× 10−3 0.770
1600 9.092× 10−4 0.891 3.239× 10−3 0.867 1.514× 10−3 1.054
3200 5.054× 10−4 0.847 1.802× 10−3 0.845 8.396× 10−4 0.851

Поперечная 100 1.315× 10−2

скорость 200 7.089× 10−3 0.892
400 4.169× 10−3 0.766
800 2.434× 10−3 0.776
1600 1.176× 10−3 1.049
3200 6.482× 10−4 0.860

сложности воспроизведения тонкой оболочки, функция скорости воспроизводится чуть луч-
ше с порядком 0.9, а функция давления имеет первый порядок сходимости. В третьем тесте
при наличии тангенциальной составляющей скорости при более сложном характере течения
порядок сходимости для функций плотности и обеих компонент скорости соответствует вели-
чине 0.9, в то время как для функции давления достигается первый порядок. Отметим, что
в целом величины погрешности и порядки сходимости разработанного в статье численного
метода соответствуют результатам для методов Рое [11] и HLL [29], в которых используется
кусочно-параболическая реконструкция физических переменных. Отметим, что анализ поряд-
ка точности на разрывных решениях весьма условен и говорит о диссипативных свойствах
построенного метода, а не о порядке точности метода на гладких решениях. В работе [25] бы-
ло показано, что на достаточно гладких решениях достигается второй порядок точности при
использовании кусочно-параболической аппроксимации.

3.5. Задача о взаимодействии двух релятивистских джетов

Рассмотрим задачу о взаимодействии двух релятивистских струй, движущихся навстречу
друг другу с фактором Лоренца Γ = 10 и релятивистским числом Маха M = 8. Плотность
джетов ρJ = 10−3 см−3, радиус джетов RJ = 200 парсек. Атмосфера галактики имеет темпера-
туру TA = 107 Кельвинов и плотность ρA = 10−2 см−3. Показатель адиабаты выбран γ = 5/3.
На рис. 6 представлены результаты моделирования взаимодействия галактических струй. Из
рис. 6 видна характерная картина взаимодействующих джетов. В обеих джетах впереди идёт
сферическая ударная волна, распространяющаяся со скоростью света. Заметим, что числен-
ная методика не вносит артефактов вдоль координатных линий в виде ”карбункл”-эффектов.
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Рис. 6. Относительный шлирен плотности газа на момент времени 2000 лет

За ударным фронтом лежит оболочка с системой взаимодействующих ударных волн. Внут-
ри оболочки лежит разреженная область кокона. При взаимодействии струй область горячей
точки становится достаточно протяжённой и составляет порядка одного килопарсек.

4. ДИСКУССИЯ

Отметим следующие дискуссионные моменты, касающиеся построенной модификации
схемы Русанова:

1. Вне зависимости от использованной численной схемы решения задачи Римана (схемы
Русанова, Лакса-Фридрихса, HLL или Рое) диссипация на ударной волне происходит
всего на две ячейки. Это связано с тем, что основе влияние на диссипацию ударной вол-
ны оказывает тип использованной кусочно-полиномиальной реконструкции, а не схема
решения задачи Римана.

2. Диссипативность схемы Русанова достаточно хорошо компенсируется робастностью и
отсутствием численных артефактов. Тем не менее перспективным развитием схемы яв-
ляется её комбинация со схемой типа Рое [11] для получения робастной безартефактной
схемы с пониженной диссипативностью. Основной задачей является нахождение надёж-
ного (и робастного) подхода к определению весовых коэффициентов.

3. В статье предложена кусочно-параболическая реконструкция физических переменных.
Для дальнейшего уменьшения диссипации схемы планируется использовать кусочно-
кубическую реконструкцию на основе работы [31].

4. Результаты трёхмерных вычислительных экспериментов показали, что в численном ре-
шении отсутствуют артефакты вдоль координатных линий. Такой эффект наблюдается
даже в схемах типа HLLC [32].

5. Вычислительные эксперименты показали, что схема Русанова успешно может быть рас-
ширена на уравнения специальной релятивистской магнитной гидродинамики. С учётом
сложности построения устойчивого решения полной спектральной задачи Римана для
такой модели использование схемы Русанова позволит получить надёжный численный
метод для решения этих задач.
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6. Открытым остаётся вопрос об использовании дополнительного уравнения для энтро-
пии в уравнениях специальной релятивистской гидродинамики. Уравнение для энтро-
пии используется для достижения устойчивости численного решения при восстановле-
нии физических переменных [33] и в задачах коллапса при образовании чёрных дыр [34].
Использованию уравнения для энтропии при регуляризации уравнений гидродинамики
посвящены работы [35–37].

7. Также открытым остаётся вопрос о виде уравнения полной энергии. Как известно экви-
валентность энергии и массы позволяет записать уравнение энергии в различных фор-
мах [29]. По всей видимости требуется формулировка эталонного теста, который покажет
область применения различных форм уравнений полной энергии. Это применимо и для
озвученного выше энтропийного уравнения.

8. Традиционно диссипативные свойства численных методов верифицируются на задачах
о распаде разрыва. Для задач гидродинамики, магнитной гидродинамики, релятивист-
ской гидродинамики, магнитной релятивистской гидродинамики построены аналитиче-
ские решения, с которыми происходит сравнение и анализируется порядок точности.
Это апробированный подход лежит в основе многих статей. Однако, важно дисспатив-
ные свойства учитывать при развитии неустойчивостей. Такой анализ позволяет оценить
(хотя бы на качественном уровне) возможность метода не подавлять развитие как фи-
зической неустойчивости, так и оценивать масштаб численных артефактов, создаваемых
численным методом. В задачах релятивистской гидродинамики такими эталонными за-
дачами могут служить задача о развитии неустойчивости типа Кельвина-Гельмгольца
и задача о двумерном распаде разрыва с четырьмя различными состояниями газа. В
дальнейших работах на этих двух задачах планируется провести детальное сравнение
разработанных численных схем в части диссипативных свойств, влияющих на воспроиз-
ведение физических неустойчивостей и генерацию численных артефактов.

Разумеется приведённые моменты являются дискуссионными, отражают только личную пози-
цию автора и скорее являются планом возможного развития численной методики, приведённой
в настоящей статье.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье представлен новый вариант схемы Русанова на основе кусочно-параболического
представления физических переменных для уменьшения диссипации численного метода. Про-
ведена верификация разработанной схемы на классических задачах о распаде разрыва и на
задаче о взаимодействии двух релятивистских джетов в трёхмерной постановке. На первой
задаче о распаде разрыва показано преимущество разработанной схемы над схемами HLL и
Рое в части отсутствия численных артефактов в различных компонентах решения. На второй
и третьей задаче о распаде разрыва показана возможность метода воспроизводить течения с
”тонкими” областями высокой плотности, в том числе и при наличии тангенциальной скорости.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для уменьшения диссипации численного метода мы будем использовать кусочно-
параболическую реконструкцию физических переменных. Для определённости будем констру-
ировать кусочно-параболическую функцию физической переменной q(x) на регулярной сетке
с шагом ∆x, на интервале [xi, xi+1]. Для простоты будем использовать индекс i. В общем виде
парабола может быть записана как:

q(x) = qLi + ξ
(
△qi + q

(6)
i (1− ξ)

)
,
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где qi — значение в центре ячейки, ξ = (x−xi)∆x−1, △qi = qLi − qRi и q
(6)
i = 6(qi−1/2(qLi + qRi ))

при условии сохранения консервативности, то есть:

qi = ∆x−1

∫ xi+1

xi

q(x)dx.

Опишем конструирование параболы по шагам.
На первом шаге конструируем значения δqi = 1/2(qi+1−qi−1). Для избежания экстремумов

функций используем формулу:

δmqi =

{
min(|δqi|, 2|qi+1 − qi|, 2|qi − qi−1|)sign(δqi), (qi+1 − qi)(qi − qi−1) > 0,

0, (qi+1 − qi)(qi − qi−1) ⩽ 0.

После чего пересчитываем значения на границе с помощью интерполянта четвёртого порядка
точности:

qRi = qLi+1 = qi+1/2 = 1/2(qi + qi+1)− 1/6(δmqi+1 − δmqi).

На втором шаге алгоритма начинаем конструировать саму локальную параболу с помо-
щью формулы:

△qi = qLi − qRi , q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi )).

В случае немонотонности локальной параболы (такое имеет место на разрывах) перестраиваем
значения на границах qLi , q

R
i по формулам:

qLi = qi, q
R
i = qi, (q

L
i − qi)(qi − qRi ) ⩽ 0,

qLi = 3qi − 2qRi ,△qiq
(6)
i > (△qi)

2,

qRi = 3qi − 2qLi ,△qiq
(6)
i < −(△qi)

2.

Таким образом, граничные значения удовлетворяют условиям монотонности.
На третьем шаге перестроим параметры параболы с учётом новых значений на границах

ячеек:
△qi = qLi − qRi ,

q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi )).

Напомним, что локальные параболы используются как составная часть задачи Римана, так
как могут быть разрывны на интерфейсах.

На четвёртом шаге происходит финальная перестройка параболы с учётом новых значе-
ний на границах ячеек:

△qi = qLi − qRi ,

q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi )).

В результате локальная парабола в каждой ячейке [xi−1/2, xi+1/2] получена.
Левые и правые значения физических переменных пересчитываются по формулам:

qL(−λLτ) = qRi − λLτ

2h

(
△qi − q6i

(
1− 2λLτ

3∆x

))
,

в противном случае

qR(λRτ) = qLi +
λRτ

2h

(
△qi + q6i

(
1− 2λRτ

3∆x

))
,

где λL,R — соответствующее собственное число.
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В работе представлены результаты математического моделирования переноса плазмы в
спиральном магнитном поле с использованием новых экспериментальных данных, полу-
ченных на установке СМОЛА, созданной в ИЯФ им. Г. И. Будкера СО РАН. Удержа-
ние плазмы в установке осуществляется за счёт передачи импульса от магнитного поля с
винтовой симметрией вращающейся плазме. Математическая модель основана на стаци-
онарном уравнении переноса плазмы в аксиально-симметричной постановке. Полученное
с помощью численного моделирования распределение концентрации вещества подтверди-
ло эффект удержания, полученный в эксперименте. Получены зависимости интегральных
характеристик вещества от глубины гофрировки магнитного поля, диффузии и потенци-
ала плазмы. Проведено сравнение численной реализации модели методом установления и
методом Зейделя.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследования течения плазмы в магнитном поле представляют существенный интерес для
управляемого термоядерного синтеза [1], изучения стойкости материалов под воздействием
мощных тепловых нагрузок [2], лабораторного моделирования астрофизических процессов [3]
и ряда других фундаментальных и прикладных научных задач. Для решения задач управ-
ляемого термоядерного синтеза необходимо удерживать высокотемпературную плазму доста-
точной плотности в ограниченной области пространства. Для положительного энергетического
выхода произведение плотности плазмы и энергетического времени жизни должно превышать
пороговую величину (для смеси дейтерия и трития — nτ ∼ 1020 с/м3, для чистого дейтерия —
nτ ∼ 1022 с/м3) [4]. Повышение времени жизни достигается за счёт снижения потерь энергии
из области удержания. Основным методом термоизоляции плазмы, рассматриваемым на сего-
дняшний день, является её удержание в магнитном поле с различными конфигурациями [1].
Наибольший прогресс достигнут в системах с тороидальной топологией магнитного поля. Аль-
тернативным подходом является удержание плазмы в открытых магнитных системах, где поле
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близко к осесимметричному, а его силовые линии пересекают границу области удержания в
двух точках [5]. Плюсами данного подхода являются более эффективное использование энер-
гии магнитного поля, масштабируемость и инженерная простота системы. Основной научной
задачей физики открытых ловушек является снижение потерь частиц и энергии вдоль силовых
линий магнитного поля в областях, где они покидают область удержания.

Достигнут большой прогресс в понимании физики открытых магнитных конфигураций
и достигнутых параметров плазмы [6]. На сегодняшний день предложен и экспериментально
проверен ряд возможных решений задачи продольного удержания, в том числе, подавление
продольных потерь периодическим магнитным полем (многопробочное удержание) [5]. Удер-
жание плазмы магнитным полем с винтовой симметрией было предложено в качестве развития
метода многопробочного удержания [7]. В системе отсчёта вращающейся плазмы движение
магнитных возмущений имеет компоненту скорости, сонаправленную с магнитным полем, что
позволяет передавать импульс запертым частицам. Столкновения между пролётными и запер-
тыми частицами обеспечивают эффективную силу, действующую на плазму в целом и способ-
ствующую возврату ионов в область удержания. Установка СМОЛА (Спиральная Магнитная
Открытая Ловушка) разработана и построена в 2017 году в Институте ядерной физики СО
РАН им. Г. И. Будкера для экспериментальной проверки этой идеи [8, 9]. Область, в которой
удерживается плазма в установке СМОЛА, с одной стороны ограничена классической пробкой,
с другой — многопробочной секцией с винтовым магнитным полем. В эксперименте варьиру-
ются такие параметры, как продольное магнитное поле, соотношение продольного и винтового
магнитных полей, плотность и скорость вращения плазмы. Установка СМОЛА предназначена
для моделирования эффектов винтового удержания при низкой (а потому легко достижимой)
температуре плазмы. Для масштабирования винтового удержания на системе термоядерно-
го класса необходимо детальное сравнение экспериментально наблюдаемых потоков вещества
с модельными и дальнейший расчёт эффективности системы большего масштаба на основе
математической модели. В настоящее время показано соответствие наблюдаемых результатов
приближённым теоретическим оценкам. В то же время, точного аналитического решения для
теории винтового удержания не построено, поэтому сравнение может опираться на результаты
численного решения уравнений движения плазмы.

Математическая модель переноса вещества в винтовом магнитном поле построена на осно-
ве уравнений из работ [7, 10] и параметров установки СМОЛА. Математическое моделирование
процесса было проведено впервые в работе [11]. Цель работы состоит в валидации модели и в
оптимизации параметров эксперимента.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим движение плазмы в центральной части ловушки, имеющей форму цилиндра
(см. рис. 1). Вещество входит в область удержания из источника плазмы через левый торец
цилиндра и выходит в расширитель через правую границу. Рассмотрим поперечное сечение
цилиндра в плоскости (r, z). В статье [12] получены выражения для компонентов радиального
и продольного переноса частиц в винтовом магнитном поле. Система уравнений описывает ди-
намику плазмы в МГД-приближении в аксиально-симметричной постановке. Различия в дви-
жении запертых и пролётных ионов учитываются в виде эффективной силы трения, зависящей
от взаимной скорости компонент и доли запертых частиц. Продольная сила, действующая на
плазму, возникает в результате взаимодействия радиального электрического тока захваченных
ионов с азимутальной компонентой винтового магнитного поля. Учитывается диффузия плаз-
мы поперёк магнитного поля. Исключение зависимых переменных сводит систему уравнений
к уравнению неразрывности потока:
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Рис. 1. Схема центральной части ловушки

где u — концентрация вещества, T = Ti + Te, Ti = 4 Эв и Te = 30(1 − (r/r0)
2) — ионная и

электронная температуры, Λ — отношение длины системы к длине свободного пробега λ иона,
κ(r,Rm) — доля запертых частиц, l = 216 см — длина системы вдоль силовой линии, Z —
среднее зарядовое число одного иона, D — коэффициент диффузии в поперечном поле. Доля
запертых частиц κ(r,Rm) = 1 − 1/R(r,Rm), R(r,Rm) = 2(Rm − 1)(r/a)2 + 1, где Rm = 1.52 —
глубина гофрировки. Параметр ζ = c/Vz является отношением скорости звука cs = (Te/M)1/2

и продольной скорости Vz движения магнитных возмущений при вращении плазмы в собствен-
ном амбиполярном электрическом поле. В уравнении (1) физические величины обезразмерены
на: r0 = a, z0 = l, ϕ0 = Te/e, u0 = umax, T0 = Te, где a = 8 см — граница камеры, в которой
может существовать плазма. Потенциал электрического поля ϕ(r) введён в виде полинома,
интерполирующего экспериментальные данные [13]:

ϕ(r) = −2.21776 + 1.31r − 7.79r2 + 31.18r3 − 33.43r4 + 10.94r5.

В моделируемом эксперименте происходит установление параметров плазмы и электро-
магнитного поля в течении 40 мс и затем наступает фаза, когда процесс стационарен в течении
120 мс, после чего разряд отключается. Основная задача экспериментов и математического
моделирования состоит в исследовании удержания плазмы, при которых все параметры по-
стоянны. Измеряемый с помощью зондов потенциал плазмы в экспериментах на установке
СМОЛА зависит от параметров эксперимента. Максимум ϕ варьируется в пределах от 2Te/e
до 3Te/e. Максимальное значение безразмерного потенциала ϕ для установок следующего по-
коления, в которых возможно использование принципа винтового удержания, также лежит в
этих же пределах [14, 15]. Экспериментально наблюдаемое распределение потенциала в цен-
тральной области плазмы (при значениях радиуса меньших 0.6 в безразмерных величинах)
близко к квадратичному, далее в периферийной области плазмы производная потенциала по
радиусу снижается. Погрешность измерения потенциала в эксперименте составляет около 5%.
Степень и коэффициенты аппроксимирующего полинома подобраны таким образом, чтобы
его отклонение от экспериментально измеренных в референсном эксперименте значений было
сопоставимым с экспериментальной погрешностью.

Для задания влияния поля в радиальном направлении в модели используется производная
абсолютной величины электрического поля:

q(r) =
∂|ϕ(r)|
∂r

= |1.31− 7.79r + 31.18r2 − 33.43r3 + 10.94r4|.
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Известно, что величина потенциала снижается с увеличением z за счёт наличия поперечной
проводимости плазмы. Его распределение в пространстве задаётся следующим образом:

Φ(r, z) = (1− 0.002z

h
)q(r).

Рис. 2. Зависимости от радиуса установки модуля потенциала электрического поля и его
производной (a) и граничного распределения плазмы (b) на входе (квадратики) и на выходе

(кружочки)

Рассмотрим область [0, rmax] × [0, zmax] в поперечном сечении центральной части уста-
новки (рис. 1). В безразмерных величинах область является единичным квадратом. Считаем,
что вещество не достигает стенок ловушки, на оси z ставим условие симметрии, на входе и
выходе вещества задаём граничное распределение концентрации вещества u(r, 0) = uL(r) и
u(r, zmax) = uR(r). Для расчётов использованы экспериментальные данные [6] для распреде-
ления концентрации на границах. На рис. 2(b) приведены экспериментальные значения кон-
центрации плазмы и их интерполяция вида:

uL(r) = 1.03 + 0.46r − 1.52r2 + 14.48r3 − 44.17r4 + 43.77r5 − 14.05r6,

uR(r) = 0.2− 0.12r + 9.11r2 − 73.43r3 + 210.13r4 − 285.64r5 + 188.54r6 − 48.78r7.

Таким образом, стационарная задача имеет вид:
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где коэффициенты уравнения:

C1(r) = lT (r)/Λ, C2(r) = l(1 + κ(r))κ(r)ζ(r), C3(r) = κ(r),

C4(r) = lζ(r)T (r)/Z, C5(r) = lDκ(r).

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

В статье [11] реализован метод установления [12]. Выбор такого подхода определялся
надёжностью метода и простотой контроля правильности решения. В этой работе представ-
лена реализация задачи (2) более экономичным методом Зейделя. В ходе расчётов выясни-
лось, что выбор шаблона при аппроксимации смешанной производной влияет на решение. При
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использовании сеточного оператора для смешанной производной на четырехточечном [11] и
шеститочечном [13] шаблоне: Λrz = C3(r)(C4(r)uz̄)r и Λrz = C3(r)(C4(r)(uz̄ + uz)/2)r возни-
кали осцилляции при коэффициенте диффузии D меньшем, чем 0.001. Здесь uz, uz̄ — раз-
ностные производные вперёд и назад. Поэтому оба метода решения (метод установления и
метод Зейделя) потребовали тщательного подбора шаблона для аппроксимации смешанной

производной κ(r)
∂

∂r

lζ(r)T (r)

Z

∂u(r, z)

∂z
конечными разностями. При использовании оператора

Λrz = C3(r)((C4(r)uz̄)r + (C4(r)ur)z̄)/2 [16] осцилляций не возникает.
Зададим на сетке с узлами ri = ih, i = 1, . . . , Nr, zk = kh, k = 1, . . . , Nz сеточные функции

uni,k = (u(ri, zk))
n, Φi,k = Φ(ri, zk), C1

i = C1(ri), C2
i = C2(ri), C3

i = C3(ri), C4
i = C4(ri),

C5
i = C5(ri), uLi = uL(ri), uRi = uR(ri). Критерий сходимости |un+1

i,k − uni,k| ⩽ ε, ε = 10−8.
Для реализации задачи (2) методом установления при τ = 10−4 использована безусловно

устойчивая схема стабилизирующей поправки и метод прогонки [17]. Новый вариант разност-
ной схемы имеет вид:
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(3)

Решение уравнения (2) методом Зейделя [18] на каждом шаге по времени позволяет по-
строить экономичный алгоритм. Разностная схема, основанная на методе Зейделя, имеет вид:
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Можно заметить, что задача (3) и алгоритм решения (4) содержат параметр ζ(r) = 1/Ar,
полученный аппроксимацией экспериментальных данных, здесь A = 20. На оси при r = 0
параметр ζ ограничен значением при r = ρB, где ρB = VTimc/eB — ларморовский радиус.
Для параметров установки СМОЛА ρB ≈ 0.3−0.4 см. Это обусловлено тем, что ион движется
по ларморовской орбите (вращается в магнитном поле), поэтому его радиальная координата
осциллирует. В рассматриваемой модели все воздействия осредняются, иону приписывается
координата центра окружности, по которой он движется в магнитном поле. То есть координата
равна нулю для ионов, которые облетают ось вокруг и находятся на расстоянии ларморовского
радиуса от неё. Поэтому для исключения особенностей решения при расчётах в окрестности
оси симметрии безразмерный параметр ζ задаётся следующим образом:

ζ(r) =

{
1/Ar, если r > ρB,

1/AρB, если ρB ⩾ r ⩾ 0.
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Наряду с другими преимуществами, метод Зейделя интересен удобством использования
в цилиндрических координатах. Принцип выражения искомого элемента через соседние по
схеме точек вида «крест» универсально и не зависит от выбора системы координат.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЁТОВ

В качестве тестовой задачи рассмотрено уравнение:

∂2u

∂z2
+

∂2u

∂r2
+

∂2u

∂z∂r
− ∂2u

∂r∂z
= 0,

u(r, 0) = 0, u(0, z) = 0, u(r, 1) = sin

(
5πr

2m

)
,

∂u

∂r
(m, z) = 0.

(5)

Задача (5) имеет аналитическое решение (рис. 3(a)):

uex(r, z) =

exp

(
5π

2m
z

)
− exp

(
− 5π

2m
z

)
exp

(
5π

2m

)
− exp

(
− 5π

2m

) sin

(
5πr

2m

)
.

Рис. 3. Распределение функции решения тестовой задачи при m = 1.3 (a) и m = 0.124 (c),
график точности сходимости к решению в зависимости от шага сетки (b) и параметра
задачи m (d) при использовании метода установления (кружочки) и метода Зейделя

(квадратики)

Аппроксимация смешанных производных в уравнении (5) конечными разностями даёт
результат, зависящий от порядка дифференцирования по координатам:

Λrz = ((ur̄)z + (ur)z̄)/2, Λzr = ((uz)r + (uz̄)r̄)/2.
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Получены графики (рис. 3(b)) относительной погрешности ε =
∥un+1 − uex∥

∥uex∥
для до-

стижения критерия сходимости итерационного процесса εn = 10−8 на последовательности
измельчающихся сеток. Метод Зейделя более экономичен и прост в реализации, чем ме-
тод установления. Необходимое число итераций метода установления превышает 4000. Ме-
тод Зейделя требует до тысячи итераций, причём в случае предлагаемого шаблона для ап-
проксимации смешанной производной сходимость происходит в два раза быстрее. С убы-
ванием коэффициента m граничного условия задачи (5) число полных периодов функции
синус на границе растёт (рис. 3(a, c)). Во время увеличения числа точек сетки на период
синуса, наблюдается равномерное экспоненциальное убывание погрешности (рис. 3(d)) вида
ε = Am

0 + Am
1 exp(−m/m1) + Am

2 exp(−m/m2). С ростом m растёт скорость сходимости каж-
дого метода. Например, при m = 0.124 для расчёта полного периода синуса используется 10
точек сетки по радиусу (рис. 3(c)). При m = 1.3 полный период (рис. 3(a)) занимает всю гра-
ницу расчётной области (100 точек) и скорость сходимости каждого метода в два раза выше,
чем при m = 0.124.

В ходе моделирования переноса вещества в винтовом магнитном поле получены распреде-
ления концентрации при различных значениях глубины гофрировки магнитного поля, диффу-
зии и потенциала плазмы. Распределение концентрации плазмы показано в расчётной области,
имеющей в безразмерном виде форму единичного квадрата (рис. 4(a)). Для дальнейшего ана-
лиза результатов расчётов и сравнения с данными экспериментов приводятся сечения вдоль
оси z (рис. 4(b)). Расчёты показывают убывание плотности плазмы, что подтверждает эффект
удержания, наблюдаемый в экспериментах.

Рис. 4. Распределение концентрации плазмы в винтовом магнитном поле (a) и
концентрация вещества по сечениям оси z (b)

Так как есть экспериментальные данные о концентрации плазмы в сечении z = 0.4, то при-
ведены результаты расчётов только в этом сечении (рис. 5). Проведены вычислительные экс-
перименты для различных допустимых значений коэффициента диффузии, производной абсо-
лютной величины электрического поля и глубины гофрировки. Для дальнейшего использова-

ния модели введён расчёт интеграла от плотности по поперечному сечению: I(z) =
1∫
0

u(r, z)dr.

Расчёты показали, что при уменьшении коэффициента диффузии в поперечном поле ве-
щество начинает прижиматься к оси (рис. 5(a)). Совпадение расчётных распределений с экспе-
риментальными с учётом конечной точности экспериментальных изменений достигается при
коэффициенте диффузии в диапазоне D = 0.01 − 0.1. Дальнейшие расчёты проводились при
D = 0.1. С увеличением производной абсолютной величины электрического поля и глубины
гофрировки наблюдается сжатие плазменного шнура к оси. Полученные результаты соответ-
ствуют экспериментальным данным.
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Рис. 5. Распределение концентрации плазмы по сечению оси z = 0.4 (левый столбец) и
интеграл от плотности по поперечному сечению (правый столбец) при различных значениях
коэффициента диффузии (a), производной абсолютной величины электрического поля (b) и

глубины гофрировки (c)

Для прогноза результатов работы проектируемых установок для удержания плазмы в
винтовом магнитном поле необходимо определить более точно коэффициент диффузии. Для
этого планируется проведение расчётов при малых значениях потенциала плазмы с использо-
ванием граничных условий Неймана и экспериментальных данных, полученных на установке
СМОЛА в ИЯФ СО РАН.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты математического моделирования переноса плазмы в
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спиральной открытой магнитной ловушке СМОЛА. Стационарное уравнение переноса веще-
ства в аксиально-симметричной постановке содержит вторые производные по пространству.
Выбран оптимальный шаблон для аппроксимации смешанной производной. Для численной
реализации использованы метод установления и более экономичный метод Зейделя. Получе-
ны зависимости интегральной характеристики плотности вещества от глубины гофрировки
магнитного поля, диффузии и потенциала плазмы. Наблюдается качественное соответствие
смоделированных зависимостей экспериментальным данным при значениях безразмерного ко-
эффициента диффузии D = 0.01−0.1 и средней по сечению глубины гофрировки Rm = 1.52. В
расчётах наблюдается эффект пинчевания (уменьшения среднего радиуса) плазменной струи,
проявляющийся и в эксперименте. Дальнейшая работа будет направлена на расширение обла-
сти параметров, при которых модель обладает достаточной предсказательной силой.
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ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена проблеме разрешимости уравнений для модели, описывающей движе-
ние многокомпонентной среды, состоящей из вязких сжимаемых жидкостей. По поводу про-
исхождения этой модели можно обратиться к монографиям [1] и [2], а также за уточнениями
для подмодели, рассматриваемой в данной работе, — к статье [3]. Смежные модели рассмат-
ривались в таких работах как [4] и [5]. Несмотря на имеющиеся результаты о разрешимости
для моделей динамики многокомпонентных сред, такие как [3, 6–8], остаётся не изученным
вариант стационарных трёхмерных движений в случае, если матрицы вязкостей являются не
диагональными и не треугольными, а уравнения состояния для давления и обмена импуль-
сом имеют достаточно общий вид. Именно этот случай будет рассматриваться в предлагаемой
работе. Таким образом, новизна работы состоит в одновременном учёте таких факторов как
заполненность матриц вязкостей и снижение ограничений на вид уравнений состояния для
давления и обмена импульсом. Работа состоит из двух частей. Первая часть работы излага-
ется в данной статье и состоит в постановке основной задачи и доказательстве разрешимости
вспомогательной (приближенной) задачи. Во второй части работы, в подготовленном авторами
продолжении данной статьи, будет совершён предельный переход по параметру приближения
и доказана разрешимость основной задачи.

Работа выполнена при финансовой поддержке Математического Центра в Академгородке и Минобрнауки
РФ (соглашение 075-15-2022-282).
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При исследовании уравнений динамики многокомпонентных сред имеется опасность за-
громождения записи, ввиду появления дополнительных индексов отвечающих за нумерацию
компонент среды. Здесь существенное облегчение приносит инвариантная запись, исключа-
ющая явное упоминание компонент векторов и тензоров, которой мы будем придерживаться
в течение всей статьи, и правила которой мы здесь уточним во избежание разночтений. А
именно, если a и b — векторы («столбцы») размерности n (с компонентами ai, bi), а A и B —
тензоры второго ранга («матрицы»), действующие в Rn (с компонентами Aij , Bij), то

a · b =
n∑

i=1

aibi, A : B =
n∑

i,j=1

AijBij , diva =
n∑

i=1

∂ai
∂xi

,

Aa и divA — векторы («столбцы») с компонентами

(Aa)i =
n∑

j=1

Aijaj , (divA)j =
n∑

i=1

∂Aij

∂xi
;

и, наконец, AT и a⊗b — тензоры с компонентами (AT )ij = Aji и (a⊗b)ij = aibj соответственно.
При применении этих обозначений в статье как правило n = 3 (размерность течения), но
иногда n = N (число компонент среды), N ⩾ 2.

В статье будут использоваться общепринятые (см., например, [9,10]) обозначения функци-
ональных пространств: Lp(Ω) (W

l
p(Ω)) — пространство функций, интегрируемых со степенью

p ⩾ 1 (вместе с обобщёнными производными до порядка l ⩾ 0 включительно); C l(Ω) (C l
0(Ω)) —

пространство функций, обладающих непрерывными частными производными до порядка l ⩾ 0
включительно в Ω (с компактными носителями, лежащими в Ω). Мы не будем различать обо-
значения пространств векторных функций и скалярных функций.

1. ПОСТАНОВКА ОСНОВНОЙ ЗАДАЧИ

В замыкании Ω ограниченной области течения Ω евклидова пространства R3 точек
x = (x1, x2, x3), граница ∂Ω которой принадлежит классу C2, требуется найти скалярное поле
плотности многокомпонентной среды ρ ⩾ 0 и векторные поля скоростей ui = (ui1, ui2, ui3)
для каждой компоненты с номером i = 1, . . . , N , удовлетворяющие следующим уравнениям и
краевым условиям:

div(ρv) = 0, (1)

div(ρiv ⊗ ui) + αi∇p = div Si + Ji + ρifi, i = 1, . . . , N, (2)

ui|∂Ω = 0, (3)∫
Ω

ρ dx = m, m = const > 0. (4)

Здесь v =
N∑
j=1

αjuj — средневзвешенная скорость многокомпонентной среды, где αj = const,

0 < αj < 1, j = 1, . . . , N ,
N∑
j=1

αj = 1; ρi = αiρ, i = 1, . . . , N — плотности компонент;

p — давление в среде, которое определяется плотностью ρ, т. е. функция p(·) предполагается
заданной, причём

p ∈ C1[0,+∞), p(0) = 0, ∀ s ⩾ 0
1

c1
sγ−1 − c2 ⩽ p′(s) ⩽ c1s

γ−1 + c2 и p′(s) ⩾ 0 (5)
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с некоторыми постоянными c1 ⩾ 1, c2 > 0 и γ > 3 (простейшим примером ситуации, когда
наложенные требования на давление выполнены, является политропный закон p(ρ) = Kργ ,

K = const > 0), а ∇p — вектор («столбец») с компонентами (∇p)i =
∂p

∂xi
, i = 1, 2, 3. Далее Si,

i = 1, . . . , N — тензоры вязких напряжений компонент, которые определяются равенствами

Si =
N∑
j=1

(λij(divuj)I+ 2µijD(uj)) , i = 1, . . . , N, (6)

где I — единичный тензор, D(w) =
1

2

(
(∇⊗w) + (∇⊗w)T

)
— тензор скоростей деформаций

векторного поля w, а числовые коэффициенты вязкостей λij , µij , i, j = 1, . . . , N образуют
соответственно матрицы Λ = {λij}Ni,j=1, M = {µij}Ni,j=1 такие, что

M > 0, Λ+ 2M > 0. (7)

Векторные поля

Ji =
N∑
j=1

aij(1 + ρ)(uj − ui), i = 1, . . . , N (8)

отвечают за интенсивность обмена импульсом между компонентами, где постоянные aij =
aji > 0, i, j = 1, . . . , N ; и наконец, известные векторные поля внешних сил

fi ∈ C
(
Ω
)
, i = 1, . . . , N. (9)

Замечание 1. Из условий (5), в частности, вытекает, что при всех s ⩾ 0

1

c1γ
sγ − c2s ⩽ p(s) ⩽

c1
γ
sγ + c2s,

откуда, в свою очередь, следует

B1s
γ −B2 ⩽ s

s∫
1

p(η)

η2
dη ⩽ B3s

γ +B4,

где положительные постоянные B1, B2, B3, B4 зависят только от c1, c2 и γ (условимся че-
рез Bk(·), k ∈ N обозначать величины, принимающие конечные положительные значения и
зависящие от объектов, указанных в скобках или перечисленных в комментариях).

Замечание 2. Ввиду равенства (см. (3))

N∑
i=1

∫
Ω

Si : (∇⊗ ui) dx =
N∑

i,j=1

∫
Ω

µij(rotui) · (rotuj) dx+

+
N∑

i,j=1

∫
Ω

(λij + 2µij) (divui)(divuj) dx,

в котором (rotui)1 =

(
∂ui3
∂x2

− ∂ui2
∂x3

)
, (rotui)2 =

(
∂ui1
∂x3

− ∂ui3
∂x1

)
, (rotui)3 =

(
∂ui2
∂x1

− ∂ui1
∂x2

)
,

i = 1, . . . , N , условия (7) обеспечивают важное соотношение

N∑
i=1

∫
Ω

Si : (∇⊗ ui) dx ⩾ B5(Λ,M)
N∑
i=1

∫
Ω

|∇ ⊗ ui|2 dx. (10)



80 А. Е. Мамонтов, Д. А. Прокудин

Определение 1. Пусть в уравнениях (2) (с уточняющими соотношениями (6), (8)) функ-
ция p(·), входящая в определение давления p по плотности ρ, удовлетворяет ограничениям (5),
коэффициенты вязкостей — условиям (7), а внешние силы в задаче (1)–(4) удовлетворяют
условиям (9). Слабым решением задачи (1)–(4) называется набор функций

ρ ∈ L2γ(Ω), ρ ⩾ 0, ui ∈
◦
W 1

2 (Ω), i = 1, . . . , N,

удовлетворяющих (4) и следующим условиям:
1) Плотность ρ удовлетворяет уравнению неразрывности (1) в том смысле, что

∀ψ ∈ C∞(Ω) выполняется интегральное тождество∫
Ω

ρv · ∇ψ dx = 0;

2) Скорости ui, i = 1, . . . , N удовлетворяют уравнениям импульсов (2) (с определяющими
уравнениями (6)) в том смысле, что ∀φi ∈ C∞

0

(
Ω
)
, i = 1, . . . , N выполнены интегральные

тождества∫
Ω

(
(ρiv ⊗ ui) : (∇⊗φi) + αipdivφi − Si : (∇⊗φi) + Ji ·φi + ρifi ·φi

)
dx = 0, i = 1, . . . , N

(
краевые условия (3) выполнены автоматически — в смысле функционального класса

◦
W 1

2 (Ω)
)
.

2. ПОСТАНОВКА ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Будем искать слабое решение задачи (1)–(4) как предел приближенных решений, а имен-
но, решений следующей краевой задачи (индекс ε у величин, зависящих от ε, мы пока опус-
каем):

−ε∆ρ+ div(ρv) + ερ = ε
m

|Ω|
, (11)

ε

2
ρiui +

ε

2

m

|Ω|
αiui +

1

2
ρi(v · ∇)ui +

1

2
div(ρiv ⊗ ui) + αi∇p =

= div Si + Ji + ρifi, i = 1, . . . , N, (12)

ui|∂Ω = 0, i = 1, . . . , N, ∇ρ · n|∂Ω = 0. (13)

Здесь ε ∈ (0, 1] — параметр, который впоследствии будет устремлён к нулю; |Ω| = meas(Ω);
n — вектор единичной внешней нормали к ∂Ω.

Задача (11)–(13) представляет собой равномерно эллиптическую регуляризацию зада-
чи (1)–(4) с дополнительными слагаемыми и граничными условиями, призванными сохранить
полезные свойства исходной задачи, например интегральную ортогональность конвективных
членов скоростям.

Определение 2. Сильным решением задачи (11)–(13) называются неотрицательная
функция ρ ∈W 2

σ (Ω) с некоторым σ > 3 и векторные поля ui ∈W 2
σ (Ω), i = 1, . . . , N такие, что

уравнения (11), (12) выполнены п. в. в Ω, и п. в. на ∂Ω верны краевые условия (13).
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3. РАЗРЕШИМОСТЬ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Существование сильного решения краевой задачи (11)–(13) будем доказывать используя
теорему о неподвижных точках Лерэ—Шаудера (см., например, [11], теорема 3, стр. 406), ко-
торую применим к оператору A, сформированному далее.

3.1. Построение оператора A

Сначала определим несколько промежуточных операторов, суперпозицией которых и бу-
дет оператор A.

Для этого рассмотрим краевую задачу для эллиптического уравнения второго порядка

−ε∆ρ+ div(ρa) + ερ = εb, ∇ρ · n|∂Ω = 0 (14)

c неизвестной функцией ρ и заданными векторным полем a и функцией b.
Как известно (см., например, [12], предложение 4.29, стр. 213 и [13], лемма 3.1, стр. 795),

что если a ∈W 1
∞(Ω), a|∂Ω = 0, b ∈ L∞(Ω), то:

1) существует единственное сильное решение ρ задачи (14) класса W 2
σ (Ω);

2) имеет место оценка

∥ρ∥W 2
σ (Ω) ⩽ B6(ε, σ,Ω)

(
1 + ∥a∥W 1

∞(Ω)

)
∥b∥Lσ(Ω); (15)

3) имеет место равенство
∫
Ω

ρ dx =

∫
Ω

b dx;

4) если b ⩾ 0 п. в. в Ω, то ρ ⩾ 0 п. в. в Ω.
Итак, первым промежуточным оператором определим оператор R : W2

σ(Ω) →W 2
σ (Ω), где

W2
σ(Ω) = { a ∈ W 2

σ (Ω) : a|∂Ω = 0 }, действующий по закону R : a 7→ ρ, согласно которому
∀a ∈ W2

σ(Ω) функция ρ ∈W 2
σ (Ω) однозначно определяется как решение краевой задачи

−ε∆ρ+ div(ρa) + ερ = ε
m

|Ω|
, ∇ρ · n|∂Ω = 0.

Очевидно, что
∫
Ω

ρ dx = m и ρ = R(a) ⩾ 0 п. в. Ω
(
отметим, что пространство W 2

σ (Ω) вложено

в пространство C1
(
Ω
))

. Кроме того, при всех ak ∈ W2
σ(Ω), k = 1, 2 выполняются неравенства

∥ρ1 − ρ2∥W 2
σ (Ω) ⩽ B7(B6, ε, σ,m,Ω)

(
1 + ∥a1∥C1(Ω)

)(
1 + ∥a2∥C1(Ω)

)
∥a1 − a2∥C1(Ω) ⩽

⩽ B8(B7, σ,Ω)
(
1 + ∥a1∥C1(Ω)

)(
1 + ∥a2∥C1(Ω)

)
∥a1 − a2∥W 2

σ (Ω), (16)

где ρk = R(ak), k = 1, 2. Действительно, для ρk = R(ak), k = 1, 2 справедливы следующие
равенства:

−ε∆(ρ1 − ρ2) + div((ρ1 − ρ2)a1) + ε(ρ1 − ρ2) = ε

(
−div(ρ2(a1 − a2))

ε

)
, ∇(ρ1 − ρ2) · n|∂Ω = 0.

Из данных равенств, вложения W 2
σ (Ω) в C1

(
Ω
)

и оценки (15) с b = −div(ρ2(a1 − a2))

ε
непо-

средственно следует (16).
Вторым промежуточным оператором определим оператор U : Lσ(Ω) → W2

σ(Ω), действу-
ющий по правилу U : g 7→ u, где по заданному вектору g = (g1, . . . , gN ) с векторными
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компонентами gi ∈ Lσ(Ω), i = 1, . . . , N однозначно строится вектор u = (u1, ...,uN ) с век-
торными компонентами ui ∈ W2

σ(Ω), i = 1, . . . , N как решение краевой задачи для сильно
эллиптической системы уравнений второго порядка

−
N∑
j=1

(µij∆uj + (λij + µij)∇divuj) = gi, ui|∂Ω = 0, i = 1, . . . , N

(отметим, что div Si =
N∑
j=1

(µij∆uj + (λij + µij)∇divuj), i = 1, . . . , N). Из классических резуль-

татов для эллиптических систем уравнений (см., например, [14–16]) следует, что при любых
gk ∈ Lσ(Ω), k = 1, 2 верно неравенство

∥u1 − u2∥W 2
σ (Ω) ⩽ B9(σ,Λ,M,Ω) ∥g1 − g2∥Lσ(Ω) , (17)

где uk = U(gk), k = 1, 2.
Наконец, в соответствии со структурой уравнений (12), третий набор промежуточных

операторов Gi : W2
σ(Ω) → C

(
Ω
)
, i = 1, . . . , N определим следующим образом:

Gi(w) = −ε
2
αiρwi−

ε

2

m

|Ω|
αiwi−

1

2
αiρ

 N∑
j=1

αjwj

 · ∇

wi−
1

2
div

αiρ

 N∑
j=1

αjwj

⊗wi

−

− αi∇p(ρ) +
N∑
j=1

aij(1 + ρ)(wj −wi) + αiρfi, i = 1, . . . , N,

где по заданному вектору w = (w1, . . . ,wN ) с векторными компонентами wi ∈ W2
σ(Ω), i =

1, . . . , N строится ρ = R

 N∑
j=1

αjwj

 ∈ W 2
σ (Ω). В силу вложения W 2

σ (Ω) в C1
(
Ω
)

из условий

w ∈ W 2
σ (Ω), ρ ∈ W 2

σ (Ω) следует, что Gi ∈ C
(
Ω
)
, i = 1, . . . , N . Кроме того, для всех wk =

(wk1, . . . ,wkN ) ∈ W 2
σ (Ω), k = 1, 2 и соответствующих ρk = R

 N∑
j=1

αjwkj

 ∈ W 2
σ (Ω), k = 1, 2

имеют место оценки

∥Gi(w1)− Gi(w2)∥Lσ(Ω) ⩽ B10(σ,Ω)∥Gi(w1)− Gi(w2)∥C(Ω) ⩽ B11∥ρ1 − ρ2∥C1(Ω)+

+B12

N∑
i=1

∥w1i −w2i∥C1(Ω) +B10∥ρ2∥C1(Ω)∥p
′(ρ1)− p′(ρ2)∥C(Ω), i = 1, . . . , N, (18)

где B11 = B11

(
B10, ∥w1∥C1(Ω), ∥ρ1∥C1(Ω),

{
∥fi∥C(Ω)

}
, c1, c2, N, {aij}, γ

)
, B12 = B12

(
B10,

∥w1∥C1(Ω), ∥w2∥C1(Ω), ∥ρ2∥C1(Ω),
{
∥fi∥C(Ω)

}
,m,N, {aij},Ω

)
, причём зависимость в B11 и B12

от ∥ρk∥C1(Ω), ∥wk∥C1(Ω), k = 1, 2 является локально ограниченной, т. е. конечны supB11 и
supB12 по любому множеству вида ∥ρ1∥C1(Ω) + ∥ρ2∥C1(Ω) + ∥w1∥C1(Ω) + ∥w2∥C1(Ω) ⩽ const.

В итоге определим оператор A : W2
σ(Ω) → W2

σ(Ω), действующий по правилу A = U ◦
(G1, . . . ,GN ), т. е. для любых w = (w1, . . . ,wN ) ∈ W2

σ(Ω) полагаем

A(w) = U(G1(w), . . . ,GN (w)).
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Заметим, что неподвижная точка u = (u1, ...,uN ) оператора A (если она существует),

вместе с соответствующей функцией ρ = R

 N∑
j=1

αjuj

 являются решением вспомогательной

задачи (11)–(13), поскольку построение образа A(w), w ∈ W2
σ(Ω) заключается в последова-

тельном решении задачи

−ε∆ρ+ div(ρv) + ερ = ε
m

|Ω|
, v =

N∑
j=1

αjwj , ∇ρ · n|∂Ω = 0,

откуда определяется ρ = R(v), и краевой задачи

−
N∑
j=1

(µij∆uj + (λij + µij)∇divuj) = −ε
2
ρiwi −

ε

2

m

|Ω|
αiwi −−1

2
ρi (v · ∇)wi −

1

2
div (ρiv ⊗wi)−

−αi∇p(ρ) +
N∑
j=1

aij(1 + ρ)(wj −wi) + ρifi, i = 1, . . . , N, ui|∂Ω = 0, i = 1, . . . , N,

где ρi = αiρ, i = 1, . . . , N .
Покажем, что оператор A удовлетворяет условиям теоремы Лерэ—Шаудера.
Установим сначала непрерывность оператора A. Пусть wm = (w1m, ...,wNm) ∈ W2

σ(Ω),
m ∈ N, wm −→ w = (w1, ...,wN ) при m → ∞ сильно в W2

σ(Ω). Тогда в силу непрерывности
оператора R из W2

σ(Ω) в W 2
σ (Ω) (см. (16)) имеем, что при m→ ∞

ρm = R

 N∑
j=1

αjwjm

 −→ ρ = R

 N∑
j=1

αjwj


в норме пространства W 2

σ (Ω). Из непрерывности вложения W 2
σ (Ω) в C1

(
Ω
)

и свойств (18)
операторов Gi, i = 1, . . . , N получаем, что при m→ ∞

Gi(wm) −→ Gi(w), i = 1, . . . , N

в нормах пространств Lσ(Ω) и C
(
Ω
)
. Наконец, из непрерывности оператора U из Lσ(Ω) в

W2
σ(Ω) (см. (17)) следует, что при m→ ∞

A(wm) −→ A(w)

сильно в W2
σ(Ω), что означает непрерывность оператора A.

Для доказательства компактности (вполне непрерывности) оператора A возьмём в W2
σ(Ω)

ограниченную последовательность wm, m ∈ N. В силу компактности вложения W 2
σ (Ω) в C1

(
Ω
)

из последовательности wm, m ∈ N выделим подпоследовательность, сохранив за ней прежнее
обозначение, такую что при m→ ∞

wm −→ w сильно в C1
(
Ω
)
.

Тогда из оценки (16) следует, что при m→ ∞

ρm = R

 N∑
j=1

αjwjm

 −→ ρ = R

 N∑
j=1

αjwj
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в норме пространства W 2
σ (Ω). Повторяя предыдущие рассуждения получим, что при m→ ∞

A(wm) −→ A(w)

сильно в W2
σ(Ω), что завершает доказательство компактности оператора A.

Чтобы завершить проверку условий теоремы Лерэ—Шаудера и, тем самым, доказатель-
ство существования сильного решения краевой задачи (11)–(13) осталось показать, что мно-
жество всех решений класса W2

σ(Ω) операторного уравнения

λA(u) = u, λ ∈ (0, 1] (19)

ограничено в W2
σ(Ω), т. е. требуется получить равномерную по параметру λ априорную оценку

решений уравнения (19) в пространстве W2
σ(Ω).

3.2. Задача с параметром λ и первая оценка

Для получения равномерной по λ априорной оценки решений уравнения (19) в простран-
стве W2

σ(Ω) необходимо оценить равномерно по λ в пространстве W 2
σ (Ω) предполагаемое ре-

шение (ρ,u1, . . . ,uN ) краевой задачи (индекс λ у величин, зависящих от λ, опускаем)

−ε∆ρ+ div(ρv) + ερ = ε
m

|Ω|
, (20)

λε

2
ρiui +

λε

2

m

|Ω|
αiui +

λ

2
ρi(v · ∇)ui +

λ

2
div(ρiv ⊗ ui)+

+ λαi∇p(ρ) = div Si + λJi + λρifi, i = 1, . . . , N, (21)

ui|∂Ω = 0, i = 1, . . . , N, ∇ρ · n|∂Ω = 0, (22)

где v =

N∑
j=1

αjuj , ρi = αiρ, Si =

N∑
j=1

(λij(divuj)I+ 2µijD(uj)), Ji =

N∑
j=1

aij(1 + ρ)(uj − ui),

i = 1, . . . , N .
Для этого умножим сначала (21) скалярно на

ui

λ
, проинтегрируем по Ω и просуммируем

по i = 1, . . . , N , в результате получим

1

λ

N∑
i=1

∫
Ω

Si : (∇⊗ ui) dx+
ε

2

N∑
i=1

∫
Ω

ρi|ui|2 dx+
εm

2|Ω|

N∑
i=1

αi

∫
Ω

|ui|2 dx+

+
1

2

N∑
i,j=1

aij

∫
Ω

(1 + ρ)|ui − uj |2 dx =

∫
Ω

p(ρ)div v dx+
N∑
i=1

∫
Ω

ρifi · ui dx. (23)

Проинтегрируем теперь уравнение (20) по области Ω, получим равенство∫
Ω

ρ dx = m. (24)

Умножая далее уравнение (20) на функцию G′(ρ) (где G : R → R — произвольная дважды
непрерывно дифференцируемая функция), приходим к равенству

εG′′(ρ)|∇ρ|2 − εdiv(G′(ρ)∇ρ) + (ρG′(ρ)−G(ρ))div v+

+ div (G(ρ)v) + ερG′(ρ) = ε
m

|Ω|
G′(ρ). (25)
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Полагая в (25) G(ρ) = (ρ+ l)

ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη с произвольным l ∈ (0, 1], выведем равенство

∫
Ω

p(ρ+ l) divv dx = l

∫
Ω

p(ρ+ l)

ρ+ l
div v dx+ l

∫
Ω

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 div v dx+

+ ε
m

|Ω|

∫
Ω

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 dx+ ε
m

|Ω|

∫
Ω

p(ρ+ l)

ρ+ l
dx− ε

∫
Ω

ρ

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 dx−

− ε

∫
Ω

ρp(ρ+ l)

ρ+ l
dx− ε

∫
Ω

p′(ρ+ l)

ρ+ l
|∇ρ|2 dx. (26)

Рассмотрим подробнее слагаемые в правой части (26). Для первого слагаемого верна оцен-
ка (см. условия (5) и замечание 1)

l

∫
Ω

p(ρ+ l)

ρ+ l
div v dx ⩽ B13 (B3, B4, γ) l

∫
Ω

(ργ−1 + 1)

(
N∑
i=1

|∇ ⊗ ui|

)
dx. (27)

Второе слагаемое в правой части (26), ввиду условий (5) и замечания 1, оценим следующим
образом:

l

∫
Ω

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

div v dx = l

∫
{Ω : ρ⩾1−l, div v⩾0}

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

div v dx+

+ l

∫
{Ω : ρ⩾1−l, div v<0}

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 div v dx+ l

∫
{Ω : 0⩽ρ<1−l, div v⩾0}

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

div v dx+

+ l

∫
{Ω : 0<ρ<1−l, div v<0}

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 div v dx+ l

∫
{Ω : ρ=0, div v<0}

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

div v dx ⩽

⩽ B14(B3, B4, c1, γ) l

∫
Ω

(ργ−1 + 1)

(
N∑
i=1

|∇ ⊗ ui|

)
dx+B15(c2) l ln l

N∑
i=1

∫
Ω

|∇ ⊗ ui| dx−

−B2l

∫
{Ω : 0<ρ<1−l, div v<0}

div v

ρ+ l
dx. (28)

Для третьего слагаемого в правой части (26) получим, используя (5), замечание 1 и неравен-
ство Юнга, что

ε
m

|Ω|

∫
Ω

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 dx ⩽
ε

4

(
B1 +

1

c1γ

)∫
Ω

ργ dx+B16(B1, B3, B4, c1,m, γ,Ω). (29)

Снова используя замечание 1 и неравенство Юнга, четвёртое слагаемое в правой части (26)
оценим так:

ε
m

|Ω|

∫
Ω

p(ρ+ l)

ρ+ l
dx ⩽

ε

4

(
B1 +

1

c1γ

)∫
Ω

ργ dx+B17(B1, c1, c2,m, γ,Ω). (30)
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Ввиду замечания 1, для пятого слагаемого в правой части (26) справедлива оценка

−ε
∫
Ω

ρ

 ρ+l∫
1

p(η)

η2
dη

 dx ⩽ −εB1

∫
Ω

ργ dx+B18(B2,Ω). (31)

Используя замечание 1 и формулу (24), для предпоследнего слагаемого в правой части (26)
получим, что

−ε
∫
Ω

ρp(ρ+ l)

ρ+ l
dx ⩽ − ε

c1γ

∫
Ω

ργ dx+B19(c2,m). (32)

Последнее слагаемое в правой части (26) неположительно (см. (5)).
Таким образом, из (26), ввиду (27)–(32) и неположительности последнего слагаемого в

правой части (26), следует неравенство

∫
Ω

p(ρ+ l) div v dx ⩽ −ε
2

(
B1 +

1

c1γ

)∫
Ω

ργ dx+B13 l

∫
Ω

(ργ−1 + 1)

(
N∑
i=1

|∇ ⊗ ui|

)
dx+

+B14 l

∫
Ω

(ργ−1 + 1)

(
N∑
i=1

|∇ ⊗ ui|

)
dx+B15 l ln l

N∑
i=1

∫
Ω

|∇ ⊗ ui| dx−

−B2l

∫
{Ω : 0<ρ<1−l, div v<0}

div v

ρ+ l
dx+B20(B16, B17, B18, B19). (33)

Перейдём в (33) к пределу при l → +0, используя теорему Лебега о предельном переходе под
знаком интеграла, и в итоге получим оценку∫

Ω

p(ρ) div v dx ⩽ −ε
2

(
B1 +

1

c1γ

)∫
Ω

ργ dx+B20. (34)

Далее, из соотношения (23), в силу (10), (34) и того факта, что
1

λ
⩾ 1, следует неравенство

B5

N∑
i=1

∫
Ω

|∇ ⊗ ui|2 dx+
ε

2

N∑
i=1

∫
Ω

ρi|ui|2 dx+
εm

2|Ω|

N∑
i=1

αi

∫
Ω

|ui|2 dx+
ε

2

(
B1 +

1

c1γ

)∫
Ω

ργ dx+

+
1

2

N∑
i,j=1

aij

∫
Ω

(1 + ρ)|ui − uj |2 dx ⩽
N∑
i=1

∫
Ω

ρifi · ui dx+B20,

откуда ввиду оценок (здесь используются неравенство Фридрихса и неравенство Юнга)

B5

N∑
i=1

∫
Ω

|∇ ⊗ ui|2 dx ⩾ B21(B5,Ω)

N∑
i=1

∥ui∥2W 1
2 (Ω),

N∑
i=1

∫
Ω

ρifi · ui dx ⩽
B21

2

N∑
i=1

∥ui∥2W 1
2 (Ω)+

+
ε

4

(
B1 +

1

c1γ

)
∥ρ∥γLγ(Ω) +B22

(
B1, B21,

{
∥fi∥C(Ω)

}
, c1, N, γ, ε,Ω

)
,
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получаем равномерную по λ оценку

N∑
i=1

∥ui∥W 1
2 (Ω) + ∥ρ∥Lγ(Ω) ⩽ B23 (B1, B20, B21, B22, c1, N, γ, ε) . (35)

Отсюда, в частности, следует (здесь используется вложение W 1
2 (Ω) в L6(Ω))

∥ui∥L6(Ω) ⩽ B24 (B23,Ω) , i = 1, . . . , N. (36)

3.3. Дальнейшие оценки

Перепишем уравнение (20) в виде

−ε∆ρ = div(h− ρv), (37)

где векторное поле h, в свою очередь, является решением задачи

divh = ε
m

|Ω|
− ερ, h|∂Ω = 0. (38)

Из оценки (35), свойств решений задачи (38) (см., например, [12], стр. 169) и вложения
W 1

γ (Ω) в C
(
Ω
)

следует, что

∥h∥C(Ω) ⩽ B25(γ,Ω)∥h∥W 1
γ (Ω) ⩽ B26(B25, γ,Ω)

∥∥∥∥ε m|Ω| − ερ

∥∥∥∥
Lγ(Ω)

⩽ B27(B23, B26,m, γ,Ω). (39)

Ввиду (35), (36) и (39), из (20) (т. е. (37)) и (22), в силу оценок для решений эллиптических
краевых задач (см., например, [12], стр. 211) вытекает, что

∥∇ρ∥L 6γ
6+γ

(Ω) ⩽ B28 (γ, ε,Ω)

(
∥h∥C(Ω) +

N∑
i=1

∥ρui∥L 6γ
6+γ

(Ω)

)
⩽ B29(B23, B24, B27, B28, N),

а значит
∥ρ∥W 1

6γ
6+γ

(Ω) ⩽ B30(B23, B29, γ,Ω).

Поскольку при γ > 6 пространство W 1
6γ
6+γ

(Ω) вложено в пространство C
(
Ω
)
, то при γ > 6

∥ρ∥C(Ω) ⩽ B31 (B30, γ,Ω) . (40)

Для получения оценки вида (40) при γ ∈ (3, 6] необходимо повторить рассуждения выше.
Т. к. пространство W 1

6γ
6+γ

(Ω) вложено при γ ∈ (3, 6) в пространство L 6γ
6−γ

(Ω), а при γ = 6 — в

пространство L12(Ω), то при γ ∈ (3, 6)

∥ρ∥L 6γ
6−γ

(Ω) ⩽ B32 (B30, γ,Ω) , (41)

а при γ = 6
∥ρ∥L12(Ω) ⩽ B33 (B30,Ω) . (42)

Используя оценки (41), (42), свойства решений задачи (38) и вложения пространств W 1
6γ
6−γ

(Ω),

W 1
12(Ω) в C

(
Ω
)
, приходим к неравенствам

∥h∥C(Ω) ⩽ B34(γ,Ω)∥h∥W 1
6γ
6−γ

(Ω) ⩽ B35(B34, γ,Ω)

∥∥∥∥ε m|Ω| − ερ

∥∥∥∥
L 6γ

6−γ
(Ω)

⩽

⩽ B36(B32, B35,m, γ,Ω), 3 < γ < 6, (43)
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∥h∥C(Ω) ⩽ B37(Ω)∥h∥W 1
12(Ω) ⩽ B38(B37,Ω)

∥∥∥∥ε m|Ω| − ερ

∥∥∥∥
L12(Ω)

⩽ B39(B33, B38,m,Ω), γ = 6. (44)

Учитывая (36), (41), (42), (43) и (44), из (20) (т. е. (37)) и (22), в силу оценок для решений
эллиптических краевых задач получаем теперь, что

∥∇ρ∥Lγ(Ω) ⩽ B40 (γ, ε,Ω)

(
∥h∥C(Ω) +

N∑
i=1

∥ρui∥Lγ(Ω)

)
⩽

⩽ B41(B24, B32, B35, B40, N), 3 < γ < 6,

∥∇ρ∥L4(Ω) ⩽ B42 (ε,Ω)

(
∥h∥C(Ω) +

N∑
i=1

∥ρui∥L4(Ω)

)
⩽ B43(B24, B33, B39, B42, N), γ = 6.

Тогда

∥ρ∥W 1
γ (Ω) ⩽ B44(B23, B43, γ), 3 < γ < 6 и ∥ρ∥W 1

4 (Ω) ⩽ B45(B33, B43,Ω), γ = 6.

Ввиду вложений пространств W 1
γ (Ω), W 1

4 (Ω) в C
(
Ω
)
, получаем требуемое:

∥ρ∥C(Ω) ⩽ B46 (B44, B45, γ,Ω) , 3 < γ ⩽ 6. (45)

Из (36), (40) и (45), в частности, следует, что

∥ρui∥L6(Ω) ⩽ B47 (B24, B46) , i = 1, . . . , N.

Введём обозначения

ζi =
1

2|Ω|

∫
Ω

ρi(v · ∇)ui dx, i = 1, . . . , N,

Hi = λ

(
−ε
2
ρiui −

εm

2|Ω|
αiui + Ji + ρifi − ζi

)
, i = 1, . . . , N.

Обозначим через Vi, i = 1, . . . , N решения краевых задач

divVi =
1

2
ρi(v · ∇)ui − ζi, Vi|∂Ω = 0, i = 1, . . . , N, (46)

и положим Gi = λ

(
−αip(ρ)I−

1

2
ρiv ⊗ ui − Vi

)
, i = 1, . . . , N . В этих обозначениях уравне-

ния (21) принимают вид

−div Si = Hi + divGi, i = 1, . . . , N. (47)

Так как правые части уравнений (46) равномерно ограничены по λ в пространстве L 3
2
(Ω),

то, в силу свойств решений задач (46) (см., например, [12], стр. 169), для Vi, i = 1, . . . , N
справедливы неравенства

∥Vi∥W 1
3
2

(Ω) ⩽ B48 (B23, B24, B31, B46, N,Ω) , i = 1, . . . , N.

В результате заключаем, что имеют место оценки (здесь используется вложение W 1
3
2

(Ω) в
L3(Ω))

∥Hi∥L6(Ω) + ∥Gi∥L3(Ω) ⩽
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⩽ B49

(
B23, B24, B46, B47, B48, c1, c2,

{
∥fi∥C(Ω)

}
, {aij}, N,m, γ,Ω

)
, i = 1, . . . , N.

Следовательно, из уравнений (21) (т. е. (47)) и граничных условий (22), в силу оценок для
решений эллиптических задач (см., например, [14–16]) вытекает, что

∥ui∥W 1
3 (Ω) ⩽ B50 (B49,Λ,M, N,Ω) , i = 1, . . . , N,

и, ввиду вложения W 1
3 (Ω) в L2σ(Ω), приходим к соотношениям

∥ui∥L2σ(Ω) ⩽ B51 (B50, σ,Ω) , i = 1, . . . , N.

Из (20) (т. е. (37)) и (22), в силу оценок для решений эллиптических краевых задач получаем
теперь, что

∥∇ρ∥L2σ(Ω) ⩽ B52 (B27, B31, B46, B51, N, ε, σ,Ω) ,

а значит
∥ρ∥W 1

2σ(Ω) ⩽ B53 (B31, B46, σ,Ω) .

Тогда, благодаря оценкам для решений эллиптических задач, из (20) (т. е. (37)) и (22) полу-
чаем, что

∥∇ρ∥W 1
3 (Ω) ⩽ B54 (B24, B27, B31, B46, B50, B51, B52, N,m, ε, σ,Ω) .

Поэтому
∥ρ∥W 2

3 (Ω) ⩽ B55 (B31, B46, B54,Ω) .

Отсюда, ввиду вложения W 2
3 (Ω) в W 1

2σ(Ω), следует неравенство

∥ρ∥W 1
2σ(Ω) ⩽ B56 (B55, σ,Ω) .

Таким образом, для функций Hi, Gi, i = 1, . . . , N получаем оценки

∥Hi∥L2σ(Ω) + ∥Gi∥Lσ(Ω) ⩽ B57, i = 1, . . . , N,

где B57 = B57

(
B31, B46, B50, B51, c1, c2, {∥fi∥C(Ω)}, {aij}, N,m, γ, σ,Ω

)
, благодаря которым при-

ходим к соотношениям

∥ui∥W 1
σ (Ω) ⩽ B58 (B57,Λ,M, σ,N,Ω) , i = 1, . . . , N,

и
∥ui∥C(Ω) ⩽ B59 (B58, σ,Ω) , i = 1, . . . , N.

С помощью этих неравенств и оценок для решений эллиптических задач из (20) (т. е. (37))
и (22) выводим, что

∥ρ∥W 2
σ (Ω) ⩽ B60 (B27, B31, B46, B56, B58, B59, N,m, ε, σ,Ω) ,

откуда
∥∇ρ∥C(Ω) ⩽ B61 (B60, σ,Ω) .

Для функций Gi, i = 1, . . . , N теперь справедливы следующие неравенства:

∥divGi∥Lσ(Ω) ⩽ B62 (B31, B46, B58, B59, B61, c1, c2, N, γ, σ,Ω) , i = 1, . . . , N.

Тогда из (21) (т. е. (47)), (22) и оценок для решений эллиптических задач следует, наконец,
что

∥ui∥W 2
σ (Ω) ⩽ B63 (B57, B62,Λ,M, σ,N,Ω) , i = 1, . . . , N.
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3.4. Результат о разрешимости

Итак, выполнены все условия теоремы Лерэ—Шаудера, поэтому можно утверждать, что
краевая задача (11)–(13) имеет по крайней мере одно сильное решение.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для доказательства разрешимости исходной краевой задачи (1)–(4) (см. определение 1)
остаётся совершить предельный переход по параметру ε, отличающему задачу (11)–(13) от
исходной задачи (1)–(4), на основании оценок, равномерных по этому параметру. Это предпо-
лагается сделать в следующей работе.

Авторы выражают благодарность уважаемому рецензенту за конструктивные замечания,
позволившие улучшить качество работы.
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ВВЕДЕНИЕ

Исторически вопрос обобщения производных на дробный порядок возник практически
сразу с появлением дифференциального исчисления. Первыми в этой области были Г. В. Лейб-
ниц, Г. Ф. Лопиталь, Л. Эйлер, П.-С. Лаплас, Н. Х. Абель. Существует несколько определений
дробных интегралов и производных, однако наиболее распространёнными являются определе-
ния Г. Ф. Б. Римана и Ж. Лиувилля. Левосторонняя и правосторонняя дробные производные
Римана—Лиувилля произвольного порядка α для функции f (x), заданной на отрезке [L,R],
определяются формулами [1]:

dαf (x)

dxα
=

1

Γ ([α] + 1− α)

d[α]+1

dx[α]+1

x∫
L

f (ξ)

(x− ξ)α−[α]
dξ,

dαf (x)

dxα
=

(−1)[α]+1

Γ ([α] + 1− α)

d[α]+1

dx[α]+1

R∫
x

f (ξ)

(x− ξ)α−[α]
dξ,

где Γ — гамма-функция, [α] — целая часть числа α. Отметим, что дробная производная яв-
ляется нелокальным оператором свёртки. Для левосторонней производной значение дробной

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект 075-15-2020-799).
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производной зависит от значений функции во всех точках левее x, а для правосторонней —
правее x.

В основе семейства конечно-разностных методов решения дробно-дифференциальных
уравнений лежит подход, разработанный А. Грюнвальдом и А. В. Летниковым. А. В. Лет-
ников доказал [2], что дробная производная, задаваемая формулой:

dαf (x)

dxα
=

1

Γ (−α)
lim

M→∞

1

hα

M∑
k=0

Γ (k − α)

Γ (k + 1)
f (x− kh),

где M — положительное целое число и h =
x− L

M
, совпадает с соответствующим определением

дробной производной Римана—Лиувилля.
В настоящий момент дробно-дифференциальное исчисление применяется в задачах хи-

мической физики, математической экономики, теории гравитации, вязкоупругости и др. За-
частую прикладные задачи, описывающиеся дифференциальными уравнениями с дробными
производными, не имеют аналитического решения, поэтому перспективным является разви-
тие соответствующих численных методов. Вопросы аппроксимации и устойчивости конечно-
разностных схем решения дробно-дифференциальных уравнений обсуждались в работах [3,4].
В [5] исследуются дробно-пространственные уравнения адвекции-дисперсии с переменными
параметрами, в [6] дробно-дифференциальная модель процесса теплопроводности сегнетоэлек-
трических материалов в условиях интенсивного нагрева. Теоретический и численный анализ
модели сегнетоэлектрического гистерезиса Ландау—Халатникова выполняется в работе [7]. Ра-
бота [8] посвящена построению и программной реализации вычислительного алгоритма моде-
лирования процесса аномальной диффузии. Численное моделирование аномальной диффузии
бильярдного газа в полигональном канале представлено в [9]. В публикации [10] использует-
ся дробное уравнение Риккати для математического моделирования динамических процессов
с эффектом насыщения и памяти. В [11] разработан линеаризованный спектральный подход
Галеркина для нелинейных уравнений диффузии-реакции переменного дробного порядка с
фиксированным запаздыванием.

Как правило, для получаемых из эксперимента данных характерно наличие разброса в
значениях. В основном это связано с погрешностями проводимых измерений или с внешни-
ми факторами, влияние которых нельзя исключить. Наиболее простым описанием неопре-
делённости является интервальная оценка возможных значений. В связи с этим возникает
отдельный интервальный класс задач, для которого существует соответствующий математи-
ческий аппарат [12–15]. Традиционно рассматриваются математические модели динамических
систем с интервальными параметрами. Преимущество в использовании интервальных моде-
лей заключается в том, что они дают ограничения на интересующие величины, в отличие от
классических моделей, которые аппроксимируют их.

Можно выделить два типа задач. Первый тип — прямые задачи: когда все интерваль-
ные параметры модели определены и необходимо построить коридоры возможных значений
для интересующих величин. Для решения таких задач авторами работы ранее был разра-
ботан алгоритм адаптивной интерполяции [16–20], позволяющий в рамках заданной области
неопределённости параметров в явном виде получать параметрические множества состояний
динамической системы. Второй тип — обратные задачи: когда известна экспериментальная ин-
формация относительно состояний динамической системы, но при этом неизвестными являют-
ся интервальные параметры. В работах [18,19] на основе алгоритма адаптивной интерполяции
был разработан подход для решения таких задач интервальной параметрической идентифи-
кации.

Существует несколько подходов к решению интервальных задач: одни основаны на ис-
пользовании классической интервальной арифметики [12–15], другие — на аппроксимации
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множества решений с помощью геометрических примитивов [20–22], а в основе третьих ле-
жит определение явной зависимости решения задачи от значений интервальных парамет-
ров [26–30]. Алгоритм адаптивной интерполяции относится к последней группе. Вопросы реше-
ния задач интервальной параметрической идентификации рассматриваются в работах [28–30].
В [28] представлен итеративный интервальный метод для прогнозирования границ парамет-
ров заданной модели в условиях неопределённости измеренных данных. В диссертационном
исследовании [29] предлагается структурно-параметрическая идентификация линейных ли-
бо допускающих линеаризацию динамических объектов по интервальным исходным данным.
Работа [30] посвящена развитию методов параметрической идентификации на основе нейрон-
ных сетей, применяемых для решения обратных задач теплофизики в условиях интервальной
неопределённости параметров.

В контексте дробно-дифференциальных уравнений интерес представляют уравнения, в
которых порядок производной является интервальным параметром. В настоящей работе рас-
сматривается уравнение аномальной диффузии с интервальными порядками производных по
времени и по пространству. Выполняется построение методов, являющихся комбинацией ранее
разработанных интервальных подходов [13, 18] c явной и неявной конечно-разностной схемой
решения уравнения аномальной диффузии [31].

1. УРАВНЕНИЕ АНОМАЛЬНОЙ ДИФФУЗИИ

Приведём описание уравнения аномальной диффузии в соответствии с работой [31]. Урав-
нение аномальной диффузии записывается следующим образом:

∂γc (x, t)

∂tγ
= d (x)

∂αc (x, t)

∂xα
+ q (x, t) , (1)

и получается из классического дифференциального уравнения диффузии

∂c (x, t)

∂t
= d (x)

∂2c (x, t)

∂x2
+ q (x, t)

заменой производной второго порядка по пространственной координате на дробную производ-
ную порядка 1 < α ⩽ 2 и производной по времени первого порядка на дробную производную
порядка 0 < γ ⩽ 1. Здесь c (x, t) — функция концентрации вещества на отрезке L ⩽ x ⩽ R;
q (x, t) — функция источника (стока) на данном отрезке; d (x) ⩾ 0 — коэффициент диффузии.
Уравнение (1) дополняется начальным условием c (x, t = 0) = F0 (x) и граничными условиями
c (x = L, t) = FL (t) и c (x = R, t) = FR (t) для всех t ⩾ 0.

В случае с интервальными порядками производных имеем α ∈ [α, α], γ ∈
[
γ, γ

]
, где 1 <

α ⩽ α ⩽ 2, 0 < γ ⩽ γ ⩽ 1 — нижние и верхние границы интервалов. Концентрация в каждой
точке x в момент времени t является параметрическим множеством:

C (x, t) =
{
c (x, t, ξα, ξγ)

∣∣ξα ∈ [α, α] , ξγ ∈
[
γ, γ

]}
, (2)

где c (x, t, ξα, ξγ) — значение концентрации в точке x в момент времени t, найденное при зна-
чениях порядков дробных производных α = ξα и γ = ξγ .

Интервальную оценку концентрации можно записать следующим образом:

c (x, t) ∈ [c (x, t) , c (x, t)] , (3)

где c (x, t) = min
ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

c (x, t, ξα, ξγ), c (x, t) = max
ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

c (x, t, ξα, ξγ).
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2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ АНОМАЛЬНОЙ ДИФФУЗИИ

Сначала приведём описание явной и неявной схемы решения уравнения (1) для нахожде-
ния c (x, t) для неинтервальных значений α и γ, а далее — алгоритм адаптивной интерполяции
для построения (2) и (3).

Воспользуемся формулой Грюнвальда—Летникова определения дробной производной:

∂γf (x, t)

∂tγ
=

1

Γ (−γ)
lim

M→∞

1

τγ

M∑
k=0

Γ (k − γ)

Γ (k + 1)
f (x, t− kτ),

∂αf (x, t)

∂xα
=

1

Γ (−α)
lim

N→∞

1

hα

N∑
i=0

Γ (i− α)

Γ (i+ 1)
f (x− ih, t).

Для схемы численной аппроксимации введём следующие обозначения: τ — шаг по вре-
мени; tk = kτ на рассматриваемом отрезке 0 ⩽ tk ⩽ T ; n — число отрезков, на которое

делится исходный отрезок [L,R]; h =
R− L

n
> 0 — шаг сетки по пространственной коорди-

нате; xi = L + ih, i = 0, ..., n; cki = c (xi, tk), di = d (xi) и qki = q (xi, tk) — для сокращения
записи.

Используются следующие конечно-разностные операторы:

∂γc (xi, tk)

∂tγ
≈ 1

τγ

k∑
l=0

gγ,lc
k−l
i ,

∂αc (xi, tk)

∂xα
≈ 1

hα

i+1∑
j=0

gα,jc
k
i−j+1,

где gα,j =
Γ (j − α)

Γ (−α) Γ (j + 1)
и gγ,l =

Γ (l − γ)

Γ (−γ) Γ (l + 1)
— нормированные веса Грюнвальда—

Летникова.
Явная схема для решения уравнения (1) имеет вид:

c0i = F0 (xi) ,

ck+1
0 = FL (tk+1) ,

1

τγ

k+1∑
l=0

gγ,lc
k+1−l
i =

di
hα

i+1∑
j=0

gα,jc
k
i−j+1 + qk+1

i , i = 1, ..., n− 1,

ck+1
n = FR (tk+1) .

(4)

Согласно теоремам 1 и 3 из работы [31] конечно-разностная схема (4) при условии F0(x) =
0 и FL(t) = 0 аппроксимирует дифференциальную задачу (1) с порядком O (h+ τ) и является

условно устойчивой при
τγ

hα
max

i
di ⩽

γ

α
.

Для дальнейшего удобства выразим ck+1
i из выражения (4):

ck+1
i = di

τγ

hα

i+1∑
j=0

gα,jc
k
i−j+1 −

k+1∑
l=1

gγ,lc
k+1−l
i + τγqk+1

i , i = 1, ..., n− 1.

И запишем схему в матричном виде:

ck+1 = Aexc
k −

k+1∑
l=2

gγ,lc
k+1−l + τγqk+1, (5)
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где ck =
(
ck0, c

k
1, ..., c

k
n

)T, qk =
(
qk0 , q

k
1 , ..., q

k
n

)T, Aex — матрица размера (n+ 1) × (n+ 1), эле-
менты которой определяются следующим образом:

ai,j =


0 j ⩾ i+ 2,

gα,0diτ
γ/hα, j = i+ 1,

− gγ,1 + gα,1diτ
γ/hα, j = i,

gα,i+1−jdiτ
γ/hα, j ⩽ i− 1,

i = 1, ..., n− 1, j = 0, ..., n,
a0,0 = an,n = 1,

a0,j = 0, j = 1, ..., n,
an,j = 0, j = 0, ..., n− 1.

Неявная схема имеет вид:

c0i = F0 (xi) ,

ck+1
0 = FL (tk+1) ,

1

τγ

k+1∑
l=0

gγ,lc
k+1−l
i =

di
hα

i+1∑
j=0

gα,jc
k+1
i−j+1 + qk+1

i , i = 1, ..., n− 1,

ck+1
n = FR (tk+1) .

(6)

Данная схема является абсолютно устойчивой и, так же как и явная схема, имеет порядок
аппроксимации O (h+ τ) при условии F0(x) = 0 и FL(t) = 0. Представленный подход применим
и при неоднородных начальных и граничных условиях, но в этом случае асимптотические
свойства схемы требуют специального рассмотрения в силу нелокального характера дробных
производных.

Запишем (6) в матричном виде:

Aimck+1 = −
k+1∑
l=1

gγ,lc
k+1−l + τγqk+1, (7)

где ck =
(
ck0, c

k
1, ..., c

k
n

)T, qk =
(
qk0 , q

k
1 , ..., q

k
n

)T, Aim — матрица размера (n+ 1) × (n+ 1), эле-
менты которой определяются следующим образом:

ai,j =


0 j ⩾ i+ 2,

− gα,0diτ
γ/hα, j = i+ 1,

1− gα,1diτ
γ/hα, j = i,

− gα,i+1−jdiτ
γ/hα, j ⩽ i− 1,

i = 1, ..., n− 1, j = 0, ..., n,
a0,0 = an,n = 1,

a0,j = 0, j = 1, ..., n,
an,j = 0, j = 0, ..., n− 1.

Выразим из уравнения (7) вектор ck+1:

ck+1 = A−1
im

(
τγqk+1 −

k+1∑
l=1

gγ,lc
k+1−l

)
. (8)

В рамках интервальной постановки задачи далее вектор ck будем рассматривать как
вектор-функцию ck (ξα, ξγ) =

(
ck0 (ξα, ξγ) , c

k
1 (ξα, ξγ) , ..., c

k
n (ξα, ξγ)

)T, а матрицы Aex и Aim —
как матрицы функций Aex (ξα, ξγ) и Aim (ξα, ξγ), где ξα ∈ [α, α] , ξγ ∈

[
γ, γ

]
.
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Решение в каждый k-й момент времени можно представить в виде прямого произведения
интервалов:

Ck =
[
ck0, c

k
0

]
×
[
ck2, c

k
2

]
× ...×

[
ckn, c

k
n

]
, (9)

где
cki = min

ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]
cki (ξα, ξγ) ,

cki = max
ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

cki (ξα, ξγ) ,

i = 0, ..., n.

Цель алгоритма адаптивной интерполяции заключается в построении вектор-функции
Pk (ξα, ξγ) =

(
P k
0 (ξα, ξγ) , P

k
1 (ξα, ξγ) , ..., P

k
n (ξα, ξγ)

)T, интерполирующей ck (ξα, ξγ) с контроли-
руемой точностью.

Дальнейшее построение (9) сводится к задачам условной оптимизации для явных функ-
ций, которые можно решить, например, с помощью методов, представленных в работах [32–34].

Построение вектор-функций Pk (ξα, ξγ), k ⩾ 0 происходит последовательно. P0 (ξα, ξγ)
определяется явным образом:

P0 (ξα, ξγ) = (F0 (x0) , F0 (x1) , ..., F0 (xn))
T.

Отметим, что P0 не зависит от ξα и ξγ . Построим Pk+1 (ξα, ξγ) для произволь-
ного k. Получение Pk+1 (ξα, ξγ) заключается в интерполяции функции fk (ξα, ξγ) =(
fk
0 (ξα, ξγ) , f

k
1 (ξα, ξγ) , ..., f

k
n (ξα, ξγ)

)T, заданной в соответствии или с явной схемой (5):

fk (ξα, ξγ) = Aex (ξα, ξγ)P
k (ξα, ξγ)−

k+1∑
l=2

gξγ ,lP
k+1−l (ξα, ξγ) + τ ξγqk+1,

или с неявной схемой (8):

fk (ξα, ξγ) = A−1
im (ξα, ξγ)

(
τ ξγqk+1 −

k+1∑
l=1

gξγ ,lP
k+1−l (ξα, ξγ)

)
,

где fk
0 (ξα, ξγ) = FL (tk+1) и fk

n (ξα, ξγ) = FR (tk+1).
Традиционно интерполяционный полином Pk строится по определённому набору узлов,

которые образуют сетку. Поэтому сначала выполняется перенос решений, которые соответ-
ствуют узлам, на k + 1 временной слой, а далее в зависимости от значения погрешности ин-
терполяции происходит адаптация. Погрешность для любой точки (ξα, ξγ) оценивается как
max

i

∣∣∣P k+1
i (ξα, ξγ)− fk

i (ξα, ξγ)
∣∣∣. В тех местах сетки, где погрешность большая, происходит до-

бавление новых узлов, а в тех местах, где погрешность приемлемая, — разрежение сетки.
Процедура адаптации останавливается, когда max

i

∣∣∣P k+1
i (ξα, ξγ)− fk

i (ξα, ξγ)
∣∣∣ < ε, где ε — неко-

торое заранее определённое значение, характеризующее точность.
В общем случае интерполяционный полином P может быть любым, необходимо только,

чтобы была возможность контролировать погрешность интерполяции.

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ
ИДЕНТИФИКАЦИИ УРАВНЕНИЯ АНОМАЛЬНОЙ ДИФФУЗИИ

Задача параметрической идентификации возникает, когда модель того или иного физи-
ческого процесса уже определена, но неизвестными остаются параметры этой модели. Будем



Алгоритмы численного решения дробно-дифференциальных уравнений с интервальными параметрами 99

предполагать, что в уравнении аномальной диффузии (1) неизвестными являются границы
интервальных оценок порядков производных [α, α],

[
γ, γ

]
.

Пусть известна экспериментальная информация о концентрации в моменты времени tk,
заданная в виде интервальных оценок:

Ĉk =
[
ĉk0, ĉ

k
0

]
×
[
ĉk2, ĉ

k
2

]
× ...×

[
ĉkn, ĉ

k
n

]
.

Отметим, что здесь для упрощения изложения предполагается, что информация известна в
узлах схемы аппроксимации.

Задача интервальной параметрической идентификации заключается в нахождении таких
границ интервалов α, α, γ, γ, чтобы Ĉk ⊆ Ck или чтобы степень непересечения Ck и Ĉk была
минимальна.

Выполним переход к задаче минимизации отклонения модельного решения от экспери-
ментальных данных. Минимизируется следующая целевая функция:

J
(
α, α, γ, γ

)
=
∑
k

ρ
(
Ck, Ĉk

)
, (10)

где ρ
(
Ck, Ĉk

)
характеризует степень непересечения множеств Ck и Ĉk, и если Ĉk ⊆ Ck, то

ρ
(
Ck, Ĉk

)
= 0. Так как Ck и Ĉk являются многомерными прямоугольными параллелепипеда-

ми, то в качестве ρ удобно использовать сумму квадратов расстояний по каждому i = 0, ..., n

между интервалом
[
cki , c

k
i

]
и каждой из границ интервала

[
ĉki , ĉ

k
i

]
:

ρ
(
Ck, Ĉk

)
=

n∑
i=0

[
ρ
([

cki , c
k
i

]
, ĉki

)2
+ ρ
([

cki , c
k
i

]
, ĉki

)2]
,

где

ρ
([

cki , c
k
i

]
, b
)
= min

c∈
[
cki ,c

k
i

] |c− b| (11)

— расстояние между интервалом
[
cki , c

k
i

]
и скаляром b.

При построении градиента целевой функции ключевую роль играют прообразы точек
минимума (11) в пространстве параметров [α, α] ×

[
γ, γ

]
. Поэтому важным является явное

представление ck (ξα, ξγ), которое возможно получить с помощью алгоритма адаптивной ин-
терполяции. Выражение (11) запишется следующим образом:

ρ
([

cki , c
k
i

]
, b
)
= min

ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

∣∣∣P k
i (ξα, ξγ)− b

∣∣∣ ,
и целевая функция (10) примет итоговый вид:

J
(
α, α, γ, γ

)
=
∑
k

n∑
i=0

 min
ξα∈[α,α],
ξγ∈[γ,γ]

[
P k
i (ξα, ξγ)− ĉki

]2
+ min

ξα∈[α,α],
ξγ∈[γ,γ]

[
P k
i (ξα, ξγ)− ĉki

]2. (12)
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Определим выражения для градиента:

dJ

dα
= 2

∑
k

n∑
i=0

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξα

)[+]

+

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξα

)[+]

,

dJ

dα
= 2

∑
k

n∑
i=0

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξα

)[−]

+

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξα

)[−]

,

dJ

dγ
= 2

∑
k

n∑
i=0

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξγ

)[+]

+

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξγ

)[+]

,

dJ

dγ
= 2

∑
k

n∑
i=0

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξγ

)[−]

+

([
P k
i

(
ξkα,i, ξ

k
γ,i

)
− ĉki

] dPk
i

(
ξkα,i,ξ

k
γ,i

)
dξγ

)[−]

,

где (z)[+] = max (z, 0), (z)[−] = min (z, 0),

ξkα,i, ξ
k
γ,i = argmin

ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

[
P k
i (ξα, ξγ)− ĉki

]2
,

ξkα,i, ξ
k
γ,i = argmin

ξα∈[α,α],ξγ∈[γ,γ]

[
P k
i (ξα, ξγ)− ĉki

]2
.

Приведём дополнительные правила сужения границ интервалов:

α = min
i=0,...,n,
k

(
ξkα,i, ξ

k
α,i

)
,

dJ

dα
= 0,

α = max
i=0,...,n,
k

(
ξkα,i, ξ

k
α,i

)
,

dJ

dα
= 0,

γ = min
i=0,...,n,
k

(
ξkγ,i, ξ

k
γ,i

)
,

dJ

dγ
= 0,

γ = max
i=0,...,n,
k

(
ξkγ,i, ξ

k
γ,i

)
,

dJ

dγ
= 0.

Таким образом, решение исходной задачи параметрической идентификации сводится к
минимизации целевой функции (12) с помощью градиентных методов. Сначала задаётся на-
чальное приближение

[
α(0), α(0)

]
,
[
γ(0), γ(0)

]
. На каждом шаге оптимизации решается прямая

задача, далее с использованием полученных интерполяционных полиномов Pk вычисляется
градиент и определяется новое приближение. Правила сужения применяются после каждого
шага оптимизации. Процесс останавливается, когда J < εJ или ∥∇J∥ < ε∇.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ

Выполним численное решение одномерного дифференциального уравнения с дробными
интервальными производными по пространству и времени:

∂γc (x, t)

∂tγ
= d (x)

∂αc (x, t)

∂xα
+ q (x, t) , (13)

где
α ∈ [1.2, 1.8] , γ ∈ [0.2, 0.8] ,

q(x, t) =
Γ (3)

Γ (2.3)
x2t1.3 − x2t2,

d (x) =
Γ (1.3)

Γ (3)
x1.7,

0 ⩽ x ⩽ 1, t ⩾ 0.
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Начальные и граничные условия:

c (x, t = 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ 1,
c (x = 0, t) = 0, t ⩾ 0,
c (x = 1, t) = t2, t ⩾ 0.

Решение задачи осуществлялось с помощью алгоритма адаптивной интерполяции с ис-
пользованием неявной схемы аппроксимации. Параметр ε, отвечающий за точность интерполя-
ции на каждом шаге в алгоритме, задавался равным 10−6. Параметры схемы аппроксимации:
h = 0.05 и τ = 0.05.

На рис. 1 представлены полученные интервальные значения концентраций в различные
моменты времени.

Рис. 1. Интервальная оценка решения задачи (13) в различные моменты времени

Интервальные значения порядков производных приводят к тому, что концентрация в каж-
дой точке, за исключением граничных, становится тоже интервальной. На начальных временах
на верхней границе оценки концентрации наблюдается выпуклость.

Далее рассмотрим задачу параметрической идентификации интервального порядка про-
изводной по времени γ. В качестве экспериментальных данных будут использоваться квази-
экспериментальные. Решается прямая задача со значениями порядков производных α = 1.7 и
γ ∈ [0.6, 0.9]. Из найденных интервальных оценок концентраций в моменты времени tk = 0.1k,
k = 1, ..., 10 выбираются случайные подынтервалы, которые далее используются в качестве
экспериментальных данных. На рис. 2 показаны полученные таким образом квазиэксперимен-
тальные значения для трёх моментов времени.

Начальное приближение в методе градиентного спуска γ(0) ∈ [0.2, 0.3], параметры оста-
новки εJ = ε∇ = 10−10. На рис. 3 показан процесс параметрической идентификации.

В процессе минимизации целевой функции модельное решение стремится покрыть экспе-
риментальные данные, о чём свидетельствует уменьшение отклонения между ними. На 26-й
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Рис. 2. Экспериментальные интервальные значения концентраций

Рис. 3. Интервальные значения концентраций, получающиеся в процессе параметрической
идентификации на разных итерациях градиентного спуска (светло-серый цвет), и

экспериментальные интервальные значения концентраций (тёмно-серый цвет) в различные
моменты времени. Переменная it обозначает номер итерации градиентного спуска
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итерации метод градиентного спуска завершает свою работу, так как достигнут минимум це-
левой функции, который равен 0. Полученная интервальная оценка γ(27) ∈ [0.6, 0.9] совпадает
с исходной.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен подход к решению дробно-дифференциальных уравнений с интер-
вальными параметрами в показателях производных, описывающих процессы аномальной диф-
фузии. Рассмотрена как прямая задача, заключающаяся в получении интервальной оценки
концентрации по известным интервальным значениям показателей производных, так и задача
интервальной параметрической идентификации, заключающаяся в определении интерваль-
ных оценок порядков дробных производных по известной экспериментальной информации о
концентрации, заданной в виде интервалов значений. Выполнено обобщение ранее разработан-
ных интерполяционных подходов на рассматриваемые классы задач. Описан вычислительный
алгоритм решения прямой задачи, являющийся комбинацией алгоритма адаптивной интерпо-
ляции c явной и неявной конечно-разностной схемой решения уравнения аномальной диффу-
зии. Задача интервальной параметрической идентификации сводится к задаче минимизации
определённой целевой функции, для которой получен градиент. На двух модельных примерах
продемонстрирована эффективность и работоспособность предлагаемых алгоритмов.
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Исследуется система уравнений, которая получена на основе релятивистского уравнения
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ВВЕДЕНИЕ

Для построения точных решений дифференциальных уравнений, исследования их сим-
метрийных свойств и поисков законов сохранения используются методы группового анализа
дифференциальных уравнений [1–4], метод дифференциальных подстановок [5] и, более об-
щим образом, метод преобразований Ли—Бэклунда [6, 7] в пространстве джетов продолжен-
ного уравнения [8, 9]. На практике, как правило, встречаются более частные случаи преобра-
зований Ли—Бэклунда — дифференциальные соответствия между двумя системами диффе-
ренциальных уравнений, получившие название преобразований Бэклунда [10–12]. Такие соот-
ветствия представляют собой дифференциальную связь между двумя системами дифферен-
циальных уравнений, позволяющую по известному решению одной системы конструктивно
находить решение второй системы. Преобразования Бэклунда для определённых уравнений
имеют как правило именное название: каскадный метод Лапласа, преобразование Эйлера—
Дарбу, преобразование Бианки, преобразование Мутара, метод билинейных уравнений Хироты
и т. д. [2–4,13,14]. Так, например, преобразование Коула—Хопфа связывает уравнение тепло-
проводности и уравнение Бюргерса [15]. Преобразование Миуры связывает мКдФ и КдФ [16].
Отметим, что прямое и обратное преобразования Бэклунда, как правило, имеют разные каче-
ственные свойства. Так, например, дифференциальная подстановка Коула—Хопфа u = 2vx/v
переводит уравнение теплопроводности vt = vxx в уравнения Бюргерса ut = uux + uxx, а об-
ратный переход связан с нелокальным разрешением v = exp(−1

2

∫
udx). На преобразовании

Коула—Хопфа основан метод прогонки [17]. С помощью этой замены были найдены общие
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решения дифференциальных уравнений и систем дифференциальных уравнений второго по-
рядка для горизонтально-слоистых сред [18–21]. Преобразования Бэклунда используются при
построении солитонных решений нелинейных уравнений, изучении симметрий и законов со-
хранения, а также являются важнейшим инструментом при изучении уравнений в частных
производных и представляют собой отображения, связывающие разные решения этих урав-
нений [13]. Ранние исследования таких отображений для нелинейного уравнения Шредингера
можно найти в [22–24]. Интерес к преобразованиям Бэклунда обусловлен также обнаружен-
ными связями с квантовыми интегрируемыми системами и феноменом разделения перемен-
ных [25, 26]. Нахождение соответствий Бэклунда для актуальных уравнений математической
физики есть трудоёмкая самостоятельная задача. Примеры преобразований Бэклунда и их
применение можно найти в [13,14,27].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим уравнение Клейна—Гордона—Фока [28] (релятевистское уравнение Шредин-
гера):

Wtt =Wxx + UW, (1)

где W = ReiS , i — мнимая единица и U , R, S — некоторые вещественнозначные функции
переменных t, x. Для сокращения записи используются обозначения Wt =

∂W
∂t , Wtt =

∂2W
∂t2

,
Wx = ∂W

∂x , Wxx = ∂2W
∂x2

и т. д. для частных производных. Функции U , R, S называются соот-
ветственно, потенциалом, амплитудой и фазой. Рассматривается задача исключения из соот-
ношения (1) одной из функций U , R, S. Такие преобразования являются частью общей теории
переопределённых систем дифференциальных уравнений в частных производных. Условно та-
кие преобразования можно выразить следующей диаграммой

где через [R,U ], [U, S], [R,S] обозначены системы дифференциальных уравнений, полученные
исключением функций S, R, U из уравнения (1), стрелки a, b, c соответствуют исключению
функций R, S, U из уравнения (1), а стрелки α, β, γ по сути являются преобразованиями
Бэклунда.

Отметим, что аналогичная задача была рассмотрена в работе [29] для классического урав-
нения Шредингера.

Уравнение (1) для комплекснозначной функции W равносильно системе двух веществен-
ных уравнений в виде системы

Rtt −RS2
t = Rxx −RS2

x + UR, 2RtSt +RStt = 2RxSx +RSxx. (2)

В работе получены дифференциальные соотношения [U, S] (теорема 1), содержащие толь-
ко функции U , S, и соотношения [U,R] (теорема 2), содержащие только функции U , R. При
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этом мы пользуемся алгоритмом теории совместности [30, 31] приведения в инволюцию пере-
определённой системы. Переход от соотношения [U, S] к соотношению [U,R] осуществляется
введением дифференциальных соотношений для функции R и, фактически, представляет со-
бой преобразования Бэклунда [10]. Обратный переход от соотношения [U,R] к соотношению
[U, S] осуществляется введением дифференциальных соотношений для функции S и представ-
ляет собой обратное преобразование Бэклунда.

Если считать, что в (2) функции U , R известны, то это будет переопределённой системой
на функцию S. Если U , S известны, то это будет переопределённой системой на функцию R.
В каждом из этих случаев система (2) разрешима при дополнительных условиях — услови-
ях совместности на известные функции. Основная цель данной работы — найти эти условия
совместности. В качестве следствия получаются вполне интегрируемые системы, решение ко-
торых даёт точное решение уравнения (1).

Приведены примеры построения точных решений для системы [R,S]. Так как восста-
новление функции U по амплитуде R и фазе S — это решение обратной задачи, когда по
рассеянной частице/волне с параметрами (R,S) можно восстановить вид потенциальной ямы
U .

Все рассматриваемые функции предполагаются аналитическими.

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ a — ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ R ИЗ СИСТЕМЫ (2)

Перепишем (2) в виде

Rtt = Rxx +R(S2
t − S2

x + U), Rt = Rx
Sx
St

+R
Sxx − Stt

2St
. (3)

Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Пусть функции A, B, C, D0, D1, E0, E1, F0, F1, G0, G1, H0, H1 определя-

ются по функциям S = S(t, x), U = U(t, x) следующей рекуррентной системой равенств:

A = S2
t − S2

x + U, B =
Sx
St
, C =

Sxx − Stt
2St

, (4)

D1 =
Bt + 2BC +BBx

1−B2
, D0 =

BCx + Ct + C2 −A

1−B2
, (5)

E1 = Bx +BD1 + C, E0 = Cx +BD0, (6)

F1 = D1t +D1E1 +D0B, F0 = D0t +D1E0 +D0C, (7)

G1 = E1x + E1D1 + E0, G0 = E0x + E1D0, (8)

H0 =
G0 − F0

F1 −G1
, H1 = BH0 + C. (9)

Тогда функции (S,U,R), где
1) функции (S,U) — решение уравнения

H1x = H0t,

2) функция R — решение системы

Rx = H0R, Rt = H1R,

совместной в силу 1), являются решением системы (2), и, следовательно, W = ReiS —
решение уравнения Клейна—Гордона (1) с потенциалом U .
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Доказательство. В силу обозначения (4) система (3) принимает вид

Rtt = Rxx +AR, Rt = BRx + CR. (10)

Из второго соотношения (10) находим

Rtx = BxRx +BRxx + CxR+ CRx = BRxx + (Bx + C)Rx + CxR, (11)

Rtt = BtRx +BRtx + CtR+ CRt =

в силу (10)
= BtRx +BRtx + CtR+ CBRx + C2R =

= BRtx + (Bt +BC)Rx + (Ct + C2)R =

в силу (11)

= B2Rxx +B(Bx + C)Rx +BCxR+ (Bt +BC)Rx + (Ct + C2)R =

= B2Rxx + (Bt + 2BC +BBx)Rx + (BCx + Ct + C2)R. (12)

Из (10) и (12) получаем

Rxx +AR = B2Rxx + (Bt + 2BC +BBx)Rx + (BCx + Ct + C2)R,

Rxx =
Bt + 2BC +BBx

1−B2
Rx +

BCx + Ct + C2 −A

1−B2
R.

В силу обозначения (5)
Rxx = D1Rx +D0R. (13)

В силу (13) соотношение (11) принимает вид

Rtx = BD1Rx +BD0R+ (Bx + C)Rx + CxR =

= (BD1 +Bx + C)Rx + (BD0 + Cx)R.

В силу обозначения (6)
Rtx = E1Rx + E0R. (14)

Из (13) находим
Rxxt = D1tRx +D1Rtx +D0tR+D0Rt.

В силу (10) и (14)

Rxxt = D1tRx +D1(E1Rx + E0R) +D0tR+D0(BRx + CR) =

= (D1t +D1E1 +D0B)Rx + (D0t +D1E0 +D0C)R.

В силу обозначения (7)
Rxxt = F1Rx + F0R. (15)

Из (14) находим
Rtxx = E1xRx + E1Rxx + E0xR+ E0Rx.

В силу (13)
Rtxx = E1xRx + E1(D1Rx +D0R) + E0xR+ E0Rx =

= (E1x + E1D1 + E0)Rx + (E0x + E1D0)R.
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В силу обозначения (8)
Rtxx = G1Rx +G0R. (16)

Из (15) и (16) находим

F1Rx + F0R = G1Rx +G0R, Rx =
G0 − F0

F1 −G1
R.

В силу обозначения (9)
Rx = H0R. (17)

В силу (17) второе соотношение (10) принимает вид

Rt = (BH0 + C)R.

В силу обозначения (9)
Rt = H1R. (18)

Из (17) и (18), в силу условия совместности Rtx = Rxt, получаем

H1xR+H1Rx = H0tR+H0Rt.

В силу (17) и (18)
H1xR+H1H0R = H0tR+H0H1R,

то есть
H1x = H0t. (19)

Соотношение (19) — искомое соотношение на функции S, U . При его выполнении функция R
находится из совместной системы (17), (18).

Теорема доказана. □

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ b — ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ S ИЗ СИСТЕМЫ (2)

Имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть функции A, B1, B2, D1, D2, D3, D4, E1, E2, E3, E4, F1, F2, F3, F5, F6,

F7, F8, G1, G2, G3, G4, H1, H3, H5, H6, H7, H8, ψ, φ определяются по функциям R = R(t, x),
U = U(t, x) следующей рекуррентной системой равенств:

A =
Rtt −Rxx

R
− U, B1 = 2

Rx
R
, B2 = −2

Rt
R
, (20)

D1 =
At
2A

, D2 = −B2

A
, D3 =

Ax
2A

, D4 = −B1

A
, (21)

E1 = D3 −AD4, E2 = D4, E3 = D1, E4 = D2, (22)

F1 = E1x + E3D1 + E2
1 − 2AE3E4,

F2 = E3D2,
F3 = E2x + E4D1 + 4E1E2 − 2E3E4 − 2AE2

4 ,
F5 = E4D2 + 2E2

4 ,
F6 = E3x + E3D3 + E1E3,

F7 = E4x + E3D4 + E4D3 + 3E1E4 + 3E2E3,
F8 = E4D4 + 5E2E4,

(23)

G1 = E3 −AE4, G2 = E4, G3 = E1, G4 = E2, (24)
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H1 = D1t +D3E1 +D1G1 − 2AD4G3,
H3 = D2t +D3E2 +D4E1 +D1G2 + 3D2G1−

2AD4G4 + 2D4G3,
H5 = D4E2 + 3D2G2 + 2D4G4,
H6 = D3t +D3E3 +D1G3,

H7 = D4t +D3E4 +D4E3 +D1G4 + 3D2G3 + 2D4G1,
H8 = D4E4 + 3D2G4 + 2D4G2,

(25)

ψ =
√
w2 −A, φ =

√
A+ ψ2,

где w — решение алгебраического уравнения 10-й степени

((H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5)2 =

(w2 −A)((H6 − F6) + (H7 − F7)w
2 + (H8 − F8)w

4)2.

Тогда функции (R,U, S), где
1) функции (R,U) — решение уравнения

φt = ψx,

2) функция S — решение системы

St = φ, Sx = ψ,

совместной в силу 1), являются решением системы (11), и, следовательно, W = ReiS —
решение уравнения Клейна—Гордона (1) с потенциалом U .

Доказательство. Исключаем функцию S из (2)

S2
t =

Rtt −Rxx
R

− U + S2
x, Stt = Sxx + 2

Rx
R
Sx − 2

Rt
R
St. (26)

В силу обозначения (20) система (26) примет вид

St =
√
A+ S2

x, Stt = Sxx +B1Sx +B2

√
A+ S2

x. (27)

Из первого соотношения системы (27) находим

Stx =
Ax + 2SxSxx

2
√
A+ S2

x

, (28)

Stt =
At + 2SxStx

2
√
A+ S2

x

=

в силу (28)

=
At

2
√
A+ S2

x

+
Sx√
A+ S2

x

Ax + 2SxSxx

2
√
A+ S2

x

=

=
At

2
√
A+ S2

x

+
SxAx

2(A+ S2
x)

+
S2
xSxx

A+ S2
x

. (29)

В силу (29) и второго соотношения (27) получаем

At

2
√
A+ S2

x

+
SxAx

2(A+ S2
x)

+
S2
xSxx

A+ S2
x

= Sxx +B1Sx +B2

√
A+ S2

x,
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ASxx
A+ S2

x

=
At

2
√
A+ S2

x

+
SxAx

2(A+ S2
x)

−B1Sx −B2

√
A+ S2

x,

Sxx =
At
2A

√
A+ S2

x +
Ax
2A

Sx −
B1

A
(A+ S2

x)Sx −
B2

A
(A+ S2

x)
3/2.

Далее будем записывать все соотношения в виде

f(w) + Sxg(w),

где w =
√
A+ S2

x и f , g — рациональные функции от w. В силу этого соглашения

Sxx =
At
2A

w − B2

A
w3 + Sx

(
Ax
2A

− B1

A
w2

)
.

В силу обозначения (21) система (27) свелась к виду

St = w, Sxx = D1w +D2w
3 + Sx

(
D3 +D4w

2
)
. (30)

Составим условие совместности (St)xx = (Sxx)t.
Соотношение (28) в силу системы (30) принимает вид

Stx =
Ax
2
w−1 + Sxw

−1Sxx =

=
Ax
2
w−1 + Sx

(
D1 +D2w

2 + Sx(D3w
−1 +D4w)

)
=

=
Ax
2
w−1 + Sx(D1 +D2w

2) + S2
x(D3w

−1 +D4w) =

(в силу равенства S2
x = w2 −A)

=
Ax
2
w−1 + Sx(D1 +D2w

2) + (w2 −A)(D3w
−1 +D4w) =

=
Ax
2
w−1 + Sx(D1 +D2w

2) +D3w +D4w
3 −AD3w

−1 −AD4w =

= (
Ax
2

−AD3)w
−1 + (D3 −AD4)w +D4w

3 + Sx(D1 +D2w
2).

В силу обозначения (21)
Ax
2

−AD3 =
Ax
2

−A
Ax
2A

= 0.

В силу обозначения (22)
Stx = E1w + E2w

3 + Sx(E3 + E4w
2). (31)

Так как St = w, то
wx = E1w + E2w

3 + Sx(E3 + E4w
2).

Из (31) находим
Stxx = E1xw + E2xw

3 + Sx(E3x + E4xw
2)+

+Sxx(E3 + E4w
2) + (E1w + 3E2w

2 + 2E4Sxw)wx =

= E1xw + E2xw
3 + Sx(E3x + E4xw

2)+

+(E3 + E4w
2)(D1w +D2w

3 + Sx(D3 +D4w
2))+

+(E1w + 3E2w
2 + 2E4Sxw)(E1w + E2w

3 + Sx(E3 + E4w
2)) =
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= E1xw + E2xw
3 + Sx(E3x + E4xw

2)+

+E3D1w + E3D2w
2 + E4D1w

3 + E4D2w
5+

+Sx(E3D3 + E3D4w
2 + E4D3w

2 + E4D4w
4)+

+E2
1w + E2E1w

3 + 2E1E4w
2Sx+

+E1E2w
3 + 3E2

2w
5 + 2E2E4Sxw

4+

+Sx(E1E3 + E1E4w
2 + 3E2E3w

2 + 3E2E4w
4)+

+S2
x(2E3E4w + 2E2

4w
3) =

= (E1x + E3D1 + E2
1)w + E3D2w

2+

+(E2x + E4D1 + 4E1E2)w
3 + E4D2w

5+

+Sx
[
E3x + E4xw

2 + E3D3 + E3D4w
2+

+E4D3w
2 + E4D4w

4 + 2E1E4w
2 + 2E2E4w

4+

+ E1E3 + E1E4w
2 + 3E2E3w

2 + 3E2E4w
4
]
+

+S2
x(2E3E4w + 2E2

4w
3) =

= (E1x + E3D1 + E2
1)w + E3D2w

2 + (E2x + E4D1 + 4E1E2)w
3 + E4D2w

5+

+Sx
[
(E3x + E3D3 + E1E3) + w2(E4x + E3D4 + E4D3 + 3E1E4 + 3E2E3)

+ w4(E4D4 + 5E2E4)
]
+ (w2 −A)(2E3E4w + 2E2

4w
3) =

= (E1x + E3D1 + E2
1 − 2AE3E4)w + E3D2w

2+

+(E2x + E4D1 + 4E1E2 − 2E3E4 − 2AE2
4)w

3 + (E4D2 + 2E2
4)w

5+

+Sx
[
(E3x + E3D3 + E1E3) + w2(E4x + E3D4 + E4D3 + 3E1E4 + 3E2E3)

+ w4(E4D4 + 5E2E4)
]
.

В силу обозначения (23)

Stxx = F1w + F2w
2 + F3w

3 + F5w
5 + Sx(F6 + F7w

2 + F8w
4). (32)

Далее находим

wt =
At + 2SxStx

2w
=

в силу (31)

=
At
2w

+
Sx
w

(E1w + E2w
3 + Sx(E3 + E4w

2)) =

=
At
2w

+ Sx(E1 + E2w
2) +

S2
x

w
(E3 + E4w

2) =

=
At
2w

+ Sx(E1 + E2w
2) +

w2 −A

w
(E3 + E4w

2) =

=
At
2w

+ Sx(E1 + E2w
2) + E3w + E4w

3 − AE3

w
−AE4w =

= (
At
2

−AE3)w
−1 + (E3 −AE4)w + E4w

3 + Sx(E1 + E2w
2) =

в силу (21) и (22)
= (E3 −AE4)w + E4w

3 + Sx(E1 + E2w
2).
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В силу обозначения (24)
wt = G1w +G2w

3 + Sx(G3 +G4w
2).

Далее из второго соотношения (30) находим (Sxx)t

Sxxt = D1tw +D2tw
3 + Sx(D3t +D4tw

2)+

+Stx(D3t +D4tw
2) + (D1 + 3D2w

2 + 2SxD4w)wt =

= D1tw +D2tw
3 + Sx(D3t +D4tw

2)+

+(D3 +D4w
2)(E1w + E2w

3 + Sx(E3 + E4w
2))+

+(D1 + 3D2w
2 + 2SxD4w)(G1w +G2w

3 + Sx(G3 +G4w
2)) =

= (D1tw +D2tw
3) + (D3 +D4w

2)(E1w + E2w
3)+

+(D1 + 3D2w
2)(G1w +G2w

3) + 2S2
xD4w(G3 +G4w

2)+

+Sx
[
(D3t +D4tw

2) + (D3 +D4w
2)(E3 + E4w

2)+

+ (D1 + 3D2w
2)(G3 +G4w

2) + 2D4w(G1w +G2w
3)
]
=

= D1tw +D2tw
3 +D3E1w +D3E2w

3 +D4E1w
3 +D4E2w

5+

+D1G1w +D1G2w
3 + 3D2G1w

3 + 3D2G2w
5

+2D4(w
2 −A)(G3 +G4w

2)w+

+Sx
[
D3t +D4tw

2 +D3E3 +D3E4w
2 +D4E4w

4)+

+ D1G3 +D1G4w
2 + 3D2G3w

2 + 3D2G4w
4 + 2D4G1w

2 + 2D4G2w
4
]
=

= w(D1t +D3E1 +D1G1 − 2AD4G3)+

+w3(D2t +D3E2 +D4E1 +D1G2 + 3D2G1 − 2AD4G4 + 2D4G3)+

+w5(D4E2 + 3D2G2 + 2D4G4) + Sx [(D3t +D3E3 +D1G3)+

+w2(D4t +D3E4 +D4E3 +D1G4 + 3D2G3 + 2D4G1)+

+ w4(D4E4 + 3D2G4 + 2D4G2)
]
.

В силу обозначения (25)

Sxxt = H1w +H3w
3 +H5w

5 + Sx(H6 +H7w
2 +H8w

4). (33)

В силу (32) и (33) условие совместности Stxx = Sxxt принимает вид

(H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5+

+Sx((H6 − F6) + (H7 − F7)w
2 + (H8 − F8)w

4) = 0. (34)

Из соотношения (34) находим
Sx = ψ,

где ψ зависит только от функций R и U и их производных. Далее из первого соотношения (27)
получаем

St = φ,

где
φ =

√
A+ ψ2.
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И остаётся составить условие совместности

φx = ψt

— искомое соотношение на функции R и U .
Отметим, что для того чтобы найти Sx из (34) надо составить равенство

(H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5 =

−Sx((H6 − F6) + (H7 − F7)w
2 + (H8 − F8)w

4),

возвести его в квадрат

((H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5)2 =

S2
x((H6 − F6) + (H7 − F7)w

2 + (H8 − F8)w
4)2,

подставить S2
x = w2 −A

((H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5)2 =

(w2 −A)((H6 − F6) + (H7 − F7)w
2 + (H8 − F8)w

4)2

решить полученное уравнение степени 10 относительно w и найти

Sx =
√
w2 −A

— функцию от R и U и их производных.
Теорема доказана. □

4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ c — ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ U ИЗ СИСТЕМЫ (2)

Из первого соотношения (2) находим

U =
1

R
(Rtt −Rxx) + (S2

x − S2
t ). (35)

На функции R и S остаётся второе соотношение системы (2).

Stt − Sxx = 2

(
Rx
R
Sx −

Rt
R
St

)
. (36)

Пример 1. Если R, S пара гармонически сопряжённых функций

Rt = Sx, Rx = −St,

то (36) принимает вид
Stt − Sxx = 0.

Следовательно,
S = f(x+ t) + g(x− t),

где f , g — некоторые функции одного аргумента. Тогда на функцию R имеем систему

Rt = f ′(x+ t) + g′(x− t), Rx = −f ′(x+ t) + g′(x− t).

Из условия совместности Rtx = Rxt получаем

f ′′(x+ t) + g′′(x− t) = 0.
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Так как x+ t, x− t — независимые переменные, то

f ′′(x+ t) = λ, g′′(x− t) = −λ, λ = const

и
f =

λ

2
(x+ t)2 + a1(x+ t) + a0, g = −λ

2
(x− t)2 + b1(x− t) + b0,

где a1, a0, b1, b0 — некоторые константы. Далее находим

S = 2λxt+ a1(x+ t) + b1(x− t) + a0 + b0.

Из системы
Rt = Sx = 2λt+ a1 + b1, Rx = −St = −2λx− a1 + b1

находим
R = λ(t2 − x2) + a1(t− x) + b1(t+ x) + a0 + c0,

где c0 — некоторая константа. По формуле (3) находим U

U =
4λ

R
+ 4λ2(t2 − x2) + 4λ (t(a1 + b1) + x(b1 − a1)) + 4a1b1.

Итак, функции
R = λ(t2 − x2) + a1(t− x) + b1(t+ x) + a0 + c0,

S = 2λxt+ a1(x+ t) + b1(x− t) + a0 + b0,

U =
4λ

R
+ 4λ2(t2 − x2) + 4λ (t(a1 + b1) + x(b1 − a1)) + 4a1b1,

где a1, a0, b1, b0, c0 — некоторые константы, являются решением системы (2).
Пример 2. Пусть

St = φ(R), Sx = ψ(R),

где φ, ψ — некоторые функции одного аргумента. Тогда из условия совместности Sxt = Stx
получаем

φ′(R)Rx = ψ′(R)Rt.

Следовательно, функция R является решением неявного уравнения

tφ′(R) + xψ′(R) = f(R),

где f — некоторая функция одного аргумента.
Уравнение (36) принимает вид

φ′(R)Rt − ψ′(R)Rx =
2

R
(ψ(R)Rx − φ(R)Rt)

или (
ψ′(R) +

2ψ(R)

R

)
Rx =

(
φ′(R) +

2φ(R)

R

)
Rt.

Матрица (
ψ′(R) φ′(R)

φ′(R) + 2φ(R)
R ψ′(R) + 2ψ(R)

R

)
должна быть вырожденной. Отсюда

ψ′(R)

(
ψ′(R) +

2ψ(R)

R

)
= φ′(R)

(
φ′(R) +

2φ(R)

R

)
.
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Итак, функции φ(R) и ψ(R) не могут быть любыми. Они связаны этим соотношением. Для
функции U имеем формулу (35)

U =
1

R
(Rtt −Rxx) + (ψ2(R)− φ2(R)).

Вывод. Пусть функции φ(R) и ψ(R) связаны дифференциальным соотношением

ψ′2(R)− φ′2(R) =
1

R
((φ2(R))′ − (ψ2(R))′). (37)

Тогда функции R, S, U такие, что
1) R — решение уравнения

tφ′(R) + xψ′(R) = f(R),

где f — некоторая функция одного аргумента,
2) S — решение системы

St = φ(R), Sx = ψ(R),

совместной в силу 1),
3)

U =
1

R
(Rtt −Rxx) + (ψ2(R)− φ2(R))

удовлетворяют системе (2).
Покажем, что общее решение уравнения (37) даётся формулами

φ =
1

2

(
b+ exp

(
−
∫

b′

(Rb)′
dR

))
, ψ =

1

2

(
b− exp

(
−
∫

b′

(Rb)′
dR

))
,

где b = b(R) — произвольная функция.
Действительно, перепишем (10) в виде:

R(φ′2 − ψ′2(R)) + (φ2 − ψ2)′ = 0,

или
R(φ′ − ψ′)(φ′ + ψ′) + ((φ− ψ)(φ+ ψ))′ = 0.

Введём обозначения
a =

1

2
(φ+ ψ), b =

1

2
(φ− ψ).

Тогда уравнение примет вид
Ra′b′ + a′b+ ab′ = 0

или
a′

a
+

b′

Rb′ + b
.

Интегрированием находим

a = exp

(
−
∫

b′

(Rb)′
dR

)
и возвращаемся к функциям φ, ψ.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представляется интересным провести аналогичный анализ уравнений, связывающих
функции амплитуды, потенциала и фазовую функцию для многомерного уравнения Шре-
дингера, а также применить полученные результаты к нелинейным уравнениям Шредингера,
когда потенциал является функцией от амплитуды. Например, для кубического уравнения
Шредингера [13, 32]. Отметим также, что некоторые результаты, связанные с конструктив-
ным подходом исследования уравнений математической физики и применением их к поиску
коэффициентов и решений можно найти в работах [15,16,33–36].
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ВВЕДЕНИЕ

Задача вычислительной томографии, состоящая в определении неизвестной функции по
семействам её интегралов вдоль прямых или плоскостей, хорошо известна. Методы её реше-
ния по исходным данным — преобразованию Радона [1–3] или лучевым преобразованиям [4], —
многочисленны и включают в себя как точные формулы обращения, так и разнообразные чис-
ленные алгоритмы. Значительное число исследований посвящено задачам тензорной томогра-
фии, в которых требуется по известным лучевым преобразованиям тензорного поля найти это
поле целиком или какую-либо его часть. Наиболее известна постановка, в которой необходи-
мо определить соленоидальную часть векторного или симметричного тензорного поля по его
продольному лучевому преобразованию [5–7]. Едва ли меньшее число работ посвящено теоре-
тическому исследованию и решению задач скалярной и векторной томографии по исходным
данным в форме обобщённых 2D или 3D преобразований Радона, особенно если к ним отнести
и задачу эмиссионной томографии.

В рамках целей настоящей работы нас интересуют нормальное, продольные и весовые
преобразования Радона трёхмерных векторных полей, являющиеся исходными данными для
решения задачи векторной томографии. Нормальное преобразование Радона представляет со-
бой семейство интегралов по плоскостям от скалярного произведения вектора нормали к плос-
кости интегрирования и векторного поля. Продольное преобразование Радона — множество

Работа выполнена в рамках госзадания Института математики им. С. Л. Соболева СО РАН (проект FWNF-
2022-0009).
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интегралов по плоскостям от скалярного произведения вектора, параллельного плоскости ин-
тегрирования, и векторного поля. Точные определения интегральных операторов приведены в
разделе 1. Известно [8,9], что по нормальному преобразованию Радона возможно восстановить
лишь потенциальную часть векторного поля. Для полного восстановления векторного поля в
R3 в общем случаем необходимо знать значения нормального и обоих продольных преобразо-
ваний Радона [10].

Сравнительно недавно предложенный подход восстановления трёхмерного векторного по-
ля использует в качестве исходной информации совместные измерения электромагнитных и
акустических сигналов. Такой подход получил название магнито-акусто-электрической томо-
графии [11,12], а математическими представлениями данных при этом выступают продольные
и так называемые весовые преобразования Радона. Для решения задачи необходимы значения
всех продольных и одного весового преобразований. Предложенный в [13] алгоритм направ-
лен на восстановление полного векторного поля, и для определения потенциальной его части
требуется опереться на предварительно восстановленную соленоидальную часть искомого век-
торного поля. Авторы алгоритма отмечают, что при численной реализации он оказался очень
чувствителен к наличию шумов в исходных данных. Это обстоятельство наводит на гипотезу
о существенной степени некорректности задачи, поэтому требуется как углублённое её теоре-
тическое исследование, так и тщательная численная проработка методами вычислительного
эксперимента. Здесь важно не только точно установить степень некорректности рассматри-
ваемой задачи, но и развить иные формулы обращения, конструктивные методы решения и
алгоритмы.

Томографические интегральные операторы (преобразования Радона и лучевое преобразо-
вание), действующие на заданные в пространстве или на плоскости векторные поля, обладают
нетривиальными ядрами, что существенно осложняет решение задач векторной томографии.
Оказалось, что намного более естественными являются разложения Гельмгольца—Ходжа по-
лей на потенциальную и соленоидальную части, нежели их покомпонентные разложения. Де-
тальные разложения 2D векторных полей и их представления через потенциалы дают воз-
можность получить формулы обращения для томографических операторов, действующих на
векторные поля, c использованием формул обращения для преобразования Радона, действу-
ющего на компоненты полей или их потенциалы [14, 15]. В трёхмерном случае известны раз-
ложения векторных полей на потенциальную, соленоидальную и гармоническую части (см.,
например, [16]), но при этом имеющиеся представления соленоидальных векторных полей че-
рез скалярные потенциалы не являются общепризнанными [17–19].

В разделе 1 данной работы приводятся необходимые предварительные сведениях о диф-
ференциальных и томографических интегральных операторах, разложения векторных полей.
В разделе 2 предлагается один из вариантов детального разложения векторных полей на орто-
гональные слагаемые в пространстве интегрируемых с квадратом векторных полей, каждое из
которых при этом строится с использованием лишь одного скалярного потенциала. Раздел 3
посвящён определению нормальных, продольных и весовых преобразований Радона, действу-
ющих на заданные в трёхмерном пространстве векторные поля, и изучению их свойств, с си-
стематическим использованием введённого в предыдущем разделе разложения 3D векторного
поля. В разделе 4 сформулированы некоторые варианты задач 3D векторной томографии и
получены формулы обращения для их решения. В частности, предлагаемые подходы решения
задачи 3D векторной томографии по известным продольным и весовым преобразованиям Радо-
на векторного поля позволяют восстанавливать потенциальную и соленоидальную части поля
независимо друг от друга, что выгодно отличает разработанные методы от предложенного в
работе [13]. Заключение содержит краткое резюме основных результатов работы и выводы.
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть x = (x, y, z) — точка в пространстве R3. Плоскость Ps,ξ в R3 задаётся нормальным
уравнением (ξ · x) − s = 0, где ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) — единичный нормальный вектор плоскости, а
s — расстояние (со знаком) от начала координат до плоскости. Точки на плоскости Ps,ξ будем
задавать равенством x = sξ+y, y ∈ ξ⊥, где ξ⊥ — плоскость, перпендикулярная ξ и проходящая
через начало координат.

Преобразование Радона Rf функции f задаётся формулой

Rf(s, ξ) =
∫
Ps,ξ

f(x) dx =

∫
ξ⊥
f(sξ + y) dy.

Множество переменных в пространстве образов R обозначим Z = {(s, ξ) : s ∈ R, ξ ∈ S2}.
Свойства преобразования Радона традиционно изучаются для функций f(x) из класса Швар-
ца S(R3). Напомним, что этот класс состоит из всех C∞(R3) функций, все производные кото-
рых убывают на бесконечности быстрее любой рациональной функции. Приведём некоторые
свойства и формулы обращения для преобразования Радона (подробнее см., например, [4]).

Утверждение 1. (Проекционная теорема) Если f ∈ S(R3), то

F1 [Rf ] (s̃, ξ) = 2π F3[f ](s̃ξ), s̃ ∈ R,

где через F1[·] обозначено одномерное преобразование Фурье, применяемое к первому аргу-
менту, F3[·] — трёхмерное преобразование Фурье.

Проекционная теорема даёт один из подходов для обращения преобразования Радона. Из
утверждения 1 следуют равенства

Rφ′
x(s, ξ) = ξ1(Rφ)′s(s, ξ), Rφ′

y(s, ξ) = ξ2(Rφ)′s(s, ξ), Rφ′
z(s, ξ) = ξ3(Rφ)′s(s, ξ). (1)

Двойственный оператор R# по отношению к преобразованию Радона R определяется
формулой

R#g(x) =

∫
S2
g((x · ξ), ξ) dξ.

Для 0 ⩽ α < 3 потенциал Рисса Iα определяется формулой Fn[I
αf ](z) = |z|−αFn[f ](z) и

применяется к функциям определённым на R3 (n = 3) и на Z (n = 1, преобразование Фурье
применяется по первой переменной). Оператор I−α определяется равенством I−αIαf = f . С
использованием потенциала Рисса и двойственного оператора конструируется целое семейство
формул обращения.

Утверждение 2. Пусть f ∈ S(R3). Тогда для любого 0 ⩽ α < 3

f =
1

8π2
I−αR#Iα−2g, g = Rf.

В частности, при α = 0 имеем

f = − 1

8π2
R#g′′ss = − 1

8π2

∫
S2
g′′ss(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ. (2)

Мы рассматриваем векторные поля v(x) = (v1(x), v2(x), v3(x)) с компонентами из S(R3).
Множество таких полей обозначим через S(S1(R3)). Векторное поле v(x) называется потен-
циальным, если существует функция φ(x) такая, что её градиент равен v(x):

v(x) = ∇φ(x) =
(
φ′
x(x), φ

′
y(x), φ

′
z(x)

)
, x ∈ R3.
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Векторное поле w(x) является соленоидальным, если его дивергенция равна нулю:

δw(x) = (w1)
′
x(x) + (w2)

′
y(x) + (w3)

′
z(x) = 0, x ∈ R3.

Хорошо известно [5], что n-мерное векторное поле w(x) единственным образом предста-
вимо в виде суммы потенциального ∇φ(x) и соленоидального sw(x) полей

w(x) = sw(x) +∇φ(x), lim
|x|→∞

φ(x) = 0.

Также известно [20], что трёхмерное векторное поле w(x) соленоидально тогда и только
тогда, когда существует векторное поле u(x) такое, что его ротор равен w(x)

w(x) = rotu(x) =
(
(u3)

′
y(x)− (u2)

′
z(x), (u1)

′
z(x)− (u3)

′
x(x), (u2)

′
x(x)− (u1)

′
y(x)

)
, x ∈ R3.

Напомним, что для любого ϕ ∈ C2(R3) имеет место равенство rot∇ϕ = 0. Здесь и далее
переменные, от которых зависит функция, опускаются, если это не вызывает путаницы.

Нормальное преобразование Радона R0 векторного поля w задаётся формулой

R0w(s, ξ) =

∫
Pξ,s

(ξ ·w(x))dx. (3)

Пусть e1 = (e11, e
1
2, e

1
3), e2 = (e21, e

2
2, e

2
3) — единичные взаимно ортогональные векторы,

компланарные плоскости ξ⊥. Тогда для y ∈ ξ⊥ имеем представление y = ue1 + ve2, u, v ∈ R.
Продольные преобразования Радона Rk, k = 1, 2, действующие на векторное поле w, задаются
формулами

Rkw(s, ξ) =

∫
Ps,ξ

(ek ·w(x))dx. (4)

Весовые преобразования Радона Wk
l , k = 0, 1, 2, l = 1, 2 действуют на векторное поле w по

правилам

W0
l w(s, ξ) =

∫
Ps,ξ

(x · el)(ξ ·w(x))dx, l = 1, 2,

Wk
l w(s, ξ) =

∫
Ps,ξ

(x · el)(ek ·w(x))dx, k, l = 1, 2.

2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

Известно (см., например, [17, 18]) ортогональное разложение соленоидального векторно-
го поля в R3 на тороидальную и полоидальную части. В данном разделе предлагается иной
способ построения ортогонального разложения соленоидального векторного поля. В [19] вве-
дены операторы roti, i = 1, 2, 3, действующие на трёхмерные симметричные тензорные поля.
В частности, на функцию φ(x) они действуют по формулам

rot1 φ = rot
(
φ, 0, 0

)
=

(
0, φ′

z,−φ′
y

)
,

rot2 φ = rot
(
0, φ, 0

)
=

(
− φ′

z, 0, φ
′
x

)
,

rot3 φ = rot
(
0, 0, φ

)
=

(
φ′
y,−φ′

x, 0
)
.

Дополнительно введём операторы roti, i = 1, 2, 3, которые задаются равенствами

roti φ = rot
(
roti φ

)
, i = 1, 2, 3.

Далее мы будем нумеровать поля и потенциалы верхними индексами. Эта нумерация
соответствует нумерации используемых дифференциальных операторов: 0 — для оператора
∇, 1 — для roti и 2 — для roti, где i = 1, 2, 3 фиксировано.
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Лемма 1. Пусть φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3), тогда для каждого i = 1, 2, 3 поля ∇φ0, roti φ
1,

roti φ2 попарно ортогональны в L2(S
1(R3)).

Доказательство. Приведём доказательство для i = 3, для i = 1, 2 доказательство
производится аналогично. Имеем ∇φ0 =

(
(φ0)′x, (φ

0)′y, (φ
0)′z

)
, rot3 φ

1 =
(
(φ1)′y,−(φ1)′x, 0

)
,

rot3 φ2 =
(
(φ2)′′xz, (φ

2)′′yz,−(φ2)′′xx − (φ2)′′yy
)
. Вычисляем скалярное произведение

⟨∇φ0, rot3 φ
1⟩L2(S1(R3)) =

∫
R3

(∇φ0 · rot3φ1)dx dy dz =

∫
R3

(
(φ0)′x(φ

1)′y − (φ0)′y(φ
1)′x

)
dx dy dz

=

∫
R3

(
(φ0)′x(φ

1)′y − (φ0)′y(φ
1)′x ± φ0(φ1)′′xy

)
dx dy dz =

∫
R3

(
(φ0(φ1)′y)

′
x − (φ0(φ1)′x)

′
y

)
dx dy dz

=

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ1)′y

∣∣∣x=r

x=−r

)
dy dz −

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ1)′x

∣∣∣y=r

y=−r

)
dx dz = 0.

Аналогично получаем

⟨∇φ0, rot3 φ2⟩L2(S1(B)) =

∫
R3

(
(φ0)′x(φ

2)′′xz + (φ0)′y(φ
2)′′yz − (φ0)′z((φ

2)′′xx + (φ2)′′yy)
)
dx dy dz

=

∫
R3

(
((φ0)′x(φ

2)′′xz − (φ0)′z(φ
2)′′xx) + ((φ0)′y(φ

2)′′yz − (φ0)′z(φ
2)′′yy)

)
dx dy dz

=

∫
R3

(
((φ0(φ2)′′xz)

′
x − (φ0(φ2)′′xx)

′
z) + ((φ0(φ2)′′yz)

′
y − (φ0(φ2)′′yy)

′
z)
)
dx dy dz

=

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ2)′′xz

∣∣∣x=r

x=−r

)
dy dz −

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ2)′′xx

∣∣∣z=r

z=−r

)
dx dy

+

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ2)′′yz

∣∣∣y=r

y=−r

)
dx dz −

∫
R2

(
lim

r→+∞
φ0(φ2)′′yy

∣∣∣z=r

z=−r

)
dx dy = 0,

⟨rot3 φ1, rot3 φ2⟩L2(S1(B)) =

∫
R3

(
(φ1)′y(φ

2)′′xz − (φ1)′x(φ
2)′′yz

)
dx dy dz

= ⟨rot3 φ1,∇(φ2)′z⟩L2(S1(B)) = 0.

□

Лемма 2. Для каждого фиксированного i = 1, 2, 3 любое соленоидальное векторное поле
u можно представить в виде u = roti φ

1 + roti φ2 для некоторых функций φ1, φ2.

Доказательство. Приведём доказательство для i = 3, для i = 1, 2 доказательство про-
изводится аналогично. Знаем, что для u существует некоторое векторное поле v = (v1, v2, v3)
такое, что u = rotv. Для двумерного векторного поля (v1, v2) известно [21], что его можно
представить в виде суммы потенциального и соленоидального полей

(v1, v2) = (ϕ′x, ϕ
′
y) + (ψ′

y,−ψ′
x)

для некоторых функций ϕ и ψ. Следовательно имеем

(v1, v2, v3) = (0, 0, v3) + (ϕ′x, ϕ
′
y, 0) + (ψ′

y,−ψ′
x, 0) = (0, 0, v3 − ϕ′z) + (ϕ′x, ϕ

′
y, ϕ

′
z) + (ψ′

y,−ψ′
x, 0).

Вводя обозначения φ1 = v3 − ϕ′z, φ2 = ψ, получаем

u = rotv = rot3 φ
1 + rot∇ϕ+ rot3 φ2 = rot3 φ

1 + rot3 φ2.

□

Из леммы 1 и леммы 2 следует
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Теорема 1. Для каждого фиксированного i = 1, 2, 3 любое векторное поле v ∈ S(S1(R3))
может быть единственным образом представлено в виде суммы

v = ∇φ0 + roti φ
1 + roti φ2, φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3).

3. ОПИСАНИЕ ЯДЕР И ОБРАЗОВ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ РАДОНА,
ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ

3.1. Нормальное и продольные преобразования Радона

Отметим связь преобразования Радона, действующего на функции, и преобразований Ра-
дона, действующих на векторное поле w:

R0w = ξ1(Rw1) + ξ2(Rw2) + ξ3(Rw3),

R1w = e11(Rw1) + e12(Rw2) + e13(Rw3),

R2w = e21(Rw1) + e22(Rw2) + e23(Rw3).

(5)

Здесь и далее переменные (s, ξ) опускаются для краткости. Учитывая ортонормированность
системы векторов {ξ, e1, e2}, разрешаем эту систему относительно Rw1, Rw2 и Rw3:

Rwj = ξj(R0w) + e1j (R1w) + e2j (R2w), j = 1, 2, 3. (6)

Таким образом, для восстановления векторного поля в общем случае необходимо и достаточно
знать значения всех трёх операторов Rk, k = 0, 1, 2. Эти связи и известные подходы для
обращения преобразования Радона позволяют получить формулы обращения и алгоритмы
для численного обращения интегральных операторов (3), (4). Например, при использовании
формулы (2) получаем формулы обращения для покомпонентного восстановления w

wj(x) = − 1

8π2

∫
S2

(
ξj(R0w)′′ss(s, ξ) + e1j (R1w)′′ss(s, ξ) + e2j (R2w)′′ss(s, ξ)

)∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3.

(7)

В силу неоднозначности выбора системы векторов {e1, e2} операторы Rk, k = 1, 2 также
будут определяться неоднозначно. Для описания ядер и областей значений операторов Rk,
k = 1, 2 выберем один из наиболее естественных наборов {e1, e2} (см., например, [13]):

e1 =
1

ρ
(ξ2, −ξ1, 0) , e2 =

1

ρ

(
ξ1ξ3, ξ2ξ3, − (ξ1)

2 − (ξ2)
2
)
, где ρ =

√
(ξ1)

2 + (ξ2)
2. (8)

Теорема 2. Пусть φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ
1 и

Φ2 = rot3φ2 соответственно. Тогда имеют место равенства:

RkΦl = 0, k, l = 0, 1, 2, k ̸= l,

R0Φ0 =
(
Rφ0

)′
s
, R1Φ1 = ρ

(
Rφ1

)′
s
, R2Φ2 = ρ

(
Rφ2

)′′
ss
.

(9)
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Доказательство. Для оператора R0 имеем

R0Φ0 (5)
= ξ1

(
R(φ0)′x

)
+ ξ2

(
R(φ0)′y

)
+ ξ3

(
R(φ0)′z

)
(1)
= ξ1ξ1

(
Rφ0

)′
s
+ ξ2ξ2

(
Rφ0

)′
s
+ ξ3ξ3

(
Rφ0

)′
s
=

(
Rφ0

)′
s
,

R0Φ1 (5)
= ξ1

(
R(φ1)′y

)
− ξ2

(
R(φ1)′x

) (1)
= ξ1ξ2

(
Rφ1

)′
s
− ξ2ξ1

(
Rφ1

)′
s
= 0,

R0Φ2 (5)
= ξ1

(
R(φ2)′′xz

)
+ ξ2

(
R(φ2)′′yz

)
− ξ3

(
R(φ2)′′xx

)
− ξ3

(
R(φ2)′′yy

)
(1)
= (ξ1ξ1ξ3 + ξ2ξ2ξ3 − ξ3(ξ1ξ1 + ξ2ξ2))

(
Rφ2

)′′
ss

= 0.

Для операторов R1 и R2 равенства получаются аналогично. □

В силу теорем 1 и 2 имеет место
Следствие 1. Для поля общего вида

w = Φ0 +Φ1 +Φ2 = ∇φ0 + rot3φ
1 + rot3φ2, φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) (10)

имеют место равенства:

R0w = R0Φ0 =
(
Rφ0

)′
s
, R1w = R1Φ1 = ρ

(
Rφ1

)′
s
, R2w = R2Φ2 = ρ

(
Rφ2

)′′
ss
.

Из следствия 1 и утверждения 1 следует проекционная теорема для векторного случая.
Следствие 2. Для векторного поля (10) выполнены тождества

F1

[
R0w

]
(s̃, ξ) = 2πi s̃F3[φ

0](s̃ξ),

F1

[
R1w

]
(s̃, ξ) = 2πiρ s̃F3[φ

1](s̃ξ),

F1

[
R2w

]
(s̃, ξ) = −2πρ s̃2F3[φ

2](s̃ξ),

Используя следствие 1 и формулы (2), (6), получим формулы обращения для восстанов-
ления компонент векторного поля и потенциалов его частей. Пусть векторное поле w имеет
вид (10) с потенциалами φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3), тогда имеют место формулы

φ0(x) = − 1

8π2

∫
S2
(R0w)′s(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ,

φ1(x) = − 1

8π2

∫
S2

1

ρ
(R1w)′s(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ,

φ2(x) = − 1

8π2

∫
S2

1

ρ
(R2w)((x · ξ), ξ) dξ.

Для восстановления компонент полей Φk, k = 0, 1, 2 получаем формулы

Φ0
j (x) =

(
dφ0

)
j
(x) = − 1

8π2

∫
S2
ξj(R0w)′′ss(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3, (11)

Φ1
j (x) =

(
rot3φ

1
)
j
(x) = − 1

8π2

∫
S2
e1j (R1w)′′ss(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3, (12)

Φ2
j (x) =

(
rot3φ2

)
j
(x) = − 1

8π2

∫
S2
e2j (R2w)′′ss(s, ξ)

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3. (13)
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3.2. Весовые преобразования Радона
При задании точки x = sξ + ue1 + ve2 на плоскости Ps,ξ через u, v интегрирование по

переменным u, v производится по плоскости R2. Отметим связи операторов Wk
l и Rk

Wk
1w = Rk(uw), Wk

2w = Rk(vw), k = 0, 1, 2.

Для исследования весовых преобразований Радона рассмотрим набор {e1, e2}, задаваемый
формулами (8). В сферической системе координат (α ∈ [0, 2π), β ∈ (0, π)) имеем

ξ = (cosα sinβ, sinα sinβ, cosβ), e1 = (sinα,− cosα, 0),

e2 = (cosα cosβ, sinα cosβ, − sinβ), ρ = sinβ.

Следовательно, координаты точки x могут быть записаны следующим образом

x = s cosα sinβ + u sinα+ v cosα cosβ,
y = s sinα sinβ + u (− cosα) + v sinα cosβ,
z = s cosβ + v (− sinβ).

Запишем свойство преобразования Радона (1) во введённых обозначениях

Rφ′
x = cosα sinβ(Rφ)′s, Rφ′

y = sinα sinβ(Rφ)′s, Rφ′
z = cosβ(Rφ)′s. (14)

Приведём некоторые формулы, которые потребуются в дальнейшем. Для производных
функций имеют место выражения:

φ′
u = φ′

x sinα− φ′
y cosα, (15)

φ′
v = φ′

x cosα cosβ + φ′
y sinα cosβ − φ′

z sinβ, (16)

φ′
α = φ′

x

(
− s sinα sinβ + u cosα− v sinα cosβ

)
+ φ′

y

(
s cosα sinβ + u sinα+ v cosα cosβ

)
, (17)

φ′
β = φ′

x

(
s cosα cosβ−v cosα sinβ

)
+φ′

y

(
s sinα cosβ−v sinα sinβ

)
+φ′

z

(
−s sinβ−v cosβ

)
. (18)

В процессе вычислений будут возникать интегралы вида:∫
R2

uφ′
udu dv =

∫
R

lim
r→+∞

(uφ)
∣∣∣u=r

u=−r
dv −

∫
R2

φdu dv = −Rφ, (19)∫
R2

uφ′
vdv du =

∫
R

lim
r→+∞

(uφ)
∣∣∣v=r

v=−r
du− 0 = 0. (20)

Используя формулы (15), (17), (20) и (18), (20), находим формулы для вычисления про-
изводных преобразования Радона R по переменным α и β соответственно:

(Rφ)′α =

∫
R2

u
(
φ′
x cosα+ φ′

y sinα
)
du dv, (21)

(Rφ)′β = −
∫
R2

v
(
φ′
x cosα sinβ + φ′

y sinα sinβ + φ′
z cosβ

)
du dv. (22)

Перейдём к вычислению образов полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ
1 и Φ2 = rot3φ2 под действи-

ем весовых преобразований Радона. Если вычисления заключаются лишь в непосредственном
использовании формул, то мы указываем на эти формулы без приведения вычислений.

Теорема 3. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W0
1Φ

0 =
1

sinβ
(Rφ0)′α, W0

1Φ
1 = sinβ(Rφ1), W0

1Φ
2 = 0. (23)
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Доказательство. Используя формулу (21), для поля Φ0 имеем

W0
1Φ

0 = sinβ(Rφ0)′α + cosβ

∫
R2

u(φ0)′zdu dv.

Для рассмотрения интеграла во втором слагаемом введём вспомогательную функцию ψ такую,
что φ0 = ψ′

x. Отметим связь

Rφ0 = Rψ′
x

(14)
= cosα sinβ(Rψ)′s

(14)
=

cosα sinβ

cosβ
(Rψ′

z). (24)

Имеем∫
R2

u(φ0)′zdu dv=

∫
R2

uψ′′
xzdu dv =

∫
R2

u
(
ψ′′
xz(cos

2 α+ sin2 α)± ψ′′
yz sinα cosα

)
du dv

= sinα

∫
R2

u
(
ψ′′
xz sinα− ψ′′

yz cosα
)
du dv + cosα

∫
R2

u
(
ψ′′
xz cosα+ ψ′′

yz sinα
)
du dv

(15,21)
= sinα

∫
R2

uψ′′
zudu dv + cosα(Rψ′

z)
′
α

(19)
= − sinα(Rψ′

z) + cosα(Rψ′
z)

′
α =

(
cosα(Rψ′

z)
)′

α

(24)
=

cosβ

sinβ
(Rφ0)′α.

В итоге получаем W0
1Φ

0 =
(
sinβ +

cos2 β

sinβ

)
(Rφ0)′α =

1

sinβ
(Rφ0)′α.

Результат для Φ1 получается с использованием формул (15) и (19). Для поля Φ2 имеем

W0
1Φ

2 =

∫
R2

u
(
(φ2)′′xz cosα sinβ + (φ2)′′yz sinα sinβ − (φ2)′′xx cosβ − (φ2)′′yy cosβ

)
dv du

(21)
= sinβ(R(φ2)′z)

′
α − cosβ

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx(cos

2 α+ sin2 α)± (φ2)′′xy cosα sinα
)
dv du

− cosβ

∫
R2

u
(
(φ2)′′yy(cos

2 α+ sin2 α)± (φ2)′′xy cosα sinα
)
dv du

(14)
= cosβ

(
sinβ(Rφ2)′′sα

− cosα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx cosα+ (φ2)′′xy sinα

)
dv du− sinα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx sinα− (φ2)′′xy cosα

)
dv du

− sinα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xy cosα+ (φ2)′′yy sinα

)
dv du+ cosα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xy sinα− (φ2)′′yy cosα

)
dv du

)
(21,15)
= cosβ

(
sinβ(Rφ2)′′sα − cosα(R(φ2)′x)

′
α − sinα

∫
R2

u(φ2)′′xudv du

− sinα(R(φ2)′y)
′
α + cosα

∫
R2

u(φ2)′′yudv du
)

(14,19)
= cosβ

(
sinβ(Rφ2)′′sα − sinβ cos2 α(Rφ2)′′sα + sinα(R(φ2)′x)

− sinβ sin2 α(Rφ2)′′sα − cosα(R(φ2)′y)
)

(14)
= 0.

□

Из теоремы 3 следует, что оператор W0
1 обладает нетривиальным ядром состоящим из

соленоидальных векторных полей вида rot3φ2, φ2 ∈ S(R3).
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Теорема 4. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W0
2Φ

0 = −(Rφ0)′β, W0
2Φ

1 = 0, W0
2Φ

2 = sinβ(Rφ2)′s. (25)

Доказательство. Результаты для полей Φ0 и Φ1 получаются с использованием фор-
мул (22) и (15), (20) соответственно. Для поля Φ2 имеем

W0
2Φ

2 =

∫
R2

v
(
(φ2)′′xz cosα sinβ + (φ2)′′yz sinα sinβ − (φ2)′′xx cosβ − (φ2)′′yy cosβ

)
du dv

=

∫
R2

v
(
− (φ2)′′xx(sin

2 α+ cos2 α) cosβ ± (φ2)′′xy sinα cosα cosβ + (φ2)′′xz cosα sinβ
)
du dv

+

∫
R2

v
(
± (φ2)′′yx sinα cosα cosβ − (φ2)′′yy(sin

2 α+ cos2 α) cosβ + (φ2)′′yz sinα sinβ
)
du dv

(16)
= − cosα

∫
R2

v(φ2)′′xvdu dv + sinα cosβ

∫
R2

v
(
− (φ2)′′xx sinα+ (φ2)′′xy cosα

)
du dv

− sinα

∫
R2

v(φ2)′′yvdu dv + cosα cosβ

∫
R2

v
(
(φ2)′′xy sinα− (φ2)′′yy cosα

)
du dv

(19,15)
= cosα(R(φ2)′x)− sinα cosβ

∫
R2

v(φ2)′′xudu dv + sinα(R(φ2)′y) + cosα cosβ

∫
R2

v(φ2)′′yudu dv

(14,20)
= sinβ(Rφ2)′s.

□

Оператор W0
2 обладает нетривиальным ядром состоящим из соленоидальных векторных

полей вида rot3φ
1, φ1 ∈ S(R3).

Теорема 5. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W1
1Φ

0 = −Rφ0, W1
1Φ

1 = (Rφ1)′α, W1
1Φ

2 = − cosβ(Rφ2)′s. (26)

Доказательство. Результаты для полей Φ0, Φ1 и Φ2 получаются с использованием фор-
мул (15), (19), (21) и (14), (15), (19) соответственно. □

Из теоремы 5 следует, что у оператора W1
1 отсутствует нетривиальное ядро.

Теорема 6. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W1
2Φ

0 = 0, W1
2Φ

1 = −
(
sinβ(Rφ1)

)′

β
, W1

2Φ
2 = 0.
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Доказательство. Результаты для полей Φ0 и Φ2 получаются с использованием фор-
мул (15) и (20). Для поля Φ1 получаем

W1
2Φ

1 =

∫
R2

v
(
(φ1)′y sinα+ (φ1)′x cosα

)
du dv

=

∫
R2

v
(
(φ1)′x cosα(sin

2 β + cos2 β) + (φ1)′y sinα(sin
2 β + cos2 β)± (φ1)′z sinβ cosβ

)
du dv

= cosβ

∫
R2

v
(
(φ1)′x cosα cosβ + (φ1)′y sinα cosβ − (φ1)′z sinβ

)
du dv

+sinβ

∫
R2

v
(
(φ1)′x cosα sinβ + (φ1)′y sinα sinβ + (φ1)′z cosβ

)
du dv

(16,22)
= cosβ

∫
R2

v(φ1)′vdu dv − sinβ(Rφ1)′β
(19)
= − cosβ(Rφ1)− sinβ(Rφ1)′β = −

(
sinβ(Rφ1)

)′

β
.

□

Оператор W1
2 обладает нетривиальным ядром состоящим из потенциальных полей ∇φ0

и соленоидальных полей вида rot3φ2, φ0, φ2 ∈ S(R3). По его значениям можно надеяться
восстановить только соленоидальные поля вида rot3φ

1, φ1 ∈ S(R3).

Теорема 7. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W2
1Φ

0 = 0, W2
1Φ

1 = cosβ(Rφ1), W2
1Φ

2 = (Rφ2)′′sα. (27)

Доказательство. Результаты для полей Φ0 и Φ1 получаются с использованием фор-
мул (16) и (15), (19) соответственно. Для поля Φ2 получаем

W2
1Φ

2 =

∫
R2

u
(
(φ2)′′xz cosα cosβ + (φ2)′′yz sinα cosβ + (φ2)′′xx sinβ + (φ2)′′yy sinβ

)
dv du

(17)
= cosβ

∫
R2

(φ2)′′zαdv du+ sinβ
(∫

R2

u
(
(φ2)′′xx(cos

2 α+ sin2 α)± (φ2)′′xy cosα sinα
)
dv du

+

∫
R2

u
(
(φ2)′′yy(cos

2 α+ sin2 α)± (φ2)′′xy cosα sinα
)
dv du

)
(21)
= cosβ(R(φ2)′z)

′
α + sinβ

(
cosα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx cosα+ (φ2)′′xy sinα

)
dv du

+sinα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xx sinα− (φ2)′′xy cosα

)
dv du

+sinα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xy cosα+ (φ2)′′yy sinα

)
dv du− cosα

∫
R2

u
(
(φ2)′′xy sinα− (φ2)′′yy cosα

)
dv du

)
(21,15)
= cosβ(R(φ2)′z)

′
α + sinβ

(
cosα(R(φ2)′x)

′
α + sinα

∫
R2

u(φ2)′′xudv du+ sinα(R(φ2)′y)
′
α

− cosα

∫
R2

u(φ2)′′yudv du
)
(14,19)
= (Rφ2)′′sα − sinβ

(
sinα(R(φ2)′x) + cosα(R(φ2)′y)

)(14)
= (Rφ2)′′sα.

□

Из теоремы 7 следует, что оператор W2
1 обладает нетривиальным ядром состоящим из

потенциальных векторных полей ∇φ0, φ0 ∈ S(R3).
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Теорема 8. Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8),
φ0, φ1, φ2 ∈ S(R3) — потенциалы полей Φ0 = ∇φ0, Φ1 = rot3φ

1 и Φ2 = rot3φ2 соответствен-
но. Тогда имеют место равенства (для переменных s, ξ(α, β)):

W2
2Φ

0 = −Rφ0, W2
2Φ

1 = 0, W2
2Φ

2 = − sinβ(Rφ2)′′sβ. (28)

Доказательство. Результаты для полей Φ0 и Φ1 получаются с использованием фор-
мул (16), (19) и (15), (20) соответственно. Для поля Φ2 получаем

W2
2Φ

2 =

∫
R2

v
(
(φ2)′′xz cosα cosβ + (φ2)′′yz sinα cosβ + (φ2)′′xx sinβ + (φ2)′′yy sinβ

)
du dv

=

∫
R2

v
(
(φ2)′′xx sinβ + (φ2)′′xz cosα cosβ

)
du dv +

∫
R2

v
(
(φ2)′′yy sinβ + (φ2)′′yz sinα cosβ

)
du dv

=

∫
R2

v
(
(φ2)′′xx(sin

2 α+ cos2 α) sinβ ± (φ2)′′xy sinα cosα sinβ + (φ2)′′xz cosα cosβ
)
du dv

+

∫
R2

v
(
± (φ2)′′yx sinα cosα sinβ + (φ2)′′yy(sin

2 α+ cos2 α) sinβ + (φ2)′′yz sinα cosβ
)
du dv

= cosα

∫
R2

v
(
(φ2)′′xx cosα sinβ + (φ2)′′xy sinα sinβ + (φ2)′′xz cosβ

)
du dv

+sinα sinβ

∫
R2

v
(
(φ2)′′xx sinα− (φ2)′′xy cosα

)
du dv

+sinα

∫
R2

v
(
(φ2)′′xy cosα sinβ + (φ2)′′yy sinα sinβ + (φ2)′′yz cosβ

)
du dv

− cosα sinβ

∫
R2

v
(
(φ2)′′yx sinα− (φ2)′′yy cosα

)
du dv

(22,15)
= − cosα(R(φ2)′x)

′
β + sinα sinβ

∫
R2

v(φ2)′′xudu dv − sinα(R(φ2)′y)
′
β − cosα sinβ

∫
R2

v(φ2)′′yudu dv

(14,20)
= − sinβ(Rφ2)′′sβ.

□

Оператор W2
2 обладает нетривиальным ядром состоящим из соленоидальных полей вида

rot3φ
1, φ1 ∈ S(R3).

4. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ ПО ЗНАЧЕНИЯМ
БЕЗВЕСОВЫХ И ВЕСОВЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ РАДОНА

В случае, когда для векторного поля w(x) общего вида (10) известны значения всех безве-
совых преобразований Радона Rkw, k = 0, 1, 2, для его восстановления можно воспользоваться
формулами (7). Пусть базис {e1, e2} на плоскости интегрирования задаётся формулами (8). В
этом случае, если известны значения только одного или двух из этих операторов, с исполь-
зованием формул (11)–(13) можно восстановить только соответствующие части поля w(x). В
разделе 3.2 установлены связи весовых преобразований частей векторного поля (10) и преобра-
зования Радона от соответствующих потенциалов. Почти все весовые преобразования Радона
(кроме оператора W1

1 ) обладают нетривиальными ядрами. Рассмотрим некоторые варианты
наборов данных, достаточных для восстановления всего поля w(x). В частности, в постанов-
ках задач 1 и 2 рассматривается тот же набор данных, что и в статье [13]. Отметим, что в
решениях всех рассмотренных задач каждая часть поля (10) восстанавливается независимо от
других.

Задача 1. Восстановить поле w(x) по значениям W1
1w, R1w и R2w.
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Решение: Компоненты полей Φ1(x) и Φ2(x) восстанавливаются по значениям R1w и R2w
с использованием формул (12) и (13) соответственно. Для восстановления компонент поля
Φ0(x) воспользуемся связью

R0Φ0 (9)
=

(
Rφ0

)′
s

(26)
= −(W1

1Φ
0)′s =

(
W1

1Φ
1 +W1

1Φ
2 −W1

1w
)′
s
.

Имеем

(W1
1Φ

1)′s
(26)
= (Rφ1)′′sα

(9)
=

1

sinβ
(R1Φ1)′α =

1

sinβ
(R1w)′α,

(W1
1Φ

2)′s
(26)
= − cosβ(Rφ2)′′ss

(9)
= −cosβ

sinβ
(R2Φ2) = −cosβ

sinβ
(R2w).

Поэтому R0Φ0 =
1

sinβ
(R1w)′α − cosβ

sinβ
(R2w)− (W1

1w)′s. Используя формулу (11), получаем

формулу для покомпонентного восстановления поля Φ0(x) по данным задачи

Φ0
j (x) = − 1

8π2

∫
S2
ξj

( 1

sinβ
(R1w)′α(s, ξ)−

cosβ

sinβ
(R2w)(s, ξ)− (W1

1w)′s(s, ξ)
)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ,

где j = 1, 2, 3.
Задача 2. Восстановить поле w(x) по значениям W2

2w, R1w и R2w.
Решение: Компоненты полей Φ1(x) и Φ2(x) восстанавливаются по значениям R1w и R2w

с использованием формул (12) и (13) соответственно. Для восстановления компонент поля
Φ0(x) воспользуемся следующей связью:

R0Φ0 (9)
=

(
Rφ0

)′
s

(28)
= −(W2

2Φ
0)′s =

(
W2

2Φ
1 +W2

2Φ
2 −W2

2w
)′
s
,

где W2
2Φ

1 = 0 и

(W2
2Φ

2)′s
(28)
= − sinβ(Rφ2)′′′ssβ

(9)
=− sinβ

( 1

sinβ
(R2Φ2)

)′

β
= − sinβ

( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
.

Поэтому

R0Φ0 = − sinβ
( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
− (W2

2w)′s.

Используя формулу (11), получаем формулу для восстановления поля Φ0(x):

Φ0
j (x) =

1

8π2

∫
S2
ξj

(
sinβ

( 1

sinβ
(R2w)(s, ξ)

)′

β
+ (W2

2w)′s(s, ξ)
)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3.

Отметим, что если даны только значения W2
2w и R2w, то предложенный подход даёт

возможность восстановить потенциальную часть Φ0(x) искомого векторного поля w.
Задача 3. Восстановить поле w(x) по значениям W2

1w, W2
2w, R2w.

Решение. Компоненты Φ2(x) восстанавливаются по значениям R2w с использованием
формулы (13). Для восстановления компонент полей Φ0(x) и Φ1(x) воспользуемся следующими
равенствами:

R0Φ0 (9)
=

(
Rφ0

)′
s

(28)
= −(W2

2Φ
0)′s =

(
W2

2Φ
1 +W2

2Φ
2 −W2

2w
)′
s
,

R1Φ1 (9)
= sinβ

(
Rφ1

)′
s

(27)
=

sinβ

cosβ
(W2

1Φ
1)′s =

sinβ

cosβ

(
W2

1w −W2
1Φ

0 −W2
1Φ

2
)′
s
,



138 И. Е. Светов, А. П. Полякова

где W2
2Φ

1 = W2
1Φ

0 = 0 и

(W2
1Φ

2)′s
(27)
= (Rφ2)′′′ssα

(9)
=

1

sinβ
(R2Φ2)′α =

1

sinβ
(R2w)′α,

(W2
2Φ

2)′s
(28)
=− sinβ(Rφ2)′′′ssβ

(9)
=− sinβ

( 1

sinβ
(R2Φ2)

)′

β
= − sinβ

( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
.

Поэтому

R0Φ0 = − sinβ
( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
− (W2

2w)′s, R1Φ1 =
sinβ

cosβ

(
W2

1w)′s −
1

cosβ
(R2w)′α.

Используя формулы (11) и (12), получаем формулы для восстановления полей Φ0(x) и Φ1(x)

Φ0
j (x) =

1

8π2

∫
S2
ξj

(
sinβ

( 1

sinβ
(R2w)

)′

β
(s, ξ) + (W2

2w)′s(s, ξ)
)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3,

Φ1
j (x) = − 1

8π2

∫
S2
e1j

( sinβ

cosβ
(W2

1w)′s(s, ξ)−
1

cosβ
(R2w)′α(s, ξ)

)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3.

Необходимо отметить, что предложенный подход даёт возможность восстановить солено-
идальную часть Φ1(x) поля w в случае, когда даны только значения W2

1w и R2w.
Замечание. Набор данных W1

1w, W1
2w, R1w недостаточен, так как по значениям каж-

дого из операторов W1
2w и R1w можно надеяться восстановить только поле Φ1.

В первых трёх задачах данными выступают только операторы, которые определяются с
использованием скалярного произведения искомого векторного поля и вектора параллельного
плоскости интегрирования. В последней задаче в качестве исходных данных используются
операторы, в определении которых фигурирует скалярное произведение вектора нормали к
плоскости интегрирования и векторного поля, подлежащего восстановлению.

Задача 4. Восстановить поле w(x) по значениям W0
1w, W0

2w и R0w.
Решение: Компоненты Φ0(x) восстанавливаются по значениям R0w с использованием

формулы (11). Для восстановления компонент полей Φ1(x) и Φ2(x) воспользуемся следующими
равенствами:

R1Φ1 (9)
= sinβ

(
Rφ1

)′
s

(23)
= (W0

1Φ
1)′s =

(
W0

1w −W0
1Φ

0 −W0
1Φ

2
)′
s
,

R2Φ2 (9)
= sinβ

(
Rφ2

)′′
ss

(25)
= (W0

2Φ
2)′s =

(
W0

2w −W0
2Φ

0 −W0
2Φ

1
)′
s
,

где W0
1Φ

2 = W0
2Φ

1 = 0 и

(W0
1Φ

0)′s
(23)
=

1

sinβ
(Rφ0)′′sα

(9)
=

1

sinβ
(R0Φ0)′α =

1

sinβ
(R0w)′α,

(W0
2Φ

0)′s
(25)
= −(Rφ0)′′sβ

(9)
= −(R0Φ0)′β = −(R0w)′β.

Поэтому

R1Φ1 = (W0
1w)′s −

1

sinβ
(R0w)′α, R2Φ2 = (W0

2w)′s + (R0w)′β.

Используя формулы (12) и (13), получаем формулы для покомпонентного восстановления по-
лей Φ1(x) и Φ2(x)

Φ1
j (x) = − 1

8π2

∫
S2
e1j

(
(W0

1w)′s(s, ξ)−
1

sinβ
(R0w)′α(s, ξ)

)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3,

Φ2
j (x) = − 1

8π2

∫
S2
e2j

(
(W0

2w)′s(s, ξ) + (R0w)′β(s, ξ)
)′′

ss

∣∣∣
s=(x·ξ)

dξ, j = 1, 2, 3.
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Предложенный подход позволяет восстанавливать соленоидальную часть вида Φ1(x) по
значениям W0

1w и R0w и соленоидальную часть вида Φ2(x) по значениям W0
2w и R0w.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследована задача векторной томографии по восстановлению трёхмерного век-
торного поля по значениям нормального, продольных и весовых преобразований Радона. С
использованием полученного в работе детального разложения векторных полей установлены
связи интегральных операторов, действующих на векторные поля, и преобразования Радона,
действующего на функции. А именно, описаны ядра и образы нормального, продольных и
весовых преобразований Радона, действующих на трёхмерные векторные поля. Рассмотрены
некоторые варианты постановок задач томографии по восстановлению векторных полей и по-
лучены формулы обращения для их решения. Отметим, что предлагаемые подходы решения
задачи 3D векторной томографии по известным безвесовым и весовым преобразованиям Радо-
на векторного поля позволяют восстанавливать потенциальную и соленоидальную части поля
независимо друг от друга, что выгодно отличает разработанные методы от предложенного в
работе [13]. Установленные в работе взаимосвязи между весовыми и безвесовыми преобразо-
ваниями Радона векторных полей и преобразованием Радона скалярных полей могут быть
использованы для построения новых конструктивных методов и алгоритмов решения задач
векторной томографии.
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на бесконечном интервале времени. Для её отыскания измеряется температура на разде-
ле сред в точке x = x0. В работе проведено аналитическое исследование прямой задачи,
которое позволило дать строгую постановку обратной задачи и определить функциональ-
ные пространства, в которых естественно решать обратную задачу. Основная трудность,
на решение которой направлена статья, заключается в получении оценки погрешности
приближенного решения. Для оценки модуля условной корректности используется метод
проекционной регуляризации, который позволяет получить точные по порядку оценки.
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ВВЕДЕНИЕ

В современной технике встречаются конструкции, узлы которых подвержены тепловому
воздействию. В результате этого могут меняться свойства материалов.

Чтобы защитить компоненты от избыточного теплового воздействия, необходимо контро-
лировать температуру поверхности. Но, как правило, прямое измерение температуры невоз-
можно. Покрытие на некоторое время защитит устройство, однако делает невозможным непо-
средственное измерение температуры на поверхности. Устройство измеряет температуру под
защитным слоем, то есть более низкую, чем на поверхности слоя. Следовательно, необходи-
мо решать обратную граничную задачу, позволяющую по данным измерения найти истинное
значение температуры. Практическая значимость таких задач описана в работах [1–9], а по-
становка и решение — в работах [9–12].

Покрытие может разрушаться под действием нагрева и других факторов. Соответственно
меняется толщина защитного слоя и термическое воздействие источника тепла на материал.

В настоящей работе мы предлагаем рассмотреть нагрев композитной среды с известной
подвижной границей. При этом мы будем считать, что процесс разрушения защитного слоя
не сопровождается выделением тепла, идущим на его разрушение, а просто слой меняет свою
толщину, не внося никаких иных изменений в уравнение теплопроводности. Более того, раз-
рушившись, этот слой исчезает из рассмотрения. Наша задача состоит в том, чтобы, зная
свойства материала и свойства среды, найти допустимую погрешность в определении толщи-
ны защитного слоя.
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В настоящей работе нами рассмотрено точное решение прямой задачи, сформулирована
обратная задача, построена оценка порядка точности.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим композитный материал, который подвергают нагреву. x ∈ [0; +∞) — про-
странственная координата, t ∈ [0; +∞) — временная координата. Разобьём область на две
части: в первой, x ∈ [0;x0], располагается защитный слой. Его температуропроводность посто-
янна и равна k1(x, t) = a21. Во второй области, x ∈ [x0; +∞), располагается материал, который
не разрушается, имеет температуру u2(x, t), и коэффициент температуропроводности среды
k2(x, t) = a22. Здесь a1, a2 – некоторые вещественные числа.

Для дальнейшего введём функцию u(x, t):

u(x, t) =

{
u1(x, t), x ∈ [0;x0], t ∈ [0; +∞),
u2(x, t), x ∈ [x0; +∞), t ∈ [0; +∞),

операторы ∆:

∆u(x, t) =


a21

∂2u1(x, t)

∂x2
, x ∈ (0;x0), t ∈ (0;+∞),

a22
∂2u2(x, t)

∂x2
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;+∞)

и D:

Du(x, t) =


a1

∂u1(x, t)

∂x
, x ∈ (0;x0), t ∈ (0;+∞),

a2
∂u2(x, t)

∂x
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;+∞).

С учётом предложенных обозначений задача теплопроводности будет иметь вид:

∂u(x, t)

∂t
= ∆u(x, t), x ∈ (0;+∞), t ∈ (0;+∞),

u1(0, t) = q(t), t ∈ (0;+∞), u2(+∞, t) = 0, t ∈ (0;+∞),
u(x, 0) = 0, x ∈ [0; +∞).

(1)

Определение. Решением задачи (1) будем называть такую функцию u(x, t), что:

1. u(x, t) ∈ C(x ∈ [0; +∞), t ∈ [0; +∞)),

2. Du(x, t) ∈ C(x ∈ (0;+∞), t ∈ (0;+∞)),

3. u(x, t) удовлетворяет всем соотношениям (1),

4. u(x, t) непрерывно примыкает ко всем граничным и начальным условиям.

2. ПОСТРОЕНИЕ ФОРМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Покажем, что формальное решение задачи (1) может быть представлено в виде инте-
гральных соотношений.
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Лемма 1. Пусть u(x, t) – решение задачи (1). Тогда

u1(x, t) =
t∫
0

x√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ) q(τ)dτ,

u2(x, t) =
t∫
0

x+ l1√
4πa22(t− τ)3

e
−

(x+ l1)
2

4a22(t− τ) q(τ)dτ.

(2)

Доказательство. Доказательство может быть проведено непосредственным вычислени-
ем. Приведём только сами значения производных, так как несложно видеть, что их подста-
новка в основное уравнение (1) даст истинное равенство.

∂u1(x, t)

∂t
= −3

2

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) xq(τ)dτ√
4πa21(t− τ)5

+
1

4a21

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) x3q(τ)dτ√
4πa21(t− τ)7

,

∂u1(x, t)

∂x
=

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) q(τ)dτ√
4πa21(t− τ)3

− 1

2a21

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) x2q(τ)dτ√
4πa21(t− τ)5

,

∂2u1(x, t)

∂x2
= − 3

2a21

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) xq(τ)dτ√
4πa21(t− τ)5

+
1

4a41

t∫
0

e
−

x2

4a21(t− τ) x3q(τ)dτ√
4πa21(t− τ)7

.

Несложно видеть, что эти выражения соответствуют уравнению (1). Сходным образом дока-
зательство проводится и для случая u2(x, t). □

Лемма 2. Пусть

u1(0, t) ≡ q(t) = lim
x→0+0

t∫
0

x√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ) q(τ)dτ.

Тогда выполнены все краевые условия и условия сопряжения для (2).

Доказательство. То, что u2(+∞, t) = 0, следует из [18].
Покажем выполнение прочих условий: u1(x0, t) = u2(x0, t) ∀t > 0.

t∫
0

x0q(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x20
4a21(t− τ)dτ =

t∫
0

(x0 + l1)q(τ)√
4πa22(t− τ)3

e
−
(x0 + l1)

2

4a22(t− τ)dτ.

Условия сопряжения выполнены, если

x0
a1

=
x0 + l1
a2

,

отсюда следует, что l1 =
a2 − a1

a1
x0.

При тех же условиях непрерывен поток тепла на разделах сред ∀t > 0 a1
∂u1(x0, t)

∂x
=
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a2
∂u2(x0, t)

∂x
. Действительно, соотношения

a1

t∫
0

q(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x20
4a21(t− τ)dτ − 1

2

t∫
0

x2q(τ)√
4πa41(t− τ)5

e
−

x20
4a21(t− τ)dτ =

= a2

t∫
0

q(τ)√
4πa22(t− τ)3

e
−
(x0 + l1)

2

4a22(t− τ)dτ − 1

2

t∫
0

(x+ l1)
2q(τ)√

4πa42(t− τ)5
e
−
(x0 + l1)

2

4a22(t− τ)dτ

верны при этих же условиях. □

Таким образом, формально построенное решение (2) удовлетворяет уравнениям и усло-
виям (1).

Выясним теперь некоторые свойства этого решения, которые будем использовать дальше.
Лемма 3. Пусть q(t) ∈ C1(t > 0) и ∃M0 > 0 sup

t∈[0;+∞)
(|q(t)|, |q′(t)|) < M0. Тогда интегралы

J(x, t), J1(x, t), J2(x, t), где

J(x, t) =

t∫
0

xq(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ)dτ, J1(x, t) =
∂

∂x

t∫
0

xq(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ)dτ,

J2(x, t) =
∂2

∂x2

t∫
0

xq(τ)√
4πa21(t− τ)3

e
−

x2

4a21(t− τ)dτ,

равномерно ограничены ∀x ∈ [0;x0], ∀t ⩾ 0.

Доказательство. Докажем первое утверждение леммы. Преобразуем J(x, t) следующим
образом:

J(x, t) = −
t∫

0

q(τ)√
π
e
−

x2

4a21(t− τ)d

(
x

2a1
√
t− τ)

)
.

Введём переменную ξ =
x

2a1
√
t− τ

и оцениваем интеграл сверху:

t∫
0

q(τ)√
π
e
−

x2

4a21(t− τ)d

(
x

2a1
√
t− τ

)
⩽

M0√
π

+∞∫
0

e−ξ2dξ ⩽ M0.

Равномерная сходимость интегралов J1(x, t) и J2(x, t) ∀x ∈ [0;x0], ∀t ⩾ 0 может быть доказана
сходным способом. Действительно, сделав замену переменной ξ =

x

2a1
√
t− τ

и продифферен-
цировав по x, а затем вернувшись к исходным значениям, получим интеграл вида

J1(x, t) =

t∫
0

q′(τ)√
πa21(t− τ)

e
−

x2

4a21(t− τ)dτ,

который равномерно сходится ∀x ∈ [0;x0], ∀t ⩾ 0.
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Продифференцировав его ещё раз, получим выражение вида J(x, t), где вместо функ-
ции q(τ) под интегралом будет расположена q′(τ). Повторив доказательство для сходимости
интеграла J(x, t), получим утверждение леммы. □

Таким образом, справедлива
Лемма 4. Решение задачи (1) существует и определяется формулой (2).

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1)

Теорема 1. Пусть q(t) ∈ C1(t > 0) и ∃M0 > 0, что sup
t⩾0

(|q(t)|, |q′(t)|) < M0. Тогда решение

задачи (1) существует, единственно и определяется формулой (2).

Доказательство. Существование решения доказано в лемме 4, там же приведён вид
решения, т. е. решение задачи существует.

Предположим, что решение неединственно. Построим разность решений z(x, t) = u(x, t)−
w(x, t), x ∈ [0; +∞), t ∈ [0; +∞), которая удовлетворяет задаче:

∂z(x, t)

∂t
= ∆z(x, t), x ∈ (0;+∞), t ∈ (0;+∞),

z1(0, t) = q(t), t ∈ (0;+∞), z2(+∞, t) = 0, t ∈ (0;+∞),
z(x, 0) = 0, x ∈ [0; +∞).

Решение этого уравнения может быть построено, оно ограничено на ∀x ∈ [0; +∞), ∀t ∈ [0; +∞),

и, следовательно, существует его преобразование Лапласа по t: z̃(x, p) =
+∞∫
0

e−ptz(x, t)dt. В
результате получим задачу:

pz̃(x, p) = ∆ẑ(x, p), x ∈ (0;+∞), p ∈ Z,
z̃1(0, p) = 0, p ∈ Z, ẑ(+∞, p) = 0, p ∈ Z.

Несложно видеть, что решение этого уравнения единственно и равно нулю. В силу однозначной
обратимости преобразования Лапласа получаем, что, раз z̃(x, p) = 0, то и z(x, t) = 0 ∀x ∈
[0; +∞), t ∈ [0; +∞). □

4. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Приступим теперь к решению обратной задачи. Для этого будем считать, что нам неиз-
вестно значение функции u1(0, t) = q(t), но известно значение u2(x0, t) = f(t), то есть значение
решения на разделе сред. Мы поступим следующим образом: решим задачу для u2(x, t) в

области x ∈ [x0; +∞), t ∈ [0; +∞), найдём функции u2(x0, t) и
∂u2(x0, t)

∂x
, а затем, пользуясь

условиями согласования, получим краевую задачу для u1(x, t) в области x ∈ [0;x0], t ∈ [0; +∞).
Для вновь полученной задачи применим соответствующий метод решения, который рассмот-
рим в следующих разделах.

Итак, сначала рассмотрим задачу для u2(x, t):

∂u2(x, t)

∂t
= a22

∂2u2(x, t)

∂x2
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;+∞),

u2(x0, t) = f(t), t ∈ (0;+∞), u2(+∞, t) = 0, t ∈ (0;+∞),
u2(x, 0) = 0, x ∈ [0; +∞).

(3)

Справедлива следующая теорема, доказанная в [18]:



148 В. П. Танана, Б. А. Марков

Теорема 2. Решение задачи (3) существует, единственно и может быть записано в
виде:

u2(x, t) =

t∫
0

(x− x0)f(τ)√
4πa22(t− τ)3

exp

(
− (x− x0)

2

4a22(t− τ)

)
dτ.

Далее нам понадобится производная
∂u2(x0, t)

∂x
. Поэтому определим её по приближенным

данным fδ(t), δ.
Из системы уравнений

∂u2(x, t)

∂t
= a22

∂2u2(x, t)

∂x2
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;∞),

u2(x, 0) = 0, x ∈ [x0; +∞), u2(+∞, t) = 0, t > 0,
u2(x0, t) = f(t), t ⩾ 0

(4)

найдём функцию u2(x, t) на x0 ⩽ x, t ⩾ 0:

u2(x, t) =

t∫
0

x− x0√
4πa22(t− τ)3

f(τ) exp

(
− (x− x0)

2

4a22(t− τ)

)
dτ.

Из леммы 3 следует, что функция u2(x, t) ∈ C1,2((0,∞)×(x0,+∞)). При f(t) = f0(t) существует
решение u2(x, t) задачи (4).

Предположим, что точное значения функции f0(t) не известно, а вместо него даны неко-
торая приближенная функция fδ(t) ∈ C[0,∞), fδ(0) = 0 и уровень погрешности δ > 0 такие,
что

sup
t∈[0,∞)

|fδ(t)− f0(t)| ⩽ δ. (5)

Поэтому, наряду с задачей (4) с условием u2(x0, t) = f(t), рассмотрим задачу (4) с другим
условием

u2(x0, t) = fδ(t), t ⩾ 0. (6)

Решение задачи (4), (6) обозначим через u2(x0, t, δ).

Лемма 5. Пусть ϕ(x, t) = u2(x, t) − u2(x, t, δ). Тогда для любых x ∈ (x0; +∞), t ⩾ 0
следует, что |ϕ(t, x)| ⩽ δ.

Доказательство. Функция ϕ(t, x) является решением задачи

∂ϕ2(x, t)

∂t
= a22

∂2ϕ2(x, t)

∂x2
, x ∈ (x0; +∞), t ∈ (0;+∞),

ϕ(x, 0) = 0, x ∈ [x0; +∞), ϕ(x0, t) = fδ(t)− f0(t), t ⩾ 0, ϕ(t,+∞) = 0, t ⩾ 0.
(7)

Пусть Ω = [x0; +∞)× [0,∞) множество, на котором определена задача (7), а ∂Ω = Γ1
⋃
Γ2, где

Γ1 = {(x, t) : x0 ⩽ x ⩽ +∞},Γ2 = {(x0, t) : 0 ⩽ t < ∞}. Тогда sup
(x,t)∈Ω

|ϕ(x, t)| ⩽ sup
(x,t)∈∂Ω

|ϕ(x, t)|.

Так как sup
(x,t)∈Γ1

|ϕ(x, t)| = 0, а sup
(x,t)∈Γ2

|ϕ(x, t)| ⩽ δ, то по принципу максимума [18]

sup
(x,t)∈Ω

|ϕ(x, t)| ⩽ δ. □
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Производную
∂u2(x0, t)

∂x
обозначим через g0(t),

∂u2(x0, t)

∂x
=

t∫
0

f0(τ)√
4πa22(t− τ)3

exp

(
− (x− x0)

2

4a22(t− τ)

)
dτ −

−
t∫

0

(x− x0)f0(τ)√
16πa62(t− τ)5

exp

(
− (x− x0)

2

4a22(t− τ)

)
dτ ≡ g0(t).

Требуется, используя данные (u2(x0, t, δ), δ), определить функцию gδ(t) и число σ(δ) такие,
что sup

t∈[0;+∞)
|gδ(t)− g0(t)| < σ(δ).

Так как задача вычисления производной в пространстве C[a; b] некорректна (см. [13,14]),
то построим регуляризующее семейство операторов {Rν : ν > 0}, которое для любого
ν > 0 пространство C[0; +∞) отображает в C[0; +∞) и определяется формулой Rνf(t) =
u2(x0 + ν, t)− f0(t)

ν
, f(t) ∈ C[0; +∞), f(0) = 0, ν > 0, t ∈ [0; +∞).

В точках (x0, t) производную
∂u2(x0, t)

∂x
, существование которой следует из теоремы 1,

заменим отношением приращений

Rνf0(t) =
u2(x0 + ν, t)− f0(t)

ν
, (8)

а Rνu2(x0, t, δ) =
u2(x0 + ν, t, δ)− u2(x0, t, δ)

ν
.

Рассмотрим оценку ||Rνu2(x0, t, δ) − g0(t)||C[0;∞) ⩽ ||Rνu2(x0, t, δ) − Rνf0(t)||C[0;∞) +
||Rνf0(t)− g0(t)||C[0;∞).

Лемма 6. Пусть Rνf0(t) определено формулой (8), а d ⩾ ||∂
2u2(x, t)

∂x2
||C([0;∞)×[x0;∞). Тогда

sup
t⩾0

|g0(t)−Rνf0(t)| ⩽ d · ν.

Доказательство. Из (8) следует существование θ1(t) ∈ [0; 1] такого, что

Rνf0(t) =
∂u2(x0 + θ1(t)ν, t)

∂x
. (9)

Из (9) следует, что

Rνf0(t)− g0(t) =
∂u2(x0 + θ1(t)ν, t)

∂x
− g0(t), (10)

а также существует функция θ2(t) ∈ [0; 1] такая, что при t ⩾ 0 0 ⩽ θ2(t) ⩽ 1

∂u2(x0 + θ1(t)ν, t

∂x
− g0(t) =

∂2u2(x0 + θ2(t)ν, t)

∂x2
· θ1(t) · ν. (11)

Из (10) и (11) следует утверждение леммы. □

Из (5) получим ∥Rνu2(x0, t, δ) − Rνf0(t)∥C[0,∞) ⩽ ∥Rν∥C[0,∞) · δ, а из определения нормы
оператора — ∥Rν∥ ⩽ 2/ν. Тогда

sup
t∈[0,∞)

|Rνu2(x0, t, δ)−Rνf0(t)| ⩽
2δ

ν
. (12)
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Значение параметра ν = ν(δ) определим, используя известную схему М. М. Лаврентьева [10],

из уравнения d · ν(δ) = 2δ

ν(δ)
. Тогда

ν(δ) =

√
2δ

d
. (13)

Таким образом, ввиду (12), (13) и леммы 6 получим, что

sup
t∈[0,∞)

|Rνw2(t, x0, δ)− g0(t)| ⩽ 2
√
2d · δ,

а σ(δ) = 2
√
2d · δ.

Теперь поставим обратную задачу.

Нам известна функция u2(x0, t), а также производная
∂u2(x0, t)

∂x
. Необходимо найти ре-

шение такой задачи:

∂u1(x, t)

∂t
= a21

∂2u1(x, t)

∂x2
, x ∈ (0;x0), t ∈ (0;+∞),

u1(0, t) = q(t), t ∈ (0;+∞), u1(x0, t) = f(t), t ∈ (0;+∞),
∂u1(x0, t)

∂x
= g(t), t ∈ [0; +∞), u(x, 0) = 0, x ∈ [0; +∞).

(14)

5. ОЦЕНКИ ДЛЯ ПОГРЕШНОСТИ СЛОЯ

Теперь рассмотрим следующую ситуацию: допустим, теплозащитный слой разрушился в
процесс нагревания тела на толщину ζ. Пусть эта величина ζ невелика в сравнении с толщиной

x0:
ζ

x0
≪ 1. Выясним, какая толщина разрушения слоя теплозащиты внесёт погрешность, не

выходящую за пределы ошибки δ — измерения величин температуры и теплового потока.
Для этого проведём ряд оценок. Допустим, что разрушение (по существу, отслоение ча-

сти защиты) произошло в самом начале теплового процесса, и в действительности при x = x0
измеряется не температура f(t) = u2(x0, t), а f1(t) = u2(x0−ζ, t) — температура, соответствую-
щая тепловому слою, отличающемуся от исходного на толщину ζ. Тогда разность температур
на поверхности δq(t), вызванная этими факторами, составит величину:

δq(t) =

t∫
0

f1(τ)(x0 − ζ)√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)
dτ −

t∫
0

x0f(τ)√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− x20
4a21(t− τ)

)
dτ. (15)

Мы предполагаем, что max
t∈[0;+∞)

|f(t)− f1(t)| < δ. Тогда (15) может быть представлен так:

||δq(t)||C ⩽ ζ||f(t)||C ·
t∫

0

x0√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)
dτ+

+||f(t)||C

t∫
0

x0√
4πa21(t− τ)3

{
exp

(
− x20
4a21(t− τ)

)
− exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)}
dτ,

(16)

где ||f(t)||C = sup
t⩾0

|f(t)|. Интегралы несложно оценить. Справедлива оценка

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

x0√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)
dτ

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1 (17)
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и равенства

t∫
0

x0√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− x20
4a21(t− τ)

)
dτ =

1

2
− Φ

(
x0

2a1
√
t

)
, (18)

t∫
0

(x0 − ζ)√
4πa21(t− τ)3

exp

(
− (x0 − ζ)2

4a21(t− τ)

)
dτ =

1

2
− Φ

(
x0 − ζ

2a1
√
t

)
, (19)

где Φ(s) — функция Лапласа.
В силу соотношений (17), (18), (19) оценка (16) принимает вид:

||δq(t)||C ⩽ ζ||f(t)||C + ||f(t)||C
∣∣∣∣Φ( x0

2a1
√
t

)
− Φ

(
x0 − ζ

2a1
√
t

)∣∣∣∣ . (20)

Оценим разность функций Лапласа. Получаем:∣∣∣∣Φ( x0

2a1
√
t

)
− Φ

(
x0 − ζ

2a1
√
t

)∣∣∣∣ ⩽ ζ

2a1
√
t
exp

(
− x20
4a21t

)
. (21)

Выражение с экспонентой ограничено и достигает наибольшего значения при t =
x20
2a21

. Следо-
вательно, верна оценка сверху:

ζ

2a1
√
t
exp

(
− x20
4a21t

)
⩽

ζ

x0

1√
2πe

. (22)

Из формул (22), (21) и (20) следует, что истинна оценка:

||δq(t)||C ⩽ ζ||f(t)||C + ||f(t)||C
ζ

x0

1√
2πe

. (23)

Так как слагаемые справа в формуле (23) содержат параметр ζ, то, для получения оконча-
тельной оценки, потребуем, чтобы ζ удовлетворяло уравнению:

δ =
ζ

x0
||f(t)||C

(
1 +

1√
2πe

)
.

6. СВЕДЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ (14) К ЗАДАЧЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
ЗНАЧЕНИЙ НЕОГРАНИЧЕННОГО ОПЕРАТОРА

Введём класс корректности Mb

Mb =

{
q(t) · e−t : q(t) ∈ C2(0;∞),

∫ +∞

0
|q(t) · e−t|2dt+

∫ +∞

0
|q′(t) · e−t|2dt ⩽ b

2
}
,

b — известное положительное число. Предположим, что при f(t) = f0(t) ∈ C1[0,∞) и g(t) =
g0(t) ∈ C1[0,∞) существует решение q0(t) обратной задачи (14), но функции f(t) и g(t) нам
не известны, а вместо них даны некоторые приближенные функции fδ(t) ∈ C1[0;∞), gδ(t) ∈
C1[0;∞) и уровни погрешности δ > 0 и σ(δ) такие, что

sup
t∈[0;∞)

|fδ(t)− f(t)| ⩽ 2δ, sup
t∈[0;∞)

|gδ(t)− g(t)| ⩽ 2
√
2 · d · δ, (24)
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причём отметим, что 2δ в выражении sup
t∈[0;∞)

|fδ(t)− f(t)| ⩽ 2δ обусловлено как погрешностью

измерения fδ(t), так и погрешностью, вносимой разрушением защитного слоя.
Требуется, используя fδ(t), gδ(t), δ и Mb, определить приближенное решение qδ зада-

чи (14).
Заметим, что для получения оценки погрешности приближенного решения обратной за-

дачи важную роль играет преобразование Фурье по t. Для использования преобразования
Фурье, следуя [15], сделаем замену

z(x, t) = e−tw1(x, t), 0 ⩽ x ⩽ x0, t > 0. (25)

Тогда задачу

∂w1(t, x)

∂t
= a21

∂2w1(x, t)

∂x2
, 0 < x ⩽ x0, t > 0,

w1(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ x0;w1(x0, t) = f(t),
∂w1(x0, t)

∂x
=

a2
a1

· g(t), t ⩾ 0

сведём к следующей системе

∂z(x, t)

∂t
= a21

∂2z(x, t)

∂x2
− z(x, t), 0 < x < x0, t ⩾ 0,

z(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ x0,
z(x0, t) = s(t), s(t) = f(t) · e−t, t ⩾ 0,

a1
a2

· ∂z(x0, t)
∂x

= p(t), p(t) = g(t) · e−t, t ⩾ 0,

(26)

где q(t) · e−t ∈ Mb.
Из теоремы 1 следует, что

z(x, t), z′x(x, t) ∈ C([0, x0]× [0,∞)), z′′xx(x, t) ∈ C((0, x0)× [0,∞)) (27)

и существует c3 > 0 такое, что для любой точки (x, t) ∈ [0, x0]× [0,∞)

sup
0⩽x⩽x0

{|z(x, t)|, |z′x(x, t)|} ⩽ c3 · e−t, (28)

а также для любого ε > 0 существует c4(ε) > 0 такое, что для любой точки (x, t) ∈ [ε, x0] ×
[0; +∞) выполняется оценка

sup
ε⩽x⩽x0

|z′′xx(x, t)| ⩽ c4(ε) · e−t. (29)

Из (27)–(29) на основании утверждения, доказанного в [16], гл. XVII, утверждение 6,
получим

Теорема 3. Пусть z(x, t) определена формулой (25) и выполняются условия (27)–(29),
тогда ∫ ∞

0
z′x(x, t)dt =

∂

∂x

[∫ ∞

0
z(x, t)dt

]
, (x, t) ∈ [0, x0]× [0,∞),∫ ∞

0
z′′xx(x, t)dt =

∂2

∂x2

[∫ ∞

0
z(x, t)dt

]
, (x, t) ∈ (0, x0)× [0,∞).

Введём оператор F , отображающий L2[0;∞)
⋂
L1[0;∞) в L2(−∞;∞)

⋂
C0(−∞;∞) и опре-

деляемый формулой

q̂(τ) = Ft[q(t)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
q(t)e−itτdt,

q(t) ∈ L2[0;∞)
⋂

L1[0;∞), q(t) =

{
q(t), t > 0,
0, t ⩽ 0.

(30)
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Из теоремы 3 следует применимость преобразования F , определяемого формулой (30), к
решению задачи (26):

(1 + iτ)ẑ(x, τ) = a21
∂2ẑ(x, τ)

∂x2
, x ∈ (h0, x0),

ẑ(x0, τ) = ŝ(τ),
a1
a2

· ∂ẑ(x0, τ)
∂x

= p̂(τ), −∞ < τ < ∞.

(31)

Решение (31) имеет вид

ẑ(τ, x) = A1(τ) · exp
{
x

√
1 + iτ

a1

}
+A2(τ) · exp

{
−x

√
1 + iτ

a1

}
, (32)

где A1(τ), A2(τ) — функции, которые необходимо определить.
Используя функции ŝ(τ) и p̂(τ), определим функцию

m̂(τ) = ẑ(0, τ), −∞ < τ < ∞. (33)

Решая систему уравнений (31), (32), с учётом (33), получим

m̂(τ) = T 1(τ) · ŝ(τ) + T 2(τ) · p̂(τ), (34)

где T 1(τ) = ch

(
x0

√
1 + iτ

a1

)
, T 2(τ) = − a2√

1 + iτ
sh

(
x0

√
1 + iτ

a1

)
. Обозначим T 1(τ)ŝ(τ) +

T 2(τ)p̂(τ) через T{ŝ(τ), p̂(τ)},

D(T ) = {ŝ(τ), p̂(τ) : ŝ(τ) ∈ L2(−∞,∞), p̂(τ) ∈ L2(−∞,∞) и T{ŝ(τ), p̂(τ)} ∈ L2(−∞,∞)}.

Из (34) следует, что оператор T линеен, неограничен.
Пусть m̂0(τ) = T{ŝ0(τ), p̂0(τ)}, ŝ0(τ) = F [s0(t)], p̂0(τ) = F [p0(t)], ŝδ(τ) = F [sδ(t)], p̂δ(τ) =

F [pδ(t)].
Из формулы (24) следует, что

∥ŝδ(τ)− ŝ0(τ)∥L2[0,∞) ⩽
2δ√
2
, ∥p̂δ(τ)− p̂0(τ)∥L2[0,∞) ⩽ 2

√
d · δ. (35)

Множество Mb при преобразовании F перейдёт в множество M̂b ⊃ F [Mb], определяемое
формулой

M̂b =

{
m̂(τ) : m̂(τ) ∈ L2[0,∞),

∫ ∞

−∞
(1 + τ2)|m̂(τ)|2dτ ⩽ 2b

2
}
. (36)

Из того, что m0(t) ∈ Mb, получаем m̂0(τ) ∈ M̂b.

7. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (34)–(36)

Для решения задачи (34)–(36) используем метод проекционной регуляризации (см. [17],
гл. 4, п. 4.1). В основе этого метода лежит регуляризующее семейство операторов {Tα : α > 0},
определяемое формулой

Tα{ŝ(τ), p̂(τ)} =

{
T{ŝ(τ), p̂(τ)}, |τ | ⩽ α,
0, |τ | > α.

Регуляризованное решение q̂αδ (τ) задачи (34) определим формулой

m̂α
δ (τ) = Tα{ŝδ(τ), p̂δ(τ)}, |τ | ⩾ 0, α > 0, δ > 0. (37)

Для выбора параметра регуляризации α = α(δ, b) в формуле (37), рассмотрим оценку

∥m̂α
δ (τ)− m̂0(τ)∥ ⩽ ∥ĥαδ (τ)− m̂α

0 (τ)∥+ ∥m̂α
0 (τ)− m̂0(τ)∥, (38)

где m̂α
0 (τ) = Tα{ŝ0(τ), p̂0(τ)}. Перейдём к оценке ∥Tα∥.
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Лемма 7. Существует число α1 > 0 такое, что для любого α, α ⩾ α1 справедливо
соотношение

∥Tα(τ)∥ ⩽ 4 · e
√

α/2·x0
a1 .

Доказательство. По определению, норма оператора ∥Tα∥ = sup
0⩽|τ |⩽α

|T (τ)|.

Рассмотрим |T (τ)| ⩽ |T 1(τ)|+ |T 2(τ)|. Из | ch z| =
√
ch2 x− cos2 y, z = x+ iy и

√
1 + iτ =

√√
1 + τ2 + 1

2
+ i

√√
1 + τ2 − 1

2

получим ∣∣∣∣ch(x0
√
1 + iτ

a1

)∣∣∣∣ ⩽ ch

√√
1 + τ2 + 1

2
· x0
a1

 ⩽ ch

(√
τ

2
· x0
a1

)
.

Таким образом,

|T 1(τ)| ⩽ 2 exp

{√
τ√
2
· x0
a1

}
.

С учётом | sh z2| =
√
ch2 x2 − cos2 y2, z2 = x2 + iy2 получим существование числа c5 > 0,

что

|T 2(τ)| =
∣∣∣∣ a2√

1 + iτ
sh

(
x0

√
1 + iτ

a1

)∣∣∣∣ ⩽ c5 · exp
{√

τ√
2
· x0
a1

}
√
1 + |τ |

.

Из вышесказанного будет следовать существование τ1 > 0 такого, что для любого τ ,
|τ | ⩾ τ1 справедливы соотношение

|T 2(τ)| ⩽ |T 1(τ)| ⩽ 2 exp

{√
τ/2 · x0

a1

}
.

Пусть α1 = τ1 тогда для всех α, α ⩾ α1 справедливо соотношение

∥Tα(τ)∥ ⩽ 4 · e
√

α/2·x0
a1 .

Тем самым лемма доказана. □

Теперь получим оценку для ∥m̂α
0 (τ)− m̂0(τ)∥ в формуле (38). Пусть

∆2
1(α) = sup

{∫ −α

−∞
|m̂0(τ)|2dτ +

∫ ∞

α
|m̂0(τ)|2dτ : m̂0(τ) ∈ M̂b

}
. (39)

Тогда из (36) получаем, что при условии m̂0(τ) ∈ M̂b∫ −α

−∞
(1 + τ2)|m̂0(τ)|2dτ +

∫ ∞

α
(1 + τ2)|m̂0(τ)|2dτ ⩽ 2b

2
. (40)

Из (39) и (40) следует, что ∆2
1(α) ⩽ 2b

2
/(1 + α2).

Таким образом, из (38), (40), предыдущего соотношения и леммы 7 получим, что

∥m̂α
0 (τ)− m̂0(τ)∥ ⩽ 2

√
2 · b/

√
1 + α2, ∥m̂α

δ (τ)− m̂α
0 (τ)∥ ⩽ 8 · (δ +

√
d · δ) · e

x0
a1

√
α/2

.

Из вышесказанного получим существование числа c6 > 0 такого, что

∥m̂α
δ (τ)− m̂0(τ)∥ ⩽ 2

√
2 · b/

√
1 + α2 + 8 · c6 ·

√
δ · e

x0
a1

√
α/2

.
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Параметр регуляризации α = α(δ) в формуле (37) выберем из условия√
1 + α2 · ∥Tα∥ · c6 ·

√
δ = 2

√
2 · b. (41)

Учитывая вышесказанное, получим

∥m̂α(δ)
δ (τ)− m̂0(τ)∥ ⩽ 4

√
2 · b/

√
1 + α2(δ). (42)

Так как функция
√
1 + α2 exp

{
x0
a1

√
α/2

}
строго возрастает по α и изменяется от 1 до

∞, то существует единственное решение α(δ, b) уравнения (41) и α(δ, b) ⩾ α1.
Ввиду того, что уравнение (41) не имеет решения в элементарных функциях, аппрокси-

мируем его парой уравнений

exp

{
x0
a1

√
α1/2

}
=

b√
δ
, exp

{
2x0
a1

√
α2/2

}
=

b

4 ·
√
δ
. (43)

Решения уравнений (43) обозначим через α1(δ, b) и α2(δ, b) соответственно.
Тогда при достаточно малых значениях δ справедливы соотношения

α2(δ, b) ⩽ α(δ, b) ⩽ α1(δ, b). (44)

Из (43) будем иметь

α1(δ, d) =
2a21
x20

ln2
(

b√
δ

)
и α2(δ, d) =

a21
2x20

ln2
(

b

4 ·
√
δ

)
,

а из (44) следует, что

α(δ, b) ∼ ln2 δ при δ → 0. (45)

Решение задачи (34)–(36) определим формулой m̂δ(τ) = m̂
α(δ,b)
δ (τ).

Тогда из соотношения (42) следует, что

∥m̂δ(τ)− m̂0(τ)∥ ⩽
4b√

1 + α2
1(δ, b)

. (46)

Обозначим через ω(τ, b) модуль условной корректности задачи (34)–(36) (модуль непре-
рывности оператора T на множестве M̂b)

ω(τ, b) = sup{∥T f̂∥ : T f̂ ∈ M̂b, |f̂∥ ⩽ τ}, τ, b > 0. (47)

Теорема 4. Задача (34)–(36) условно-корректна и для модуля условной корректности
этой задачи на множестве M̂b при достаточно малых значениях δ справедлива оценка

ω(τ, b) ⩽
8b√

1 + α2
1(τ, b)

.

Доказательство следует из формул (46), (47).
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Таким образом, решение mδ(t) обратной задачи (26), (35) определим формулой

mδ(t) =

{
ReF−1[mδ(τ)], t ⩾ 0,
0, t < 0,

где F−1 оператор, обратный F .
Учитывая вышесказанное, для mδ(t) будет справедлива оценка

∥mδ(t)−m0(t)∥ ⩽
4b√

1 + α2
1(δ, b)

. (48)

Из (45) и (48) следует существование числа d1 > 0 такого, что для любого достаточно
малого δ справедлива оценка

∥mδ(t)−m0(t)∥ ⩽ d1 · b · ln−2 δ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, рассмотренная нами задача позволяет оценить уровень погрешности, в
том числе и в погрешности толщины слоя. В том случае, если погрешность определения тол-
щины теплозащитного слоя ζ совпадает с погрешностью измерений δ, выполнено соотношение

δ

sup
t⩾0

|f(t)|
=

ζ

x0

(
1 +

1√
2πe

)
.

Уровень погрешности при этом определяется формулой

∥mδ(t)−m0(t)∥ ⩽ d1 · b · ln−2(δ).
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Исследуется существование решений краевой задачи для системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений с частными производными второго порядка относительно обобщён-
ных перемещений при заданных нелинейных граничных условиях, описывающей состоя-
ние равновесия упругих непологих изотропных неоднородных оболочек нулевой гауссовой
кривизны с незакреплёнными краями в рамках сдвиговой модели Тимошенко. В основе
метода исследования лежат интегральные представления для обобщённых перемещений,
содержащие произвольные функции, которые позволяют исходную краевую задачу све-
сти к нелинейному операторному уравнению относительно обобщённых перемещений в
соболевском пространстве. Разрешимость операторного уравнения устанавливается с ис-
пользованием принципа сжатых отображений.
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В настоящее время достаточно глубоко изучена разрешимость плоских задач теории упру-
гости [1, 2]. Исследования разрешимости пространственных краевых задач теории упругости
ведутся по двум основным направлениям. Первое направление основано на применении теории
сингулярных интегральных уравнений [3–6], а также метода сведения пространственных задач
к плоским [7] с последующим использованием теории аналитических и обобщённых аналитиче-
ских функций. На этом пути получены теоремы существования линейных краевых задач для
однородных и кусочно-однородных изотропных и анизотропных упругих тел. Второе направ-
ление исследований связано с использованием методов функционального анализа, которые
позволяют исследовать существование обобщённых решений задач теории упругости в Собо-
левских пространствах для более широкого класса упругих тел [8–13]. Здесь используются
такие методы, как метод гильбертовых пространств, вариационные методы [8–11], теорема о
неявной функции и метод Джона Болла, основанный на понятиях слабой сходимости и слабо
полунепрерывного снизу функционала [12, 13]. Эти же методы применялись к исследованию
разрешимости нелинейных краевых задач равновесия упругих оболочек и пластин в рамках
простейшей модели Кирхгофа—Лява ( [14–19] и цитированная литература) и задач термоупру-
гости для оболочек в рамках гипотез Григолюка—Чулкова [20,21]. Вопросы существования ре-
шений нелинейных задач в рамках более общих моделей теории оболочек вошли в известный
список нерешённых проблем математической теории оболочек И. И. Воровича [14]. В насто-
ящее время имеется немало работ, посвящённых построению новых неклассических моделей
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теории оболочек и нахождению в рамках этих моделей решений конкретных задач различны-
ми численными и численно-аналитическими методами (см., например, [22–27] и цитированная
литература). Разрешимость линейных краевых задач для упругих микрополярных оболочек
исследовалась в [28]. Однако, вопросы обоснования применяемых методов и анализа разре-
шимости статических задач для более сложных нелинейных уравнений до недавнего времени
оставались открытыми. На сегодняшний день имеется ряд работ [29–33], в которых в рамках
сдвиговой модели С. П. Тимошенко [22] исследовалась разрешимость нелинейных краевых за-
дач для упругих пологих оболочек. Для исследования этих задач разработан новый метод,
в основе которого лежат интегральные представления для обобщённых перемещений, содер-
жащие произвольные функции. Построение интегральных представлений является одним из
существенных моментов метода исследования. Произвольные функции находятся таким обра-
зом, чтобы обобщённые перемещения удовлетворяли линейной системе уравнений равновесия и
линейным граничным условиям. В результате исходная краевая задача сводится к нелинейно-
му операторному уравнению относительно обобщённых перемещений в Соболевском простран-
стве. Существенным моментом метода исследования также является исследование разреши-
мости операторного уравнения. В настоящей статье метод работ [29–33] развивается на случай
непологих неоднородных изотропных оболочек типа Тимошенко нулевой гауссовой кривизны,
отнесённых к евклидовой системе координат. Переход к непологим оболочкам существенно
усложняет исследование краевой задачи.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В плоской односвязной ограниченной области Ω рассматривается система нелинейных
дифференциальных уравнений вида

T jλ
αλ − κjT

jµωµ − κjT
j3 +Rj = 0, j = 1, 2,

(T λµωµ)αλ + T λ3
αλ + κ1T

11 +R3 = 0, M jλ
αλ − T j3 + Lj = 0, j = 1, 2,

(1)

при выполнении на границе Γ области Ω условий

T j1dα2/ds− T j2dα1/ds = P j(s), j = 1, 2,

T 13dα2/ds− T 23dα1/ds+ (T 1λdα2/ds− T 2λdα1/ds)ωλ = P 3(s),

M j1dα2/ds−M j2dα1/ds = N j(s), j = 1, 2.

(2)

В (1), (2) и ниже используются следующие обозначения:

T ij ≡ T ij(γ) = Dijkn
λ−1γ

λ−1
kn , M ij ≡M ij(γ) = Dijkn

λ γλ−1
kn ,

γ = (γ0, γ1), γk = (γk11, γ
k
12, γ

k
13, γ

k
22, γ

k
23, γ

k
33), k = 0, 1;

Dijkn
m = Dijkn

m (α1, α2) =

h0/2∫
−h0/2

Bijkn(α1, α2, α3)(α3)mdα3, m = 0, 2, i, j, k, n = 1, 3;

B1111 = B2222 = E/(1− ν2), B1122 = νE/(1− ν2), B1212 = E/(2(1 + ν)),

B1313 = B2323 = Eκ2/(2(1 + ν)); ωj = w3αj + κjwj , j = 1, 2;

γ0jj = wjαj − κjw3 + ω2
j /2 (j = 1, 2), γ012 = w1α2 + w2α1 + ω1ω2, γ1jj = ψjαj (j = 1, 2),

γ112 = ψ1α2 + ψ2α1 , γ0j3 = ωj + ψj (j = 1, 2), γ033 = γ1k3 ≡ 0, k = 1, 3;

(3)

остальные Bijkn равны нулю, αj = αj(s) (j = 1, 2) — уравнения кривой Γ, s — длина дуги Γ;
нижний индекс αλ в (1)–(3) и далее означает дифференцирование по αλ, λ = 1, 2.
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Система (1) совместно с граничными условиями (2) описывает состояние равновесия упру-
гой непологой изотропной неоднородной оболочки с незакреплёнными краями в рамках сдви-
говой модели Тимошенко [22], стр. 164–173, отнесённой к евклидовой системе координат. При
этом: T ij — усилия, M ij — моменты; γkij (i, j = 1, 3, k = 0, 1) — компоненты деформаций сре-
динной поверхности S0 оболочки, отождествляемой с областью Ω; wj (j = 1, 2) и w3 — соот-
ветственно тангенциальные и нормальное перемещения точек S0; ψi (i = 1, 2) — углы поворота
нормальных сечений S0;κj (j = 1, 2) — главные кривизны поверхности S0; Rj , P j (j = 1, 3), Lk,
Nk(k = 1, 2) — компоненты внешних сил, действующих на оболочку; ν — коэффициент Пуас-
сона, E — модуль Юнга, κ2 — коэффициент сдвига, h0 = const — толщина оболочки; α1, α2 —
декартовы координаты точек области Ω. Предполагается, что гауссова кривизна K = κ1κ2 = 0,
поэтому далее будем считать κ2 = 0, κ1 ̸= 0 в области Ω.

В (1)–(3) и в дальнейшем по повторяющимся латинским индексам ведётся суммирование
от 1 до 3, по повторяющимся греческим индексам — от 1 до 2.

Задача (1), (2). Требуется найти решение системы (1),удовлетворяющее граничным усло-
виям (2).

Краевую задачу (1), (2) будем изучать в обобщённой постановке. Пусть выполнены сле-
дующие условия:

(a) имеют место включения Bijkn(α1, α2, α3) ∈ (W
(1)
p (Ω) ∩ Cβ(Ω)) × L1[−h0/2, h0/2],

i, j, k, n = 1, 3;
(b) главная кривизна κ1(α1, α2) принадлежит пространству C1(Ω);
(c) компоненты внешних сил Rj (j = 1, 3) и Lk (k = 1, 2) принадлежат пространству

Lp(Ω), а компонентыP j (j = 1, 3), Nk (k = 1, 2) — пространству Cβ(Γ);
(d) Ω — произвольная односвязная область с границей Γ ∈ C1

β .
Здесь и далее везде: 2 < p < 4/(2− β), 0 < β < 1.
Определение. Назовём вектор обобщённых перемещений a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) обоб-

щённым решением задачи (1), (2), если a принадлежит пространству W
(2)
p (Ω), почти всюду

удовлетворяет системе (1) и поточечно граничным условиям (2).

Здесь W (j)
p (Ω) (j = 1, 2) — пространства Соболева. В силу теорем вложения для Соболев-

ских пространств W (2)
p (Ω) c p > 2 обобщённое решение a принадлежит пространству C1

α(Ω).
Здесь и везде далее α = (p−2)/p. Заметим, что при 2 < p < 4/(2−β) справедливо неравенство
α < β/2.

Соотношения для компонент деформаций в (3) для удобства в дальнейших исследованиях
запишем в виде

γkij = eksij + ekcij + χk
ij , i, j = 1, 3, k = 0, 1, (4)

где приняты обозначения:

e0sjj = wjαj , e0sj3 = w3αj + ψj , e1sjj = ψjαj , j = 1, 2, e0s12 = w1α2 + w2α1 ,

e1s12 = ψ1α2 + ψ2α1 , e0c11 = −κ1w3, e0c13 = κ1w1, χ0
jj = ω2

j /2, j = 1, 2, χ0
12 = ω1ω2;

(5)

остальные eksij , e
k
cij , χ

k
ij равны нулю.

2. ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ДЛЯ
ОБОБЩЁННЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Введём в рассмотрение две комплексные функции

υj = υj(z) = D1111
j−1 (w1α1 + w2α2) +D1111

j (ψ1α1 + ψ2α2)+

+i[D1212
j−1 (w2α1 − w1α2) +D1212

j (ψ2α1 − ψ1α2)], j = 1, 2, z = α1 + iα2.
(6)
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В системе (1) усилия T jk, моменты M jk и компоненты деформаций γnjk заменим их выра-
жениями из (3), (4). Прибавляя после этого к первому уравнению в (1) второе, умноженное на
мнимую единицу i, а к четвёртому уравнению — пятое, умноженное также на i, систему (1)
при помощи функций υj(z) из (6) представим в удобной для дальнейших исследований форме

υjz + hj(a) = f jc (a) + f jχ(a)− F j(z), j = 1, 2,

D1313
0 (w3α1α1 + w3α2α2) + h3(a) = f3c (a) + f3χ(a)− F 3(z), z ∈ Ω,

(7)

где приняты следующие обозначения:

υjz = (υjα1 + iυjα2)/2, j = 1, 2,

hj(a) = (−1)µ−1(D1212
j+λ−2α3−µνλ2αµ + iD1212

j+λ−2αµνλ1α3−µ)− (j − 1)D1313
0 (e0s13 + ie0s23)/2,

ν1j = wj , ν2j = ψj , j = 1, 2; h3(a) = D1313
0αλ w3αλ + (D1313

0 ψλ)αλ ;

f jc (a) = (fc3j−2 + ifc3j−1)/2, f jχ(a) = (fχ3j−2 + ifχ3j−1)/2, j = 1, 2,

f3c (a) = fc3(a), f3χ(a) = fχ3(a), fcj(a) = −T jj
αj (ec) + κjT

j3(γ),

fc3+j(a) = −M jj
αj (ec) + (2− j)T j3(ec), j = 1, 2, fc3(a) = −T λ3

αλ (ec)− κ1T
11(e),

fχj(a) = −T jλ
αλ(χ) + κjT

jµ(γ)ωµ, fχ3+j(a) = −M jλ
αλ(χ), j = 1, 2,

fχ3(a) = −(T λµωµ)αλ − κ1T
11(χ), F 1 = (R1 + iR2)/2, F 2 = (L1 + iL2)/2,

F 3 = R3; e = es + ec, es = (e0s, e
1
s), ec = (e0c , e

1
c),

eks = (eks11, e
k
s12, e

k
s13, e

k
s22, e

k
s23, e

k
s33), ekc = (ekc11, e

k
c12, e

k
c13, e

k
c22, e

k
c23, e

k
c33),

k = 0, 1; χ = (χ0
11, χ

0
12, χ

0
22);

(8)

eksij , e
k
cij , χ

k
ij определены в (5).

Отметим, что через e и χ обозначены соответственно линейные и нелинейные части ком-
понент деформации γ, поэтому справедливо представление γ = e+ χ.

Аналогично, граничные условия (2) запишем в виде

Re[(−i)jt′ωk(t)] + 2(−1)jD1212
k+δ−2νδ3−jαλdαλ/ds = φc3(k−1)+j(a)(t) + φχ3(k−1)+j(a)(t)−

−F 3k+j(s), k, j = 1, 2,

D1313
0 [(w3α2 + ψ2)dα

1/ds− (w3α1 + ψ1)dα
2/ds] = φc3(a)(t) + φχ3(a)(t)− F 6(s),

(9)

где
φcj(a)(t) = T j2(ec)dα

1/ds− T j1(ec)dα
2/ds,

φc3+j(a)(t) =M j2(ec)dα
1/ds−M j1(ec)dα

2/ds, φc3(a)(t) = T 13(ec)dα
2/ds;

φχj(a)(t) = T j2(χ)dα1/ds− T j1(χ)dα2/ds,

φχ3+j(a)(t) =M j2(χ)dα1/ds−M j1(χ)dα2/ds, j = 1, 2,

φχ3(a)(t) = [(T 11(γ)ω1 + T 12(γ)ω2]dα
2/ds− [T 22(γ)ω2 + T 12(γ)ω1]dα

1/ds;

F 3+j = −P j , j = 1, 2, F 6(s) = P 3(s), F 6+k = −Nk, k = 1, 2;

(10)

t′ = dt/ds, ds — элемент длины дуги кривой Γ, усилия T jk, моменты M jk определены в (2).
В основе исследования системы уравнений (7) при граничных условиях (9) лежат инте-

гральные представления для обобщённых перемещений wj (j = 1, 3), ψk (k = 1, 2). Для их
вывода введём в рассмотрение уравнения

υjz = ρj(j = 1, 2), D1313
0 (w3α1α1 + w3α2α2) = ρ3, (11)
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где ρ1 = ρ1 + iρ2, ρ2 = ρ4 + iρ5, ρ3 = ρ3 — произвольно фиксированные функции, принадлежа-
щие пространству Lp(Ω).

Первые два уравнения в (11) представляют собой неоднородные уравнения Коши—
Римана. Их общие решения даются формулами [34], cтр. 29

υj(z) = Φj(z) + Tρj(z) ≡ υj(Φj ; ρ
j)(z),

Tρj(z) = − 1

π

∫∫
Ω

ρj(ζ)

ζ − z
dξdη, j = 1, 2, ζ = ξ + iη,

(12)

где Φj(z) — произвольные голоморфные функции, принадлежащие пространству Cα(Ω).
Известно [34], cтр. 39–41, 46, что T — вполне непрерывный оператор в пространствах

Lp(Ω) и Ck
α(Ω), отображающий их в пространства Cα(Ω) и Ck+1

α (Ω) соответственно. Кроме
того, существуют обобщённые производные

∂Tf

∂z̄
= f,

∂Tf

∂z
≡ Sf = − 1

π

∫∫
Ω

f(ζ)

(ζ − z)2
dξ dη, (13)

где S — линейный ограниченный оператор в Lp(Ω), p > 1 и Ck
α(Ω).

Представления (12) в свою очередь при помощи функций υ01 = w2 + iw1, υ02 = ψ2 + iψ1

запишем в виде неоднородных уравнений Коши—Римана

υ0jz̄ = i(d2j−1[υ1] + d2j [υ2]) ≡ iTjυ, j = 1, 2, υ = (υ1, υ2), (14)

общие решения которых имеют вид

υ0j (z) = Ψj(z) + iTTjυ(z), j = 1, 2. (15)

В (14), (15) приняты обозначения:

d2j+λ−2[υλ] = d12j+λ−2υλ + (−1)j+λd22j+λ−2υλ, j, λ = 1, 2,

dj3k−2 =
1

4

(
D1111

4−2k

δ0
+ (−1)j

D1212
4−2k

δ1

)
,

dj2 = dj3 =
1

4

(
D1212

1

δ1
+ (−1)j

D1111
1

δ0

)
, k, j = 1, 2,

δ0 = D1111
0 D1111

2 −
(
D1111

1

)2
, δ1 = D1212

0 D1212
2 −

(
D1212

1

)2
;

(16)

Ψj(z) ∈ C1
α(Ω) — произвольные голоморфные функции.

Третье уравнение в (11) представим в виде

w3zz̄ = ρ̃3/4, ρ̃3 = ρ3/D
1313
0 , w3z = (w3α1 − iw3α2)/2,

откуда получим

w3(z) = ReΨ3(z)− T̃ ρ̃3, T̃ ρ̃3 = − 1

2π

∫∫
Ω

ρ̃3(ζ) ln

∣∣∣∣1− z

ζ

∣∣∣∣ dξ dη, (17)

где Ψ3(z) ∈ C1
α(Ω) — произвольная голоморфная функция.
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Соотношения (15), (17) представляют собой искомые интегральные представления для
обобщённых перемещений. Для их частных производных первого и второго порядков при по-
мощи формул (12)–(17) и (8.20) из [34], cтр. 58 получаем представления

νjkαk = Im[υ0jz − (−1)kυ0jz], νjkαn = Re[υ0jz + (−1)kυ0jz], k ̸= n, j, k, n = 1, 2;

υ0jz = Ψ′
j(z) + iSTjυ(z), υ0jz = iTjυ, w3αj = 2Re

(
ij−1w3z

)
, j = 1, 2,

w3z = Ψ′
3(z)/2 + T ρ̃3(z)/4; νknαjαj = −Re{in[υ0kzz + (−1)j(υ0kzz + υ0kzz)]},

νknα1α2 = Re{in−1(υ0kzz − υ0kzz)}, w3αjαj = 2[w3zz + (−1)j−1Rew3zz], k, n, j = 1, 2,

w3α1α2 = −2Imw3zz; υ0kzz = Tk1υ + Sk1(Φ
′
0; ρ0), υ0kzz = Tk2υ + Sk2(Φ

′
0; ρ0),

υ0kzz = Ψ′′
k(z) + Sυ0

kζζ
(z)− 1

2π

∫
Γ

Tkυ(τ)

(τ − z)2
dτ, k = 1, 2, Φ′

0 = (Φ′
1,Φ

′
2), ρ0 = (ρ1, ρ2),

w3zz = Ψ′′
3(z)/2 + Sρ̃3/4, w3zz = ρ̃3/4, Tjkυ = i[d12j+µ−2,kυµ + (−1)j+µd22j+µ−2,kυµ],

Sjk(Φ
′
0; ρ0) = i[d12j+µ−2υµ,k + (−1)j+µd22j+µ−2υµ,3−k], υj,1 ≡ υjz = Φ′

j(z) + Sρj(z),

υj,2 ≡ υjz = ρj , djm,1 ≡ djmz, djm,2 ≡ djmz, j, k = 1, 2, m = 1, 4.

(18)

3. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ (1), (2) К ОПЕРАТОРНОМУ УРАВНЕНИЮ

Интегральные представления (15), (17) для обобщённых перемещений a = (w1, w2, w3,
ψ1, ψ2) содержат произвольные голоморфные функции Φj(z) (j = 1, 2), Ψk(z) (k = 1, 3) и
произвольные функции ρj(z) (j = 1, 3). Их найдём так, чтобы обобщённые перемещения удо-
влетворяли системе (7) и граничным условиям (9), при этом правые части уравнений (7) и гра-
ничных условий (9) временно считаем известными. С этой целью соотношения (15), (17), (18)
подставим в левые части системы (7) и граничных условий (9). В результате система уравне-
ний (7) запишется в виде

ρj(z) + hj1(ρ)(z) + hj2(Φ)(z) = f jc (a)(z) + f jχ(a)(z)− F j(z), j = 1, 3, z ∈ Ω, (19)

где через hj1(ρ)(z) и hj2(Φ)(z) обозначены те части выражения оператора hj(a) в (8), которые
содержат функции ρ = (ρ1, ρ2, ρ3) и Φ = (Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2,Ψ3) соответственно.

Граничные условия (9) с учётом представлений

S(TjΦ0)
+(t) = −(t

′
)2[d12j−1(t)Φ1(t) + d12j(t)Φ2(t)] +K0j(Φ0)(t), Φ0 = (Φ1,Φ2),

K0j(Φ0)(t) = −
d12j+µ−2(t)

2πi

∫
Γ

ψ(τ, t)− ψ(t, t)

τ − t
Φµ(τ)dτ − (−1)j+µ

d22j+µ−2(t)

2πi
×

×
∫
Γ

ψ(τ, t)− ψ(t, t)

τ − t
Φµ(τ)dτ −

1

π

∫∫
Ω

d12j+µ−2(ζ)− d12j+µ−2(t)

(ζ − t)2
Φµ(ζ)dξdη−

−(−1)j+µ

π

∫∫
Ω

d22j+µ−2(ζ)− d22j+µ−2(t)

(ζ − t)2
Φµ(ζ)dξdη, j = 1, 2,

ψ(τ, t) = (τ − t)/(τ − t), ψ(t, t) = (t
′
)2,

(20)

получаемых при помощи соотношений (12)–(14), формул (4.7), (4.9) из [34], cтр. 28 и формул
Сохоцкого [35], cтр. 66, преобразуются к виду

(−1)jdkλ(t)Re[i
jt′Φλ(t)]− 2D1212

λ+k−2(t)Re[i
j−1t′Ψ′

λ(t)]− 2D1212
λ+k−2(t)Re[i

jt′K0λ(Φ0)(t)]+

+H3(k−1)+jρ(t) = φc3(k−1)+j(a)(t) + φχ3(k−1)+j(a)(t)− F 3k+j(s), k, j = 1, 2,

D1313
0 (t)Re[it′Ψ′

3(t)] +K03(Φ)(t) +H3ρ(t) = φc3(a)(t) + φχ3(a)(t)− F 6(s),

(21)
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где приняты следующие обозначения:

H3(k−1)+jρ(t) = Re[(−i)jt′Tρk(t)]− 2D1212
k+λ−2(t)Re{ijt′(I + S)(TλTρ0)

+(t)}, k, j = 1, 2,

H3ρ(t) = D1313
0 (t)Re[it′(T ρ̃3(t)/2 + TT2Tρ0(t))],

K03(Φ)(t) = D1313
0 (t)Re{t′[Ψ2(t) + iTT2Φ0(t)]};

dkj(t) = (−1)j−1[2(−1)λD1212
λ+k−2(t)d

2
2λ+j−2(t) + 3− k − j], k, j = 1, 2,

(22)

I — тождественный оператор, операторы T , S, Tλ и функции dkj (t) определены в (12), (13),
(14), (16) соответственно; Φλ(t) ≡ Φ+

λ (t), t ∈ Γ; символ Φ+
λ (t) здесь и далее означает предел

функции Φλ(z) при z → t ∈ Γ изнутри области Ω.
Таким образом, для определения функций ρj ∈ Lp(Ω) (j = 1, 3), Φk(z) ∈ Cα(Ω) (k = 1, 2),

Ψj(z) ∈ C1
α(Ω) (j = 1, 3) получили систему уравнений (19), (21). Голоморфные функции будем

искать в виде интегралов типа Коши с действительными плотностями:

Φk(z) = Θ(µ2k)(z) ≡ Φk(µ2k)(z), k = 1, 2, Ψ′
j(z) = i(j−1)(j−2)/2Θ(µ2j−1)(z) ≡

≡ Ψ′
j(µ2j−1)(z), j = 1, 3, Θ(f)(z) =

1

2πi

∫
Γ

f(τ) dτ

τ ′(τ − z)
,

(23)

где µj(t) ∈ Cα(Γ) (j = 1, 5) — произвольные действительные функции, τ ′ = dτ/dσ, dσ —
элемент длины дуги кривой Γ.

Для функций Ψj(z) (j = 1, 3) имеем представления:

Ψj(z) = i(j−1)(j−2)/2Θ0(µ2j−1)(z) + c2j−1 + ic2j ≡ Ψj(µ2j−1)(z) + c2j−1 + ic2j , j = 1, 3,

Θ0(f)(z) = − 1

2πi

∫
Γ

f(τ)

τ ′
ln
(
1− z

τ

)
dτ, (24)

где cj (j = 1, 6) — произвольные действительные постоянные, под ln(1 − z/τ) понимается
однозначная ветвь, обращающаяся в нуль при z = 0 ∈ Ω.

Постоянную c2 определим так, чтобы w1(0, 0) = 0. Тогда с учётом соотношений (24) пред-
ставления (15), (17) можно записать в виде

υ0j (z) = υ0j (µ
j ; ρ0)(z) + c2j−1 + i(j − 1)c2j , j = 1, 2,

w3(z) = w3(µ5; ρ3)(z) + c5, µj = (µ2j−1, µ2, µ4),

υ0j (µ
j ; ρ0)(z) = Ψj(µ2j−1)(z) + iTTjυ(µ0; ρ0)(z)− i(2− j)Re[TT1υ(µ0; ρ0)(0)], j = 1, 2,

µ0 = (µ2, µ4), ρ0 = (ρ1, ρ2), w3(µ5; ρ3)(z) = Re[Ψ3(µ5)(z)]− T̃ ρ̃3,

υ(µ0; ρ0) = (υ1(µ2; ρ
1), υ2(µ4; ρ

2)), υj(µ2j ; ρ
j) ≡ υj(Φj(µ2j); ρ

j), j = 1, 2,

(25)

где оператор υj(Φj ; ρ
j) определён в (12).

Используя формулы Сохоцкого [35], cтр. 66, находим Φk(t) (k = 1, 2), Ψ′
j(t) (j = 1, 3),

t ∈ Γ. Подставляя их выражения, а также представления (24), (25) в систему (19), (21), после
несложных преобразований приходим к следующей системе уравнений относительно функций
ρ ∈ Lp(Ω) и µ = (µ1, µ2, µ3, µ4, µ5) ∈ Cα(Γ):

ρj(z) + hj1(ρ)(z) + hj2(µ)(z) = f jc (a)(z) + f jχ(a)(z) + gjc(z)− F j(z), z ∈ Ω, j = 1, 3,

5∑
n=1

ajn(t)µn(t) + bjn(t)

∫
Γ

µn(τ)

τ − t
dτ

+Kj µ(t) +Hjρ(t) =

= φcj(a)(t) + φχj(a)(t) + g3+j
c (t)− F 3+j(t), t ∈ Γ, j = 1, 5,

(26)
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в которой приняты обозначения:

K3(n−1)+jµ(t) = (−1)jdnλ(t){Re[ijt′Θ(µ2λ)(t)]− iRe(ij−1)Θ(τ ′µ2λ)(t)}+
+2D1212

λ+n−2(t){Re[ij+1t′Θ(µ2λ−1)(t)]− iRe(ij)Θ(τ ′µ2λ−1)(t)−Re[ijt′K0λ(µ0)(t)]},
n, j = 1, 2, K3µ(t) = K03(µ)(t)−D1313

0 (t)Re[t′Θ(µ5)(t)];

g2c (z) = D1313
0 (c4 + ic3)/2, g

3
c (z) = −c4D1313

0α1 − c3D
1313
0α2 ,

g6c (t) = D1313
0 (t)(c4dα

2/ds− c3dα
1/ds), g1c (z) = g3+j

c (t) ≡ 0, j = 1, 2, 4, 5;

a3(k−1)+j 2λ(t) = (−1)jdkλ(t)Re(i
j)/2, b3(k−1)+j 2λ(t) = (−1)jdkλ(t)Re(i

j−1)/(2π),

a3(k−1)+j 2λ−1(t) = −D1212
λ+k−2(t)Re(i

j−1), b3(k−1)+j 2λ−1(t) = D1212
λ+k−2(t)Re(i

j)/π,

k, j, λ = 1, 2, a35(t) = −D1313
0 (t)/2;

(27)

остальные ajk, bjk равны нулю; здесь hj2(µ)(z) ≡ hj2(Φ(µ))(z), K0j(µ0)(t) ≡ K0j(Φ0(µ0))(t),
j = 1, 2; K03(µ)(t) ≡ K03(Φ(µ))(t), Φ(µ) = (Φ1(µ2),Φ2(µ4),Ψ1(µ1),Ψ2(µ3),Ψ3(µ5)); операторы
K0j (j = 1, 3) определены в (20), (22).

Справедлива следующая лемма [33].
Лемма 1. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда:
1) hj1(ρ) (j = 1, 3) — линейные вполне непрерывные операторы в Lp(Ω);
2) hj2(µ) (j = 1, 3) — линейные вполне непрерывные операторы из Cν′(Γ) ∀ν ′ ∈ (0, 1) в

Lp(Ω);
3) Kj µ (j = 1, 5) — линейные вполне непрерывные операторы из Cν′(Γ) ∀ν ′ ∈ (0, 1) в

Cγ(Γ) ∀γ < β/2;
4) Hj ρ (j = 1, 5) — линейные вполне непрерывные операторы из Lp(Ω) в Cα′(Γ) ∀α′ < α

и ограниченные операторы из Lp(Ω) в Cα(Γ);
5) имеют место включения f jc (a)(z), f jχ(a)(z), F j(z), gjc(z) (j = 1, 3) ∈ Lp(Ω); φcj(a)(t),

φχj(a)(t) ∈ Cα(Γ), F 3+j(t), g6c (t), ajk(t), bjk(t) ∈ Cβ(Γ), j, k = 1, 5.

Исследуем разрешимость системы уравнений (26) в пространстве Lp(Ω)× Cα′(Γ), α′ < α.
Заметим, что любое решение (ρ, µ) ∈ Lp(Ω) × Cα′(Γ) системы (26) в силу леммы 1 принадле-
жит пространству Lp(Ω)× Cα(Γ). Используя выражения для ajk(t), bjk(t) из (27), вычисляем
определитель

det[A(t)− πiB(t)] = D1313
0 δ1(a

2
1 − a0a2)/(32δ0), an = D1111

n +D1122
n , n = 0, 1, 2,

где δ0, δ1 определены в (16), а A = (ajk), B = (bjk) — квадратные матрицы пятого порядка.
Итак, det[A(t)− πiB(t)] ̸= 0 на Γ и для индекса системы (26) получаем

χ =
1

2π

[
arg

det(A− πiB)

det(A+ πiB)

]
Γ

= 0

(здесь символ [argφ]Γ означает приращение аргумента функции φ при обходе кривой Γ один
раз в положительном направлении). Следовательно, к системе (26) применима альтернатива
Фредгольма. Пусть (ρ, µ) ∈ Lp(Ω)×Cα′(Γ) — решение системы (26) при нулевой правой части.
Этому решению по формулам (23), (24), (25) с постоянными cj = 0 соответствуют функции
wj (j = 1, 3), ψk (k = 1, 2). Эти функции, как нетрудно видеть, удовлетворяют однородной
системе линейных уравнений (7) (f jc + f jχ − F j ≡ 0, j = 1, 3) и однородным линейным гранич-
ным условиям (9) (φcj + φχj − F 3+j ≡ 0, j = 1, 5). Действительную и мнимую части первого
уравнения однородной системы (7) умножим соответственно на w1 и w2, второго уравнения —
соответственно на ψ1 и ψ2, а третье уравнение — на w3. После этого проинтегрируем по области
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Ω и сложим получившиеся равенства. С учётом однородных граничных условий (9) получаем,
что wj(j = 1, 3), ψk(k = 1, 2) удовлетворяют системе

νj1α1 = 0, νj2α2 = 0, νj1α2 + νj2α1 = 0, w3αj + ψj = 0, j = 1, 2,

решение которой имеет вид

w1 = −c0α2 + c1, w2 = c0α
1 + c2, w3 = −c4α1 − c5α

2 + c6, ψ1 = c4, ψ2 = c5, (28)

где cj — произвольные действительные постоянные, функции νjk определены в (8).
Так как Ψj(0) = 0 (j = 1, 3), w3(0) = 0, то из (28) будем иметь: w1 = −c0α2 + c1, w2 =

c0α
1 + c2, w3 = ψ1 = ψ2 ≡ 0. Тогда υj(z) = 2ic0D

1212
j−1 , j = 1, 2 и из уравнений (11) следуют

равенства
ρj(z) = 2ic0D

1212
j−1z, j = 1, 2, ρ3(z) ≡ 0, z ∈ Ω. (29)

Используя формулы (12), (15), (17) и представление для υ0jz в (18), находим Φk(z)(k = 1, 2),
Ψ′

j(z) (j = 1, 3) и подставляя их в (23), получаем

µ1(t)/t
′ − c0(t

′
)2 = F−

1 (t), µ2j(t)/t
′ − 2ic0D

1212
j−1 (t) = F−

2j(t), j = 1, 2,

µ2j−1(t)/t
′ = F−

2j−1(t), j = 2, 3,

где F−
j (t) — граничные значения функции F−

j (z), голоморфной во внешности Ω и исчезающей
на бесконечности. Следовательно, для функции F−

j (z) во внешности области Ω приходим к
задаче Римана—Гильберта с краевым условием Re[it′ F−

j (t)] = f−j (t), j = 1, 5, где f−1 (t) =

c0Re(it
′), f−2j(t) = 2c0D

1212
j−1 (t)Ret

′, j = 1, 2, f−2j−1(t) = 0, j = 2, 3. Используя решение этой
задачи [36], cтр. 253, для функций µj(t) получаем представления

µj(t) = c0µ
0
j (t) + β0jµ

1
j (t), j = 1, 2, 4, µj(t) = β0jµ

1
j (t), j = 3, 5, (30)

где µkj (t) — известные действительные функции, принадлежащие пространству Cα(Γ); c0, β0j —
произвольные действительные постоянные.

Решения (29), (30) показывают, что однородная система уравнений (26) имеет шесть ли-
нейно независимых решений. Тогда союзная с ней система уравнений также будет иметь шесть
линейно независимых решений. Для вывода союзной системы действительные и мнимые ча-
сти левых частей уравнений в (19) умножим соответственно на действительные функции,
v1, v2, v3, v4, v5 ∈ Lq(Ω), 1/p + 1/q = 1 и проинтегрируем по области Ω, а левые части уравне-
ний в (21) умножим на действительные функции ν1, ν2, ν3, ν4, ν5 ∈ Cα(Γ), проинтегрируем по
кривой Γ. После этого их сложим и приравняем нулю. Заменяя голоморфные функции Φj(z),
Ψk(z), Ψ′

k(z) их выражениями из (23), (24) с постоянными, равными нулю, переставляя по-
рядок интегрирования в полученных повторных интегралах, при помощи традиционных рас-
суждений после несложных, но достаточно громоздких преобразований приходим к искомой
союзной системе уравнений

vj(z)− T3+jv(z) + 2Θ(τ ′νj)(z) = 0, j = 1, 2, ReT3v(z) = 0, z ∈ Ω,

Re{i[T3+jv(t)− 2Θ−(τ ′νj)(t)]} = 0, j = 1, 2, Re[Tg(v)(t) + Θ−(τ ′D1313
0 ν3)(t)] = 0,

Re{T [D1212
λ+j−2ζ

vλ](t)− 2Θ−(τ ′D1212
λ+j−2ν

λ)(t) + (j − 1)[iT 0g(v)(t)− T 0
Γ(D

1313
0 τ ′ν3)(t)]} = 0,

t ∈ Γ, j = 1, 2; vj = v3j−2 + iv3j−1, νj = ν3j−2 + iν3j−1, j = 1, 2,

v3 = v3, ν3 = ν3.

(31)

В уравнениях (31) приняты обозначения:

T3v(z) = −2Tg(v)(z) + 2D1313
0 (z)v3(z)− 2Θ(τ ′D1313

0 ν3)(z),
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T3+jv(z) = 2Tdj+2λ−2[Sλv](z) + Td2+j [T3v](z), v = (v1, v2, v3, v4, v5),

Sjv(z) = S[D1212
j+λ−2ζ

vλ](z)−D1212
j+λ−2zv

λ(z)− 2Θ′(τ ′D1212
j+λ−2ν

λ)(z), j = 1, 2,

g(v)(z) = D1313
0z (z)v3(z)−D1313

0 (z)v2(z)/4, T 0f(z) = − 1

πi

∫∫
Ω

f(ζ)ln

(
1− ζ

z

)
dξdη,

T 0
Γf(z) = − 1

2πi

∫
Γ

f(τ)ln
(
1− τ

z

)
dσ, Θ′(f)(z) =

1

2πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ ′(τ − z)2
;

Θ−(f)(t) — граничные значения функции Θ(f)(z) при z → t ∈ Γ извне Ω; операторы Tf , Sf ,
dj [f ], Θ(f) определены в (12), (13), (16), (23) соответственно.

Система (31), как отмечено выше, имеет шесть линейно независимых решений. Получим
их явные выражения. Далее в (31) под v ∈ Lq(Ω), 1/p + 1/q = 1, νj (j = 1, 5) ∈ Cα(Γ) будем
подразумевать некоторое её решение.

Пусть дополнительно выполнены условия

D1212
j (j = 0, 1, 2), D1313

0 ∈W (2)
p (Ω). (32)

Тогда получаем [33], что

vj(t) = −2νj(t), j = 1, 2, v3(t) = ν3(t), t ∈ Γ (33)

и вектор ṽ = (v1, v2, 2v3, v4, v5) есть решение однородной системы линейных уравнений в (7),
удовлетворяющее однородным линейным граничным условиям в (9). Следовательно, в соот-
ветствии с (28) для компонент вектора ṽ получим следующие представления:

v1 = −c0α2 + c1, v2 = c0α
1 + c2, v3 = (−c4α1 − c5α

2 + c6)/2, v4 = c4, v5 = c5,

где cj — произвольные действительные постоянные.
Функции νj(t) и vk связаны друг с другом формулами (33). Следовательно, решение

(v, ν̃)T , v = (v1, v2, v3, v4, v5), ν̃ = (ν1, ν2, ν3, ν4, ν5) союзной системы (31) можно представить
в виде (v, ν̃)T = c0γ1+ c1γ2+ c2γ3+ c4γ4+ c5γ5+ c6γ6, где γk = (γk1, γk2, ..., γk10) (k = 1, 6) — ли-
нейно независимые решения системы (31). Тогда для разрешимости системы (26) необходимо
и достаточно, чтобы выполнялись условия

∫∫
Ω

{Re[(f1c + f1χ + g1c − F 1)(z)(γk1 − iγk2)(z) + (f2c + f2χ + g2c − F 2)(z)(γk4 − iγk5)(z)]+

+(f3c + f3χ + g3c − F 3)(z)γk3(z)}dα1dα2+

+

5∑
j=1

∫
Γ

(φcj + φχj + g3+j
c − F 3+j)(t)γk,5+j(t)ds = 0, k = 1, 6,
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которые после несложных преобразований принимают вид∫∫
Ω

Rjdα1dα2 +

∫
Γ

P jds−
∫∫
Ω

κj [T
j3(γ) + T jµ(γ)ωµ]dα

1dα2 = 0, j = 1, 2,

∫∫
Ω

(R1α2 −R2α1)dα1dα2 +

∫
Γ

(P 1α2 − P 2α1)ds−

−
∫∫
Ω

α2κ1[T
1µ(γ)ωµ + T 13(γ)]dα1dα2 = 0,

∫∫
Ω

(αjR3 − Lj)dα1dα2 +

∫
Γ

(αjP 3 −N j)ds+

+

∫∫
Ω

αjκ1T
11(γ)dα1dα2 −

∫∫
Ω

T jµ(γ)ωµdα
1dα2 = 0, j = 1, 2,

∫∫
Ω

R3dα1dα2 +

∫
Γ

P 3ds+

∫∫
Ω

κ1T
11(γ)dα1dα2 = 0,

(34)

где Rj , P j (j = 1, 3), Lk, Nk (k = 1, 2) — компоненты внешних сил, γ — произвольно фиксиро-
ванный вектор деформации, ωµ — произвольно фиксированная функция.

При выполнении условий (34) общее решение системы (26) можно представить в виде

(ρ, µ) = (ρc, µc)(a) + (ρχ, µχ)(a) + (ρ∗, µ∗) + (ρF , µF ), (ρc, µc)(a) = Rfc(a),

(ρχ, µχ)(a) = Rfχ(a), (ρ∗, µ∗) = Rgc + (ρ̃, µ̃), (ρF , µF ) = −RF,
(35)

где

fc(a) = (f1c , f
2
c , f

3
c , φc1, ..., φc5), fχ(a) = (f1χ, f

2
χ, f

3
χ, φχ1, ..., φχ5), gc = (g1c , ..., g

8
c ),

F = (F 1, ..., F 8); R = (R1, ...,R8);

Rj (j = 1, 3) и Rk (k = 4, 8) — линейные ограниченные операторы из Lp(Ω) × Cα(Γ) в Lp(Ω)
и в Cα(Γ) соответственно; функции ρ̃ = (ρ̃1, ρ̃2, ρ̃3), µ̃ = (µ̃1, ..., µ̃5) определены формула-
ми (29), (30), а f jc , f jχ, φck4, φχk, gnc , Fn — формулами в (8), (10), (27).

Выражения вектор-функций µ(t), ρ(z) из (35) подставим в (25). Тогда задача (1), (2) све-
дётся к системе нелинейных уравнений относительно вектор-функции a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2),
которую представим в виде операторного уравнения

a− L(a)−G(a) = a∗ + ãF , (36)

где
L = (L1, ..., L5), G = (G1, ..., G5), a∗ = (w1∗, w2∗, w3∗, ψ1∗, ψ2∗),

ãF = (w̃1F , w̃2F , w̃3F , ψ̃1F , ψ̃2F ), L3(n−1)+j(a) = −Re[ijυ0n(µnc (a); ρ0c(a))],

G3(n−1)+j(a) = −Re[ijυ0n(µnχ(a); ρ0χ(a))], n, j = 1, 2; L3(a) = w3(µc5(a); ρc3(a)),

G3(a) = w3(µχ5(a); ρχ3(a)), wj∗ = −Re[ijυ01(µ1∗; ρ0∗)] + (j − 1)c1,

w̃jF = −Re[ijυ01(µ1F ; ρ0F )], ψj∗ = −Re[ijυ02(µ2∗; ρ0∗)] + c5−j , ψ̃jF = −Re[ijυ02(µ2F ; ρ0F )],

j = 1, 2, w3∗ = w3(µ∗5; ρ∗3), w̃3F = w3(µF5; ρF3); µjc = (µc2j−1, µc2, µc4),

µjχ = (µχ2j−1, µχ2, µχ4), µj∗ = (µ∗2j−1, µ∗2, µ∗4), µjF = (µF2j−1, µF2, µF4), j = 1, 2,
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ρ0c = (ρ1c , ρ
2
c), ρ0χ = (ρ1χ, ρ

2
χ), ρ0∗ = (ρ1∗, ρ

2
∗), ρ0F = (ρ1F , ρ

2
F );

операторы υ0j (µ
j ; ρ0) и w3(µ5; ρ3) определены в (12), (25).

Отметим, что функции wj∗(z) (j = 1, 3), ψk∗(k = 1, 2) и w̃jF (z) (j = 1, 3), ψ̃kF (k =
1, 2) зависят соответственно от произвольных постоянных и внешних сил, действующих на
оболочку. При этом, как нетрудно заметить, для функций wj∗(z) (j = 1, 3), ψk∗(z)(k = 1, 2)
имеют место представления (28).

4. ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРЕШИМОСТИ ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ (36)

Исследуем разрешимость уравнения (36) в пространстве W (2)
p (Ω).

Лемма 2. Пусть выполнены условия (a),(b),(c),(d). Тогда
1) L(a) — линейный вполне непрерывный оператор в W (2)

p (Ω);
2) G(a) — нелинейный ограниченный оператор в W (2)

p (Ω), причём для любых aj = (wj
1, w

j
2,

wj
3, ψ

j
1, ψ

j
2) ∈W

(2)
p (Ω) (j = 1, 2) справедлива оценка

∥G(a1)−G(a2)∥
W

(2)
p (Ω)

⩽ c(∥a1∥
W

(2)
p (Ω)

+ ∥a2∥
W

(2)
p (Ω)

+

∥w1
0∥2W (2)

p (Ω)
+ ∥w2

0∥2W (2)
p (Ω)

)∥a1 − a2∥
W

(2)
p (Ω)

,

∥wj
0∥

2

W
(2)
p (Ω)

= ∥wj
1∥

2

W
(2)
p (Ω)

+ ∥wj
3∥

2

W
(2)
p (Ω)

, j = 1, 2;

3) a∗, ãF ∈W
(2)
p (Ω).

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 2 из [32].
Уравнение a − L(a) = 0 имеет лишь нулевое решение в W

(2)
p (Ω). Действительно, если

a ∈ W
(2)
p (Ω) — ненулевое его решение, то, как нетрудно заметить, a является решением си-

стемы линейных уравнений равновесия, удовлетворяющим линейным однородным граничным
условиям. Тогда, рассуждая как и в случае системы (26), приходим к тому, что вектор a
удовлетворяет системе

w1α1 − κ1w3 = 0, w2α2 = 0, w1α2 + w2α1 = 0, ψjαj = 0, j = 1, 2,

ψ1α2 + ψ2α1 = 0, w3α1 + κ1w1 + ψ1 = 0, w3α2 + ψ2 = 0.
(37)

Решаем систему (37). При помощи четвёртого, пятого и шестого уравнений для ψ1, ψ2

получаем представления
ψ1 = c0α

2 + c1, ψ2 = −c0α1 + c2, (38)

где c0, c1, c2 — произвольные действительные постоянные.
Интегрируя последнее уравнение в (37), имеем

w3 = c0α
1α2 − c2α

2 + c3(α
1), (39)

где c3(α1) — произвольная действительная функция переменной α1.
Заметим, что из формул Петерсона—Кодацци [14], cтр. 19 следует κ1 = κ1(α

1), т. е. κ1(α1)
зависит только от α1. Принимая этот факт во внимание, предпоследнее уравнение в (37) диф-
ференцируем по α2, последнее уравнение — по α1 и полученные соотношения вычтем друг
из друга. В результате получим w1α2 = −2c0/κ1(α

1). Интегрируя это соотношение и второе
уравнение в (37) по переменной α2, будем иметь:

w1 = −2c0α
2/κ1(α

1) + c4(α
1), w2 = c5(α

1), (40)

где c4(α1), c5(α1) — произвольные действительные функции переменной α1.
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Выражения w1, w2 из (40) подставим в третье уравнение в (37). Получим c′5(α
1) −

2c0/κ1(α
1) = 0, откуда находим c5(α

1) = c0κ10(α
1) + c5, следовательно, для w2 имеем пред-

ставление

w2 = c0κ10(α
1) + c5, κ10(α

1) = 2

α1∫
0

dt/κ1(t), (41)

где c0, c5 — произвольные действительные постоянные.
Теперь выражения функций w1, w2, w3 из (39)–(41) подставим в первое и предпоследнее

уравнения системы (37). В результате получим систему

c′4(α
1)− κ1(α

1)c3(α
1) + α2[c0κ0(α

1) + c2κ1(α
1)] = 0, c′3(α

1) + κ1(α
1)c4(α

1) + c1 = 0,

которая, как нетрудно видеть, эквивалентна системе

c′4(α
1)− κ1(α

1)c3(α
1) = 0, c0κ0(α

1) + c2κ1(α
1) = 0, c′3(α

1) + κ1(α
1)c4(α

1) + c1 = 0, (42)

где κ0(α1) = 2κ′1(α
1)/κ21(α

1)− α1κ1(α
1) ∈ C(Ω).

Принимая во внимание условие (b), нетрудно показать, что функции κ0(α
1) и κ1(α

1)
линейно независимы. Тогда из второго уравнения в (42) получим c0 = c2 = 0. Теперь уравнения
в (42) интегрируем по переменной α1 и из полученных соотношений исключим функцию c3(α

1).
В результате относительно функции c4(α1) получим интегральное уравнение Вольтерра вида

c4(α
1) +

α1∫
0

κ(α1, t)c4(t)dt = f(α1), κ(α1, t) = κ1(t)

α1∫
t

κ1(τ)dτ,

f(α1) = c4(0) + c3(0)κ11(α
1)− c1κ12(α

1), κ1j(α
1) =

α1∫
0

tj−1κ1(τ)dτ, j = 1, 2.

(43)

Уравнение в (43) решаем методом последовательных приближений. Его решение даётся
формулой

c4(α
1) = f(α1) +

α1∫
0

Γ(α1, t)f(t)dt ≡ Af(α1), Γ(α1, t) =
∞∑
n=1

κ(n)(α1, t),

κ(n+1)(α1, t) = −
α1∫
t

κ(α1, τ)κ(n)(τ, t)dτ, n = 1, 2, ..., κ(1)(α1, t) = −κ(α1, t);

(44)

здесь Γ(α1, t) — резольвента ядра κ(α1, t).
Функция c3(α1) через функцию c4(α

1) выражается формулой

c3(α
1) = c3(0)− c1α

1 −
α1∫
0

κ1(t)c4(t)dt. (45)

Подставляя выражение c4(α1) из (44) в (45), с учётом выражения f(α1) в (43) для решения
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системы (42) получаем представления

c4(α
1) = c1β1(α

1) + c3β2(α
1) + c4β3(α

1), c3(α
1) = c1β4(α

1) + c3β5(α
1) + c4β6(α

1),

β1(α
1) = −Aκ12(α1), β2(α

1) = Aκ11(α
1), β3(α

1) = A1(α1),

β4(α
1) = −α1 −

α1∫
0

κ1(t)β1(t)dt, β5(α
1) = 1−

α1∫
0

κ1(t)β2(t)dt,

β6(α
1) = −

α1∫
0

κ1(t)β3(t)dt,

(46)

оператор A определён в (44); c1, c3 = c3(0), c4 = c4(0) — произвольные действительные посто-
янные.

Если выражения функций c3(α1), c4(α
1) из (46) и значения постоянных c0 = c2 = 0 подста-

вить в соотношения (38)–(41), то с учётом условия w1(0, 0) = 0 для обобщённых перемещений
будем иметь

w1 = c1β1(α
1) + c3β2(α

1), w2 = c5, w3 = c1β4(α
1) + c3β5(α

1), ψ1 = c1, ψ2 = 0, (47)

где c1, c3, c5 — произвольные действительные постоянные.
Так как Ψj(0) = 0, j = 1, 2, w3(0, 0) = 0, то используя формулы

Ψj(z) =
1

2πi

∫
Γ

υ0j (t)

t− z
dt, j = 1, 2,

вытекающие из соотношений (15), получаем c1 = c3 = c5 = 0, тогда wj = 0, j = 1, 3, ψk = 0,
k = 1, 2. Таким образом, уравнение a − L(a) = 0 имеет только нулевое решение в W

(2)
p (Ω).

Следовательно, существует обратный оператор (I−L)−1, ограниченный в W (2)
p (Ω), с помощью

которого уравнение (36) сведётся к эквивалентному уравнению

a−G∗(a) = ac + aF , (48)

где G∗(a) = (I − L)−1G(a), ac = (I − L)−1a∗, aF = (I − L)−1ãF .
Отметим, что вектор ac является решением однородной системы линейных уравнений рав-

новесия, удовлетворяющим однородным линейным граничным условиям. Поэтому для компо-
нент вектора ac справедливы представления (47). Также отметим, что вектор aF в (48) зависит
только от внешних сил и aF = 0, если внешние силы отсутствуют.

Лемма 3. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда
1) G∗(a) — нелинейный ограниченный оператор в W (2)

p (Ω), причём для любых aj = (wj
1, w

j
2,

wj
3, ψ

j
1, ψ

j
2) (j = 1, 2) справедлива оценка

∥G∗(a
1)−G∗(a

2)∥
W

(2)
p (Ω)

⩽ c∗(∥a1∥W (2)
p (Ω)

+ ∥a2∥
W

(2)
p (Ω)

+ ∥w1
0∥2W (2)

p (Ω)
+

+∥w2
0∥2W (2)

p (Ω)
)∥a1 − a2∥

W
(2)
p (Ω)

, ∥wj
0∥

2

W
(2)
p (Ω)

= ∥wj
1∥

2

W
(2)
p (Ω)

+ ∥wj
3∥

2

W
(2)
p (Ω)

, j = 1, 2,

где c∗ — известная положительная постоянная, зависящая от физико-геометрических ха-
рактеристик оболочки;

2) ac, aF ∈W
(2)
p (Ω).

Справедливость леммы вытекает из леммы 2 с учётом указанных выше свойств операто-
ров (I − L)−1, G.
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Исследуем разрешимость уравнения (48) в пространстве W (2)
p (Ω). Используя лемму 3, для

любых aj ∈W
(2)
p (Ω) (j = 1, 2), принадлежащих шару ∥a∥

W
(2)
p (Ω)

< r, получаем

∥G∗(a
1)−G∗(a

2)∥
W

(2)
p (Ω)

⩽ q∗∥a1 − a2∥
W

(2)
p (Ω)

, q∗ = 2c∗r(1 + r).

Предположим, что радиус r шара и внешние силы таковы, что выполняются неравенства

q∗ < 1, ∥ac + aF ∥W (2)
p (Ω)

< (1− q∗)r. (49)

Тогда к уравнению (48) можно применить принцип сжатых отображений [37], c. 146, согласно
которому уравнение (48) в шаре ∥a∥

W
(2)
p (Ω)

< r имеет единственное решение вида a = R(ac +

aF ) ∈W
(2)
p (Ω), которое можно представить в виде

a = a0 + a∗, a0 = R(ac + aF )− R(ac), a∗ = R(ac), (50)

где R — резольвента оператора G∗.
Заметим, что если внешняя нагрузка отсутствует, то a0 = 0, поэтому a = a∗. Если вектор

a∗ обращает в нуль компоненты деформации γnjk (j, k = 1, 3, n = 0, 1), то a = a∗ представляет
собой вектор "жёстких смещений"оболочки. Необходимо отметить, что эти "жёсткие смеще-
ния"отличаются от реальных жёстких перемещений оболочки как абсолютно твёрдого тела.

Вернёмся к условиям разрешимости (34), в которых под a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) ∈W
(2)
p (Ω)

будем подразумевать решение задачи (1), (2), а функции ωµ (µ = 1, 2) определены в (3).
Используя равенства (1) и (2), убеждаемся в том, что условия разрешимости (34), содержащие
обобщённые перемещения, выполняются. Поэтому условия (34) сводятся к одному условию∫∫

Ω

R2dα1dα2 +

∫
Γ

P 2ds = 0. (51)

Кроме того, если первое равенство в (2) умножить на функцию β2(α
1), третье равенство — на

функцию β5(α
1, определённые в (46), после этого интегрировать по области Ω и сложить, то

с учётом соотношений β′2 − κ1β5 = 0, β′5 + κ1β2 = 0 получим∫∫
Ω

(β2R
1 + β5R

3)dα1dα2 +

∫
Γ

(β2P
1 + β5P

3)ds = 0. (52)

Теперь первое равенство в (2) умножим на β1(α1), третье равенство — на β4(α1), предпослед-
нее — на единицу, интегрируем по области Ω и сложим. Используя соотношения β′1−κ1β4 = 0,
β′4 + κ1β1 + 1 = 0, будем иметь верное равенство∫∫

Ω

(β1R
1 + β4R

3 + L1)dα1dα2 +

∫
Γ

(β1P
1 + β4P

3 +N1)ds+

∫∫
Ω

T 1µωµdα
1dα2 = 0,

которое в случае линейной задачи принимает вид∫∫
Ω

(β1R
1 + β4R

3 + L1)dα1dα2 +

∫
Γ

(β1P
1 + β4P

3 +N1)ds = 0.

Отметим, что условие (52) является необходимым условием, а условие (51) — необходимым
и достаточным условием разрешимости задачи (1), (2).

Таким образом, доказана следующая теорема.



О существовании решений нелинейных краевых задач для непологих оболочек типа Тимошенко . . . 175

Теорема. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d), (32), (49), (52). Тогда для разреши-
мости задачи (1), (2) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (51). В случае
его выполнения задача (1), (2) имеет обобщённое решение a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) ∈ W

(2)
p (Ω),

2 < p < 4/(2− β) вида (50).
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ВВЕДЕНИЕ

Внутривенная лазерная абляция (ВВЛА) представляет собой безопасную и минимально
инвазивную процедуру, обладающую высокой эффективностью в лечении варикозной болез-
ни вен [1, 2]. При проведении ВВЛА лазерное оптоволокно вводится в повреждённую вену.
Далее оптоволокно вытягивается из вены, при этом по нему передаётся лазерное излучение.
Торец оптоволокна, из которого выходит излучение, обычно покрыт карбонизированным сло-
ем, который разделяет поступающую энергию, в результате чего одна её часть поглощается
карбонизированным слоем, что вызывает его нагрев, другая часть идёт на излучение. Тепло от
нагретого карбонизированного слоя передаётся в кровь посредством кондуктивного теплооб-
мена. Теплообмен многократно усиливается за счёт потока пузырьков, образующихся на разо-
гретом торце оптоволокна. Излучение, поступающее в кровь и окружающую ткань, частично
поглощается, что сопровождается выделением тепла. В итоге образованная и поступившая
за счёт различных механизмов тепловая энергия вызывает значительный нагрев вены, что
приводит к её облитерации (закрытию сосуда).

Оптимизация параметров излучения при проведении ВВЛА позволяет осуществить
успешную облитерацию вены с минимальными осложнениями. Оптимальное излучение, с од-
ной стороны, должно обеспечивать достаточно высокую температуру внутри вены для осу-
ществления облитерации, с другой стороны, сгенерированное температурное поле должно
быть относительно безопасным для окружающей вену ткани. Основными параметрами, влия-
ющими на эффективность и безопасность процедуры лазерной абляции, являются мощность

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 23-21-00087).
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лазера, длина волны лазерного излучения, скорость движения оптоволокна, соотношение до-
лей мощности лазера, идущих на излучение и на нагрев наконечника (карбонизированного
слоя) оптоволокна. Как правило, при проведении лазерной абляции используется лазер с дли-
ной волны от 810 до 1940 нм. Достаточно распространёнными являются диапазоны скорости
движения оптоволокна от 1 до 3 мм/с и мощности лазерного излучения от 10 до 15 Вт [3–7].

Классическая модель, описывающая взаимодействие оптического излучения с биологиче-
ской тканью, включает в себя уравнение переноса излучения и уравнение теплопроводности [8].
Соответственно, расчёт радиационных и температурных полей заключается в нахождении ре-
шения уравнения переноса, вычисление по нему объёмной плотности поглощённой энергии
излучения и последующее нахождение решения уравнения теплопроводности, в которое погло-
щённая энергия излучения входит в качестве источников тепла. С целью упрощения модели
уравнение переноса излучения иногда заменяется на его диффузионное приближение, кото-
рое также позволяет учитывать внутреннее тепловое излучение, индуцированное самой средой
(излучение чёрного тела), что приводит к нелинейной модели сложного теплообмена [9].

Основными эффектами, которые обычно учитываются при моделировании ВВЛА, явля-
ются кондуктивный теплообмен, перенос излучения и его поглощение с выделением тепла, а
также перенос тепла потоком пузырьков, образующихся на наконечнике оптоволокна. В ра-
ботах [5–7] на основе оценки экспериментальных данных перенос тепла потоком пузырьков
моделируется использованием кусочно-постоянного коэффициента теплопроводности, завися-
щего от температуры следующим образом: при достижении температуры в некоторой точке
95 ◦С и более коэффициент теплопроводности увеличивается в 200 раз. Также в указанных
работах оценка эффективности лазерной абляции осуществляется через анализ температур-
ных профилей в точках наблюдения, находящихся в различных зонах вычислительной области
(кровь, внутренняя и внешняя стенки вены, перивенозная ткань).

Отметим, что во многих работах, посвящённых моделированию ВВЛА (см., напри-
мер, [3–7]) при выборе оптимальных параметров излучения используется прямое многократное
моделирование, представляющее собой перебор различных вариантов с целью поиска некото-
рого оптимального решения. Данный подход не является эффективным. К тому же остаются
без ответа вопросы, связанные с существованием и единственностью оптимального решения.

В работах [10, 11] рассматривается принципиально другой подход, заключающийся в ре-
шении задачи оптимального управления для подбора параметров излучения с целью прибли-
зить температурный профиль в определённой точке модельной области к заданному графику,
характеристики которого (максимальная температура и продолжительность кипения) обес-
печивают успешное проведение процедуры ВВЛА. В качестве управления процессом берутся
мощности источника, идущие на излучение и нагрев наконечника оптоволокна.

Одним из этапов поиска оптимального управления и состояния является нахождение ре-
шения начально-краевой задачи для модели ВВЛА. Поэтому вопросы существования и един-
ственности решения начально-краевой задачи и обоснование сходимости итерационного ал-
горитма являются весьма актуальными. В работе [9] доказывается существование решения
начально-краевой задачи для модели ВВЛА, учитывающей внутреннее тепловое излучение, и
предлагается алгоритм нахождения её решения. Вопрос нелокальной единственности решения
оставался до сих пор открытым. В настоящей работе доказывается глобальная единственность
начально-краевой задачи для модели ВВЛА, учитывающей внутреннее тепловое излучение.
Поскольку для уравнения теплопроводности в отличии от [9] были рассмотрены граничные
условия Дирихле, это потребовало проведение отдельного доказательства глобальной разре-
шимости задачи. В серии вычислительных экспериментов оценивается влияние внутреннего
теплового излучения на решение начально-краевой задачи.

Статья организована следующим образом. В п. 1 формулируется начально-краевая зада-
ча, которая затем записывается в виде задачи Коши для уравнения с операторными коэффи-
циентами и выводятся основные априорные оценки решения. Далее устанавливается теорема
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единственности. В п. 2 и 3 доказана нелокальная однозначная разрешимость начально-краевой
задачи. Наконец, в п. 4 обсуждаются результаты численных экспериментов. В частности, при-
водится сравнение температурных профилей для моделей ВВЛА с учётом внутреннего тепло-
вого излучения и без него.

1. ПОСТАНОВКА И ФОРМАЛИЗАЦИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

В ограниченной трёхмерной области Ω с границей Γ = ∂Ω в интервале времени (0, T )
рассмотрим следующую начально-краевую задачу:

σ∂θ/∂t− div(k(θ)∇θ) + b(θ3|θ| − φ) = f, (1)

−div(α∇φ) + β(φ− θ3|θ|) = g, (2)

θ|Γ = θb, α∂nφ+ γ(φ− θ4b )|Γ = 0, θ|t=0 = θin. (3)

Здесь θ — нормализованная температура, φ — нормализованная интенсивность излучения.
При умножении θ и φ на соответствующие нормализующие множители Mθ и Mφ мы получа-
ем абсолютную температуру и полную интенсивность излучения. В частности, θC = Mθ θ−273
представляет собой температуру в градусах Цельсия (◦C). Описание радиационных и термо-
физических параметров b, α, β и γ, а также нормализующих множителей Mθ и Mφ можно
найти в [12]. Величина σ есть произведение плотности среды на удельную теплоёмкость, k(θ)
представляет собой коэффициент теплопроводности, зависящий от температуры, функции f, g
характеризуют мощности тепловых и радиационных источников.

В дальнейшем считаем, что Ω — липшицева ограниченная область, Γ = ∂Ω; Q = Ω×(0, T ),
Σ = Γ×(0, T ). Через Lp, 1 ⩽ p ⩽ ∞, обозначаем пространство Лебега, черезH1 — пространство
Соболева W 1

2 , H1
0 — подпространство в H1, состоящее из функций с нулевыми граничными

значениями, а через Lp(0, T ;X) — пространство Лебега функций класса Lp, определённых на
(0, T ), со значениями в банаховом пространстве X.

Будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям:
(i) α, β, σ ∈ L∞(Ω), b = rβ, r = Const > 0; α ⩾ α0, β ⩾ β0, σ ⩾ σ0, α0, β0, σ0 = Const > 0;

(ii) 0 < k0 ⩽ k(s) ⩽ k1, s ∈ R, kj = Const;

(iii) 0 ⩽ θb ∈ L∞(Σ), θb|Σ = θ̃, θ̃ ∈ H1(Q); 0 ⩽ θin ∈ L∞(Ω); γ0 ⩽ γ ∈ L∞(Γ), γ0 = Const > 0;

(iv) 0 ⩽ f, g ∈ L∞(Q).

Пусть H = L2(Ω), V0 = H1
0 (Ω), V = H1(Ω). Через V ′

0 и V ′ обозначаем пространства,
сопряжённые соответственно с V0 и V . Пространство H отождествляем с пространством H ′,
так что V0 ⊂ V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′ ⊂ V ′

0 . Обозначим через ∥ · ∥ стандартную норму в H, а
через (h, v) — значение функционала h ∈ V ′

0 (соответственно h ∈ V ′) на элементе v ∈ V0 (со-
ответственно v ∈ V ), совпадающее со скалярным произведением в H, если h ∈ H. Скалярное
произведение в V0 задаём как (u, v)0 = (∇u,∇v). Также будем использовать пространство

W = {y ∈ L2(0, T ;V0) : σy
′ = σdy/dt ∈ L2(0, T, V ′

0)}.

Введём следующее обозначение [s]q = |s|qsign s, q > 0, s ∈ R. Указанная функция является
монотонной. Отметим, что d[s]q/ds = q|s|q−1.

Определим операторы A1 : V → V ′
0 и A2 : V → V ′, используя равенства:

(A1(θ), v) = (k(θ)∇θ,∇v) = (∇h(θ),∇v) ∀v ∈ V0, (A2φ, v) = (α∇φ,∇v) +
∫
Γ

γφvdΓ ∀v ∈ V.

Здесь

h(s) =

∫ s

0
k(r)dr.

В дальнейшем в качестве нормы функции v в пространстве V будем использовать (A2v, v)
1/2.
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Определение. Пара θ = ζ + θ̃, ζ ∈ W , φ ∈ L2(0, T ;V ) называется решением задачи (1)–
(3), если

σθ′ +A1(θ) + b([θ]4 − φ) = f п. в. на (0, T ), θ(0) = θin; (4)

A2φ+ β(φ− [θ]4) = gb + g п. в. на (0, T ). (5)

Здесь

gb ∈ L2(0, T ;V ′), (gb, v) =

∫
Γ
γθ4bvdΓ ∀v ∈ V.

Замечание. Поскольку ζ ∈ W , то ζ ∈ C([0, T ];V ′
0) и поэтому начальное условие имеет

смысл.

Лемма 1. Пусть выполняются условия (i)–(iv), θ, φ — решение задачи (1)–(3). Тогда
θ, φ ∈ L∞(Q) и справедливы оценки:

0 ⩽ θ ⩽ w(t), 0 ⩽ φ ⩽ w4(t) +M2.

Здесь w(t) =M0 +M1t, t ∈ [0, T ], M1 = σ−1
0

(
∥f∥L∞(Ω) +max bM2

)
, M2 = β−1

0 ∥g∥L∞(Ω).

Доказательство. Пусть θ̂ = θ − w. Перепишем уравнения (4), (5) в виде

σθ̂′ +A1(θ) + b([θ̂ + w]4 − (φ−M2)) = f − σM1 + bM2 ⩽ 0, (6)

rA2φ− rgb + b(φ−M2 − [θ̂ + w]4) = rg − bM2 ⩽ 0. (7)

Умножим скалярно уравнение (6) на η = max{θ̂, 0} ∈ W , уравнение (7) на ξ = max{[φ −
M2]

1/4 − w, 0} ∈ L2(0, T ;V ) и сложим полученные равенства. Учтём, что значение правой
части неположительно, а также

(σθ̂′, η) = (ση′, η) =
d

2dt
(ση, η), (A1(θ), η) = (k(θ)∇η,∇η) ⩾ 0,

(A2φ− gb, ξ) =
1

4

∫
Ω, φ−M2>w4

α|∇φ|2|φ−M2|−3/4dx+

∫
Γ, φ−M2>w4

γ(φ− θ4b )ξdΓ ⩾ 0,

([θ̂ + w]4 − (φ−M2))(max{θ̂, 0} −max{[φ−M2]
1/4 − w, 0}) ⩾ 0.

Поэтому,
d

dt
(ση, η) ⩽ 0, η|t=0 = 0.

Следовательно, η = 0, θ̂ ⩽ 0, θ ⩽ w.
Далее, умножим уравнение (5) скалярно на ψ = max{φ−M2−w4, 0} ∈ L2(0, T ;V ), записав

результат в виде:

(A2φ− gb, ψ) + (β(φ−M2 − [θ]4), ψ) = (g − βM2, ψ) ⩽ 0.

Заметим, что с учётом оценки для θ справедливы неравенства

(A2φ− gb, ψ) = (α∇ψ,∇ψ) +
∫
Γ

γ(φ− θ4b )dΓ ⩾ (α∇ψ,∇ψ),

(β(φ−M2 − [θ]4), ψ) = (βψ, ψ) + (β(w4 − [θ]4), ψ) ⩾ (βψ, ψ).

Поэтому ψ = 0, φ ⩽ w4 +M2.
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Для получения оценок снизу, полагаем теперь для ε > 0

η = min{θ + ε, 0} ∈W, ξ = min{[φ]1/4 + ε, 0} ∈ L2(0, T ;V ), η, ξ ⩽ 0.

Умножим уравнение (4) скалярно на η, уравнение (5) на rξ и сложим полученные равенства.
Тогда

d

2dt
(ση, η) + (k(θ)∇η,∇η) + (b([θ]4 − φ),min{θ + ε, 0} −min{[φ]1/4 + ε, 0})+

r

4

∫
Ω, φ<−ε4

α|∇φ|2|φ|−3/4dx+ r

∫
Γ, φ<−ε4

γ(φ− θ4b )ξdΓ = (f, η) + (g, ξ) ⩽ 0.

Все слагаемые в левой части, начиная со второго, неотрицательны и поэтому

d

dt
(ση, η) ⩽ 0, η|t=0 = 0; η = 0, θ ⩾ −ε.

Следовательно, φ ⩾ −ε4. В силу произвольности ε получаем θ, φ ⩾ 0. Лемма доказана. □

2. ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда задача (1)–(3) имеет не более
одного решения.

Доказательство. Пусть {θ1, φ1}, {θ2, φ2} — решения задачи (1)–(3), θ = θ1 − θ2, φ =
φ1 − φ2. Тогда

σθ′ +A1(θ1)−A(θ2) + b([θ1]
4 − [θ2]

4 − φ) = 0 п. в. на (0, T ), θ(0) = 0; (8)

A2φ+ β(φ− ([θ1]
4 − [θ2]

4)) = 0 п. в. на (0, T ). (9)

Отметим сразу, что в силу леммы 1 справедливы оценки 0 ⩽ θ1,2 ⩽M =M0+M1T . Умножим
скалярно уравнение (9) на φ. Тогда

(A2φ,φ) + (βφ, φ) = (β([θ1]
4 − [θ2]

4), φ) ⩽ 4maxβM3∥θ∥∥φ∥.

Следовательно,
∥φ∥ ⩽ 4σ−1

0 maxβM3∥θ∥. (10)

Далее, определим функцию z ∈ L2(0, T ;V0) как решение следующей задачи, представляющей
собой задачу Дирихле для уравнения Пуассона:

(∇z,∇v) = (σθ, v) ∀v ∈ V0.

Заметим, что
(∇(h(θ1)− h(θ2)),∇z) = (h(θ1)− h(θ2), σθ) ⩾ σ0k0∥θ∥2, (11)

(σθ′, z) = (∇z′,∇z) = d

2dt
∥∇z∥2. (12)

Умножая скалярно уравнение (8) на z и пользуясь соотношениями (10)–(12), получаем нера-
венство

d

2dt
∥∇z∥2 + σ0k0∥θ∥2 ⩽ −(b([θ1]

4 − [θ2]
4 − φ), z) ⩽ 4maxβM3(r + σ−1

0 )∥θ|∥z∥.
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Оценим правую часть, используя неравенство ∥θ∥∥z∥ ⩽ ε
2∥θ∥

2 + 1
2ε∥z∥

2, где Kε = 2σ0k0, K =

4maxβM3(r + σ−1
0 ). Тогда

d

dt
∥∇z∥2 ⩽ K

ε
∥z∥2 ⩽ KC0

ε
∥∇z∥2,

где C0 — норма оператора вложения V0 → H. Поскольку z|t=0 = 0, из полученной оценки
следует, что ∇z = 0. Поэтому θ = 0 и, в силу (10), φ = 0, что доказывает теорему. □

3. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ

Рассмотрим предварительно задачу со “срезанной” нелинейностью. Задача заключается в
отыскании пары θ = ζ + θ̃, ζ ∈W , φ ∈ L2(0, T ;V ), такой что

σθ′ +A1(θ) + b(c(θ)− φ) = f п. в. на (0, T ), θ(0) = θin; (13)

A2φ+ β(φ− c(θ)) = gb + g п. в. на (0, T ). (14)

Здесь

c(θ) =


0, если θ < 0;
[θ]4, если 0 ⩽ θ ⩽ w(t);
w4(t), если θ > w(t).

Напомним, что w(t) =M0 +M1t, t ∈ [0, T ].

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда задача (13)–(14) имеет решение.

Доказательство. Определим галёркинские приближения θm решения задачи (13)–(14) и
выведем необходимые для доказательства разрешимости априорные оценки. В пространстве V0
рассмотрим ортонормированный в H базис w1, w2, . . . такой, что (∇wj ,∇v) = λ(wj , v) ∀v ∈ V0:
Vm = span{w1, ..., wm}. Пусть θm(t) = ζm(t) + θ̃, ζm(t) ∈ Vm, t ∈ (0, T ) Функция ζm является
решением следующей задачи Коши:

(σθ′m +A1(θm) + b(c(θm)− φm)− f, v) = 0 ∀v ∈ Vm, ζm|t=0 = ζ0m. (15)

Здесь φm является решением задачи

A2φm + β(φm − c(θm)) = gb + g, то есть φm = (A2 + βI)−1(βc(θm) + gb + g); (16)

ζ0m — ортогональная проекция в H функции θin − θ̃|t=0 на подпространство Vm.
Отметим, что в силу равенства

(A1(θm), wj) = (∇(h(θm)− h(θ̃)),∇wj) + (∇h(θ̃),∇wj) = λj(h(θm)− h(θ̃), wj) + (∇h(θ̃)),∇wj)

слагаемые в системе (15) непрерывно зависят от ζm и задача (15) разрешима локально по
времени.

Выведем необходимые для доказательства разрешимости априорные оценки. Уравне-
ние (16) умножим скалярно на φm. Тогда

(A2φm, φm) + (βφm, φm) = (βc(θm) + gb + g, φm).

В силу ограниченности функций c(θm) и g заключаем, что

(βc(θm) + g, φm) ⩽ C∥φm∥.
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Здесь и далее при доказательстве теоремы, через C обозначаем постоянные, не зависящие от
m. Далее,

(gb, φm) =

∫
Γ

γθ4bφmdΓ ⩽ C∥φm∥L2(Γ) ⩽ C∥φm∥V .

Следовательно,

∥φm∥2V + β0∥φm∥2 ⩽ C(∥φm∥+ ∥φm∥V ) ⩽
1

2
∥φm∥2V +

1

2
β0∥φm∥2 + C.

Поэтому
последовательность φm ограничена в L∞(0, T ;V ). (17)

Полагая v = ζm в (15), получим

(σζ ′m, ζm) + (σθ̃′, ζm) + (k(θm)∇ζm,∇ζm) + (k(θm)∇θ̃,∇ζm) + (b(c(θm)− φm)− f, ζm).

Используя ограниченность функций k(θm), c(θm), φm и f , получаем

(σζ ′m, ζm) + k0∥∇ζm∥2 ⩽ C(∥ζm∥2 + ∥∇ζm∥2).

Интегрируя по времени, приходим к неравенству

σ0∥ζm(t)∥2 + k0
2

t∫
0

∥∇ζm(s)∥2ds ⩽ C(1 +

t∫
0

∥ζm(s)∥2ds.

Следовательно, используя лемму Гронуолла, выводим для θm = ζm + θ̃ следующие оценки

∥θm∥L∞(0,T ;H) ⩽ C, ∥θm∥L2(0,T ;V ) ⩽ C, ∥h(θm)∥L2(0,T ;V ) ⩽ C. (18)

Получим оценку, гарантирующую компактность последовательности θm в L2(Q). Запи-
шем (15) в виде

(σζ ′m − Fm, v) = 0 ∀v ∈ Vm, (19)

где
−(Fm, v) = (σθ̃′, v) + (k(θm)∇θm,∇v) + (b(c(θm)− φm)− f, v).

Отметим, что, в силу полученных оценок, последовательность Fm ограничена в L2(0, T ;V ′
0). В

системе (19) положим v = ζm(t) − ζm(s) и проинтегрируем по t на промежутке (s, s + δ) и по
s на (0, T − δ), считая δ > 0 достаточно малым. Тогда

1

2

T−δ∫
0

∥
√
σ(ζm(s+ δ)− ζm(s))∥2ds =

T−δ∫
0

s+δ∫
s

cm(t, s)dtds,

где
cm(t, s) = (Fm(t), ζm(t)− ζm(s)) ⩽ ∥Fm(t)∥2 + ∥ζm(t)∥2 + ∥ζm(s)∥2.

Для оценки интегралов от слагаемых, зависящих от t, достаточно поменять порядок интегри-
рования. Используя ограниченность последовательностей ζm в L2(0, T ;V ) и Fm в L2(0, T ;V ′

0),
получаем оценку равностепенной непрерывности,

T−δ∫
0

∥ζm(s+ δ)− ζm(s)∥2ds ⩽ Cδ. (20)
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Полученные оценки (17), (18), (20) позволяют утверждать, переходя при необходимости
к подпоследовательностям, что существуют функции θ, φ такие, что

θm → θ слабо в L2(0, T ;V ), сильно в L∞(0, T ;H),

h(θm) → h(θ) слабо в L2(0, T ;V ), φm → φ слабо в L2(0, T ;V ).
(21)

Результатов о сходимости (21) достаточно для предельного перехода при m → ∞ в си-
стеме (15) и доказательства того, что предельные функции θ, φ ∈ L2(0, T ;V ) таковы, что,
σθ′ ∈ L2(0, T ;V ′) и выполняются равенства (13), (14). Теорема доказана. □

Покажем, что для θ-компоненты решения задачи (13), (14) справедливы неравенства 0 ⩽
θ ⩽ w(t), тогда c(θ) = [θ]4 и поэтому решение задачи (13), (14) является решением задачи (1)–
(3).

Лемма 2. Пусть выполняются условия (i)–(iv), θ, φ — решение задачи (13), (14). Тогда
0 ⩽ θ ⩽ w(t) п. в. в Q.

Доказательство. Запишем уравнение (14) в виде

A2φ− gb + β(φ−M2 − c(θ)) = g − βM2 ⩽ 0.

Умножим это уравнение на ψ = max{φ−M2 − w4, 0} ⩾ 0 и учтём, что

(A2φ− gb, ψ) = (α∇ψ,∇ψ) +
∫
Γ

γ(φ− θ4b )dΓ ⩾ 0,

(β(φ−M2 − c(θ)), ψ) = (βψ, ψ) + (β(w4 − c(θ)), ψ) ⩾ 0.

Поэтому ψ = 0, ψ ⩽M2+w
4. Аналогично, выбирая ψ = min{φ, 0}, выводим неравенство φ ⩾ 0.

Далее, умножая уравнение (13) скалярно на η = max{θ − w, 0}, выводим

(ση′, η) + (k(θ)∇η,∇η) + (b(c(θ) +M2 − φ), η) = (f − σM1 + bM2, η) ⩽ 0.

Поскольку второе и третье слагаемые в левой части неотрицательны и η|t=0 = 0 заключаем,
что η = 0, то есть θ ⩽ w. Аналогично, выбирая η = min{θ, 0}, выводим θ ⩾ 0. □

Таким образом, на основании доказанной леммы, теорем 1 и 2, заключаем, что справед-
лива

Теорема 3. Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда задача (1)–(3) однозначно раз-
решима.

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Перенос тепла и излучения будем рассчитывать в среде, состоящей из четырёх подобла-
стей, включающих кровь, стенки вены, перивенозную ткань и оптоволокно. Схема расчётной
области Ω с границей Γ в цилиндрической системе координат, при угловой симметрии, приве-
дена на рис. 1.

Чтобы найти решение начально-краевой задачи (1)–(3), мы дискретизируем временной
интервал (0, T ), 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tN = T . Для каждого момента времени t = tl = l∆t,
l = 1, 2, ..., N используется итерационный алгоритм нахождения решения соответствующей
краевой задачи. По аналогии с алгоритмом, предложенном в [9], запишем n-й шаг итерацион-
ной процедуры (n = 1, 2, ...,M) следующим образом

−div(α∇φn) + β(φn − θ3n−1|θn−1|) = g, (22)
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σ∂θn/∂t− div(k(θn−1)∇θn) + b(θ3n−1|θn| − φn) = f, (23)

θn|Γ = θb, α∂nφn + γ(φn − θ4b )|Γ = 0, (24)

где производная по времени в (23) аппроксимируется следующим образом

∂θn
∂t

≃
θn|t=tl − θM |t=tl−1

∆t
,

а функции θn, θn−1, φn в (22)–(24) являются приближениями решения, соответствующее мо-
менту времени t = tl. Нижний индекс у функций θn, θn−1 и φn означает номер итерации.

Для инициализации итерационной процедуры зададим начальное приближение темпера-
туры для каждого момента времени:

θ0|t=tl = θM |t=tl−1
, l = 1, 2, ..., N, θM |t=t0 = θin. (25)

Рис. 1. Расчётная область в мм: 1 — направление движения, 2 — оптоволокно, 3 —
карбонизированный слой, 4 — кровь, 5 — вена, 6 — перивенозная ткань, 7 — линия

наблюдения

В уравнениях (22) и (23), g = Pφχ/Mφ, f = Pθχ/Mθ, где Pφ — мощность источника,
идущая на излучение, Pθ — мощность источника, идущая на нагрев торца оптоволокна, χ —
характеристическая функция части среды, в которой находится торец оптоволокна, делённая
на его объём, Mφ и Mθ — нормализующие коэффициенты для получения из φ и θ интенсив-
ности излучения и абсолютной температуры.

Для выполнения каждого шага численного алгоритма (22)–(25) использовался метод ко-
нечных элементов, реализованный в программном пакета FreeFEM++ [13]. Оптические и теп-
лофизические параметры среды взяты из [5–7]. Параметры θb и θin соответствуют температуре
37 ◦C, а коэффициент γ равен 1. Во всех вычислительных экспериментах начальное положение
наконечника оптоволокна соответствует (r, z) = (0, 5), а скорость его вытягивания составля-
ет 2 мм/с. Толщина карбонизированного слоя равна 0.2 мм, мощность лазера составляет 10
Вт, Pθ/Pφ = 3/7. Следуя [5–7], перенос тепла потоком пузырьков, образующихся на конце
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Рис. 2. Температурные профили θC [◦C] по врмени t[с] для длины волны 1320 нм в точках
наблюдения: (1.5, 10) (сплошная линия), (2.5, 10) (штриховая линия), (3.5, 10)

(штрих-пунктирная линия)

Рис. 3. Температурные профили θC [◦C] по врмени t[с] для длины волны 1320 нм в точке
наблюдения (1.5, 10): с учётом внутреннего теплового излучения (сплошная линия), без

учёта (штриховая линия)
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оптоволокна, моделируем через коэффициент теплопроводности, зависящий от температуры
следующим образом: при достижении в некоторой точках температуры 95 ◦C и выше коэф-
фициент теплопроводности увеличивается в 200 раз.

Эффективность лазерной абляции можно оценить по поведению профилей температуры
в разных точках расчётной области. На рис. 2 демонстрируется поведение температурных про-
филей в 3-х точках наблюдения, расположенных на внутренней стенке вены, на внешней стенке
вены и в перивенозной ткани. Из анализа графиков можно сделать вывод, что сгенерирован-
ное температурное поле обеспечивает успешную облитерацию вены (см. для сравнения, [6,7]).
С другой стороны, оно является безопасным для окружающей вену ткани.

На рис. 3 приведены температурные профили для модели ВВЛА с учётом внутреннего
теплового излучения и без него. Максимально отклонение температур составляет 2.8%. Тем
самым показано, что вклад внутреннего теплового излучения не является значительным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложена квазилинейная модель для изучения процессов ВВЛА. Полученные
теоретические результаты включают новые априорные оценки решения начально-краевой за-
дачи для уравнений сложного теплообмена и теорему об однозначной нелокальной разреши-
мости. Подчеркнём, что условия на исходные данные отвечают физической постановке и не
содержат ограничений типа малости.

Представленные в работе результаты вычислительных экспериментов демонстрируют
перспективы использования предложенной математической модели для нахождения оптималь-
ных параметров излучения и оценки эффективности процедуры ВВЛА.
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