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В нечётномерном евклидовом пространстве вводится понятие псевдовыпуклого множе-
ства, состоящего из конечного числа ограниченных областей. Получена формула обраще-
ния преобразования Радона для подынтегральной кусочно-непрерывной функции, задан-
ной на псевдовыпуклом множестве. Достигнутый результат является обобщением ранее
известного свойства, доказанного для гладких функций.

Ключевые слова: преобразование Радона, разрывные функции, псевдовыпуклое множе-
ство, зондирование, томография, формула обращения.
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1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассматривается нечётномерное евклидово пространство En, n = 2m + 1, m = 1, . . . с
заданной в нём декартовой системой координат. Будем использовать следующие обозначе-
ния: B(x, δ) = {y : y ∈ En, |y − x| < δ}, x ∈ En; ∆x — оператор Лапласа по переменной x;
x = (x1, . . . , xn); const — положительное число; Ω — единичная сфера в En; s — элемент сферы
Ω; ∂T — граница множества T ; µk(T ) — мера Лебега множества T в пространстве Ek; µΩ(Q) —
мера Лебега множества Q, Q ⊂ Ω, по мере, определённой на Ω; Y (s, p) = {y : y ∈ En, y ·s = p} —
гиперплоскость в En, p ∈ R1.

Пусть в En задана ограниченная область G, содержащая непересекающиеся подобласти
Gi, i = 1, . . . , N , причём для их объединения G0 верно равенство G0 = G. Предполагает-
ся, что каждая граница ∂Gi является (n − 1)-мерной непрерывной поверхностью. Ясно, что
∂G0 = ∂G1

⋃
· · ·

⋃
∂GN .

Назовём G0 псевдовыпуклым множеством, если существует множество Ω′, Ω′ ⊂ Ω и числа
p+(s), p−(s), s ∈ Ω′ со следующими свойствами.

1. Мера множества Ω \ Ω′ равна нулю, т. е. µΩ(Ω \ Ω′) = 0.

2. Для любого вектора s ∈ Ω′ и для p ⩾ p+(s), p ⩽ p−(s) справедливо равенство
Y (s, p)

⋂
G = ∅.

3. Для всех s ∈ Ω′ и для p−(s) < p < p+(s) пересечение Y (s, p)
⋂
G0 является непу-

стым множеством, граница которого имеет нулевую меру по мере пространства En−1

и µn−1(Y (s, p)
⋂
∂G0) = 0.

4. Для всех s ∈ Ω′, если p → p+(s) или p → p−(s), то µn−1(Y (s, p)
⋂
G) → 0.
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Для пояснения данного определения приведём два простых, но характерных примера.
Пример 1. Пусть n = 3, G = B(0, 2δ), G1 = {y : y ∈ E3,−δ < yi < δ, i = 1, 2, 3},

G2 = G\G1. Тогда из сферы Ω достаточно убрать вектора, коллинеарные координатным осям,
чтобы получить Ω′ и псевдовыпуклое множество G0 = G1

⋃
G2.

Пример 2. Пусть n = 3, G1, G2 — два шара в E3 на положительном расстоянии друг от
друга. Если G0 = G1

⋃
G2, то это множество не является псевдовыпуклым поскольку наруша-

ется третье условие из определения. Однако, если добавить фиктивный шар G, содержащий
G1 и G2, то для G0 = G1

⋃
G2

⋃
G3, G3 = G\(G1

⋃
G2), G0, оказывается псевдовыпуклым,

причём Ω′ = Ω.
Вообще, введённое определение охватывает многие случаи ограничений, адекватных тео-

рии зондирования.
Определим класс V разрывных функций v(y), y ∈ En, удовлетворяющих условиям:

|v(y)− v(ỹ)| ⩽ const|y − ỹ|α, y, ỹ ∈ Gi, i = 1, . . . , N , 0 < α ⩽ 1 и v(y) = 0 для y /∈ G.
Рассмотрим следующий поверхностный интеграл первого рода по гиперплоскости Y (s, p)

[Rv](s, p) =

∫
y·s=p

v(y)dyσ, s ∈ Ω, −∞ < p < ∞. (1)

Ясно, что если v ∈ V , G0 — псевдовыпуклое множество, то интеграл в правой части
равенства (1) существует. Именно он и называется преобразованием Радона функции v.

2. ОБРАЩЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РАДОНА

Не претендуя на обзор темы, скажем, что имеются многочисленные публикации, посвя-
щённые исследованию и применению преобразования Радона в различных направлениях ма-
тематики. Так оно оказалось эффективным в теории дифференциальных уравнений [1, 2].
Кроме того, преобразование Радона широко применяется в теории зондирования, например,
в томографии [3–5]. Вообще, некоторое представление о состоянии исследований преобразова-
ний Радона можно получить из публикаций [6–20], где в том числе рассмотрены и различные
обобщения преобразования Радона. Настоящая работа посвящена проблеме обращения преоб-
разования Радона, и является обобщением формулы, доказанной в [2] для гладких подынте-
гральных функций, что не вполне соответствует естественным ограничениям, например, для
проблем зондирования. Здесь мы рассматриваем случай разрывных подынтегральных функ-
ций. Несмотря на имеющееся многообразие вариантов исследований, наша работа не имеет
близких аналогов среди всех известных авторам публикаций.

Теорема. Пусть v ∈ V , G0 — псевдовыпуклое множество. Тогда справедливо равенство:

(∆x)
m

∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds = (−1)m2(2π)2mv(x), x ∈ G0. (2)

Доказательство. Сначала докажем, что функция [Rv](s, p) непрерывна по p при почти
всех s ∈ Ω. Возьмём произвольный вектор s ∈ Ω′ и запишем преобразование Радона в декарто-
вой системе координат с ортами осей a1, . . . , an, an = s. Тогда функция [Rv](s, p) записывается
в следующем простом виде

[Rv](s, p) =

∫
En−1

v(η1, . . . , ηn−1, p)dη1, . . . , dηn−1.

Используем числа p+(s), p−(s) , указанные в определении псевдовыпуклого множества G0.
Рассмотрим случай p+(s) > p > p−(s). Такому значению p соответствует сечение Y (s, p)

⋂
G0.

Для произвольной точки η = (η1, . . . , ηn−1, p) из этого сечения существует шар B(η, δ) ⊂ G0,
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в котором функция v непрерывна. Пусть {pk} — произвольная числовая последовательность,
сходящаяся к p. Начиная с некоторого номера, все точки (η1, . . . , ηn−1, pk) ∈ B(η, δ). Поэтому
v(η1, . . . , ηn−1, pk) → v(η1, . . . , ηn−1, p). В силу выбора точки (η1, . . . , ηn−1, p) такая сходимость
имеется для почти всех (η1, . . . , ηn−1), соответствующих сечению Y (s, p)

⋂
G. Отсюда, по тео-

реме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла, получаем

lim
k→∞

∫
En−1

v(η1, ..., ηn−1, pk)dη1, ..., dηn−1 =

∫
En−1

v(η1, ..., ηn−1, p)dη1, ..., dηn−1,

что и означает непрерывность функции [Rv](s, p) по p, p−(s) < p < p+(s).
Что касается непрерывности этой функции для остальных значений p, то она легко сле-

дует из второго и четвёртого условий псевдовыпуклости.
Далее мы следуем схеме рассуждений, использованной, в частности, в [1, 2] для гладких

функций.
Рассмотрим выражение

U(x) =

∫
G

∫
Ω
v(y)|(y − x) · s|dsdy, s ∈ Ω′, x ∈ G0

и выразим его через преобразование Радона, меняя порядок интегрирования и используя тео-
рему Фубини:

U(x) =

∫
Ω

∫
G
v(y)|(y − x) · s|dyds =

∫
Ω

∫ ∞

−∞
|p|[Rv](s, p+ x · s)dpds.

Обратим внимание на внутренний интеграл по переменной p. Как уже доказано, подынте-
гральная функция непрерывна по p. Этого свойства оказывается достаточно для следующего
равенства

∆x

∫ ∞

−∞
|p|[Rv](s, p+ x · s)dpds = 2[Rv](s, x · s).

Следовательно,

∆xU(x) = 2

∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds. (3)

Для значения ∆xU(x) можно получить и другое представление. Для этого нам понадо-
бятся известные свойства∫

Ω
|ξ · s)|ds = 2(πm)

m!
|ξ|, ξ ∈ En, ∆x|y − x| = 2m|y − x|−1.

Тогда нетрудно убедиться в том, что

U(x) =
2(πm)

m!

∫
G
v(y)|y − x|dy, ∆xU(x) =

4m(πm)

m!

∫
G
v(y)|y − x|−1|dy. (4)

Сравнивая выражения для ∆xU(x) в (3) и в (4), получаем равенство∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds = γ1

∫
G

v(y)

|y − x|
dy, γ1 =

2mπm

m!
,

которое можно записать также в виде∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds = γ1

2m

∫
G
∆xv(y)|y − x|dy. (5)
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Теперь нам понадобятся следующие тождества, приведённые, например, в [2],

(∆x)
m|y − x| = γ2|y − x|2−n, γ2 =

(−1)m2nΓ(1, 5)Γ(m+ 1)Γ(n/2)

π(2− n)
,

∆x

∫
G

v(y)

|y − x|n−2
dy = γ3v(x), γ3 =

2πn/2(2− n)

Γ(n/2)

(6)

Применяя к обеим частям равенства (5) оператор (∆x)
m и используя тождества (6), по-

лучаем

(∆x)
m

∫
Ω
[Rv](s, x · s)ds = γ1

2m
(∆x)

m

∫
G
(∆x)

v(y)

|y − x|
dy =

γ1
2m

∆x

∫
G
γ2

v(y)

|y − x|n−2
dy =

γ1γ2γ3
2m

v(x).

Нетрудно проверить, что (γ1γ2γ3)/2m = (−1)m2(2π)2m, что и означает справедливость
равенства (2). Теорема доказана. □

В заключение отметим, что формула (2) отличается от формулы обращения в [2] только
тем, что она справедлива не для всех, а для почти всех точек в En, что несколько снижает
её ценность. Однако в [2] требуется принадлежность функции v(y) пространству C1(En), а
в нашей работе допускаются и разрывные функции. Такой результат стал возможен за счёт
введения нового определения псевдовыпуклого множества. Можно надеяться, что формула (2)
послужит основанием для новых алгоритмов в теории зондирования, где разрывные характе-
ристики являются естественными.
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ВВЕДЕНИЕ

Поиск решения прикладных задач оптимального управления часто связан с нелинейно-
стью управляемой системы, наличием ограничений, накладываемых как на управление, так и
на фазовые переменные. Наличие фазовых ограничений усложняет решение оптимизационных
задач как в теоретическом исследовании свойств оптимальных процессов, так и в реализации
алгоритмов численного решения. Однако учёт фазовых ограничений позволяет учитывать
особенности протекания процесса, и, тем самым, делает его математическое описание более
точным.

Один из подходов к решению задач оптимального управления с фазовыми ограничени-
ями заключается в получении точных необходимых условий оптимальности и построении на
их основе вычислительных процедур [1]. Необходимые условия оптимальности решений задач
оптимального управления с фазовыми ограничениями в форме принципа максимума Понтря-
гина получены в работах [2, 3]. Однако вычислительные процедуры, построенные на основе
необходимых условий, достаточно трудоёмки и трудно применимы при решении прикладных
задач.

Другой подход предполагает сведение задачи с ограничениями на фазовые переменные
к задаче без ограничений путём применения метода штрафов. В данном методе вводится в
рассмотрение вспомогательная функция путём добавления к критерию качества управления
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исходной задачи «штрафа» за нарушение ограничений, накладываемых на фазовые перемен-
ные [4]. Затем решается задача оптимального управления без ограничений, где критерием ка-
чества управления выступает построенная вспомогательная функция. Численная реализация
данного метода представлена в работах [5,6]. Последовательность оптимизационных задач без
ограничений решается с помощью градиентного метода. Недостатком градиентных методов
является чувствительность решения оптимизационной задачи к выбору начального прибли-
жения, что может привести к попаданию решения в локальный экстремум или в область,
противоречащую физическому смыслу задачи.

При решении прикладных задач часто бывает достаточно получить приближенное зна-
чение управляющего параметра. Это связано с ограниченностью времени для определения
управляющего воздействия на управляемый процесс с целью достижения показателей задан-
ного уровня в режиме реального времени. Поэтому возникает необходимость в разработке
численных методов построения оптимального управления, которые позволяют получить при-
ближенное решение задачи с фазовыми ограничениями и при этом легкореализуемы на прак-
тике.

В настоящее время для решения оптимизационных задач широко применяются эволюци-
онные вычисления [7,8]. Эволюционные методы не используют в процессе поиска решения ни
необходимые, ни достаточные условия оптимальности. С их помощью можно найти решение,
которое может отличаться от оптимального, но при этом является приемлемым с практической
точки зрения [9]. В отличие от классических методов оптимизации, эволюционные методы мо-
гут применяться в случае, когда отсутствует информация о свойствах исследуемой функции.

Одним из методов эволюционного поиска является метод дифференциальной эволю-
ции [10, 11]. Это метод многомерной оптимизации, позволяющий определять глобальный экс-
тремум нелинейных, недифференцируемых и мультимодальных функций без вычисления про-
изводных целевой функции. Важной особенностью метода дифференциальной эволюции явля-
ется независимость полученного решения от выбора его начального приближения [12]. Отсут-
ствие чувствительности к начальному приближению достигается за счёт того, что на каждой
итерации оптимизируется не одно возможное решение, а одновременно рассматривается их
совокупность, что позволяет увеличить область поиска.

По сравнению с другими методами, метод дифференциальной эволюции позволяет за
меньшее время найти приближенное значение параметров оптимального управления процес-
сом. В работе [13] показано, что для решения оптимизационных задач с помощью метода
дифференциальной эволюции требуется меньше времени, в отличие от других стохастических
методов оптимизации. В работе [14] приведено сравнение метода дифференциальной эволюции
с генетическим алгоритмом и адаптивным методом имитации отжига, продемонстрирована
необходимость меньшего количества обращений к целевой функции, по сравнению с вышепе-
речисленными численными методами оптимизации.

Целью работы является разработка численного алгоритма поиска приближенного реше-
ния задач оптимального управления с терминальными ограничениями и с ограничениями на
управление на основе метода штрафов и метода дифференциальной эволюции.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть управляемый процесс описывается системой дифференциальных уравнений

ẋ = f(t, x(t), u(t)) (1)

с начальными условиями
x(t0) = x0, (2)

где t ∈ [t0, T ] — время, x ∈ Rn — вектор фазовых переменных, u(t) ∈ Rm — вектор управ-
ляющих функций, f(t, x(t), u(t)) — непрерывная вместе со своими частными производными
вектор-функция.
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На управление наложены ограничения

αj(t) ⩽ uj(t) ⩽ βj(t), j = 1,m, t ∈ [t0, T ]. (3)

Пусть заданы краевые условия в конце процесса управления (t = T ):

gj(x(T )) = 0, j = 1, p, (4)

где gj(x(T )) — непрерывно-дифференцируемые функции по всем аргументам.
Зададим критерий оптимальности как функцию конечного состояния системы

J(u) = g0(x(T )). (5)

Задача оптимального управления для процесса (1), (2) с терминальными ограничения-
ми состоит в поиске управления u(t), которое с учётом ограничений (3) приводит процесс в
точку фазового пространства, в которой выполнено условие (4), и функционал (5) достигает
наименьшего значения.

Для построения аппроксимирующей задачи на интервале [t0, T ] введём сетку дискрети-

зации с узлами t0, t1, . . . , tN и шагом h =
T − t0
N

такими, что t0 < t1 < · · · < tN , tN = T , в

которых будем искать управляющие функции uj(t), j = 1,m. Для получения промежуточных
значений управляющих функций используем кусочно-постоянную аппроксимацию

uj(t) = uj(tk) = ujk, t ∈ [tk, tk+1], k = 0, N − 1.

Терминальные ограничения (4) преобразуются к виду

gj(x(tN )) = 0, j = 1, p. (6)

Тогда конечномерная задача, аппроксимирующая задачу (1)–(5) состоит в определении
вектора управления u = (u1, u2, . . . , um)T , при котором с учётом ограничений

αjk ⩽ ujk ⩽ βjk, j = 1,m, k = 0, N − 1,

где αjk = αj(tk), βjk = βj(tk), и условий (6) критерий оптимальности достигает наименьшего
значения, то есть

g0(x(tN ) → min .

Дифференциальные уравнения (1), описывающие управляемый процесс, приближенно за-
меним разностными, например, с помощью численного метода Рунге—Кутты четвёртого по-
рядка

x(ti+1) = x(ti) + h(K1i + 2K2i + 2K3i +K4i)/6,
K1i = f(ti, xi, ui),

K2i = f(ti + h/2, xi +K1ih/2, ui),
K3i = f(ti + h/2, xi +K2ih/2, ui),

K4i = f(ti + h, xi +K3i, ui).

(7)
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2. АЛГОРИТМ ПОИСКА СУБОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ В ЗАДАЧЕ
С ТЕРМИНАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ И ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА

УПРАВЛЕНИЕ

Сформулируем пошаговый алгоритм поиска приближенного решения задачи оптималь-
ного управления с терминальными ограничениями на основе метода штрафных функций и
дифференциальной эволюции.

Для перехода от задачи с терминальными ограничениями к задаче без ограничений введём
в рассмотрение вспомогательный функционал

I(u) = J(u) +R(u, zs) → min, (8)

где R(u, zs) = (zs/2) ·
p∑

j=1
(gj(x(T )))

2 — штрафной функционал, zs — параметр штрафа, вы-

числяемый на s-й итерации. Если ограничения (4) нарушены и zs → ∞ при s → ∞, то
R(u, zs) → ∞ при s → ∞.

Для поиска решения задачи оптимального управления с критерием оптимальности (8)
применим метод дифференциальной эволюции. Работа метода основана на имитации эволю-
ционных процессов, которым подвергаются особи, образующие популяцию [15]. Каждой особи
ставится в соответствие значение функции приспособленности, которой является критерий
оптимальности (8). Для задачи на поиск минимума наиболее приспособленной особи соответ-
ствует наименьшее значение целевого функционала (8). Путём применения математических
операторов отбора, скрещивания и мутации происходит изменение и обновление популяции,
в результате чего в новое поколение переходят наиболее приспособленные особи [16]. Итера-
тивная процедура смены популяций происходит до тех пор, пока не будет выполнено условие
окончания работы алгоритма.

В качестве особи рассмотрим параметр управления

u =


u10 u11 . . . u1N−1

u20 u21 . . . u2N−1
...

...
. . .

...
um0 um1 . . . umN−1

 =


u1
u2
...

um

 ,

где ujk = uj(tk), j = 1,m, k = 0, N − 1. Тогда популяцией является набор из P особей
ul = (ul1, u

l
2, . . . , u

l
m)T , где l — номер особи в популяции (l = 0, P ).

Алгоритм поиска приближенного решения задачи оптимального управления с терминаль-
ными условиями и ограничениями на управление состоит из следующих шагов.

Шаг 1. Задать параметры метода штрафов: начальное значение параметра штрафа z0,
параметр увеличения штрафа b > 1 (обычно выбирается z0 = 0.01, 0.1, 1; b ∈ [4, 10] [17]),
параметр завершения поиска решения ε2 > 0. Задать параметры метода дифференциальной
эволюции: параметр скрещивания ps ∈ [0, 1], параметр мутации pm ∈ [0.5, 1] [14], размер
популяции P , параметры завершения вычислений d, ε1 > 0. Установить счётчик итераций
s = 1.

Шаг 2. Заполнить начальную популяцию случайными числами из области допустимых
значений управления:

uljk(0) = αjk + qjk(βjk − αjk),

где qjk ∈ [0, 1] — случайное число, j = 1,m, k = 0, N − 1, l = 1, P .
Шаг 3. Вычислить значение функции приспособленности (8) для каждой особи ul

(l = 1, P ), используя разностную схему (7).
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Шаг 4. Задать в качестве особи-мишени первую особь текущей популяции: umish := u1,
mish := 1.

Шаг 5. Найти в популяции особь ubest с наилучшим значением функции приспособленно-
сти.

Шаг 6. Применить оператор мутации. Для этого выбрать из текущей популяции четыре
различных элемента unum1, unum2, unum3, unum4, которые не совпадают ни с особью-мишенью
umish, ни с наиболее приспособленной особью ubest. Сгенерировать новую особь umut:

umut := ubest + pm · (unum1 + unum2 − unum3 − unum4).

Шаг 7. Подвергнуть процедуре скрещивания особь, полученную в результате мутации
umut и особь-мишень umish. Сформировать новую пробную особь uprob по правилу:

uprobjk =

{
umut
jk , wjk ⩽ ps,

umish
jk , wjk > ps,

где wjk ∈ [0, 1] — случайное число, j = 1,m, k = 0, N − 1.
Шаг 8. Вычислить значение функции приспособленности для пробной особи uprob, исполь-

зуя формулы (7).
Шаг 9. Обновить популяцию. Если J(uprob) < J(umish), то в новую популяцию поместить

пробную особь uprob, иначе — особь-мишень umish.
Шаг 10. Если в качестве мишени рассматривались все особи популяции (mish = P ), то

перейти к шагу 11. Иначе увеличить номер особи-мишени mish на 1 и перейти к шагу 5.
Шаг 11. Проверить условие окончание работы алгоритма дифференциальной эволюции.

Вычислить расстояние ρij между элементами текущей ui(s) и предыдущей uj(s−1) популяций
(i, j = 0, P ), а также изменение функций приспособленности ∆ij (s ⩾ 2):

ρij = ρ(ui(s), uj(s− 1)) = ∥ui(s)− uj(s− 1)∥,

∆ij = ∆(ui(s), uj(s− 1)) = |J(ui(s))− J(uj(s− 1))|, i, j = 0, P .

Если на протяжении d поколений выполнены условия ρij < ε1, ∆ij < ε1, то есть происхо-
дит незначительное изменение популяции и функций приспособленности, то перейти к шагу
12. Иначе увеличить счётчик итераций s на 1 и перейти к шагу 4.

Шаг 12. Проверить условие окончания поиска решения. Выбрать из последней популя-
ции особь ubest, которой соответствует наилучшее значение функции приспособленности. Ес-
ли R(u, zs) > ε2, то увеличить значение штрафа: zs+1 = b · zs и перейти к шагу 4. Если
R(u, zs) ⩽ ε2, то остановить работу алгоритма. Приближенным решением задачи оптимально-
го управления с терминальными ограничениями будет наиболее приспособленная особь ubest

из последней популяции.

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Для проверки эффективности разработанного алгоритма проведён ряд вычислительных
экспериментов по решению практических задач оптимального управления с закреплённым
правым концом траектории. Для проведения расчётов авторами разработано программное
средство на языке программирования Delphi.
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Задача посадки тяжёлого летательного аппарата

Сингулярно возмущённая задача оптимального управления планирующим спуском лета-
тельного аппарата имеет вид [18]

ẋ1 =
cos(x3)

aC(u)x22
,

εẋ2 = − 1

x2
− sin(x3)

aC(u)x32
,

εẋ3 =
u

C(u)x22
− cos(x3)

aC(u)x42
,

x1(0) = 0, x2(0) = 2.19905, x3(0) = 0,
t ∈ [0, T ], T = 0.2185,

(9)

где x1(t) — дальность полёта, x2(t) — скорость, x3(t) — угол наклона траектории (угол между
вектором скорости и горизонтальной плоскостью), a = 1.62079, C(u) = 0.01 + 0.3u2, ε = 0.01.
В качестве параметра управления рассматривается u(t) — аэродинамический коэффициент
подъёмной силы.

Пусть заданы ограничения на правый конец траектории

x2(T ) = 1.09905, x3(T ) = 0 (10)

и ограничение на управление

0.08 ⩽ u(t) ⩽ 0.417, t ∈ [0, T ]. (11)

Задача управления спуском летательного аппарата заключается в поиске управляющей
функции u(t), при которой с учётом ограничений (10), (11) достигается максимальная даль-
ность полёта, то есть

J(u) = −x1(T ) → min . (12)

Для решения задачи (9)–(12) применён алгоритм на основе метода штрафов и метода
дифференциальной эволюции со следующими параметрами: ps = 0.8, pm = 0.7, P = 100,
d = 5, ε1 = ε2 = 10−4, z0 = 1, b = 10.

Параметры метода штрафов и метода дифференциальной эволюции подобраны путём
проведения серии вычислительных экспериментов, в которых варьируются возможные зна-
чения параметров методов. Начальное значение штрафа z0 принималось равным 0.01, 0.1, 1.
Для значений z0, меньших 1, точность решения уменьшается, поэтому в качестве начального
значения штрафа выбрано значение, равное 1. Параметр увеличения штрафа b задавался рав-
ным 4, 7, 10. Результаты расчётов показали, что для данной задачи параметр b не оказывает
существенного влияния на точность получаемого решения.

Настраиваемыми параметрами метода дифференциальной эволюции являются параметр
мутации pm, параметр скрещивания ps, размер популяции P . При проведении вычислений па-
раметр мутации pm рассматривался равным 0.5, 0.7, 0,9, 1. Выявлено, что при приближении
его значения к 1 возникают скачки на кривой управления и уменьшение точности решения.
Поэтому параметр мутации pm можно задавать значениями из диапазона [0.5, 0.8], не влияя на
точность получаемого решения задачи. При исследовании влияния параметра скрещивания на
решение установлено, что управление не изменяется при значениях ps, начиная с 0.8. Для зна-
чений ps, меньших 0.8, появляются скачкообразные изменения управления. Размер популяции
P задавался равным 20, 50, 80, 100, 120. Для значений P , меньших 100, также наблюдают-
ся скачки на кривой управления. Начиная с P = 100 структура управления выравнивается,
поэтому повышение размера популяции нецелесообразно ввиду увеличения вычислительных
затрат на поиск решения задачи.
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Рис. 1. График субоптимального управления спуском летательного аппарата

Рис. 2. График фазовых переменных в задаче управления спуском летательного аппарата

Полученное приближенное решение приведено на рис. 1, 2. При этом дальность полёта
составляет x1(T ) = 1.98543, значения краевых условий — x2(T ) = 1.14118, x3(T ) = −0.02247.

Решение данной задачи ранее было получено в работе [18] с помощью алгоритма последо-
вательной линеаризации с использованием модифицированной функции Лагранжа. Значение
x1(T ), рассчитанное в статье [18], составило 1.98519, точность выполнения краевых условий
равна 10−7. Найденное в данной статье решение по своей структуре близко к решению из
работы [18].

Задача оптимизации химического реактора

Рассматриваются химические реакции, протекающие в смеси трёх веществ [19]. Первое
вещество, концентрацию которого обозначим x1(t), является сырьём, второе вещество (кон-
центрация x2(t)) является промежуточным, третье вещество (концентрация x3(t)) — оконча-
тельным продуктом реакции. Данный химический процесс можно описать системой диффе-
ренциальных уравнений

ẋ1 = −(k1(u) + k2(u) + k3(u))x1,
ẋ2 = k1(u)x1 − k4(u)x2,
ẋ3 = k4(u)x2 − k5(u)x3

(13)
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с начальными условиями

x1(0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 0, t ∈ [0, T ], T = 0.7 ч, (14)

где xi(t) — концентрации веществ, i = 1, 3 (моль/л), u(t) — температура (К), kj — кинетические
константы, j = 1, 5 (ч−1), рассчитываемые по формуле

kj(u) = Cj exp

(
Ej

R

(
1

658
− 1

u

))
,

где C1 = 1.02 ч−1, C2 = 0.93 ч−1, C3 = 0.386 ч−1, C4 = 3.28 ч−1, C5 = 0.084 ч−1, E1 = 16000
кал/моль, E2 = 14000 кал/моль, E3 = 15000 кал/моль, E4 = 10000 кал/моль, E5 = 15000
кал/моль, R = 1.9865 кал/(моль·К) — универсальная газовая постоянная [19].

Интенсивность химических превращений зависит от температуры реакционной смеси. По-
этому в качестве параметра управления рассмотрена температура протекания реакции u(t).
Как правило, на химическом производстве возникают ограничения на температуру по различ-
ным причинам, таким как безопасность процесса, контроль качества продукции, эффектив-
ность реакций и оборудования. Они могут быть вызваны и химическими свойствами веществ,
используемых в процессе. Поэтому на значения температуры наложены ограничения [19]

473K ⩽ u(t) ⩽ 823K, t ∈ [0, T ]. (15)

Пусть задано значение концентрации x2 промежуточного вещества в конце реакции
(моль/л):

x2(T ) = 0.0437. (16)

Необходимо найти управление u(t), t ∈ [0, T ], которое с учётом ограничения (15), обес-
печивает выполнение условия (16) и достижение максимального выхода продукта реакции в
конечный момент времени, то есть

J(u) = −x3(T ) → min . (17)

Основная причина вычислительных трудностей, возникающих при решении задачи опти-
мального управления (13)–(17), связана с экспоненциальной зависимостью kj от u. Поэтому
для её решения применён разработанный алгоритм.

Приближенное решение задачи оптимального управления получено при следующих па-
раметрах алгоритма: ps = 0.8, pm = 0.7, P = 500, d = 5, ε1 = ε2 = 10−4, z0 = 1, b = 10.
Параметры метода штрафов и метода дифференциальной эволюции выбраны путём подбора,
аналогично первой задаче.

На рис. 3, 4 приведены результаты решения задачи (13)–(17). Получено, что
x3(T ) = 0.4173 моль/л, x2(T ) = 0.0435 моль/л.

В работе [19] получено решение задачи (13)–(17) с помощью метода проекции градиента,
при этом x3(T ) = 0.4161 моль/л, x2(T ) = 0.0437 моль/л. Относительные погрешности решения
задачи с помощью разработанного алгоритма составили δ(x3(T )) = 0.29%, δ(x2(T )) = 0.46%.

Задача о вертикальном подъёме ракеты на максимальную высоту

Управляемый процесс описывается системой дифференциальных уравнений [20]

ẋ1 = −u

c
,

ẋ2 = x3,

ẋ3 =
u−D(x2, x3)

x1
− g(x2)
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Рис. 3. График субоптимального управления химическим реактором u(x, t)[К], t[ч]

Рис. 4. График фазовых координат xi[моль/л] в задаче оптимизации химического реактора,
t[ч]

с начальными условиями

x1(0) = 1, x2(0) = 1, x3(0) = 0, t ∈ [0, T ], T = 0.2,

где x1(t) — масса ракеты, x2(t) — высота полёта ракеты относительно центра планеты, x3(t) —
вертикальная скорость подъёма ракеты, u(t) — тяга двигателя, D(x1, x2) — аэродинамическое
сопротивление, определяемое по формуле

D(x2, x3) =
x3cx1(0)x

2
3

2g0
exp

(
−x2c ·

x2 − x2(0)

x2(0)

)
,

g(x2(t)) — сила гравитации, g(x2) = g0 (x2(0)/x2)
2 , c = 0.5

√
g0x2(0).

В рассматриваемом примере заданы значения параметров [20]: g0 = 1, x2c = 500, x3c = 620.
Управлением является тяга двигателя ракеты u(t), на значения которой наложены огра-

ничения
0 ⩽ u(t) ⩽ 3.5, t ∈ [0, T ].
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Требуется найти управление u(t), которое обеспечивает достижение ракетой максималь-
ной высоты в конечный момент времени, то есть

J(u) = −x2(T ) → min,

при выполнении терминального ограничения

x1(T ) = 0.6x1(0).

В результате проведённых вычислений получено субоптимальное управление, представ-
ленное на рис. 5, при этом были заданы следующие параметры алгоритма: ps = 0.8, pm = 0.7,
P = 100, d = 5, ε1 = ε2 = 10−4, z0 = 1, b = 10. Параметры метода штрафов и метода
дифференциальной эволюции выбраны путём подбора, аналогично первой задаче.

Рис. 5. График субоптимального управления в задаче о вертикальном подъёме ракеты

Рис. 6. График фазовых координат в задаче о вертикальном подъёме ракеты

Наибольшая высота подъёма ракеты составляет x2(T ) = 1.01377, что превышает на
0.09% её значение, полученное в работе [20] с помощью метода «продолжения по парамет-
ру» (x2(T ) = 1.01284). При этом x1(T ) = 0.5903, относительная погрешность краевого условия
составила δ(x1(T )) = 1.6%. Структура вычисленного субоптимального управления схожа с
управлением, приведённом в статье [20].
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Из приведённых примеров видно, что решения задач оптимального управления с тер-
минальными ограничениями, найденные с помощью предложенного подхода, незначительно
отличаются от решений, полученных другими исследователями с помощью разных методов.
Поэтому можно сделать вывод о корректной работе эволюционного алгоритма.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, разработанный численный алгоритм можно применять для поиска суб-
оптимального управления в задачах, содержащих ограничение на управляющий параметр, и
с закреплённым правым концом траектории. Алгоритм легкореализуем на практике, в нём не
предъявляются требования к целевому функционалу, такие как дифференцируемость, непре-
рывность и др. Поскольку в основу алгоритма положен метод дифференциальной эволюции,
его особенность состоит в отсутствии чувствительности найденного приближенного решения
задачи оптимального управления от начального приближения, которое обычно задаётся ис-
следователем и требует от него углублённых знаний предметной области.

Работа предложенного алгоритма апробирована на прикладных задачах оптимального
управления с терминальными ограничениями. Проведено сравнение найденных приближен-
ных решений задач с решениями, рассчитанными с помощью метода проекции градиента, мето-
да последовательной линеаризации с использованием модифицированной функции Лагранжа,
метода «продолжения по параметру». Результаты вычислительных экспериментов показали
эффективность предложенного подхода и возможность применения разработанного эволюци-
онного алгоритма для поиска приближенного решения других задач оптимального управления
с терминальными ограничениями.
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В данной работе будут продолжены исследования взаимосвязи между уравнением в свёрт-
ках 2-го рода на конечном интервале (0, τ) (которое также называют усечённым уравнени-
ем Винера—Хопфа) и задачей факторизации (которую также называют векторной краевой
задачей Римана—Гильберта или векторной краевой задачей Римана). Задаче факториза-
ции поставлено в соответствие семейство усечённых уравнений Винера—Хопфа, зависящее
от параметра τ ∈ (0,∞). Показана корректная разрешимость этого семейства уравнений в
зависимости от существования канонической факторизации некоторой матрицы-функции.
Кроме того, рассматриваются различные возможные приложения задачи факторизации и
усечённых уравнений Винера—Хопфа.

Ключевые слова: алгебра Винера, задача факторизации, частные индексы, усечённое
уравнение Винера—Хопфа.
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Работу можно рассматривать как продолжение работы автора [1]. Здесь будут изучаться
взаимосвязи между уравнением в свёртках 2-го рода на конечном интервале (которое также
называют усечённым уравнением Винера—Хопфа) и задачей факторизации (которую также
называют векторной краевой задачей Римана—Гильберта или краевой задачей Римана).

Задача Римана—Гильберта [2] является одной из наиболее востребованных задач ком-
плексного анализа ввиду широких приложений в различные области математики и другие на-
уки. Возможные приложения задачи факторизации приведены в [1], введение. Отметим также
некоторые современные работы по задаче факторизации [3–6].

Уравнения типа свёртки также тесно связаны с различными приложениями. Это задачи
классической математической физики и её обратные задачи, задачи информатики, всевозмож-
ные задачи современной техники и экономики: ядерной физики, автоматического управления,
теории игр, массового обслуживания и другие [7], cтр. 6. Заметим, что в [7] рассматриваются
приложения уравнений Винера—Хопфа, усечённые же уравнения Винера—Хопфа имеют бо-
лее широкую область применений. Например, усечённые уравнения Винера—Хопфа лежат в
основе одной из модификации метода Гельфанда—Левитана—Марченко—Крейна [8–9]. Метод
используется для решения множества обратных задач, таких как обратная задача рассеяния
или обратные задачи для уравнений волнового типа. Кроме того, в алгебре Винера порядка
два задача факторизации сводится к усечённому уравнению Винера—Хопфа [1, 6, 10].

Однако теории решений задачи факторизации и усечённых уравнений Винера—Хопфа яв-
ляются весьма бедными. Поэтому, исследования усечённых уравнений Винера—Хопфа, также
как и задачи факторизации — актуальны для развития соответствующих теорий и их прило-
жений.
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В работе автора [10] был предложен новый подход к решению краевой задачи Римана в
алгебре Винера порядка 2. Этот подход (метод) заключается в сведении задачи Римана к усе-
чённому уравнению Винера—Хопфа. В работах [1, 6, 10] получены новые результаты в теории
векторной краевой задачи Римана—Гильберта и теории усечённых уравнений Винера—Хопфа
на основе выявленной взаимосвязи между рассматриваемыми задачами. Было показано, что
для построения факторизации матрицы функции в алгебре Винера порядка 2 достаточно най-
ти решение соответствующего усечённого уравнения Винера—Хопфа на интервале (0, τ), где
0<τ — параметр. В данной работе задаче факторизации поставлено в соответствие семейство
усечённых уравнений Винера—Хопфа, зависящее от параметра τ ∈ (0,∞). Показана коррект-
ная разрешимость этого семейства уравнений в зависимости от существования канонической
факторизации некоторой матрицы-функции.

Прежде чем перейти непосредственно к задаче факторизации и соответствующему ей
усечённому уравнению Винера—Хопфа (согласно [1], теорема 3), напомним понятие алгебры
Винера порядка 2.

Для целых 2 ⩾ n, l ⩾ 1 положим Ln×l — пространство n× l матриц-функций с элементами
из L1(R), Ff — образ Фурье матрицы функции f ∈ Ln×l:

Ff(x) =

∞∫
−∞

f(t)eixt dt, x ∈ R,

где R — расширенная вещественная прямая (R — вещественная прямая); Wn×n — алгебра
Винера непрерывных матриц-функций вида C + Ff , где C — постоянная матрица порядка
n и f ∈ Ln×n; Wn×n

+ (Wn×n
− ) — под алгебра в Wn×n, состоящая из матриц-функций вида

C + Ff таких, что f(t) = 0 при t < 0 (при t > 0). Через Wn×1, Wn×1
± обозначим группы,

состоящие из векторов-столбцов матриц-функций из алгебр Wn×n, Wn×n
± соответственно. Если

A — некоторая алгебра, то через GA обозначим группу из обратимых элементов в A. При n = 1
верхний индекс n× n при W будем опускать.

Рассмотрим задачу факторизации на расширенной прямой R, в которой требуется найти
вектор-функции Φ± ≡ (Φ±

1 ,Φ
±
2 )

T ∈ W2×1
± по краевому условию

Φ+(x) = G(x) Φ−(x), x ∈ R (1)

при ограничении Φ±
1 (∞) = 0, где

G(x) =

(
1 eixτ0m−(x)

e−ixτ0m+(x) 1 + g22(x)

)
∈ GW2×2, (2)

m±(x) =

∞∫
−∞

µ±(t)e
ixt dt, 1 + g22(x) = dG(x) +m+(x)m−(x),

µ±(t) = θ(±t)µ(t), µ ∈ L1(R),

(3)

τ0 > 0, θ — функция Хевисайда. Легко видеть, что определитель матрицы G равен dG.
Для простоты изложения считаем, что

dG(x) = d+G(x) d
−
G(x), x ∈ R,

где
d±G(x) = 1± e±ix(τ−τ0)m±(x), τ0 ⩽ τ,

|d±G(z)| > 0, ±Im z ⩾ 0
(
z = x+ iy

)
.

(4)
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Матрицу G будем снабжать нижним индексом τ , если необходимо подчеркнуть зависи-
мость матрицы G от параметра τ , имеем

G = Gτ .

Будем рассматривать также уравнение в свёртках второго рода на конечном интервале
(0, τ), которое соответствует (при определённых k и f) краевой задаче Римана (1):

u(t)−
τ∫

0

k(t− s)u(s) ds = f(t), t ∈ (0, τ), (5)

где
k ∈ L1(R), f ∈ L1(0,∞).

Можно видеть, что значения функций k(t) и f(t) вне интервалов (−τ, τ) и (0, τ), соответствен-
но, не влияют на решение уравнения (5) (последнее будем искать в L1(0, τ)).

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ, ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ
ПОСТРОЕНИЯ И ДОПУЩЕНИЯ

Дополним определения, введённые ранее. При C=0 соответствующие алгебры, под алгеб-
ры и группы будем снабжать нижним индексом 0 (Wn×l

0 , Wn×l
0± , l ∈ {1, n}). На алгебре W0

определим дополнительные друг к другу проекторы P+
0 и P−

0 по формулам

P±
0 : W0 → W0±, P±

0 FG(x) =

∞∫
−∞

eixtg(t)θ(±t) dt, x ∈ R,

где g ∈ L1(R).
Отметим следующие свойства линейных операторов P±

0 :

P+
0 + P−

0 = I, F−1{P±
0 FG(x)}(t) = g(t)θ(±t), t ∈ R,

где I — единичный оператор, F−1 — обратное преобразование Фурье. Применим теорему 3
из [1] к задаче (1)–(4). Для этого определим функции w±

τ (x) и k̂(x) также как в [1]. Из фор-
мул (1.8) в [1] при κ = 0 (условие (0.4)) имеем

w−
τ (x) = d−G(x) + e−ixτ g12(x),

w+
τ (x) = d+G(x)− eixτg21(x),

(6)

где
g12(x) = eixτ0m−(x), g21(x) = e−ixτ0m+(x). (7)

Из (6)–(7) непосредственно получим w±
τ = 1. Тогда из формулы (2.1) в [1] имеем

k̂(x) = e−ix(τ−τ0)m−(x)− eix(τ−τ0)m+(x) := Fk(x),(
Fk± = ∓e±ix(τ−τ0)m±). (8)

Образ Фурье правой части уравнения в свёртках (5) определим по формуле (1.8) из [1]:

Ff(x) = C2e
ixτFk−(x). (9)
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Таким образом, матрице Gτ (x) соответствует уравнение (5), которое можно записать в следу-
ющем виде:

u(t)−
τ∫

0

(
k−(t− s) + k+(t− s)

)
u(s) ds = C2 k−(t− τ), t ∈ (0, τ), (10)

где
k∓(t) = µ∓(t± a), a = τ − τ0, ∞ > τ ⩾ τ0 > 0.

Отметим, что из определения функций µ± в (3) следует, что

k∓(t) = 0, ±t > −a
(
k(t) = 0, |t| < τ − τ0

)
.

Тогда из [1], теорема 3, получим следующее следствие.
Следствие. Пусть выполнены равенства (8)–(9). Тогда решение u(t) (его образ Фурье)

соответствующего усечённого уравнения Винера—Хопфа (10) выражается через решение кра-
евой задачи Римана (1)–(4) по формуле

Fu(x) = Φ+
1 (x) + eixτ

((
1− e−ix(τ−τ0)m−(x)

)
Φ−
2 (x)− C2

)
. (11)

Приведём также равенства из [1], которые будут использованы ниже. Из векторного ра-
венства в (2.7) из [1] при условиях (6)–(8) и (2)–(4) имеем векторное равенство для решения
задачи факторизации (1)–(4):

1

d−G(x)

(
1 + g22(x) −g12(x)− eixτd−G(x)
−g21(x) 1

)
Ψ+(x) = Φ−(x), (12)

где
Ψ+

1 (x) = Φ+
1 (x) + eixτ d−G(x) Φ

−
2 (x), Ψ+

2 (x) = Φ+
2 (x), (13)

1 + g22 = 1− e−ix(τ−τ0)m−(x) + eix(τ−τ0)m+(x) = 1−Fk(x),

g12(x) + eixτd−G(x) = eixτ .
(14)

2. ЧАСТНЫЕ ИНДЕКСЫ МАТРИЦЫ Gτ (x)

Ниже считаем, что
||m±|| ≡ ||µ±||L1 < 1. (15)

Имеет место следующая лемма.
Лемма. Пусть справедливо неравенство (15). Тогда матрицы Gτ (x) и Gτ1(x) при τ, τ1 ∈

[2τ0,∞) эквивалентны, т. е. имеют один и тот же набор частных индексов.

Доказательство. Положив

I±d (x) := {1, 1

d±G
}, G0

τ (x) := I+d (x)Gτ (x)I
−
d (x), τ ∈ [τ0,∞), (16)

где I±d — диагональные матрицы порядка два, получим

G0
τ (x) =

(
1 eixτ0m−

0τ (x)
e−ixτ0m+

0τ (x) 1 + g022(x)

)
,
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где

m±
0τ =

m±

d±G
, g022 =

g22

d−G d+G
= m+

0τm
−
0τ

(
d±G(x) = 1± e±ix(τ−τ0)m±(x)

)
.

Из неравенства (15) имеем
m±

0τ ∈ W0±, g022 ∈ W0,

т. к.
|d±G| ⩾ 1− |m±

0τ | > 0
(
|m±

0τ | ⩽ ||m±
0τ ||W0 < 1

)
.

Таким образом, получили
I±d ∈ GW2×2

± , G0
τ ∈ GW2×2. (17)

Тогда из (17) и второго равенства в (16) следует, что матрицы Gτ (x) и G0
τ (x) при τ0 ⩽ τ < ∞

эквивалентны. Осталось доказать, что при τ1, τ ∈ [2τ0,∞) матрицы G0
τ1(x) и G0

τ (x) эквива-
лентны. Для этого достаточно построить функции J±

s (x) такие, что

J±
s ∈ GW2×2

± , G0
τ1(x) = J+

s (x)G0
τ (x)J

−
s (x).

Положив

J+
s (x) :=

(
1 0

s+(x) 1

)
, J−

s (x) :=

(
1 s−(x)
0 1

)
,

где
s± ∈ W0±,

получим формулу

J+
s

(
1 m12

m21 1 +m12m21

)
J−
s =

(
1 n12

n21 1 + n12n21

)
, (18)

где
m12, m21 ∈ W0, n12 = m12 + s−, n21 = m21 + s+.

Справедливость формулы (18) устанавливается непосредственно.
Положив в равенстве (18)

m12 := eixτ0m−
0τ , m21 := e−ixτ0m+

0τ ,

получим равенство

J+
s (x)G0

τ (x)J
−
s (x) =

(
1 m12 + s−

m21 + s+ 1 + (m12 + s−)(m21 + s+)

)
, (19)

где матрица G0
τ (x) определена в (16).

Легко видеть, что матрица-функция в правой части равенства (19) совпадёт с матрицей-
функцией G0

τ1(x) при

s− = eixτ0
(
m−

0τ1
−m−

0τ

)
, s+ = e−ixτ0

(
m+

0τ1
−m+

0τ

)
. (20)

Таким образом, для завершения доказательства леммы осталось показать, что s± ∈ W0±.
Вычислим s±(x). Из (20) и определения функций m±

0τ получим

s−(x) = eixτ0m−(x)
( 1

d−G(x; τ1)
− 1

d−G(x; τ)

)
,

s+(x) = e−ixτ0m+(x)
( 1

d+G(x; τ1)
− 1

d+G(x; τ)

)
,

(21)
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где
d±G(x; τ) ≡ d±G(x), d±G(x; τ1) = d±G(x) при τ = τ1.

Преобразуем правую часть равенств в (21). С учётом (6) имеем

s∓(x) = ±e±ix2τ0(m∓(x))2
e∓ixτ − e∓ixτ1

d∓G(x; τ1)d
∓
G(x; τ)

. (22)

Из (22) при τ , τ1 ⩾ 2τ0 непосредственно следует, что s± ∈ W0±. Лемма полностью доказана. □

3. О СВЯЗИ КАНОНИЧЕСКОЙ ФАКТОРИЗАЦИИ МАТРИЦЫ Gτ (x) С
ЕДИНСТВЕННОСТЬЮ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ (10)

Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Пусть выполняются соотношения (2)–(4) и (8), а также справедливо нера-

венство (15). Тогда частные индексы матрицы Gτ (x), где τ ∈ [τ0,∞), равны нулю тогда и
только тогда, когда соответствующее усечённое однородное уравнение Винера—Хопфа (10)
имеет только тривиальное решение в L1(0, τ).

Доказательство. Доказательство проведём методом от противного. Пусть, сначала,
усечённое однородное уравнение Винера—Хопфа (10) имеет только тривиальное решение в
L1(0, τ). Покажем, что существует только тривиальное решение однородной задачи Рима-
на (1)–(4) при C2 = 0. Предположим противное, существует нетривиальное решение одно-
родной задачи Римана (1)–(4) при C2 = 0. Тогда из формулы (11) при u = 0 получим

Φ+
1 (x) = −eixτ

(
1− e−ix(τ−τ0)m−(x)

)
Φ−
2 (x). (23)

Подставив выражение для Φ−
2 из (23) в первое равенство системы (1), имеем

Φ+
1 (x) = Φ−

1 (x)− e−ix(τ−τ0)m
−(x)

d−G(x)
Φ+
1 (x),

т. к.
d−G(x) = 1− e−ix(τ−τ0)m−(x)

по определению. После приведения подобных получим

Φ+
1 (x) = d−G(x)Φ

−
1 (x).

По предположению, правая часть вышестоящего равенства из алгебры W0−, левая часть — из
алгебры W0+, следовательно,

Φ+
1 = d−GΦ

−
1 = 0.

Значит Φ±
1 = 0, т. к. |d−G| > 0 по условию (15). Из (23) и равенства Φ+

1 = 0 имеем Φ−
2 = 0. Тогда

из второго равенства системы (1) получим Φ+
2 = 0. Таким образом, задача факторизации (1)–

(4) при C2 = 0 имеет только тривиальное решение. Следовательно, частные индексы матрицы
Gτ (x) равны нулю, т. к. суммарный индекс матрицы Gτ (x) равен нулю по условию в (4).

Докажем теперь теорему 1 в другую сторону. Пусть задача факторизации (1)–(4) при C2 =
0 имеет только тривиальное решение. Предположим противное: существует нетривиальное
решение однородного усечённого уравнения Винера—Хопфа (10)

(
u ∈ L1(0, τ), u(t) = 0, t /∈

(0, τ)
)
. Покажем, что тогда задача факторизации (1)–(4) при C2 = 0 имеет нетривиальное

решение, что приводит к противоречию с начальным предположением.
Запишем однородное усечённое уравнение Винера—Хопфа (10) в следующей эквивалент-

ной форме (в образах Фурье):

(1−Fk(x))Fu(x) = eixτv+(x) + v−(x), x ∈ R, (24)
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где

v−(x) = P−
0 {(1−Fk(x))Fu(x)}, v+(x) = P+

0 {e−ixτ (1−Fk(x))Fu(x)}. (25)

Эквивалентность формул в (24)–(25) и однородного интегрального уравнения (10) устанавли-
вается непосредственно, с помощью применения к левой правой частям равенства (24) обрат-
ного преобразования Фурье.

Положим

Ψ+
1 (x) := Fu(x), Ψ+

2 (x) := v+(x), Φ−
1 (x) := d−G(x) v

−(x). (26)

Тогда из (24), (25) и равенства (8) получим выполнение первого равенства в системе (12)
(которое совпадает, с точностью до пере обозначений (26), с равенством (24) согласно (14)).

Осталось показать выполнение второго равенства в системе (12), т. к. в этом случае будет
построено нетривиального решения однородной задачи Римана (1)–(4) при C2 = 0. Для этого
умножим левую и правую части равенства (24) на e−ixτ и к левой и правой частям вновь
полученного равенства применим оператор P+

0 , имеем

−P+
0 {e−ixτFk+(x)Fu(x)} = v+(x),

т. к.

Fk−(x), e−ixτFu(x), v−(x) ∈ W0−.

Из вышестоящего равенства, с учётом первых двух равенств в (26) и равенства (8), получим

P+
0 {e−ixτ0m+(x)Ψ+

1 (x)} −Ψ+
2 (x) = 0. (27)

Положив

Φ−
2 (x) = − 1

d−G(x)
P−
0 {e−ixτ0m+(x)Ψ+

1 (x)},

с учётом операторного равенства

I = P−
0 + P+

0

перепишем равенство (27) в виде

e−ixτ0m+(x)Ψ+
1 (x)−Ψ+

2 (x) = −d−G(x)Φ
−
2 (x). (28)

Легко видеть, что равенство (28) совпадает со вторым равенством системы (12).
Таким образом, построили нетривиальное решение однородной задачи Римана (1)–(4) при

C2 = 0 (что противоречит первоначальному предположению метода от противного):

Φ−
2 (x) = − 1

d−τ (x)
P−
0 {e−ixτ0m+(x)Fu(x)}, Φ+

2 (x) = v+(x),

Φ−
1 (x) = d−G(x) v

−(x), Φ+
1 (x) = Fu(x)− eixτP−

0 {e−ixτ0m+(x)Fu(x)},

где функции v± определены в (25). Теорема 1 доказана. □
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4. О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ СЕМЕЙСТВА УРАВНЕНИЙ (10)
ПРИ τ ⩾ 2τ0

Справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Пусть символ уравнения (5) имеет вид

1−Fk(x) = 1− e−ix(τ−τ0)m−(x) + eix(τ−τ0)m+(x) (29)

и выполнено условие (15).
Тогда, если однородное (f = 0) усечённое уравнение Винера—Хопфа (5) имеет только

тривиальное решение для некоторого τ ⩾ 2τ0, то для любого параметра τ ⩾ 2τ0 неоднородное
уравнение (5) корректно разрешимо для любой правой части уравнения (решение существует
в L1(0, τ), единственно и устойчиво в L1 по f и k).

Доказательство. Легко видеть, что символ уравнения (10) равен (29). Однородному
усечённому уравнению Винера—Хопфа (10) поставим в соответствие задачу Римана (1)–
(4).Можно видеть, что в этом случае условия следствия при C2 = 0 выполнены. Из следствия
получим формулы соответствия (8) между символом уравнения (10) и элементами матрицы
Gτ и выполнение равенство (11).

По лемме матрицы Gτ (x) и Gτ1(x) при τ, τ1 ∈ [2τ0,∞) эквивалентны.
Легко видеть, что условия теоремы 1 выполнены. По теореме 1 матрица Gτ (x) допуска-

ет каноническую факторизацию тогда и только тогда, когда уравнение (10) при C2 = 0 (и
соответствующее уравнение (5)) имеет единственное решение. Тогда из альтернативы Фред-
гольма для уравнения (5) получим единственность его решения для любого f ∈ L1(0, τ). Из
существования канонической факторизации матрицы Gτ (x) вытекает устойчивость неодно-
родной задачи и Римана (1)–(4) и следовательно — устойчивость по f и k уравнения (5) в
виду формулы (11). □
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Разработан новый кубический вариант метода коллокации и наименьших квадратов на
адаптивных сетках. Приближённые значения решения и его первых производных в верши-
нах четырёхугольных ячеек принимались в качестве неизвестных, что позволило исклю-
чить традиционные условия согласования из глобальной переопределённой системы линей-
ных алгебраических уравнений, состоящей из уравнений коллокации и краевых условий.
Для решения предобусловленной системы с учётом разреженности её матрицы использо-
вался ортогональный метод, реализованный в библиотеке SuiteSparse с применением тех-
нологии параллельного программирования CUDA. Рассмотрена задача изгиба пластин в
смешанной постановке в рамках теории Рейсснера—Миндлина. Достигнута более высокая
точность расчётных значений прогибов и углов поворота, а также равномерная сходимость
расчётных значений перерезывающих сил в случае тонкой пластины в предложенном ме-
тоде по сравнению с изогеометрическим методом коллокации. Выполнен расчёт изгиба
кольцевой пластины и круглых пластин с нецентральным отверстием и продемонстриро-
вано увеличение градиента перерезывающих сил в окрестности отверстия как с умень-
шением толщины пластины, так и с увеличением эксцентриситета. В численных экспери-
ментах показан второй порядок сходимости разработанного метода. Проведено сравнение
полученных решений в рамках теории Рейсснера—Миндлина с результатами расчётов с
использованием теории Кирхгофа—Лява и трёхмерного конечно-элементного моделирова-
ния.

Ключевые слова: метод коллокации и наименьших квадратов, автоматическая склейка
решения, адаптивная сетка, теория пластин Рейсснера—Миндлина, нецентральное отвер-
стие.
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ВВЕДЕНИЕ

Краевые задачи для дифференциальных уравнений с частными производными (УЧП)
являются важным инструментом моделирования и исследования реальных процессов и яв-
лений, в частности поведения различных композитных элементов конструкций под на-
грузками. Разрешающие системы дифференциальных уравнений для описания напряжённо-
деформированного состояния (НДС) пластин и оболочек могут быть решены аналитическими



C1-МКНК3 и его приложение для расчёта изгиба пластин 37

методами лишь в случае простых геометрических форм и краевых условий частного вида [1,2].
В более сложных ситуациях возникает необходимость применения современных численных ме-
тодов, алгоритмы и свойства которых постоянно улучшаются.

Одним из возможных подходов является сведение УЧП к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений и применение для её решения численного метода дискретной орто-
гонализации Годунова или сплайн-коллокации [3–6]. Другим направлением является развитие
методов решения УЧП в исходной постановке с использованием сеток, способных в полной ме-
ре описать геометрию области. Отметим характерные трудности, возникающие при численном
расчёте статического изгиба пластин:

— высокий порядок разрешающих систем УЧП, возникающих при использовании тео-
рий Кирхгофа—Лява [1, 3], Рейсснера—Миндлина [1, 7], Амбарцумяна [8], Григолюка—
Чулкова [9] и др.;

— наличие малых параметров при старших производных [1,9–11];

— плохая обусловленность краевых задач, связанная с наличием производных высокого
порядка в исходных УЧП [1,12–15], а также в граничных условиях [16];

— нерегулярность расчётной области, ограничивающая применение ряда подходов постро-
ения сеток [13, 15] и заметно усложняющая реализацию некоторых численных методов,
в частности метода конечных разностей [12];

— наличие пограничных слоёв [11,17].

Данная работа посвящена развитию коллокационных сеточных методов, обладающих сле-
дующими достоинствами:

— методам коллокации свойственна аппроксимация исходной задачи без предварительной
работы с её слабой постановкой, при этом уравнения на неизвестные получаются вы-
числениями приближающих функций в одной точке, позволяя быстро проводить сборку
матрицы разрешающей системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ);

— краевые условия аппроксимируются аналогично исходным УЧП с сохранением порядка
аппроксимации, что не всегда возможно в других методах [18];

— в сеточных вариантах коллокационных методов могут использоваться различные подхо-
ды к построению расчётных сеток, пригодных для решения задач с точками ветвления,
разрывом производных [15, 19], большими градиентами [11,20], что делает их более гиб-
кими по сравнению с бессеточными методами [13,15];

— коллокационные методы могут эффективно применяться для решения нелинейных УЧП
и УЧП с переменными коэффициентами [21], что может вызывать существенные труд-
ности, например, для метода граничных элементов [22];

— в некоторых случаях количество ненулевых элементов в матрице СЛАУ в коллокацион-
ных методах может быть меньше чем в МКЭ при одинаковом порядке сходимости [23];

— возможность автоматического построения hp-вариантов коллокационных методов, поз-
воляющих одновременно уменьшать размер ячеек расчётной сетки (h-подход) и увели-
чивать степень аппроксимирующих полиномов (p-подход) [9, 15,19,21].
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Среди коллокационных методов решения задач механики сплошных сред метод колло-
кации и наименьших квадратов (МКНК) является одним из наиболее эффективных. Досто-
инства p и hp-вариантов МКНК были продемонстрированы при решении краевых задач для
уравнения Пуассона [19], бигармонического уравнения [15], уравнений Навье—Стокса [24] и
нелинейной системы УЧП, описывающей течение полимерной жидкости [21], в сравнении с ме-
тодом конечных разностей, МКЭ и спектральными методами как в канонических, так и нерегу-
лярных областях. В работах [9,14,15,19,21,24], посвящённых сеточным вариантам МКНК, при
построении численного алгоритма в СЛАУ в явном виде присутствовали условия согласова-
ния искомого решения и его производных, записанные в точках на границах между соседними
ячейками, для обеспечения непрерывности и дифференцируемости кусочно-полиномиального
решения.

В данной работе разработан принципиально иной подход к нахождению приближённого
решения в МКНК. Неизвестными здесь являются значения решения uh и его первые произ-
водные uhx, uhy в вершинах ячеек, что позволяет полностью исключить условия согласования
из глобальной переопределённой СЛАУ, состоящей теперь только из уравнений коллокации
и краевых условий. После решения СЛАУ осуществляется переход от найденных значений
uh, uhx, uhy в узлах к коэффициентам линейного представления в полиномиальном базисе тре-
тьей степени посредством решения вспомогательной линейной задачи наименьших квадратов
с использованием построенной прямоугольной матрицы перехода At,j , где j — номер ячейки.
Условно такой вариант МКНК назовём C1-МКНК3, несмотря на то, что здесь условия непре-
рывности выполнены в смысле наименьших квадратов. Кроме того, в этом случае отпадает
необходимость поиска и исследования значений весовых коэффициентов, на которые домножа-
ются условия согласования [14,20,24]. Отметим, что во многих вариантах МКЭ приближённое
решение строится подобным образом, но с применением уже слабых постановок и квадратных
матриц перехода [25].

В качестве объекта исследования для обоснования и верификации C1-МКНК3 рассмот-
рим задачу изгиба изотропных пластин в рамках теории Рейсснера—Миндлина. Данная задача
обладает определёнными особенностями [7, 10, 11] и хорошо подходит для тестирования чис-
ленных методов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Статический изгиб однослойной пластины поперечной нагрузкой q(x, y) в рамках теории
Рейсснера—Миндлина описывается следующей разрешающей системой УЧП в декартовых ко-
ординатах (x, y) [1]:

KA55
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)
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где w(x, y) — прогиб, ϕx(x, y), ϕy(x, y) — углы поворота нормали срединной поверхности во-
круг осей y и x соответственно, сдвиговой коэффициент Тимошенко K = 5/6, коэффициенты
жёсткости D11, D12, D22, D66 ∼ t3, A44, A55 ∼ t, толщина пластины t = const.

В случае изотропного материала пластины A44 = A55 =
Et
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, D11 = D22 =

Et3
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,

D12 =
νEt3

12(1− ν2)
, D66 =

Et3

12(1 + ν)
, где E — модуль Юнга, ν — коэффициент Пуассона.
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В отличие от теории Кирхгофа—Лява применение теории Рейсснера—Миндлина приводит
к наличию малых параметров при старших производных углов поворота [9]. Другой особенно-
стью использования данной постановки является эффект сдвигового запирания, называемый
также ограничением Кирхгофа [11], заключающийся в том, что при уменьшении толщины пла-
стины численное решение не в полной мере удовлетворяет требованиям, допускающим нулевые
деформации поперечного сдвига. В результате чего величины деформаций могут значительно
недооцениваться при численном решении. При применении МКЭ явление сдвигового запи-
рания возникает, когда используются элементы низкого порядка [7, 26]. При этом при малых
толщинах пластины сходимость может иметь место только на достаточно подробных сетках [7].

Существуют разные способы преодоления этой проблемы. Отметим здесь прежде всего
те, которые удобно рассматривать в коллокационных методах:

1) смешанная аппроксимация [27], в том числе использование поворотных пространств [11];

2) повышение степени полиномиальных приближений [10,11,28];

3) использование постановок, которые не приводят к сдвиговому запиранию [11,26].

Далее рассмотрим смешанную постановку задачи изгиба изотропной пластины в теории
Рейсснера—Миндлина [11], в которой перерезывающие силы Qx(x, y) и Qy(x, y) рассматрива-
ются как независимые переменные в дополнение к прогибу w и углам поворота нормали ϕx и
ϕy:
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где β =
t

L
— малый параметр, L — характерный размер пластины.

Отметим, что система (1)–(5) записана в безразмерном виде (в ней тильда над перемен-

ными уже опущена) [1]: x̃ =
x

L
, ỹ =

y

L
, w̃ = w

Et3

qL4
, ϕ̃x = ϕx

Et3

qL3
, ϕ̃y = ϕy

Et3

qL3
, Q̃x = Qx

1

qL
,

Q̃y = Qy
1

qL
.

Таким образом, задача исследования заключается в разработке эффективного коллока-
ционного метода для численного решения системы (1)–(5), дополненной краевыми условия-
ми [1, 11], которые в случае защемлённого края имеют вид

w = 0, ϕn = 0, ϕs = 0, (6)

а в случае свободного края
Mn = 0, Mns = 0, Qn = 0, (7)
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где ϕn = ϕxnx + ϕyny, ϕs = −ϕxny + ϕynx, Mn, Mns, Qn — изгибающий момент, крутящий
момент и перерезывающая сила, n⃗ = (nx, ny) — внешняя нормаль к границе области ∂Ω.
Здесь [1]

Mn = Mxn
2
x + 2Mxynxny +Myn

2
y, Mns = (My −Mx)nxny +Mxy(n

2
x − n2

y),

Qn = Qxnx +Qyny, Mx = D11
∂ϕx

∂x
+D12

∂ϕy

∂y
, My = D12

∂ϕx

∂x
+D22

∂ϕy

∂y
,

Mxy = D66

(
∂ϕx

∂y
+

∂ϕy

∂x

)
.

2. КУБИЧЕСКИЙ ВАРИАНТ МЕТОДА КОЛЛОКАЦИИ И НАИМЕНЬШИХ
КВАДРАТОВ

2.1. Построение адаптивных сеток

В данной работе для круглых пластин с одним отверстием (в общем случае нецентраль-
ным с эксцентриситетом d) адаптивная квазиструктурированная сетка с четырёхугольными
ячейками в количестве Ncells строилась с помощью пакета Gmsh [29]. Для её построения об-
ласть Ω разбивалась на четыре криволинейных «больших» четырёхугольника. Затем каждая
их сторона делилась на фиксированное одинаковое количество отрезков или дуг (принадле-
жащих границе области ∂Ω), размер которых в первом случае (см. рис. 1(a), штрихованные
линии 1–4) изменялся со скоростью геометрической прогрессии вдоль стороны, а во втором —
равномерно. После чего программа Gmsh генерировала структурированную четырёхугольную
сетку в каждом из больших четырёхугольников (см. рис. 1(b)). Такой подход построения сетки
естественным образом сочетается как с самой геометрией исходной области, так и с особен-
ностями в виде наличия погранслоёв характеристик НДС в окрестности отверстия, вблизи
которого необходимо сгущать сетку.

Рис. 1. Область решения задачи (a) и фрагмент с адаптивной сеткой (b), где ⋄ — точки
коллокации, □ — точки записи краевых условий
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2.2. Представление приближённого решения и формирование матрицы перехода

Введём в каждой j-ой ячейке свою локальную систему координат

ξ1,j =
x− xj
hj

, ξ2,j =
y − yj
hj

, (8)

где (xj , yj) — центр ячейки, характерный размер ячейки hj вычисляется по формуле

hj =
1

4

√
(l1l2 + l3l4)(l1l4 + l2l3)(l1l3 + l2l4)

(p− l1)(p− l2)(p− l3)(p− l4)
, (9)

l1, l2, l3, l4 — длины сторон четырёхугольной ячейки, p =
l1 + l2 + l3 + l4

2
. Заметим, что если

четырёхугольник может быть вписан в окружность, то hj является её радиусом.
В каждой j-ой ячейке приближённое решение для w представляется в виде

wh
j (ξ1,j , ξ2,j) =

3∑
i1=0

3−i1∑
i2=0

cwi1i2,jξ
i1
1,jξ

i2
2,j = (c⃗ w

j , v⃗j(ξ1,j , ξ2,j)), (10)

где cwi1i2,j — 10 неизвестных коэффициентов для каждой ячейки, c⃗ w
j = (cw00,j , c

w
01,j , c

w
02,j ,

. . . , cw30,j)
T , v⃗j(ξ1,j , ξ2,j) = (1, ξ2,j , ξ

2
2,j , . . . , ξ

3
1,j)

T .
По аналогии с техникой построения приближённого решения в методе коллокации для

обыкновенных дифференциальных уравнений [4] и УЧП [30] со старшими производными вто-
рого порядка для обеспечения условий непрерывности решения и его производных на границах
между соседними ячейками в качестве неизвестных зададим значения решения wh

j и его пер-
вых производных wh

x,j , w
h
y,j в вершинах ячеек (узлах сетки) соответственно.

Прямоугольная матрица перехода At,j размера 12×10 позволяет определить значения ко-
эффициентов c⃗ w

j через значения wh
j , wh

x,j и wh
y,j в узлах посредством решения переопределён-

ной СЛАУ
At,j c⃗

w
j = w⃗j = (wh,1

j , wh,1
x,j , w

h,1
y,j , . . . , w

h,4
j , wh,4

x,j , w
h,4
y,j )

T , (11)

где цифра в верхнем индексе «h,» обозначает значение в одном из четырёх узлов. Тогда
c⃗ w
j = QT

j R
−1
j w⃗j , где QjRj — ортогональное разложение матрицы At,j [31]: At,j = QjRj , Qj —

матрица с ортогональными столбцами размера 12×10, Rj — верхнетреугольная матрица раз-
мера 10×10.

Подчеркнём, что для четырёхугольных ячеек описанного способа задания wh
j , wh

x,j и wh
y,j

достаточно, поскольку относительно 10 неизвестных коэффициентов в (10) имеется 12 значе-
ний в вершинах ячеек. Для треугольных ячеек в этом случае приходится только 9 значений и
СЛАУ будет недоопределена.

Аналогично записываются приближенные решения (10) и СЛАУ (11) для ϕh
x, ϕh

y , Qh
x, Qh

y

и их первых производных. Матрица перехода в (11) является одинаковой для любой прибли-
женной функции.

2.3. Уравнения приближённой задачи, сборка и решение глобальной СЛАУ

Для определения неизвестных значений приближенного решения и его производных в уз-
лах сетки в каждой ячейке в нескольких точках выпишем уравнения коллокации и краевые
условия, если ячейка является граничной. Пусть точка коллокации в j-ой ячейке имеет ло-
кальные координаты (ξ1c, ξ2c). Тогда подстановка приближённого решения (10) для Qh

x и Qh
y в

уравнение (1) в точке (ξ1c, ξ2c) приводит к следующему выражению:

1

hj

(
∂

∂ξ1

3∑
i1=0

3−i1∑
i2=0

cQx

i1i2,j
ξi11cξ

i2
2c +

∂

∂ξ2

3∑
i1=0

3−i1∑
i2=0

c
Qy

i1i2,j
ξi11cξ

i2
2c

)
= 1. (12)
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Обозначим вектор размера 10, элементами которого являются ξi11cξ
i2
2c через v⃗, а векторы, со-

ставленные из первых производных
∂

∂ξ1
ξi11cξ

i2
2c и

∂

∂ξ2
ξi11cξ

i2
2c через

−−−→
∂

∂ξ1
v и

−−−→
∂

∂ξ2
v соответственно.

Тогда уравнение (12) с учётом c⃗ Qx

j = QT
j R

−1
j Q⃗xj и c⃗

Qy

j = QT
j R

−1
j Q⃗yj можно переписать в виде(

QT
j R

−1
j Q⃗xj ,

1

hj

−−−→
∂

∂ξ1
v

)
+

(
QT

j R
−1
j Q⃗yj ,

1

hj

−−−→
∂

∂ξ2
v

)
= 1.

Далее, применяя свойство скалярного произведения, получим следующее линейное алгебраи-
ческое уравнение относительно неизвестных значений Qh

x, Qh
y и их производных в узлах j-ой

ячейки: (
Q⃗xj , Qj(R

−1
j )T

1

hj

−−−→
∂

∂ξ1
v

)
+

(
Q⃗yj , Qj(R

−1
j )T

1

hj

−−−→
∂

∂ξ2
v

)
= 1. (13)

Таким же образом выписываются уравнения коллокации для уравнений (2)–(5).
Для расстановки точек коллокации в количестве Ncol в каждой ячейке (ниже индекс «j»

опущен) применено отображение вида

x = C0 + C1x̃+ C2ỹ + C3x̃ỹ,

y = C4 + C5x̃+ C6ỹ + C7x̃ỹ,

переводящее вершины квадрата [−1, 1]2 в узлы четырёхугольной ячейки, где C0–C7 — ко-
эффициенты отображения, (x̃, ỹ) ∈ [−1, 1]2 — исходная система координат. В качестве точек
коллокации были взяты образы корней прямого произведения полиномов Лежандра второй
или третьей степени по двум направлениям при этом отображении (см. рис. 1(b)).

На примере первого уравнения (6) покажем, как учитываются краевые условия в ячей-
ках, одна из сторон которых является частью границы области. Подставляя приближённое
решение (10) в (6) в точке (ξ1b, ξ2b) ∈ ∂Ω, имеем

3∑
i1=0

3−i1∑
i2=0

cwi1i2,jξ
i1
1bξ

i2
2b = 0. (14)

Обозначим вектор размера 10, элементами которого являются ξi11bξ
i2
2b, через v⃗, и перепишем (14)

в виде (
w⃗j , Qj(R

−1
j )T v⃗

)
= 0. (15)

Выражение (15) является линейным алгебраическим уравнением относительно неизвестных
wh
j , wh

x,j и wh
y,j в вершинах j-ой ячейки. Другие краевые условия аппроксимируются аналогич-

ным образом.
Для записи краевых условий на каждой стороне ячейки, вершины которой располагались

на границе области ∂Ω, равномерно располагалось три точки (см. рис. 1(b)).
Глобальная переопределённая СЛАУ с разреженной матрицей A получается объединени-

ем всех уравнений коллокации и краевых условий в каждой ячейке. Для её решения здесь
применено диагональное предобуславливание [32] и библиотека SuiteSparse [33], позволяющая
проводить параллельные вычисления с помощью QR-разложения матриц на многоядерных
графических архитектурах с использованием технологии CUDA.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Верификация C1-МКНК3 и исследование его свойств

Рассмотрим тестовый пример из работы [11] с известным точным бесконечно глад-
ким решением краевой задачи (1)–(6) в Ω = (0, 1)2, когда на пластину действует нагрузка

q(x, y) =
E

12(1− ν2)
(12yy1x3(2y

2y21 + xx1y3) + 12xx1y3(2x
2x21 + yy1x3)), E = 10.92 · 106, ν = 0.3.

В этом случае аналитическое решение имеет вид

w =
1

t3

(
x3x31y

3y31
3

− 2t2

5(1− ν)

(
y3y31xx1x3 + x3x31yy1y3

))
,

φx = −y3y31x
2x21x2
t3

, φy = −x3x31y
2y21y2

t3
,

Qx = − E

6(1− ν2)
(y3y31(20x

3 − 30x2 + 12x− 1) + 3yy1y3x
2x21x2),

Qy = − E

6(1− ν2)
(x3x31(20y

3 − 30y2 + 12y − 1) + 3xx1x3y
2y21y2),

где x1 = x− 1, y1 = y − 1, x2 = 2x− 1, y2 = 2y − 1, x3 = 5x2 − 5x+ 1, y3 = 5y2 − 5y + 1.
В представленных ниже результатах погрешность приближённого решения uh (вместо неё

следует подставлять wh, ϕh
x, ϕh

y , Qh
x, Qh

y и другие характеристики НДС) в дискретном аналоге
нормы L2 вычислялась по следующей формуле:

∥Euh

r ∥2 =

√√√√√√√√
Ncells∑
j=1

100∑
m=1

(u(xm, ym)− uhj (xm, ym))2

Ncells∑
j=1

100∑
m=1

(u(xm, ym))2
,

где (xm, ym) — координаты равномерно распределённых 100 точек в каждой ячейке для под-
счёта в них погрешности. В этом примере в C1-МКНК3 строилась равномерная регулярная
сетка с квадратными ячейками.

Численное решение рассматриваемой задачи разделим на три этапа.
3.1.1. Исследование влияния весовых множителей.
В МКНК важную роль играют значения весовых множителей, на которые домножаются

уравнения приближённой задачи. Они влияют на обусловленность СЛАУ, скорость сходимости
итерационного процесса решения СЛАУ [14–16,19] и точность решения. Для каждой конкрет-
ной задачи существуют области их значений (определяющихся из численных экспериментов),
при которых погрешность численных результатов практически не отличается от её минималь-
ного значения. Этот вопрос исследовался для МКНК с явной записью условий согласования
при решении уравнения Пуассона и Навье—Стокса [24], УЧП эллиптического типа второго
порядка [20], бигармонического уравнения [14]. Отметим, что в C1-МКНК3 нет необходимости
поиска и анализа значений весовых коэффициентов для уравнений согласования, что заметно
упрощает задачу. Тем не менее для улучшения свойств разрабатываемого метода поиск опти-
мальных весовых множителей для уравнений коллокации и краевых условий остаётся важной
и трудной задачей.

Домножим уравнение коллокации (13) на pc1 = C1h, уравнения коллокации для (2), (3) —
на pc2 = pc3 = C2h

2, уравнения коллокации для (4), (5) — на pc4 = pc5 = C3hβ
2, где C1, C2,

C3 — константы, характерный размер L = 1, параметр h в данном случае одинаков для всех
ячеек. Для каждого из уравнений, входящих в краевые условия (6), весовые коэффициенты
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были приняты равными 1. Расчёты были проведены на сетках, состоящих из 25, 100, 400,
1600 и 6400 ячеек, при t = 0.1, 0.01, 0.001 и Ncol = 9. Константы C1, C2, C3 варьировались от
10−4 до 104 с изменением в 10 раз. Вычисление погрешности было проведено для прогиба wh,
углов поворота ϕh

x, ϕh
y и перерезывающих сил Qh

x, Qh
y . Для выявления оптимальных диапазонов

параметров проведён анализ 675 графиков погрешности (см., например, рис. 2), на которых
светлые области обозначают минимальные значения погрешности, а тёмные — максимальные.

Рис. 2. Зависимость ∥Ewh

r ∥2 от весовых множителей при Ncells = 1600, t = 0.001, Ncol = 9 и
C1 = 10−4 (a), C1 = 100 (b), C1 = 104 (c)

Было проведено исследование зависимости результатов расчёта от размера сетки, па-
раметров C1, C2 и C3, а также от отношения характерного размера пластины к её тол-
щине. На основании проведённых исследований рекомендуются следующие диапазоны па-
раметров для проведения расчётов в рамках теории Рейсснера—Миндлина: C1 ∈ [10−3, 102],
C2 ∈ [C1 · 10−1, C1 · 101], C3 ∈ [C2 · 100, C2 · 102].

Отметим, что для случая тонкой пластины t = 0.01 численные результаты близки к ре-
зультатам, когда t = 0.001. В случае Ncol = 4 обусловленность глобальной матрицы равнялась
бесконечности, в следствие чего здесь рекомендуется использовать Ncol = 9. Дальнейшее уве-
личение переопределения глобальной СЛАУ приводило к незначительному изменению точно-
сти решения. При этом для решения более простой задачи, — задачи Дирихле для уравнения
Пуассона с бесконечно гладким тестовым решением, было установлено, что достаточно ис-
пользовать Ncol = 4.

3.1.2. Сходимость C1-МКНК3 и сравнение с изогеометрическим методом кол-
локации (IGA-C).

На рис. 3 приведено сравнение относительных погрешностей численных решений в L2

норме, полученных с помощью C1-МКНК3 и IGA-C [11], для толстостенной (t = 10−1) и
тонкой (t = 10−3) пластин, где n = lg

√
DOF, DOF — общее количество степеней свободы,

C — константа, регулирующая высоту пунктирной линии, N = 3 — порядок аппроксимирую-
щей функции по каждому из направлений двумерных рациональных B-сплайнов в IGA-C. В
C1-МКНК3 были взяты следующие значения весовых множителей: pc1 = h, pc2 = pc3 = 0.1h2,
pc4 = pc5 = hβ2.

Из рис. 3 видно, что оба метода имеют второй порядок сходимости, причём точность по-
лученных результатов для прогиба wh (см. рис. 3(a) и 3(d)), угла поворота ϕh

x (см. рис. 3(b)
и 3(e)) при t = 0.001, 0.1 и перерезывающей силы Qh

x (см. рис. 3(c)) при t = 0.1 у C1-МКНК3

выше по сравнению с IGA-C. При этом величины погрешности для Qh
x при t = 0.001 выше в

IGA-C. Однако в C1-МКНК3 сходимость расчётных значений Qh
x равномерная для толстостен-

ной и тонкой пластин, а для IGA-C — нет (см. рис. 3(f)). Причём авторы [11] утверждают, что
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Рис. 3. Сходимость C1-МКНК3 (⋆) и IGA-C при N = 3 [11] (△) расчётных значений wh (a),
(d), ϕh

x (b), (e) и Qh
x (c), (f) при t = 10−1 (a), (b), (c) и t = 10−3 (d), (e), (f)

при решении задачи в смешанной постановке (1)–(5) у них не возникает сдвиговое запирание и
все переменные сходятся с одинаковыми порядками сходимости. Но в то же время на графике
сходимости перерезывающей силы для IGA-C наблюдаются ярко выраженные «полочки» и в
этих случаях происходит ухудшение погрешности при увеличении DOF. Для толстостенных
пластин при t = 0.1 такого поведения уже у IGA-C не наблюдается (см. рис. 3(c)). Отметим,
что в последнем случае задача является более простой и возникновение явления сдвигового
запирания для неё менее вероятно.

3.1.3. Исследование числа обусловленности, объёма вычислительных затрат и
точности выполнения условий непрерывности.

Обозначим через κ =
σmax(A)

σmin(A)
— число обусловленности матрицы A в спектральной нор-

ме, где σmax и σmin — максимальное и минимальное сингулярные числа [31]. В таблице 1
приведены значения κ для матрицы перехода At (в данном примере она одинакова для всех
квадратных ячеек) и глобальной матрицы AD, где D — правый диагональный предобуслав-
ливатель [32], возникающих в C1-МКНК3 на последовательности измельчающихся сеток при
различных толщинах пластины t. Параметры метода соответствуют значениям из предыду-
щего подраздела.

Анализ таблицы 1 показал следующее:

1) Числа обусловленности матрицы перехода κ(At) имеют сравнительно небольшие значе-
ния, что говорит о заведомо хорошей разрешимости линейной задачи наименьших квад-
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Т аб л и ц а 1

Исследование числа обусловленности в C1-МКНК3

Ncells DOF κ(At)
t = 1, β = 10−1 t = 0.001, β = 10−3

κ(AD) κ(AD)
25 540 34.3 2.38e+5 2.77e+5
100 1815 68.43 1.57e+6 2.72e+6
400 6615 136.77 7.60e+6 2.48e+7
1600 25215 273.51 3.20e+7 2.19e+8

ратов при определении значений коэффициентов линейного представления в кусочно-
полиномиальном базисе в C1-МКНК3 [31].

2) Числа обусловленности глобальной предобусловленной матрицы κ(AD) для толстостен-
ной пластины меньше, чем для тонкой, причём разница увеличивается с уменьшением
размера ячеек расчётной сетки. Учитывая, что их значения не являются малыми, то
применение здесь ортогонального метода вместо метода нормальных уравнений является
целесообразным, поскольку во втором случае, как хорошо известно, κ(ATA) = κ2(A) [31].

Отметим также, что числа обусловленности матриц перехода в случае применения ло-
кальной системы координат (8) значительно меньше чем в глобальной (x, y). Например, при
решении данной задачи на сетке, состоящей из 1600 ячеек, их значения были равны 2.73e+2
и 6.5e+6 в спектральной норме соответственно.

В таблице 2 приведена информация о вычислительных затратах решения СЛАУ, где сте-
пень переопределения η определялась по формуле η = Neq/DOF, nnz — % количества нену-
левых элементов, ρ = (100 · nnz)/(Neq · DOF) — плотность разреженной матрицы. Расчёты
были проведены на процессоре 12th Gen Intel(R) Core(TM) i9-12900KF 2.70 GHz, DIMM DDR5
3200 MHz 32 Gb и видеокарте NVIDIA GeForce RTX 3080, 10 GB. Для распараллеливания
вычислений использовалась CUDA с выделением 9 · 109 бит памяти.

Т а б л и ц а 2

Стоимость решения СЛАУ в C1-МКНК3

Ncells Neq DOF η ρ, % nnz, % tsol с CUDA tsol без CUDA AFt

25 1305 540 2.63 41400 5.87 0.141 0.031 0.219
100 4860 1815 2.80 158400 1.79 0.344 0.532 1.546
400 18720 6615 2.90 619200 0.5 1.25 3.469 2.77
1600 73440 25215 2.95 2448000 0.13 3.047 29.937 9.82
6400 290880 98415 2.97 9734400 0.03 13.891 339.297 24.42

Из данных таблицы 2 видно, что максимальное ускорение времени расчётов достигло
значения AFt = 24.42. Этот коэффициент, определяемый как отношение времени решения
задачи с использованием CUDA к его значению без CUDA, возрастает с увеличением размера
СЛАУ. Отметим, что на грубой сетке из 25 ячеек применение распараллеливания не дало
ускорения решения задачи, т. к. требуется некоторое время для подготовки видеокарты [34].

Во введении было отмечено, что в C1-МКНК3 условия непрерывности выполнены в смыс-
ле наименьших квадратов, т. к. матрица перехода At,j является прямоугольной. Из результатов
численных экспериментов следует, что максимальные значения разницы решения и его первых
производных из разных соседних ячеек на общей границе не превышают погрешности прибли-
жённого решения и являются малыми. Например, для случая тонкой пластины t = 10−3 при
Ncells = 1600 эта разница для wh и его первых производных по x и y равнялась 5.96e−7,
4.97e−5 и 4.97e−5 соответственно, а для Qh

x и её первых производных — 6.92e−5, 1.00e−4 и
4.47e−4.
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3.2. Расчёт изгиба кольцевой пластины и круглых пластин с нецентральным
отверстием

Рассмотрим задачу изгиба круглой пластины радиуса r1 = 50 в общем случае с нецен-
тральным отверстием радиуса r0 = 10, находящейся под действием равномерной нагрузки
q = 10−2. Пусть внешний край пластины защемлён (6), а внутренний — свободен (7). Считаем,
что центр внешней окружности находится в точке (0, 0).

В таблице 3 приведено сравнение расчётных значений нормированных прогибов в двух
теориях. В ней Er = 100 · |wh

TKL − wh
TRM|/|wh

maxTKL|, δ — расстояние, отсчитываемое по гори-
зонтальной оси y = 0 от края отверстия до границы ∂Ω на прямолинейных участках 1 и 3 (см.
рис. 1(a)). Нижние индексы TKL и TRM указывают на то, что прогибы получены по теориям

Кирхгофа—Лява и Рейсснера—Миндлина соответственно. Указанные значения wh
TRM

10−5E

q
(а

также результаты, представленные на рис. 5, 6 и в таблице 4) были получены применением
C1-МКНК3 на адаптивной сетке, состоящей из Ncells = 24960 ячеек. В расчётах полагалось
E = 2 · 105, ν = 0.3, d = 20, t = 1, L = r1, весовые множители: pc1 = 10h, pc2 = pc3 = h2,
pc4 = pc5 = 10hβ2. Величины прогибов, полученные по теории Кирхгофа—Лява, взяты из ра-
боты [3], в которой они были получены численно с помощью устойчивого метода дискретной
ортогонализации Годунова в биполярной системе координат.

Т а б л и ц а 3

Сравнение нормированных прогибов, полученные по теориям
Кирхгофа—Лява [3] и Рейсснера—Миндлина

δ

20
wh

TKL
10−5E

q
wh

TRM
10−5E

q
Er, %

δ

60
wh

TKL
10−5E

q
wh

TRM
10−5E

q
Er, %

0 4.444 4.301 1.33 0 10.743 10.744 0.00
0.21 3.054 2.940 1.06 0.204 10.528 10.580 0.48
0.392 1.970 1.879 0.84 0.375 9.086 9.189 0.95
0.611 0.901 0.842 0.54 0.653 4.402 4.536 1.24
0.802 0.270 0.235 0.26 0.863 0.863 0.955 0.85

1 0 0.001 0.00 1 0 0.000 0.00

Видно, что полученные с использованием двух теорий результаты расчётов близки и мак-
симальное относительное отклонение составляет ∼ 1%. Этого и следовало ожидать, поскольку
отличия между компонентами НДС для тонких пластин в рамках теорий Кирхгофа—Лява и
Рейсснера—Миндлина являются незначительными [9,10,27,28].

Проведём верификацию C1-МКНК3 и проанализируем поведение перерезывающих сил в
зависимости от эксцентриситета d и толщины пластины t при указанных выше r0, r1, q, ν,
E и краевых условиях. На рис. 4 приведены графики сходимости C1-МКНК3 для wh, ϕh

x, σh
x

(в z = t/2) и Qh
x. Здесь в качестве отсчётной поверхности используется срединная плоскость

z = 0. Напряжение σh
x =

Ez

1− ν2
∂ϕh

x

∂x
+

Eνz

1− ν2
∂ϕh

y

∂y
[1].

Относительное отклонение рассчитывалось по формуле

Dr
∞ =

max
m=1,...,M

|uh(xm, ym)− uh/2(xm, ym)|

max
m=1,...,M

|uh/2(xm, ym)|
, (16)

где вместо uh и uh/2 подразумевается любая из приближённых функций на грубой сетке и
подробной, у которой количество ячеек приблизительно в четыре раза меньше (на самой по-
дробной сетке Ncells = 24960), M = 104 — количество равномерно распределённых точек в
квадрате [−50, 50]2, включающем исходную область Ω. Dr

∞ в точках вне Ω не вычислялось.
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Рис. 4. Сходимость C1-МКНК3 для wh (△), ϕh
x (□), σh

x (⋆) и Qh
x (◦) в случае толстостенной

t = 10 (a), (b), (c) и тонкой t = 1 пластин (d), (e), (f) при d = 0 (a), (d), d = 20 (b), (e) и
d = 35 (c), (f)

Замечание. Для кольцевой пластины с центральным отверстием (d = 0) точное реше-
ние задачи в рамках теории Рейсснера—Миндлина было получено с использованием подхода
из [35], в которой оно было приведено для круглой пластины без отверстия. Для этого при
интегрировании уравнений слагаемые, содержащие log r и 1/r (r =

√
x2 + y2 — полярный

радиус), учитывались. При вычислении (16) на рис. 4(c), 4(f) приближённое решение uh/2

заменялась на точное.

Из рис. 4 видно, что метод сходится со вторым порядком, при этом точность относи-
тельного отклонения расчётных значений ухудшается с увеличением эксцентриситета d, что и
следовало ожидать из-за наличия больших градиентов перерезывающих сил, усиливающихся
с увеличением значения d (см. рис. 5 и 6). Отметим, что характер сходимости величины ϕh

y

аналогичен ϕh
x; величин Qh

y , σh
xz и σh

yz — Qh
x; σh

xy, σh
y , Mh

x , Mh
y , величины Mh

xy — σh
x .

На рис. 5 приведено распределение обезразмеренной перерезывающей силы Qh
x на отрез-

ке, концы которого соединяют внешнюю и внутреннюю окружности. Этот отрезок параллелен
оси y, находится во II четверти внешней окружности, а его продолжение проходит через центр
отверстия под углом

π

2
к оси Ox. В свою очередь, на рис. 6 изображено распределение обезраз-

меренной величины Qh
y на отрезке, концы которого также соединяют точки, принадлежащие

внешней и внутренней окружностям. Он лежит в III четверти внешней окружности, а его про-
должение проходит через центр отверстия под углом

π

4
к оси Ox. Такой выбор представления

и анализа результатов обусловлен тем, что на указанных отрезках наблюдается наибольшие
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изменения у решения.

Рис. 5. Профили Qh
x(−d, y) при d = 0 (—), d = 1 (− −), d = 5 (△), d = 20 (◦), d = 35 (⋄) для
толстостенной t = 10 (a) и тонкой t = 1 (b) пластины

Рис. 6. Профили Qh
y при d = 0 (—), d = 1 (− −), d = 5 (△), d = 20 (◦), d = 35 (⋄) для

толстостенной t = 10 (a) и тонкой t = 1 (b) пластины

В таблице 4 приведены величины градиента перерезывающих сил
∣∣∣∣∂Qh

x

∂y

∣∣∣∣ и

∣∣∣∣∣∂Qh
y

∂s

∣∣∣∣∣ в точ-

ках (−d, r0) и

(
−d−

√
2

2
r0,−

√
2

2
r0

)
соответственно, принадлежащих границе отверстия, где

∂

∂s
— производная по направлению

(
d+

√
2

2
r0,

√
2

2
r0

)
, и их максимальные значения на всём

отрезке.
Из представленных результатов (за исключением d = 0) видно, что:
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1) для толстостенной (t = 10) пластины градиент перерезывающей силы Qh
x на два порядка

меньше, чем для тонкой (t = 1), а её максимальные значения — приблизительно в семь
раз;

2) при увеличении эксцентриситета d увеличивается градиент и максимальное значение Qh
x,

причём оно достигается на краю отверстия, а крутизна градиента заметно меньше для
толстостенной пластины (см. рис. 5, последнее верно и для Qh

y , см. рис. 6);

3) максимальные значения Qh
y для t = 1 и t = 10 при d = 0.1, 1 практически равны, а при

d = 5, 20 и 35 отличаются на порядок;

4) для толстостенной пластины максимум Qh
y при d = 1, 5 достигается на большой окруж-

ности (см. рис. 6(a)), а во всех остальных случаях (включая t = 1 при d = 5, 20, 35) — на
краю отверстия.

Таким образом, прослеживается общая тенденция увеличения градиента Qh
x и Qh

y в окрест-
ности отверстия как с уменьшением толщины пластины, так и с увеличением эксцентриситета.

Т а б л и ц а 4

Зависимость градиента Qh
x, Qh

y и их максимальных значений от d и t

d
t = 10 t = 1∣∣∣∣∂Qh

x

∂y

∣∣∣∣ maxQh
x

∣∣∣∣∣∂Qh
y

∂s

∣∣∣∣∣ max |Qh
y |

∣∣∣∣∂Qh
x

∂y

∣∣∣∣ maxQh
x

∣∣∣∣∣∂Qh
y

∂s

∣∣∣∣∣ max |Qh
y |

0 0 0 2.82e−2 3.39e−1 0 0 2.83e−2 3.39e−1
1 1.40e−2 4.55e−2 4.70e−2 3.34e−1 9.32e−1 3.19e−1 1.02 3.34e−1
5 6.99e−2 2.27e−1 1.26e−1 3.12e−1 4.65 1.60 5.24 8.54e−1
20 2.71e−1 8.82e−1 4.78e−1 5.18e−1 18.34 6.25 24.54 4.01
35 3.89e−1 1.25 6.96e−1 5.86e−1 26.46 8.78 38.58 6.09

Проведём сравнение величин Qh
x, Qh

y и wh, полученных с помощью C1-МКНК3 для тео-
рии Рейсснера—Миндлина, с трёхмерным конечно-элементным расчётом. Для проведения 3D
моделирования исходная геометрия пластины разбивалась на тетраэдральные элементы с по-
мощью сеткопостроителя Gmsh. Минимальный размер элемента для толстостенной пластины
(t = 10) составлял 0.2 от толщины пластины, а для тонкостенной (t = 1) равен 0.33.

Т а б л и ц а 5

Сравнение Qh
x, Qh

y и wh
max в зависимости от t и d

d
Qh

x Qh
y wh

max

TRM 3D Er, % TRM 3D Er, % TRM 3D Er, %
t = 10

5 2.27e−1 2.33e−1 2.57 1.19e−1 1.24e−1 4.03 2.15e−1 2.14e−1 0.46
20 8.82e−1 9.02e−1 2.21 5.18e−1 5.22e−1 0.77 2.08e−1 2.07e−1 0.48
35 1.25 1.29 3.10 5.86e−1 5.98e−1 2.01 2.07e−1 2.05e−1 0.97

t = 1

5 1.60 1.62 1.23 8.54e−1 8.68e−1 1.61 1.86e−1 1.87e−1 0.53
20 6.25 6.34 1.42 4.01 4.07 1.47 1.73e−1 1.72e−1 0.58
35 8.78 8.74 0.46 6.09 6.12 0.49 1.74e−1 1.73e−1 0.57

Такой способ задания сетки позволил обеспечить погрешность не более 1%. Для решения
линейной задачи пространственной теории упругости применялся конечно-элементный реша-
тель CalculiX с использованием тетраэдральных элементов второго порядка C3D10 [36].

В таблице 5 приведены результаты сравнения характеристик НДС, полученных в рамках
теории Рейсснера—Миндлина и в 3D расчёте. Значения для Qh

x и Qh
y рассматривались на краю
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отверстия в точках (−d, r0) и

(
−d−

√
2

2
r0,−

√
2

2
r0

)
соответственно, а для прогиба wh бралось

его максимальное значение (wh
max) в плоскости y = 0. Относительное отклонение вычислялось

как Er = 100 · |uhTRM − uh3D|/|uh3D|, где вместо uh подразумеваются соответственно Qh
x, Qh

y и
wh
max.

Результаты таблицы 5 демонстрируют хорошее совпадение между значениями решений
двумерной и трёхмерной теорий при любом значении эксцентриситета. Относительные откло-
нения расчётных значений перерезывающих сил не превосходят 5% для толстостенной и 2%
для тонкостенной изотропных пластин, а для прогиба во всех случаях отклонение меньше
одного процента.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан и исследован новый вариант коллокационных методов — C1-МКНК3, обеспе-
чивающий непрерывность и дифференцируемость кусочно-полиномиального решения класса
C1 в смысле наименьших квадратов на границах между четырёхугольными ячейками на адап-
тивных сетках без явной записи условий согласования. Последние присутствовали во всех
предыдущих сеточных версиях МКНК [9, 14–16, 19–21, 24] и приводили к заметному услож-
нению поиска оптимальных весовых коэффициентов. Численно установлен второй порядок
сходимости C1-МКНК3 на примерах решения различных краевых задач для систем УЧП,
содержащих старшие производные второго порядка искомых функций.

Применение C1-МКНК3 для расчёта НДС пластин в рамках теории Рейсснера—Миндлина
показало конкурентоспособность предложенного подхода в сравнении с изогеометрическим ме-
тодом коллокации. Продемонстрировано хорошее совпадение значений перерезывающих сил
и прогибов, полученных в рамках двумерных теорий пластин и трёхмерной теории упруго-
сти. Показано, что имеет место наличие и увеличение градиентов перерезывающих сил при
увеличении эксцентриситета круглой пластины с нецентральным отверстием под действием
постоянной нагрузки при изгибе.
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Abstract. A new cubic version of the least-squares collocation method based on adaptive
grids is developed. The approximate values of the solution and its first derivatives at the
vertices of quadrangular cells are the unknowns. This approach has made it possible to
eliminate the matching conditions from the global overdetermined system of linear algebraic
equations consisting of collocation equations and boundary conditions. The preconditioned
system is solved using the SuiteSparse library by the orthogonal method with the CUDA parallel
programming technology. We consider the Reissner—Mindlin plate problem in a mixed setting.
A higher accuracy of deflections and rotations of the transverse normal in comparison with
the isogeometric collocation method as well as the uniform convergence of shear forces in the
case of a thin plate are shown in the proposed method. Bending of an annular plate and round
plates with an off-center hole is analyzed. An increase in the shear force gradient in the vicinity
of the hole is shown both with a decrease in the plate thickness and with an increase in the
eccentricity. The second order of convergence of the developed method is shown numerically.
The results obtained using the Reissner—Mindlin theory are compared with the ones in the
Kirchhoff—Love theory and three-dimensional finite element simulation.

Keywords: least-squares collocation method, automatic solution continuity, adaptive grid,
Reissner—Mindlin plate theory, off-center hole.
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Проведено расчётное исследование влияния добавок многостенных углеродных нанотру-
бок в буровые растворы на углеводородной основе на эффективность выноса частиц шла-
ма из кольцевого канала, моделирующего горизонтальный участок скважины. Для мо-
делирования процесса транспорта шлама в кольцевом канале разработана математиче-
ская модель, основанная на эйлеровом подходе гранулированной среды для турбулент-
ного режима течения. Реология бурового раствора, модифицированного многостенными
углеродными нанотрубками, описывалась моделью Гершеля–Балкли с экспериментально
определёнными реологическими коэффициентами. Базовый буровой раствор на углево-
дородной основе являлся обратной эмульсией с соотношением углеводородной и водной
фазы равным 65/35. Концентрация многостенных углеродных нанотрубок в растворах ва-
рьировалась от 0.1 до 0.5 масс.%. Размер транспортируемых частиц шлама варьировался
от 2 до 7 мм. Исследована структура течения двухфазного потока в кольцевом канале при
различных концентрациях многостенных углеродных нанотрубок. Получены зависимости
коэффициента эффективности выноса шлама, средней скорости проскальзывания частиц
шлама и потерь давления от концентрации нанотрубок. Установлено, что добавление на-
нотрубок приводит к значительному изменению картины течения бурового раствора и,
как следствие, изменению режимов транспорта шлама. Добавка 0.5 масс.%. многостен-
ных углеродных нанотрубок приводит к увеличению эффективности промывки скважины
примерно на 40%. Таким образом, по итогам расчётного исследования, было показано,
что добавление многостенных нанотрубок в буровые растворы на углеводородной осно-
ве может приводить к повышению эффективности транспорта шлама в горизонтальных
скважинах.

Ключевые слова: модель гранулированных сред, математическое моделирование, буро-
вой раствор на углеводородной основе, многостенные углеродные нанотрубки, реология,
транспорт шлама.
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ВВЕДЕНИЕ

По планам развития страны в ближайшее десятилетие на территории Восточной Сиби-
ри планируется в несколько раз увеличить добычу нефти. В настоящее время реализуется
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крупнейший в России нефтегазовый проект «Восток Ойл», который объединяет уже разра-
батываемые месторождения Ванкорской группы и новые месторождения на севере Красно-
ярского края. Для выхода «Восток Ойл» на промышленные масштабы понадобится бурение
нескольких тысяч скважин в сложнейших арктических условиях. Это потребует в свою оче-
редь разработки новых технологий бурения, включая совершенствование рецептур буровых
растворов. Скорость и экономическая эффективность процесса бурения скважин во многом
зависит от оптимального выбора бурового раствора, который одновременно должен решать
ряд сложных функциональных задач. К современным буровым растворам предъявляют боль-
шое количество требований, основные из которых стабилизация ствола скважины, охлажде-
ние бурильного долота, качественная промывка скважины от выбуренной породы, контроль
фильтрационных потерь, стабильность реологических параметров, термическая устойчивость,
снижение трения и др. [1]. Для одновременного удовлетворения этих зачастую противореча-
щих друг другу требований применяют разнообразные добавки. Современные буровые раство-
ры — это дисперсные среды, содержащие до десятка различных компонентов. И поиск добавок,
улучшающих характеристики буровых растворов, продолжается.

Активно исследуется использование для этих целей разнообразных наноматериалов. В
последнее время появилось достаточно большое количество работ, связанных с исследованием
влияния наночастиц на свойства буровых растворов [2, 3]. Показано, что введение сфери-
ческих наночастиц в буровые растворы способствует лучшей промывке скважины благодаря
улучшению реологических характеристик, снижению фильтрационных потерь за счёт кольма-
тации низкопроницаемых пород, снижению коэффициента трения между стенкой скважины и
бурильной трубой и др. В большинстве работ для модификации свойств буровых растворов ис-
пользуют наночастицы преимущественно сферической формы. Как правило, это наночастицы
оксидов металлов. Типичные концентрации нанодобавок составляют около 2 масс.%. Между
тем хорошо известно, что на реологические свойства суспензий влияет аспектное соотноше-
ние размеров частиц. И в этом отношении углеродные нанотрубки, аспектное соотношение у
которых может достигать сотен и даже тысяч, является непревзойдённым материалом.

Углеродные нанотрубки стали применяться в качестве добавок к буровым растворам для
улучшения их смазывающих свойств и уменьшения износа бурового инструмента [4]. Было
показано, что углеродные нанотрубки являются хорошим материалом для управления реоло-
гией буровых растворов. При этом требуются гораздо меньшие концентрации по сравнению
со сферическими наночастицами. Так в работе [5] было установлено, что для увеличения эф-
фективной вязкости бурового раствора на водной основе на 113% необходимо всего 0.1 масс.%
многостенных углеродных нанотрубок (МУНТ), модифицированных наночастицами золота. В
тоже время результаты работы [6] показывают, что при добавлении 0.22 масс.% МУНТ в буро-
вой раствор на водной основе значение его эффективной вязкости увеличилось в пять раз по
сравнению с базовым раствором. Авторами работы [7] экспериментально исследовалось влия-
ние добавок многостенных углеродных нанотрубок в буровой раствор на водной основе. Было
установлено, что с увеличением концентрации трубок эффективность выноса шлама возраста-
ет. Так, добавка 0.01% многостенных углеродных трубок повышает эффективность промывки
на 15%. Это связано с тем, что добавка углеродных нанотрубок повышает его реологические
характеристики.

В работе [8] было проанализировано влияние добавки многостенных углеродных нано-
трубок и пластин в буровые растворы на водной основе на реологические характеристики
и кинетику ингибирования глин. Установлено, что добавка многостенных углеродных нано-
трубок позволяет снизить фильтрационные потери и существенно повысить ингибирование
гидратации глин. Многие исследователи отмечают, что добавка МУНТ в буровые растворы
на водной основе положительно сказывается на фильтрационных характеристиках. Результа-
ты работы [9] показывают, что добавление 0.0095 масс.% МУНТ в буровой раствор снижает
потери фильтрата на 8.6%. И при этом происходит уменьшение коэффициента трения на 34%.
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Обзор литературы показывает, что большинство исследований, связанных применением
многостенных нанотрубок для улучшения свойств буровых растворов, посвящены растворам
на водной основе. Данных по влиянию добавок МУНТ на характеристики растворов на уг-
леводородной основе очень мало. Между тем для бурения в условиях вечной мерзлоты го-
раздо эффективнее использовать буровой раствор на углеводородной основе. Такие растворы
за счёт низкой теплопроводности и низких фильтрационных потерь существенно уменьшают
скорость растепления мёрзлой породы при бурении. В связи с этим в нашей работе разрабо-
тана математическая модель и проведено систематическое расчётное исследование влияния
добавок многостенных углеродных нанотрубок на характеристики транспорта частиц шла-
ма в горизонтальной скважине буровым раствором на углеводородной основе. Эффективное
удаление выбуренных частиц шлама из забоя на поверхность существенно улучшает скорость
проходки, уменьшает вероятность аварий и в целом повышает эффективность бурения. Систе-
матических расчётных исследований влияния добавок МУНТ на эффективность транспорта
шлама буровых растворов на углеводородной основе в настоящий момент нет.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для моделирования выноса шлама из скважины использовался эйлеров подход гранули-
рованной среды [10–12]. Этот подход был ранее успешно апробирован нами на задачах мо-
делирования выноса шлама буровыми растворами на водной основе [13, 14] Модель Эйлера
предполагает, что поток состоит из твёрдой «s» и жидкой «f» фаз, которые образуют взаи-
мопроникающие континуумы. В данном случае твёрдой фазой являются частицы выбуренной
породы (шлам), а жидкой фазой — буровой раствор, модифицированный нанотрубками. При
этом наличие нанотрубок в буровом растворе учитывается их влиянием на реологические пара-
метры бурового раствора, которые были измерены экспериментально по методике, описанной
в разделе 3. Основные уравнения модели Эйлера имеют следующий вид:

∂

∂t
(αsρs) +∇(αsρsν⃗s) = 0,

∂

∂t
(αsρsV⃗s) +∇(αsρsν⃗sν⃗s) = −αs∇p− ps +∇ ¯̄τs + αsρsg⃗+

+

N∑
l=1

(Kls(ν⃗l − ν⃗s) +mlsν⃗ls −mslν⃗sl) + (F⃗s + ⃗Flift,s + ⃗Fνm,s + ⃗Ftd,s),

где αs — объёмные концентрации частиц шлама, ρs — плотность фазы s, g⃗ — ускорение свобод-
ного падения, Kls — коэффициент обмена импульсом между жидкой фазой l и твёрдой фазой
s, Kls(ν⃗l − ν⃗s) — межфазная сила, действующая на единицу объёма, F⃗s — сила сопротивле-
ния, ⃗Flift,s — подъёмная сила, ⃗Fνm,s — сила добавленной массы, ⃗Ftd,s — сила турбулентной
дисперсии, ¯̄τs — тензор касательных напряжений:

¯̄τf = αfµf (∇ν⃗f +∇ν⃗f
tr),

где µs — динамическая вязкость, λs — объёмная вязкость. Буровой раствор рассматривается
как неньютоновская жидкость, поэтому для моделирования неньютоновских течений исполь-
зовался следующий подход: среда рассматривалась как нелинейная вязкая жидкость, характе-
ризующаяся эффективной вязкостью µf (γ̇). Эта вязкость в общем случае зависит от скорости
сдвига, которая является вторым инвариантом тензора скоростей деформации:

γ̇ = (
1

2
DD)

1
2
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При таком подходе буровой раствор можно рассматривать как вязкую ньютоновскую жид-
кость, так и как неньютоновскую вязкопластическую жидкость. В нашей работе для описания
реологии использовалась модель Гершеля—Балкли [15]:

µ(γ̇) =
(kν γ̇

n + τ0)

γ̇
,

где τ0 — предельное напряжение сдвига, kν — показатель консистенции, n — показатель нели-
нейности.

При моделировании задавались экспериментально измеренные реологические параметры
буровых растворов с углеродными нанотрубками (см. таблицу). Подъёмная сила, действующая
на частицу в потоке с ненулевой скоростью сдвига, описывается следующей моделью:

⃗Flift = −Clρqap(ν⃗q − ν⃗p)× (∇× ν⃗q),

Cl — коэффициент подъёмной силы, который определяется моделью [16]

Cl =
3

2π
√
Reω

C
′
l ,

где Reω и Cl определяется следующим образом:

Reω =
ρq | ∇ × ν⃗q | dq2

µq
,

C
′
l =


6.46, если 0 ⩽ Rep ⩽ Reω ⩽ 1,

6.46× f(Rep,Reω), если Rep ⩽ 40,

6.46× 0.0524(βRep)
1
2 , если 40 ⩽ Rep ⩽ 100,

где

Rep =
ρq | ν⃗q − ν⃗p | dq

µq
,

β = 0.5(
Reω
Rep

),

f(Rep,Reω) = (1− 0.3314β
1
2 )e−0.1Rep + 0.3314β

1
2 .

Для описания межфазной силы сопротивления для подхода Эйлера с гранулированной средой
использовалась модель [12]

Ksl =

{
3
4
asalρl|ν⃗s−ν⃗l|

ds
alCd − 2.65, если al > 0.8,

150as(1−al)µl

ald2s
+ 1.75asρl|ν⃗s−ν⃗l|

ds
, если al < 0.8, ,

Cd =
24

al Res
(1 + 0.15(al Res)

0.687).

Относительное число Рейнольдса (Res) определяется как

Res =
ρlds | ν⃗s − s⃗l |

µl
.

Сила турбулентной дисперсии определяется турбулентной диффузией частиц дисперсной фа-
зы. Турбулентная дисперсия вычисляется по формуле

⃗Ftd,s = − ⃗Ftd,l = −ftd,limitingKlsν⃗dr,
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где ν⃗dr — определяется с помощью модели [17] как

ν⃗dr = −Ds,l(
∇αs

αs
− ∇αl

αl
),

Ds,l — тензор диффузии.
Окончательно сила турбулентной дисперсии рассчитывается как

⃗Ftd,s = CtdKsl
Dt,sl

σsl
(
∇αs

αs
− ∇αl

αl
),

где σsl = 0.75 — эффективное число Прандтля.
В модели гранулированной среды в правой части уравнения количества движения твёрдой

фазы добавляется давление ансамбля твёрдых частиц, которое определяется по формуле [10]

Ps = αsρsθs + 2ρs(1 + ess)αs
2g0.ssθs,

где θs — температура гранул твёрдой фазы, ess — коэффициент восстановления, равный 0.9,
g0.ss — радиальная функция распределения, которая определяется [17]

g0.ss =
1

1− ( αs
αs,max

)
1
3

,

где αs,max — максимальная плотность упаковки гранул равная 0.63. Тензор касательных на-
пряжений содержит динамическую и объёмную вязкость, которые описывают процессы обмена
импульсом в хаотическом движении и при контакте частиц:

µs = µs,col + µs,kin,

где µs,col — вязкость вследствие столкновения частиц, µs,kin — вязкость вследствие пульсаци-
онного движения частиц.

Кинетическая составляющая вязкости определяется с помощью модели [13]

µs,kin =
10dsρs

√
θsπ

96αs(1 + ess)g0.ss
[1 +

2

5
g0.ssαs(1 + ess)]

2αs.

Вязкость частиц, вызванная их столкновениями, входящая в формулу, определяется

µs,col =
4

5
αsρsdsg0.ss(1 + ess)

√
θs
π
αs.

Объёмная вязкость твёрдой среды в формуле рассчитывается для определения сопротив-
ления частиц по сжатию и растяжению. Используется модель [10]

λs =
4

3
αsρsdsg0.ss(1 + ess)

√
θs
π
αs.

Псевдотепловая или гранулированная температура твёрдой фазы пропорциональна кине-
тической энергии хаотичного движения частиц. Уравнение переноса получено в кинетической
теории и имеет следующий вид [11]:

3

2
[
∂

∂t
(ρsαsθs) +∇(ρsαsν⃗sθs)] =

−ps
¯̄I + ¯̄τs

∇ν⃗s
+∇(kθs∇θs)− γθs + ϕls,
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где −ps
¯̄I+ ¯̄τs

∇ν⃗s
— генерация псевдотепловой энергии деформационным движением дисперсной

среды, kθs∇θs — диффузия энергии, γθs — диссипация энергии за счёт столкновений, ϕls —
обмен энергией между несколькими твёрдыми фазами. Коэффициент «диффузии» в данном
случае определялся как

kθs =
15dsρsαs

√
θsπ

4(41− 33η)
[1 +

12

5
η2(4η − 3)αsg0.ss +

16

15π
(41− 33η)ηαsg0.ss], η =

1

2
(1 + ess)

диссипация энергии за счёт столкновений

γθs =
12(1− e2ss)g0.ss

ds
√
π

ρsα
2
sθ

3
2
s

и обмен энергией между несколькими твёрдыми фазами

ϕfs = −3Kfsθs.

В данной работе рассматривалось турбулентное течение бурового раствора. Для моделиро-
вания турбулентности использовалась двухпараметрическая k − (ω) SST модель [18]. Детали
численного алгоритма и результаты его успешного тестирования на большом количестве те-
стовых задач неньютоновских течений и транспорту частиц в кольцевых каналах описаны в
наших ранних работах [19, 20].

Расчётная область представляет собой кольцевой канал, образованный двумя гладкими
прямыми трубами круглого сечения. Внутренняя труба вращается вокруг своей оси с по-
стоянной угловой скоростью. Для расчёта течений в скважине при прокачивании модифи-
цированного бурового раствора выбраны типичные параметры процесса бурения наклонно-
направленных скважин. Диаметр внутренней трубы равен D1 = 0.127 м, диаметр внешней
трубы равен D2 = 0.2207 м. Скорость вращения бурильной трубы равнялась 40 об/мин, рас-
ход бурового раствора 10 кг/с. Плотность бурового раствора была равна 968 кг/м3. Реология
буровых растворов задавалась из экспериментальных данных (см. таблицу).

Для моделирования использовалась реологическая модель Гершеля—Балкли. В качестве
частиц шлама рассмотрены сферические частицы, размер которых варьировался от 2 до 7 мм,
плотностью 3000 кг/м3. Концентрация шлама на входе в канал задавалась 3% по объёму. Рас-
сматривался горизонтальный участок скважины, так как именно горизонтальные участки яв-
ляются наиболее сложными в процессе бурения и подвержены накоплению частиц шлама при
их транспорте. Вектор силы тяжести был направлен перпендикулярно оси кольцевого канала.
Длина расчётной области кольцевого канала задавалась 10 м. Этой длины было достаточно
для установления течения и концентрации шлама по длине канала.

Для численного моделирования использовалась расчётная сетка, состоящая из
40× 140× 120 (40 по радиусу и 140 по окружности и 120 по длине канала) расчётных уз-
лов. Проведённые предварительные методические расчёты показали, что этого количества
узлов достаточно для получения численного решения, не зависящего от дальнейшей детализа-
ции сетки. Для реализации данной математической модели использовался программный пакет
для вычислительной гидродинамики ANSYS Fluent.

Граничные условия

На входе в кольцевой канал задаётся постоянное значение массового расхода 10 кг/с сме-
си (бурового раствора и 3 об.% частиц шлама) с однородным профилем скорости раствора и
скорости частиц. Скорость частиц шлама и скорость бурового раствора на входе в скважину
были равны. Профиль концентрации шлама на входе в скважину задавался однородным. На
выходе из кольцевого канала задавалось условие свободного выхода с фиксированным значе-
нием давления и равенством нулю производной по нормали концентрации частиц шлама. На
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поверхностях труб выполняются условия прилипания. На внутренней стенке кольцевого ка-
нала задавалось значение угловой скорости, соответствующей скорости вращения бурильной
трубы.

В качестве количественного параметра, определяющего эффективность выноса шлама,
рассмотрена эффективность транспорта шлама CTP (cutting transport performance), которая
определялась как отношение средней по объёму скважины осевой скорости частиц шлама к
средней по объёму скважины осевой скорости бурового раствора. При этом CTP = 1 означает,
что шлам в среднем движется со скоростью бурового раствора, и эффективность очистки сква-
жины максимальна, когда CTP = 0 шлам не транспортируется. В горизонтальных участках
скважин может происходить процесс накопления частиц, поэтому в процессе расчёта также
анализировалась динамика поведения средней по объёму скважины объёмной доли частиц.

Рис. 1. Схематичное изображение геометрии расчётной области (слева) и фрагмента
расчётной сетки (справа), 1 — вход, 2 — выход

2. МЕТОДИКА ПРИГОТОВЛЕНИЯ БУРОВОГО РАСТВОРА И ИЗМЕРЕНИЯ
ЕГО РЕОЛОГИИ

Базовый буровой раствор на углеводородной основе представляет собой обратную эмуль-
сию, т. е. эмульсию, в которой вода диспергирована на мельчайшие капельки, а дисперсион-
ной средой служит углеводородная жидкость. В качестве углеводородной основы растворов
использовано минеральное масло «REBASE» PC-230 (ООО «НПО «РЕАСИБ», г. Томск) вяз-
костью 3.3 сП и плотностью 815 кг/м3. В работе рассмотрено наиболее типичное для буро-
вых растворов соотношение углеводородной фазы и воды, равное 65/35. Для стабилизации
эмульсии использовался неионогенный эмульгатор «REBASE» РС-510. Детально методика
приготовления буровой эмульсии на углеводородной основе описана в нашей работе [21]. Для
модификации свойств описанного выше бурового раствора использовались многостенные на-
нотрубки Таунит-МД производства компании Нанотех Центр (Тамбов, Россия). Внутренний
диаметр этих МУНТ составляет 5–15 нм, а внешний 8–30 нм. Удельная поверхность была вы-
ше 270 м2, а длина превышала 5 мкм. Количество углеродных слоёв составляет 30–40 штук.
Концентрацию трубок в буровых растворах варьировали от 0.1 до 0.5 масс.%.

Предварительно готовилась суспензия МУНТ в рассоле хлорида кальция, которая в даль-
нейшем использовалась при приготовлении бурового раствора. Суспензия МУНТ готовилась с
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применением ультразвуковой обработки. Время ультразвуковой обработки составляло 60 ми-
нут. Интенсивность ультразвукового воздействия составляла не менее 50 Вт/см2, мощность
излучения составляла 400 Вт. Для изучения вязкости и реологии буровых растворов исполь-
зовался вискозиметр Ofite 900. В вискозиметре Ofite 900 использовалась конфигурация из-
мерительной системы — коаксиальный цилиндр Куэтта, где R1B1 — измерительный боб из
нержавеющей стали (марка 303) и F1.0 — блок торсионной пружины. Для данной торсионной
пружины измерения вязкости при скорости сдвига ниже 5.1 с−1 (менее 3 оборотов в минуту)
имеют большую погрешность. В данной работе коэффициент вязкости измерялся в широком
диапазоне скоростей сдвига от 5.1 до 1022 с−1. Вискозиметр Ofite 900 позволяет получать зави-
симость коэффициента вязкости от скорости сдвига в режиме пошагового повышения скорости
сдвига (CSR). Реологические параметры (предельное напряжение сдвига, показатель конси-
стенции, показатель нелинейности) определялись путём аппроксимации экспериментальных
данных моделью Гершеля—Балкли методом наименьших квадратов. Реология полученных
растворов описывалась моделью Гершеля—Балкли. Реологические параметры буровых рас-
творов с нанотрубками приведены в таблице. Как видно из данных приведённых в таблице,
напряжение сдвига и индекс консистенции бурового раствора существенно возрастают с уве-
личением концентрации МУНТ. А показатель степени реологической модели фактически не
зависит от концентрации добавки. На практике для определения реологических характеристик
пользуются стандартом API (ISO 10414-1, Промышленность нефтяная и газовая; Полевые ис-
пытания буровых растворов, ISO 10414-1:2001, ISO 13503-1:2003), и обычно используются ско-
рости вращения менее 600 оборотов, что для используемого вращательного боба соответствует
скорости сдвига 1022 с−1.

Реологические параметры буровых растворов

Параметры модели Гершеля—Балкли
Концентрация МУНТ, масс.% τ0, Па kν , Па ×cn n

0 2.879 0.4411 0.5381
0.1 3.475 0.5026 0.5503
0.25 4.114 0.6072 0.5394
0.5 4.228 0.6313 0.5302

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Проведено расчётное исследование влияния добавок нанотрубок в буровой раствор на
эффективность выноса шлама из горизонтальной скважины. Для этого в расчёте задавались
граничные условия соответствующие типичным условиям бурения скважин, описанные в раз-
деле 1. Исследовано влияние концентрации многостенных углеродных нанотрубок в буровом
растворе на характеристики двухфазного течения при транспорте частиц шлама разного сред-
него размера. Размер частиц шлама соответствовал диапазону изменения среднего размера
частиц выбуренной породы и варьировался в диапазоне от 2 до 7 мм. На рис. 2—4 пред-
ставлены основные характеристики двухфазного течения в кольцевом канале при различных
концентрациях МУНТ. Приведены изолинии распределения осевой скорости бурового раство-
ра и частиц шлама, объёмной концентрации частиц шлама на выходе и стенках кольцевого
канала для размера частиц 4 мм. Добавление нанотрубок приводит к значительному измене-
нию картины течения бурового раствора и, как следствие, к изменению режимов транспорта
шлама.

На рис. 2 видно, что с увеличением концентрации МУНТ распределение осевой скорости
бурового раствора в кольцевом канале становится более однородным в азимутальном направ-
лении. Данный результат связан с тем, что значительно изменились реологические характе-
ристики бурового раствора при добавлении МУНТ (см. таблицу). Прежде всего, произошло
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значительное возрастание значения предельного напряжения сдвига и параметра консистен-
ции. Так при увеличении концентрации трубок до 0.5 масс.% предельное напряжение сдвига
выросло примерно в 1.5 раза по сравнению с базовой буровой эмульсией. Это, в свою оче-
редь, привело к выполаживанию профиля осевой скорости в кольцевом канале. Как видно из
распределений на рис. 2, участок квазитвёрдого течения существенно расширился по радиусу
канала, распределение скорости стало более равномерным.

Рис. 2. Осевая скорость бурового раствора на выходе из кольцевого канала при различных
массовых концентрациях МУНТ в буровом растворе: (a) 0%, (b) 0.10%, (c) 0.25%, (d) 0.50%

Ситуация существенно меняется при увеличении размера частиц шлама. Такие изменения
скорости дисперсионной среды, безусловно, сказываются на распределениях скоростей частиц
шлама, которые показаны на рис. 3. Распределение осевой скорости частиц становится также
более однородным по периметру кольцевого канала. Кроме того, с увеличением концентрации
трубок максимальная скорость частиц шлама незначительно увеличивается. Это способству-
ет улучшению промывки скважины. При низких концентрациях трубок максимум профиля
скорости частиц шлама сосредоточен в нижней части кольцевого канала. При увеличении кон-
центрации МУНТ скорость частиц в верхней части канала повышается, то есть больше частиц
шлама транспортируется в виде отдельных частиц.

Результаты моделирования показывают, что частицы шлама меньше 2 мм для данной
буровой эмульсии и параметров бурения движутся вместе с буровым раствором в режиме
гомогенной суспензии. Разница скоростей частиц шлама и бурового раствора (скорость про-
скальзывания) для таких частиц близка к нулю. В таком случае, шлам свободно удаляется
из скважины, а эффективность промывки близка к максимальной (см. рис. 6). Ситуация су-
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Рис. 3. Осевая скорость частиц шлама на выходе из кольцевого канала при различных
массовых концентрациях МУНТ в буровом растворе: (a) 0%, (b) 0.10%, (c) 0.25%, (d) 0.50%

щественно меняется при увеличении размера частиц шлама.На рис. 4–5 показано распределе-
ние объёмной концентрации частиц шлама в кольцевом канале для частиц 4 мм. При таком
размере большая часть частиц сепарировалась от основного течения и сконцентрировалась
в нижней части кольцевого канала и движется в виде гранулированного слоя. Концентра-
ция свободно движущихся частиц в потоке низкая и с увеличением размера частиц быстро
уменьшается. Реализуется режим транспорта шлама в виде гранулированной среды(плотного
слоя). Скорость движения этого гранулированного слоя в несколько раз меньше, чем скорость
движения свободных частиц шлама. Данные режимы транспорта наиболее подвержены таким
опасным явлениям, как шламонакопление, или прихват бурильной трубы. Для предотвраще-
ния возникновения этих явлений управляют параметрами бурения, например, увеличивают
скорость вращения бурильной трубы или увеличивают расход бурового раствора.

При увеличении концентрации МУНТ в буровом растворе происходит изменение рас-
пределения концентрации частиц шлама в кольцевом канале. С увеличением концентрации
МУНТ, меняется концентрация частиц шлама внутри гранулированном слоя данный эффект
показан на рис. 4. С увеличением концентрации трубок концентрация частиц шлама в нижней
части канала снижается, толщина этого слоя становится заметно меньше. И распределение
частиц шлама становится более однородным, это значит, что основной объём частиц шлама
движется в режиме гомогенной суспензии. Кроме того, с увеличением концентрации МУНТ
увеличивается скорость движения самого слоя. Всё это приводит к улучшению условий транс-
порта частиц.

На рис. 6 представлены графики зависимостей интегральных параметров, характеризую-
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Рис. 4. Объёмная концентрация частиц шлама на выходе из кольцевого канала при
различных массовых концентрациях МУНТ в буровом растворе: (a) 0%, (b) 0.10%, (c)

0.25%, (d) 0.50%

щих эффективность выноса шлама, от массовой концентрации МУНТ.
Установлено, что с повышением массовой концентрации многостенных нанотрубок коэф-

фициент эффективности выноса шлама монотонно увеличивается для шлама различной дис-
персности. При этом, чем больше размер транспортируемых частиц, тем выше эффективность
от использования добавок МУНТ. Так добавка 0.5 масс.% нанотрубок приводит к увеличению
эффективности промывки примерно на 40 % для частиц шлама размером 7 мм по сравнению с
базовым раствором. Наименьшее влияние на коэффициент эффективности выноса шлама до-
бавления МУНТ наблюдается для шлама дисперсностью 2 мм, так как эффективность выноса
шлама этого размера достаточно велика для базового бурового раствора. Влияние добавок
нанотрубок на эффективность выноса шлама, как уже было сказано выше, вызвано уменьше-
нием разницы в скоростях несущего бурового раствора и частиц. В этом можно убедиться из
анализа данных на рис. 6(b). Так установлено, что добавка 0.5 масс.% нанотрубок в буровую
эмульсию приводит к уменьшению скорости проскальзывания частиц больше чем на 50% для
частиц 7 мм по сравнению с базовым раствором. С уменьшением размера частиц скорость про-
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Рис. 5. Объёмная концентрация частиц шлама на стенке горизонтальной скважины при
различных массовых концентрациях МУНТ в буровом растворе: (a) 0%, (b) 0.10%, (c)

0.25%, (d) 0.50%

Рис. 6. Зависимость коэффициента эффективности выноса шлама (a), средней скорости
проскальзывания частиц шлама (b) и перепада давления в канале (c) от концентрации

МУНТ в буровом растворе

скальзывания уменьшается и, соответственно, эффект от добавки МУНТ тоже снижается, но
не исчезает полностью. Существенное снижение скорости проскальзывания наблюдается для
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размера частиц 2 мм. Изменение скорости проскальзывания с ростом концентрации МУНТ
вызвано изменением реологии рассматриваемых буровых эмульсий. Добавки приводят к уве-
личению показателя консистенции и предельного напряжение сдвига растворов. Естественно,
что наличие нанотрубок в буровом растворе приводит к росту потерь давления в кольце-
вом канале. С увеличением концентрации наноматериалов потери давления увеличиваются
(см. рис. 6(c)). Так добавка 0.5 масс.% нанотрубок приводит к росту потерь давления при-
мерно на 15%. Это весьма умеренное приращение и по величине сопоставимо с приращением
потерь давление при увеличении размера частиц шлама с 2 до 7 мм.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено расчётное исследование влияния добавок многостенных углеродных нанотру-
бок в буровые растворы на углеводородной основе на эффективность выноса шлама из го-
ризонтальной скважины. Для моделирования процесса транспорта шлама из скважины раз-
работана математическая модель, основанная на эйлеровом подходе гранулированной среды
для турбулентного режима. Буровой раствор при этом рассматривается как неньютоновская
жидкость, для описания реологии которой использовалась модель Гершеля—Балкли с экспери-
ментально измеренными реологическими коэффициентами для реального бурового раствора,
модифицированного МУНТ. Для расчёта транспорта шлама в скважине при прокачивании
модифицированных нанотрубками буровых растворов на углеводородной основе выбраны ти-
пичные параметры процесса бурения наклонно-направленных скважин.

Изучено влияние концентрации многостенных нанотрубок в буровом растворе на углево-
дородной основе на эффективность транспорта частиц шлама, размер которых варьировался
в диапазоне от 2 до 7 мм. Исследована структура течения двухфазного потока в кольцевом
канале при различных концентрациях МУНТ. Получены зависимости коэффициента эффек-
тивности выноса шлама, средней скорости проскальзывания частиц шлама и потерь давления
от концентрации нанотрубок. Показано, что добавка нанотрубок приводит к значительному
изменению картины течения бурового раствора, и как следствие, изменению режимов транс-
порта шлама. С увеличением концентрации МУНТ в буровом растворе распределение осевой
скорости дисперсной фазы и дисперсионной среды становится более однородным по сечению
кольцевого зазора. Вследствие этого, с увеличением концентрации трубок уменьшается тол-
щина гранулированного слоя, и концентрация частиц шлама внутри этого слоя. Распределение
частиц шлама становится более однородным по сечению канала. Это способствует повышению
эффективности промывки скважины от шлама.

Было установлено, что с увеличением концентрации многостенных нанотрубок в буровой
эмульсии коэффициент эффективности выноса шлама монотонно увеличивается, и при этом
весьма существенно. Так в частности, добавка 0.5 масс.%. МУНТ приводит к увеличению эф-
фективности промывки примерно на 40% для частиц шлама размером 7 мм по сравнению с
базовым раствором. С уменьшением размера транспортируемых частиц эффективность про-
мывки базовым буровым раствором и без того высокая, и эффект от добавки углеродных на-
нотрубок снижается. Влияние добавок нанотрубок на эффективность выноса шлама вызвано
их влиянием на реологию рассматриваемых буровых эмульсий. Добавки приводят к увеличе-
нию показателя консистенции и предельного напряжение сдвига растворов. Таким образом,
было показано, что добавка многостенных нанотрубок в буровые растворы на углеводородной
основе может приводить к повышению эффективности транспорта шлама в горизонтальных
скважинах.
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Abstract. We have conducted a computational study of the effect of adding multiwalled carbon
nanotubes (MWCNTs) to oil-based drilling fluids on the efficiency of cuttings removal from an
annular channel simulating a horizontal section of a well. To simulate the process of sludge
transport in an annular channel, a mathematical model based on the Eulerian approach of
a granular medium for a turbulent flow regime has been developed. The rheology of the
drilling fluid modified with MWCNTs was described by the Herschel—Bulkley model with
experimentally determined rheological coefficients. The base oil-based drilling fluid was an
inverse emulsion with a ratio of hydrocarbon and water phases equal to 65/35. The concentration
of MWCNTs in solutions varied from 0.1 to 0.5 wt %. The size of the transported sludge particles
varied from 2 to 7 mm. The flow structure of a two-phase flow in an annular channel for various
concentrations of MWCNTs has been studied. The dependences of the sludge removal efficiency
coefficient, the average slip speed of sludge particles, and pressure losses on the concentration
of nanotubes are obtained. It has been established that the addition of nanotubes leads to
a significant change in the flow pattern of the drilling fluid and, as a result, to a change in
the modes of cuttings transport. Addition of 0.5 wt % of MWCNTs leads to an increase in the
efficiency of well flushing by approximately 40%. Thus, based on the results of the computational
study, it has been shown that the addition of multiwalled nanotubes to oil-based drilling fluids
can lead to an increase in the efficiency of cuttings transport in horizontal wells.

Keywords: model of granular media, mathematical modeling, oil-based drilling fluid,
multiwalled carbon nanotubes, rheology, cuttings transport.
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В настоящей работе представлены результаты численного исследования математической
модели типа фазового поля для развития канала электрического пробоя. Модель включает
в себя группу уравнений Максвелла в квази(электро)стационарном приближении, уравне-
ние баланса электрического заряда и уравнение Аллена—Кана для описания эволюции
фазового поля. Приводится краткое описание математической модели и вычислительных
алгоритмов для решения её уравнений. Рассматривается ряд постановок задач о распро-
странении канала электрического пробоя в однородной, макроскопически и микроскопиче-
ски неоднородных средах. Исследуются факторы, влияющие на характер развития канала
пробоя в зависимости от постановки задачи и распределения свойств среды.
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ВВЕДЕНИЕ

Электрический пробой твёрдых диэлектриков является комплексным процессом [1], кото-
рый заключается в быстрой, лавинообразной деградации диэлектрических свойств материала
под воздействием достаточно сильного электрического поля. Обычно процесс пробоя приво-
дит к образованию уединённого канала пробоя, диаметр которого существенно меньше его
длины. С точки зрения математического моделирования значительную сложность построения
эффективной математической модели развития канала пробоя (помимо необходимости учё-
та целого комплекса физических процессов, сопровождающих его развитие) и необходимых
для её анализа вычислительных алгоритмов представляет то, что канал пробоя является эф-
фективно одномерным объектом, эволюционирующим в трёхмерной области, занятой средой.
Среди многообразия математических моделей, предложенных для описания динамики разви-
тия канала пробоя, особое место занимает предложенная в работе [2] модель типа фазового
поля или, что в рассматриваемом случае одно и то же, модель типа «диффузной границы».

Модели типа фазового поля применяются для описания динамики каких-либо «включе-
ний» в однородной среде. В роли «включений» обычно выступают зоны однородности, соответ-
ствующие дисперсной фазе многофазной системы, в роли однородной среды — дисперсионная
фаза. Распределение фаз в пространстве описывается так называемым фазовым полем или
параметром порядка — определённой в пространстве гладкой функцией, значение которой
практически постоянно в зонах однородности и быстро, но непрерывно, меняется в преде-
лах разделяющего их слоя — «диффузной границы». Например, в задачах гидродинамики
диффузная граница отделяет две несмешивающиеся жидкости. Диффузная граница имеет
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конечную толщину, которая определяется параметрами модели. Соответственно, модель име-
ет внутренние механизмы, обеспечивающие заданную толщину диффузной границы в ходе
эволюции системы. С прикладной точки зрения, модели типа диффузной границы позволяют
описать однородным по пространству и термодинамически согласованным способом динамику
многофазных систем самой различной природы с прямым разрешением динамик межфазных
границ.

В рассматриваемом классе математических моделей, для описания развития канала элек-
трического пробоя, фазовое поле (или, что в рассматриваемом случае то же самое, поле пара-
метра порядка) является скалярной функцией ϕ = ϕ(x, t), принимающей значения в интервале
от 0 до 1. Каналом пробоя считается множество точек среды, в которых ϕ = 0. Неповреждён-
ной среде соответствует ϕ = 1. Процесс образования и развития («роста») канала пробоя опи-
сывается как эволюция функции ϕ во времени. Повреждённое и неповреждённое состояния
среды рассматриваются как две фазы, для перехода между которыми необходимо затратить
определённую энергию, величина которой является параметром модели.

Предложенная в работе [2] модель построена как формальное, «механистическое» обоб-
щение известных моделей типа диффузной границы для анализа распространения трещин в
упругой среде, см. [3]. Строгий вывод модели предложен авторами настоящей работы в [4].
Вывод модели выполнен в рамках рациональной термомеханики сплошной среды и теории
микросил и микронапряжений, предложенной в работах М. Гуртина (M. Gurtin), см., напри-
мер, [5, 6], которая в настоящее время является основным инструментом построения и обос-
нования моделей типа диффузной границы. Вывод определяющих соотношений модели осно-
ван на применении процедуры Колмана—Нолла. Её суть заключается в том, что в качестве
первичных соотношений модели постулируется конкретное множество параметров состояния,
основные балансовые соотношения для консервативных величин и конкретный вид энтро-
пийного неравенства. Последнее используется как ограничение на вид определяющих соотно-
шений модели. Дальнейшее уточнение вида определяющих соотношений связано с заданием
конкретного выражения для свободной энергии Гельмгольца, которое, в сущности, определяет
конкретный вариант модели. В рассматриваемом случае основные допущения, используемые
при задании вида свободной энергии, включают в себя следующие: переход состояния среды
из повреждённой в неповреждённую фазу происходит в том случае, если значение плотности
энергии электрического поля становится достаточно большим; количество энергии заданного
вида, необходимое для образования участка канала пробоя единичной длины является задан-
ным параметром среды (возможно, локальным); канал пробоя локализован в ограниченной
области пространства — то есть повреждённая и неповреждённая фазы не «смешиваются»
нигде за исключением узкого слоя «диффузной границы». Эти допущения минимальны в том
смысле, что явно указывается лишь характер зависимости энергии системы от учитываемых
физических полей. Конкретный способ их взаимодействия явно не постулируется.

Одновременно с этим известно, что электрический пробой является многообразным про-
цессом: канал пробоя может развиваться однонаправленно или ветвиться; возможно развитие
канала пробоя как между внешними границами материала, так и одновременное развитие
множественных локальных пробоев, возникающих на внутренних границах раздела свойств
материала или в локализованных зонах однородности.

Общие механизмы формирования этих эффектов в целом обеспечиваются допущениями
модели. Однако возможность их реализации во всем многообразие вызывает вопросы. Исчер-
пывающий теоретический анализ уравнений модели, который бы дал на них ответ, вряд ли
возможен в силу математической сложности системы уравнений, описывающих процесс. По-
этому естественным является исследование предложенной математической модели методами
вычислительного эксперимента.

В настоящей работе приведены результаты численного исследования ранее предложен-
ной авторами математической модели для описания процесса развития канала электрическо-
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го пробоя. Цель работы — качественное исследование свойств решения в зависимости от ряда
параметров модели.

Структура работы имеет следующий вид. В разделе 1 кратко описывается рассматрива-
емая математическая модель. В разделе 2 — соответствующие вычислительные алгоритмы.
Раздел 3 посвящены непосредственно результатам численного исследования. В заключении
формулируются основные выводы работы.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В настоящем разделе опишем коротко математическую модель, используемую в настоя-
щей работе. Вывод модели представлен в работе [4]. Рассматриваемая модель является про-
стейшей, она учитывает эволюцию электрического поля и плотности электрического заряда в
рамках квази(электро)стационарного приближения уравнений Максвелла, и непосредственно
развитие канала пробоя в виде эволюционного уравнения типа Аллена—Кана для параметра
порядка. Тепловые и механические эффекты не учитываются. Детали вывода модели далее не
описываются, формулируется лишь конечная форма уравнений, используемая в дальнейшем.

Уравнения Максвелла в квази(электро)стационарном приближении. Уравнения
Максвелла в квази(электро)стационарном приближении имеют вид

∇ ·D = ρE,
∂ρE

∂t
+∇ · j = 0. (1)

Здесь D — вектор электрической индукции, j — вектор плотности потока электрического
заряда (плотность электрического тока), ρE — объёмная плотность электрического заряда.
При этом

D = ϵE, j = σE,

где E — вектор напряжённости электрического поля, ϵ > 0 — диэлектрическая проницаемость,
σ > 0 — электропроводность.

В рассматриваемой постановке распределение электрического поля является потенци-
альным, поэтому E = −∇Φ, где Φ — потенциал электрического поля. Отсюда D = −ϵ∇Φ,
j = −σ∇Φ, и уравнения (1) могут быть записаны в виде

∇ · (−ϵ∇Φ) = ρE, (2)
∂ρE

∂t
+∇ · (−σ∇Φ) = 0. (3)

В том случае, если электрофизические свойства среды зависят только от точки простран-
ства, уравнения (2), (3) представляют собой замкнутую систему уравнений относительно поля
электрического потенциала Φ = Φ(x, t) и плотности электрического заряда ρE = ρE(x, t).
В рассматриваемой модели они являются функциями параметра порядка, заданными в про-
странстве функции ϕ = ϕ(x, t), то есть

ϵ(x, t) = ϵ#(x, ϕ(x, t)), σ(x, t) = σ#(x, ϕ(x, t)). (4)

Здесь и далее считается, что f#, f×, . . . обозначают функциональные зависимости одной и той
же величины f от различного множества аргументов.

Уравнение для параметра порядка. Уравнение для параметра порядка является урав-
нением типа Аллена—Кана и имеет вид

1

m

∂ϕ

∂t
= ϵ′(ϕ)

1

2
∇Φ ·∇Φ+

Γ

l2
f ′(ϕ) +

Γ

2
∆ϕ+ βΓl2∇ ·

(
∥∇ϕ∥2∇ϕ

)
, (5)

где ϕ = ϕ(x, t) — параметр порядка, Φ = Φ(x, t) — потенциал электрического поля. Штрихом
обозначена производная по ϕ. Коэффициент подвижности m имеет смысл скорости изменения
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фазового поля при единичной приложенной (обобщённой термодинамической) силе. При β = 0
это уравнение совпадает с предложенным в [2]. Необходимость использования β > 0 обосновы-
вается в [4]. Величины Γ = const и l = const являются параметрами. Первый из них определяет
количество энергии, необходимой для создания единицы длины канала электрического про-
боя, второй — радиус размытия «диффузной» границы канала пробоя. Функция f = f(ϕ)
считается заданной. С её помощью можно задать количество энергии, необходимое для обра-
зования области пространства, занятой повреждённой средой, см. [7]. Более подробно вывод
уравнения (5) и смысл входящих в него параметров рассмотрен в [4].

Уравнение (5) по существу является уравнением баланса обобщённых термодинамиче-
ских микросил и микронапряжений (в смысле теории микросил и микронапряжений М. Гур-
тина), описывающих эволюцию «микросостояния» среды, см. [4] в рассматриваемом случае
и работы [5, 6] в целом. Параметр порядка ϕ принимает значения от 0 до 1. Значение ϕ = 1
соответствует неповреждённой среде (неповреждённой фазе), значение ϕ = 0 — полностью по-
вреждённой среде (повреждённой фазе). Промежуточные значения 0 < ϕ < 1 соответствуют
частично повреждённой среде. Специфика модели заключается в том, что в силу вида свобод-
ной энергии (см. ниже), зоны повреждённой среды (то есть «канал пробоя») локализованы в
пространстве, см. [7]. По существу, переход среды из неповреждённого в повреждённое состо-
яние описывается как фазовый переход, энергия этого фазового перехода связана с энергией,
необходимой для образования канала пробоя единичной длины.

Определяющие соотношения. Для замыкания уравнений (2), (3) и (5) модели необхо-
димо задать зависимость (4) электрофизических свойств среды от параметра порядка.

Сначала отметим, что для рассматриваемой модели свободная энергия Гельмгольца среды
определяется как [4]

ψ(E, ϕ,∇ϕ) = −ϵ(ϕ)1
2
E2 +

[
Γ
1− f(ϕ)

l2
+

1

4
Γ∇ϕ ·∇ϕ+

1

4
βΓl2 ∥∇ϕ∥4

]
. (6)

В этом соотношение ϕ — параметр порядка; Γ, l = const > 0 — параметры модели. Функ-
ция f = f(ϕ) — гладкая функция (функция деградации, см. ниже), которая удовлетворяет
условиям f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(0) = 0, f ′(1) = 0, f ′(x) ⩾ 0 при x ∈ (0, 1), см. [8]. В настоя-
щей работе она задаётся в соответствии с выражением (10), то есть f(ϕ) = 4ϕ3 − 3ϕ4. Первое
слагаемое в (6) соответствует «обычной» энергии среды — в рассматриваемом случае это энер-
гия электрического поля с учётом зависимости диэлектрической проницаемости от параметра
порядка; второе — специфично для моделей диффузной границы.

Запишем выражение (6) в виде ψ(E, ϕ,∇ϕ) = ψE(E, ϕ) + ψbr(ϕ,∇ϕ), где

ψE(E, ϕ) = −ϵ(ϕ)1
2
E2, ψbr(ϕ,∇ϕ) = Γ

1− f(ϕ)

l2
+

1

4
Γ∇ϕ ·∇ϕ+

1

4
βΓl2 ∥∇ϕ∥4 .

Заметим, что при ϕ = 1, ∇ϕ = 0, имеем ψbr = 0 и энергия системы имеет вид
ψ(E, ϕ,∇ϕ) = ψE(E, ϕ). В этом случае естественно считать, что

ψ(E, ϕ = 1) = ψE(E, ϕ = 1) = −1

2
ϵdE

2, (7)

где ϵd — диэлектрическая проницаемость неповреждённой среды.
Аналогично, при ϕ = 0 и ∇ϕ = 0, то есть для полностью повреждённой среды, имеем

ψE(E, ϕ = 0) = −1

2
ϵbrE

2, (8)

где ϵbr — заданное значение диэлектрической проницаемости полностью повреждённой среды.
Одновременно с этим имеем ψbr = Γ/l2, где, как уже отмечалось, Γ — энергия, необходимая для
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образования единицы длины канала пробоя. Размерность Γ — «единица энергии»/«единицу
длины». Такая нормировка коэффициентов в (6) отражает тот факт, что геометрически одно-
мерный объект в рассматриваемой модели диффузной границы представляется эффективно
одномерной, но трёхмерной область диаметром 2l. Градиентные и алгебраические слагаемые
в (6) (выражение в скобках) устроены так, что области, в которых ϕ принимает промежуточ-
ные между 0 и 1 значения, локализуются в пространстве, формируя эффективно одномерные
трёхмерные области, соответствующие каналу пробоя, см. [7].

В процессе образования канала пробоя происходит изменение значений параметра поряд-
ка от значения 1 (полностью неповреждённая среда) до значения 0 (полностью повреждённая
среда). В ходе этого процесса, при неизменном значении электрического поля, электрическая
энергия среды изменяется от значений, определяемых соотношением (7) до значений, опреде-
ляемых выражением (8) за счёт изменения свойств среды, конкретно, — её диэлектрической
проницаемости ϵ = ϵ(ϕ), зависящей от параметра порядка ϕ. Указанная зависимость может
быть задана различным способом. В настоящей работе, следуя [2], зададим её в виде

ϵ(ϕ(x), t) =
ϵd(x)

g(ϕ(x, t)) + δϵ
, (9)

где δϵ ≪ 1 — малый параметр, g = g(s) — гладкая функция, интерполирующая между 0 и 1
на отрезке [0, 1]. Её конкретный вид может задан по-разному, далее используется выражение

g(s) = 4s3 − 3s4. (10)

Заметим, что для неповреждённой среды ϕ = 1 и значение диэлектрической проницаемо-
сти ϵ = ϵd/(1 + δϵ) ≈ ϵd. Для полностью повреждённой среды ϕ = 0 и ϵ = ϵbr = ϵd/δϵ. Такая
форма зависимости (9) объясняется тем, что для идеально проводящей среды в рамках ква-
зи(элетро)стационарного приближения диэлектрическую проницаемость обычно формально
полагают бесконечной. Возможно использование других функций деградации, см. [8].

Аналогично должна быть задана зависимость электропроводности σ среды от фазового
поля. Для полностью неповреждённой среды, которая считается диэлектриком, не проводя-
щим электрический ток, можно считать σ(ϕ = 1) = σd ≪ 1, для полностью повреждённой
среды электропроводность равна электропроводности канала электрического пробоя, σ = σbr.
Конкретная форма зависимости σ(ϕ) имеет вид аналогичный (9):

σ(ϕ(x), t) =
σd(x)

g(ϕ(x, t)) + δσ
, (11)

где δσ > 0 — малый параметр.
Уравнения (2), (3) и (5), дополненные граничными и начальными условиями, представ-

ляют собой замкнутую систему уравнений относительно трёх неизвестных полей: фазово-
го поля ϕ = ϕ(x, t), электрического потенциала Φ = Φ(x, t) и объёмной плотности заря-
да ρE = ρE(x, t).

Граничные и начальные условия. Рассмотрим более подробно вопрос постановки гра-
ничных условий. Пусть Ω — расчётная область — объём среды, в котором происходит развитие
канала пробоя. Будем считать, что её граница ∂Ω = Γ = Γs ∪ ΓΦ, ΓΦ ∩ Γs = ∅.

Будем считать, что на части Γs границы, с физической точки зрения, задано распреде-
ление заряда с поверхностной плотность ρΓ. Тогда на этой части границы граничное условие
для электрического потенциала имеет вид

Dn|Γs
= D · n|Γs

= −ρΓ, x ∈ Γs, (12)
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где ρΓ — заданная функция точки поверхности, n — вектор единичной внешней нормали к
границе области. На части границы ΓΦ будем считать заданным условие Дирихле, то есть
непосредственно значение электрического потенциала

Φ(x, t) = ΦΓ(x, t), x ∈ ΓΦ.

Величина эквивалентного поверхностного электрического заряда на этой части границы опре-
деляется выражением (12), которое выступает в качестве определения ρΓ.

Граничные условия для фазового поля далее обычно соответствуют ситуации, когда на
границе области среда является неповреждённой, либо значение параметра порядка постоянно
вдоль нормали к границе. Эти случаи соответствуют граничным условиям Дирихле ϕ = 1 и
Неймана ∂ϕ/∂n = 0.

Полная система уравнений модели. С учётом изложенного, полная система уравне-
ний модели имеет вид

∂ρE

∂t
+∇ · (−σ∇Φ) = 0, (13)

∇ · (−ϵ∇Φ) = ρE, (14)
1

m

∂ϕ

∂t
= ϵ′(ϕ)

1

2
∇Φ ·∇Φ+

Γ

l2
f ′(ϕ) +

Γ

2
∆ϕ+ βΓl2∇ ·

(
∥∇ϕ∥2∇ϕ

)
. (15)

Первичными переменными модели являются Φ = Φ(x, t), ρE = ρE(x, t), ϕ = ϕ(x, t). Зависи-
мости ϵ = ϵ(ϕ) и σ = σ(ϕ) считаются заданными в соответствии с (9) и (11). Конкретные
значения скалярных параметров всех зависимостей: Γ, l, m, β в системе (14)–(15), значения ϵd
и σd, параметры δϵ и δσ в (9) и (11) — указываются ниже при описании конкретных вариантов
расчётов.

2. РАЗНОСТНАЯ СХЕМА

2.1. Аппроксимации по времени

Рассмотрим сначала аппроксимации по времени электродинамической части задачи, то
есть уравнений (2) и (3) или, что то же самое, уравнений (14), (13), считая распределение
фазового поля заданным, например, как ϕ = 1.

Будем рассматривать полудискретную постановку, аппроксимируя уравнения модели
только по времени t. Будем считать, что задача решается на временном отрезке t ∈ [0, T ],
решение определяется в моменты времени tn, n = 0, N ,

0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tN = T.

Далее используем обозначения (Φ, ρE) = (Φ(tn), ρE(tn)), (Φ̂, ρ̂E) = (Φ(tn+1), ρE(tn+1)), где зави-
симость от точки пространства не указывается, но предполагается.

Рассмотрим два способа построения аппроксимаций по времени. Аппроксимации по про-
странству могут быть выполнены одним из стандартных способов и приводятся при описании
разностной схемы для решения полной задачи в последующих разделах.

Сначала рассмотрим явно-неявную схему. В этом случае сначала явным образом опреде-
ляется ρE из уравнения

1

∆t
(ρ̂E − ρE) +∇ · (−σ∇Φ) = 0, (16)

где ∆t = tn+1− tn — шаг по времени. Далее рассчитывается потенциал электрического поля Φ̂
из уравнения

∇ ·
(
−ϵ∇Φ̂

)
= ρ̂E. (17)
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По существу, указанные правила перехода (Φ, ρE) → (Φ̂, ρ̂E) являются одной итерацией ме-
тода Гаусса—Зейделя для решения уравнений полностью неявной схемы. В это случае пере-
ход (Φ, ρE) → (Φ̂, ρ̂E) осуществляется путём последовательного решения уравнений

1

∆t
(ρ̂k+1

E − ρE) +∇ ·
(
−σ∇Φ̂k

)
= 0, ∇ ·

(
−ϵ∇Φ̂k+1

)
= ρ̂k+1

E

до сходимости. Здесь k = 1, 2, . . . — номер итерации, в качестве начального приближения элек-
трического потенциала берётся его значение решения с предыдущего временного шага, Φ̂1 = Φ.

Однако, решаемая система уравнений такова, что в итерациях между уравнениями закона
сохранения заряда и закона Гаусса нет необходимости. В самом деле, неявная схема может
быть записана в виде

∇ ·
(
−ϵ∇Φ̂

)
= ρ̂E,

1

∆t
(ρ̂E − ρE) +∇ ·

(
−σ∇Φ̂

)
= 0. (18)

Обратим внимание, что ρE входит в эти уравнения линейно и ρE не является аргументом
пространственных дифференциальных операторов. Это позволяет выразить ρ̂E через Φ̂ из
первого уравнения и подставить результат во второе. Отсюда получим следующее уравнение
относительно Φ̂:

∇ ·
[
−(ϵ+∆tσ)∇Φ̂

]
= ρE. (19)

После определения Φ̂ из последнего уравнения, ρE может быть определено из (18).
Таким образом, даже при использовании полностью неявной схемы, объём вычислений

оказывается таким же, как при использовании явно-неявной схемы. Уменьшить его нельзя в
силу того, что одно из уравнений модели не содержит временные производные.

В программе были реализованы обе схемы — явно-неявная вида (16), (17) и неявная ви-
да (18), (19). Однако, при использованных в конкретных расчётах значениях физических па-
раметров и параметров дискретизации, полностью неявная схема не показала преимуществ по
сравнению с явно-неявной. По этой причине все представленные ниже расчёты были выпол-
нены с использованием первой, явно-неявной схемы.

Для аппроксимации уравнения Аллена—Кана (15) по времени используется явная схема,
причём значение Φ̂ потенциала электрического поля считается известным:

1

m

1

∆t

(
ϕ̂− ϕ

)
= ϵ′(ϕ)

1

2
∇Φ̂ ·∇Φ̂ +

Γ

l2
f ′(ϕ) +

Γ

2
∆ϕ+ βΓl2∇ ·

(
∥∇ϕ∥2∇ϕ

)
.

Здесь, как и ранее, ϕ = ϕ(t), ϕ̂ = ϕ(t+∆t).
2.2. Аппроксимации по пространству

В настоящем разделе приведены конечномерные аппроксимации полевых уравне-
ний (13), (14), (15). Чтобы не загромождать изложение, сначала формально рассмотрим слу-
чай неограниченной расчётной области, в которой введена декартова ортогональная система
координат Ox1x2x3 с координатами xα, α = 1, 2, 3.

Пусть hα, α = 1, 2, 3 — шаги сетки по соответствующему координатному направле-
нию. Рассмотрим равномерную сетку ωh,α по оси Oxα с узлами xα,m = (m − 1/2)hα,
m = 0,±1,±2,±3, . . .. Будем считать, что узлы xα,m соответствуют центрам расчётных
ячеек и нумеруются целыми индексами. Также введём двойственную сетку ω∗

h,α с узлами
xα,m+1/2 = (xα,m + xα,m+1)/2 = mhα, m = 0,±1,±2,±3, . . .. Узлы сетки ω∗

h,α соответствуют
граням ячеек и нумеруются полуцелыми индексами.

Определим необходимые в дальнейшем дискретные операторы. Пусть H(ω) — простран-
ство сеточных функций, заданных на какой-либо из введённых сеток ω. Тогда для любой
функции v ∈ H(ωh,α) и u ∈ H(ω∗

h,α) определим усредняющие

(sαv)m−1/2 =
vm + vm−1

2
, (s∗αy)m =

ym+1/2 + ym−1/2

2
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и разностные операторы

(δαv)m−1/2 =
vm − vm−1

hα
, (δ∗αu)m =

um+1/2 − um−1/2

hα
, (̊δαv)m =

vm+1 − vm−1

2hα
.

Заметим, что δ̊α = δ∗α ◦ sα = s∗α ◦ δα. Очевидно, что

δα, sα : H(ωh,α) → H(ω∗
h,α), δ∗α, s

∗
α : H(ω∗

h,α) → H(ωh,α).

Теперь рассмотрим пространственный случай. Трёхмерная сетка, соответствующая цен-
трам расчётных ячеек определяется как ωh = ωh,1 × ωh,2 × ωh,3. Аналогично вводятся сет-
ки ω∗

h,α, соответствующие центрам граней, ортогональных направлению l = 1, 2, 3. Напри-
мер, ω∗,1

h = ω∗
h,1 × ωh,2 × ωh,3 и аналогично для l = 2, 3. Целый или полуцелый индекс по

направлению xα буем обозначать iα.
Определённые выше дискретные операторы усреднения и дифференцирования формаль-

но могут быть продолжены на заданные в пространстве сеточные функции, если считать, что
они применяются только вдоль соответствующего направления α.

В дальнейшем для обозначения значений сеточных функций в узлах сетки будем исполь-
зовать безындексные обозначения. Другими словами, далее считаем, что для каждого кон-
кретного набора индексов i1, i2 и i3, u := ui1i2i3 , где, в зависимости от области определения
сеточной функции, индексы могут принимать целые или полуцелые значения. Также исполь-
зуем обозначения uiα+k для значений сеточной функции в узле, «сдвинутом» относительно
текущего на величину k в направлении iα; например, ui2+k ≡ ui1,i2+k,i3 .

Перейдём непосредственно к описанию конечномерных аппроксимаций. Далее будем от-
носить значения основных переменных ϕ, Φ и ρE к центрам расчётных ячеек — то есть к узлам
основной сетки ωh. Как и ранее, для какой-либо сеточной функции f будем использовать обо-
значение f = f(t), f̂ = f(t+∆t).

Аппроксимация уравнения (13) имеет вид

1

∆t
(ρ̂E − ρE) +

∑
α=1,2,3

δ∗α(−σiα+1/2δαΦ) = 0, (20)

где величины σiα+1/2 ∈ H(ω∗
h,α), то есть отнесены к граням основной сетки, ортогональным

направлению xα и определены как

2

σiα+1/2
=

1

σ(ϕiα)
+

1

σ(ϕiα+1)
.

Для аппроксимации уравнения Пуассона (14) используем классическую разностную схему,
которая с использованием введённых обозначений имеет вид∑

α=1,2,3

δ∗α(−ϵiα+1/2δαΦ̂) = ρ̂E,
2

ϵiα+1/2
=

1

ϵ(ϕiα)
+

1

ϵ(ϕiα+1)
. (21)

Наконец, рассмотрим уравнение Аллена—Кана (15), которое предварительно запишем в
виде

1

m

∂ϕ

∂t
= ∇ ·Q+

Γ

l2
f ′(ϕ) +

1

2
ϵ′ϕ(∇Φ)2, (22)

где

Q =
[
λ+ λ2∥∇ϕ∥2

]
∇ϕ, λ =

Γ

2
, λ2 = βΓl2.
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Для аппроксимации первого, дивергентного, слагаемого в правой части (22) имеем

[∇ ·Q]h =
∑

α=1,2,3

δ∗αQα.

Здесь сеточные функции Qα ∈ H(ω∗
h,α) отнесены к центрам граней сетки и определены

как

Ql,iα+1/2 = Kiα+1/2 · (δαϕ)iα+1/2, Kiα+1/2 = λ+ λ2

sα ∑
β=1,2,3

(
δ̊βϕ

)2


iα+1/2

.

В результате аппроксимации уравнения (22) имеют вид

1

m

1

∆t

(
ϕ̂− ϕ

)
= [∇ ·Q]h +

Γ

l2
f ′(ϕ) +

1

2
ϵ′ϕ(ϕ)

∑
α=1,2,3

(
δ̊αΦ̂

)2
. (23)

2.3. Аппроксимация граничных условий

Приведённые разностные уравнения предполагали, что аппроксимация системы уравне-
ний (14)–(15) выполнена в неограниченной области. При расчёте задачи в ограниченной об-
ласти будем считать, что она является параллелепипедом Ω, рёбра которого ориентированы
вдоль координатных осей декартовой ортогональной системы координат Ox1x2x3 и имеют
длину L1, L2 и L3, соответственно, Ω = [0, L1]× [0, L2]× [0, L3].

Будем считать, что основная расчётная сетка, к узлам которой отнесены первичные пе-
ременные, представляет собой разбиение Ω на ячейки — параллелепипеды с длиной рёбер hα,
так, что hα = Lα/Nα, α = 1, 2, 3, Nα — число ячеек вдоль оси xα.

Как и ранее введём одномерные «основные» сетки ωh,α с узлами xα,m = (m− 1/2)hα,
m = 1, Nα вдоль координатных направлений Oxα и соответствующие двойственные сетки
ω∗
h,α =

{
xα,m+1/2 = mhα, m = 0, Nα

}
.

Отметим, что узлы сетки ωh,α соответствуют центрам (одномерных) ячеек и лежат строго
внутри области Ω. Узлы сетки ω∗

h,α соответствуют граням ячеек; при m = 0, Nα принадлежат
границам xα = 0 и xα = Lα области Ω.

Трёхмерные сетки, используемые для аппроксимации уравнений в Ω могут быть постро-
ены аналогично рассмотренному ранее случаю. Например, основная сетка, состоящая из цен-
тров расчётных ячеек, определена как ωh = ωh,1 × ωh,2 × ωh,3, а сетка центров граней, ортого-
нальных направлению оси Ox = Ox1 задаётся как ω∗

h,α = ω∗
h,1 × ωh,2 × ωh,3.

Заметим, что участвующие в записи разностных уравнений (21), (20) и (23) дискретные
операторы имеют область определения (шаблон), выходящий за границы области. Поэтому
будем считать, что к границе области примыкают слои фиктивных ячеек, которым сопостав-
лены индексы со значениями меньшими 1/2 или большими, чем Nα+1/2. Уравнения, которые
определяют значения решения в них, соответствуют аппроксимациям граничных условий на
границе области.

Так, например, если на границе области, ортогональной координатному направлению Oxα
для какой-либо функции u задано граничное условия типа Дирихле вида u = g, где g — задан-
ная функция, то соответствующее уравнение имеет вид (sαu)iα+1/2 = g при iα = 0 или iα = Nα.
Аналогично, для граничного условия Неймана вида −ϵ∂u/∂n = g, соответствующее дискрет-
ное уравнение имеет вид γϵiα+1/2(δαu)iα+1/2 = g, где γα = eα ·n, eα — единичный орт оси Oxα,
n — вектор единичной внешней нормали к границе области, iα = 0 или iα = Nα.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

В настоящем разделе представлены результаты моделирования с использованием описан-
ной выше модели. Рассматриваются тесты для однородной, макроскопически неоднородной
и микроскопически неоднородной среды. Основная цель моделирования — исследование ва-
риативности в развитии сценариев канала пробоя и качественное исследование возможностей
модели. В связи с этим представленные расчёты являются пространственно двумерными, а
параметры сред имеют модельные значения.

3.1. Однородная среда

В настоящем разделе рассматривается ряд постановок, демонстрирующих особенности
развития канала пробоя в однородной среде. Рассматриваются две серии расчётов. В первой
демонстрируется зависимость характера развития канала пробоя от начального распределения
повреждённого материала. Вторая серия расчётов более детально демонстрирует особенности
развития канала пробоя, в частности, характер распределения электрического заряда.

Во всех случаях задача рассматривается в пространственно двумерной постановке. Рас-
чётная область является квадратом Ω = [0, A] × [0, A] со стороной A = 100. Расчётная сетка
имеет Nx = Ny = N = 200 ячеек вдоль каждой стороны квадрата, что соответствует шагу сет-
ки h = 0.5. Параметр l, задающий радиус диффузного канала пробоя, равен 2 (то есть, 4-м ша-
гам сетки), коэффициент подвижности m = 10−3, коэффициент перед p-лапласианом β = 0.5.

На верхней и нижней границе Ω заданы постоянные значения электрического потенциа-
ла Φ+ = 80 и Φ− = 0, соответственно. На боковых границах расчётной области задавались
однородные граничные условия Неймана.

Значение фазового поля на боковых границах Ω задавалось постоянным, соответству-
ющим неповреждённой среде, ϕ = 1. На верхней и нижней границах Ω для фазового поля
задавались однородные граничные условия Неймана.

Материал, в котором происходит пробой, является однородным. Его диэлектрическая
проницаемость в неповреждённом состоянии ϵd = 4. Электропроводность неповреждённой
среды σd = 10−4, коэффициент δσ = 10−3. Соответственно электропроводность полностью
повреждённого материала σd/δσ = 0.1. Удельная энергия каналообразования Γ = 1.6928.

Шаг по времени задавался как ∆t = 10−3 ·∆tmax, где ∆tmax = 2 · h2/(Γm).
Объёмная плотность заряда в начальный момент времени ρE = 0.
Не указанные выше параметры модели, конкретно, значение параметра δϵ и начальное

распределение параметра порядка зависят от варианта расчёта и приведены ниже.
Серия расчётов 1. В описанных ниже в настоящем разделе расчётах значение пара-

метра δϵ = 10−3. Соответственно, диэлектрическая проницаемость полностью повреждённого
материала ϵd/δϵ = 4 · 103.

Распределение фазового поля соответствует полностью неповреждённой среде всюду в
расчётной области, за исключением столбика ячеек, примыкающих к верхней границе области
в её центре — в этих ячейках сетки ϕ = 0. Рассматривается три варианта длины начальной
зоны поврежденности: L1 = 5 («короткая»), L2 = 11 («средняя») и L3 = 15 («длинная»). Для
каждого варианта задания начального условия расчёт продолжался до тех пор, пока канал
пробоя не «замыкался» на нижнюю границу области.

Результаты моделирования приведены на рис. 1. Первое, что обращает на себя внимание,
это ветвление канала пробоя. Факт ветвления не задавался априорно и является следстви-
ем решения соответствующего уравнения Аллена—Кана. Вторым важным моментом является
существенно различная скорость развития канала пробоя и, как следствие, время, необходи-
мое для его достижения нижней границы области. Это можно объяснить следующим обра-
зом. Основной «движущей силой», вызывающей рост канала пробоя, является напряжённость
электрического поля в окрестности кончике канала пробоя. Обратим внимание на то, что ди-
электрическая проницаемость внутри повреждённой зоны сравнительно велика (она в 1/δϵ раз
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больше, чем диэлектрическая проницаемость неповреждённой зоны). По этой причине гради-
ент электрического потенциала вдоль канала пробоя в ∼ δϵ раз меньше, чем в его окрестности;
потенциал поля практически постоянен вдоль осевой линии канала пробоя, см. рис. 3. По этой
причине напряжённость электрического поля в окрестности кончика более длинной начальной
зоны поврежденности больше, чем в окрестности более короткой. Это вызывает более быстрый
рост более длинного канала, особенно на начальной стадии развития процесса.

Обратим также внимание, что в случае короткой начальной зоны поврежденности на-
блюдается эффект вторичного (повторного) ветвления канала пробоя. При этом после второго
ветвления развивается и «доходит» до нижней границы области лишь внешние «ветви».

Рис. 1. Результаты расчётов для начальной зоны поврежденности различной длины. Левый
столбец «короткая», средний — «средняя», правый — «длинная» для (a) t = 400, (c)

t = 2000, (e) t = 2440, (g) t = 2480; Левый столбец «короткая», правый — «средняя» для (b)
t = 3000, (d) t = 3040, (f) t = 4240, (h) t = 4280

Серия расчётов 2. В этом расчёте исследуется динамики развития канала пробоя с учё-
том перераспределения заряда. Постановка в целом сходна с рассмотренной выше за исключе-
нием того, что параметр δϵ = 0.1. Соответственно диэлектрическая проницаемость полностью
повреждённого материала ϵd/δϵ = 40.

В начальный момент времени фазовое поле равняется единице всюду, за исключением
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столбика ячеек, примыкающих к верхней границе области в её центре — в этих ячейках сет-
ки ϕ = 0. Длина начальной зоны поврежденности в рассматриваемой постановке L2 = 11.
Расчёт продолжался до тех пор, пока канал пробоя не «замыкался» на нижнюю границу об-
ласти.

Результаты моделирования приведены на рис. 2. Можно заметить, что в отличии от
предыдущей постановки (рис. 1) в текущей постановке ветвления канала пробоя не происхо-
дит. Это связано с увеличением значения δϵ, которое для предыдущей серии расчётов (рис. 1)
имело значение δϵ = 10−3, а для текущего расчёта — δϵ = 0.1. Другими словами, контраст
значений диэлектрической проницаемости для повреждённой и неповреждённой среды здесь
в 100 раз меньше, чем в предыдущей постановке. Это приводит к уменьшения максимального
значения напряжённости в окрестности кончика канала пробоя при равной длине канала.

Эволюция фазового поля приведена на рис. 2 вверху. Соответствующее распределение
электрического заряда — на том же рисунке внизу. Можно заметить, что заряд проникает
во всю повреждённую область. В основном он распределён в нижней части канала, наиболее
приближенной к нижней границе расчётной области, что соответствует общим представлени-
ям о распределении электрического заряда в помещённом в электрическое поле проводнике
(которым, с физической точки зрения, является канал пробоя). Детальный анализ результа-
тов расчётов показывает, что внутри повреждённой области, образовавшейся в ходе развития
канала пробоя, значение фазового поля близко к 0, но не достигает своего минимального зна-
чения и остаётся малой, но положительной величиной. Следовательно, в этой области элек-
трическая проводимость не достигает своего максимального значения. Поэтому проводимость
вновь образовавшейся части канала пробоя меньше, чем изначально повреждённой зоны, в ко-
торой ϕ ≡ 0. По этой причине в окрестности кончика начальной зоны поврежденности можно
наблюдать «запирание» электрического заряда. Расчёт на бо́льшие времена показывает, что
при уменьшении параметра m с течением времени этот заряд релаксирует — чем медленнее
развивается канал пробоя, тем больше времени есть у заряда, чтобы перераспределиться.

Наконец, на рис. 3 показано одномерное распределение фазового поля, диэлектрической
проницаемости, электрической проводимости и электрического потенциала вдоль оси кана-
ла пробоя. Прежде всего обратим внимание на распределение фазового поля (синяя линия
на рис. 3 слева). Видно, что внутри канала пробоя (отрезок оси Oξ от 0 и до ξ2 ≈ 70), его
значение близко к 0 (среда полностью повреждена) и равна нулю в области, соответствую-
щей начальному распределению канала пробоя (от точки 0 до точки ξ1 ≈ 10, см. рисунок).
Во вновь образовавшейся части канала пробоя (от ξ1 до ξ2) значение фазового поля немного
больше нуля (среда повреждена практически полностью, но не до конца). Это связано с тем,
что вблизи полностью повреждённого состояния, при ϕ → 0, скорость изменения фазового
поля существенно падает в силу того, что в соответствии с (9) и (10) справедливо ϵ′(ϕ) → 0 —
в результате первый член в правой части (15) сравнительно мал. Поэтому значение простран-
ственной производной ϕ в окрестности точки ξ1 имеет скачок, что приводит к соответству-
ющему скачку электропроводности и, как следствие, появлению «избыточного» заряда в ξ1
(чёрная и красная линия на рис. 3 слева). Вместе с тем в соответствии с допущениями модели,
значение диэлектрической проницаемости в канале пробоя сравнительно велико (фиолетовая
линия на рис. 3 справа), а градиент электрического поля в области канала пробоя существен-
но меньше, чем в неповреждённой части расчётной области. В пределе бесконечно большого
значения ϵbr диэлектрической проницаемости повреждённой среды, значение электрического
поля в интервале от 0 до ξ2 будет стремиться к нулю. Эти результаты прежде всего указывают
направление возможного уточнения модели: для того, чтобы избежать эффекта «запирания»
заряда в окрестности точки ξ1, необходима модификация зависимости (2).

3.2. Макроскопически неоднородная среда
В настоящем разделе приведены примеры расчётов, демонстрирующих качественное по-

ведение процесса развития канала электрического пробоя в рамках описанной математической
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Рис. 2. Эволюция канала пробоя при δϵ = 0.1 для (a) t = 400, (b) t = 4000, (c) t = 5680.
Вверху — распределение фазового поля ϕ, внизу — распределение заряда ρE

Рис. 3. Распределение полей ρ, ϕ, σ, Φ, ϵ вдоль оси симметрии образца (вариант расчёта
с δϵ = 0.1 при t = 5680 соответствует рис. 2(с). Абсцисса направлена от верхней границы

области к нижней — вдоль направления роста канала пробоя

модели без учёта динамики электрического заряда.
Физическая постановка рассматриваемой задачи имеет следующий вид. Рассматривается

двумерная область, моделирующая среду между обкладками конденсатора, к которым при-
ложена заданная разность потенциалов. Среда является неоднородной и состоит из однород-
ного материала (вмещающей среды, «матрицы»), внутри размещены включения, обладающие
различными термодинамическими свойствами: диэлектрической проницаемостью ϵd для непо-
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вреждённого состояния материала и удельной энергией каналообразования Γ.

Рис. 4. Варианты по строкам 1, 2 и 3: (a) — геометрия включений, (b) — распределение ϵd,
(c) — распределение Γ

Рассматриваются два типа материала включений, которые далее условно называются
«воздухом» и «металлом». Термодинамические свойства включений в зависимости от обра-
зующего их материала представлены в таблице.

Не приведённые в ней параметры модели заданы как δϵ = 10−3, l = 2, коэффициент
подвижности m = 10−3, коэффициент перед p-лапласианом β = 0.5.

Во всех случаях расчётная область является квадратом Ω = [0, A] × [0, A] со стороной
A = 100. Расчётная сетка имеет Nx = Ny = N = 200 ячеек вдоль каждой стороны квадрата,
что соответствует шагу сетки h = 0.5. Соответственно, параметр l, задающий радиус диффуз-
ного канала пробоя, равен 4-м шагам сетки. Временной шаг задавался как ∆t = 10−3 ·∆tmax,
где ∆tmax = 2 · h2/(Γm).

На верхней и нижней границе Ω заданы постоянные значения электрического потенциа-
ла Φ+ = 80 и Φ− = 0, соответственно. На вертикальных границах расчётной области задава-
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Параметры материалов в неоднородной среде

Материал ϵd Γ

«матрица» 3 1.6928
«металл» 3 · 101 1.6928
«воздух» 1 1.628 · 10−1

лись однородные граничные условия Неймана.
Значение фазового поля на боковых границах Ω задавалось постоянным, соответству-

ющим неповреждённой среде, ϕ = 1. На верхней и нижней границах Ω для фазового поля
задавались однородные граничные условия Неймана. Электропроводность неповреждённой
среды σd = 0, начальное распределение заряда ρE(t = 0) ≡ 0. Начальные условия для фазово-
го поля зависят от варианта расчёта и рассмотрены ниже.

Рассмотрено три варианта расчёта, которые отличаются геометрической структурой сре-
ды, то есть числом включений, способом их размещения и их размерами, см. рис. 3, строки 1,
2 и 3 соответственно.

Вариант 1. Расчёт соответствует геометрической модели среды, представленной на рис. 4
строка 1. Значения параметров материалов приведены в таблице.

Начальные условия для параметра порядка имитируют наличие в расчётной области «за-
родыша» канала пробоя, примыкающего к центру её верхней границы. Изначально повреждён-
ная зона имеет вид столбика ячеек длиной 10 шагов сетки. В этих ячейках значения фазового
поля задавалось как ϕ = 0, во всех остальных ячейках расчётной области ϕ = 1− 10−3.

Результаты моделирования в разные моменты времени приведены на рис. 5(a). Видно, что
с течением времени начинается, во-первых, развитие изначально заданного канала пробоя, и,
во-вторых, поверхностного пробоя на границе между областями, заполненными «воздухом» и
«матрицей» (отметим, что именно для этой пары из находящихся в контакте материалов ска-
чок диэлектрической проницаемости имеет наибольшее значение). Соответствующие распре-
деления электрического потенциала и параметра порядка приведены на рис. 5(a) при t = 400.

Далее, возникновение зон повреждённого материала приводит к существенному увели-
чению значения диэлектрической проницаемости в них (в рассматриваемом случае — в 1000
раз по сравнению с локальным неповреждённым значением). В результате появляются лока-
лизованные области со сравнительно большой напряжённостью электрического поля. Это, в
свою очередь, приводит к дальнейшему развитию зон повреждённого материала и образова-
нию поверхностных пробоев на границе между «матрицей» и «металлическими» включени-
ями. Одновременно с этим в среде развиваются частичные (то есть развивающиеся внутри
объёма материала, а не с его границы) пробои. Эти эффекты можно наблюдать на рис. 5(a)
при t = 600.

Наконец, развитие этих процессов приводит к «замыканию» горизонтальных границ об-
ласти связной областью, занятой повреждённой средой, см. рис. 5(a) при t = 720. С этого
момента времени можно считать, что среда между обкладками полностью деградировала, то
есть потеряла свои электроизоляционные свойства.

Вариант 2. Расчёт соответствует геометрической модели среды, представленной на
рис. 4, строка 2. Значения параметров материалов приведены в таблице. В рассматриваемом
варианте расчёта включения расположены таким же образом, как и в предыдущем — однако
всюду свойства материалов включений переставлены местами (если в предыдущем расчёте
включение было заполнено «воздухом», то теперь оно заполнено «металлом» — и наоборот).
Начальные условия для фазового поля задавались так же, как в варианте 1.

В этом случае картина развития области деградации свойств среды качественно меняется.
На начальном этапа развития процесса происходит прямолинейное развитие начальной зоны
поврежденности в матрице, см. рис. 5(b) при t = 400. В дальнейшем развитие пробоя проходит
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Рис. 5. Варианты 1 (a), 2 (b) и 3 (c). Распределение электрического потенциала (слева) и
фазового поля (справа) в моменты времени t = 400, 600, 720

по границам между «матрицей» и включениями (причём заполненными как «воздухом», так и
«металлом»), см. рис. 5(b) при t = 600 и t = 720. За счёт того, что на первых стадиях развития
канала пробоя он образуется между распределёнными в пространстве включениями, практи-
чески сразу после начала развития процесса образуется связная область повреждённой среды,
которая граничит с обеими обкладками. В результате полная деградация среды происходит
сравнительно быстро.

Вариант 3. Рассматриваемый вариант расчёта отличается от предыдущих числом и по-
ложением включений а также начальным условием для фазового поля. В отличие от предыду-
щих расчётов, «металлические» включения расположены сравнительно близко друг от друга и
образуют достаточно плотную последовательность. Соответствующее распределение свойств
показано на рис. 4, строка 3. Помимо этого, область изначально повреждённого материала
отсутствует.

Результаты расчётов приведены на рис. 5(с). Как и в предыдущем варианте расчёта, на
начальных этапах зоны поврежденности имеют вид узких каналов, соединяющих «металли-
ческие» включения. Возникновения каналов в этих местах связано прежде всего с большими
значениями напряжённости электрического поля, см. рис. 5(с) при t = 520. Далее начинают
развиваться поверхностные пробои, которые уже наблюдались в предыдущих расчётах — они
распространяются вдоль границ между «матрицей» и включениями, заполненными «возду-
хом». На поздних стадиях развития процесса наблюдается ещё один эффект — развитие кана-
лов пробоя внутри заполненных «воздухом» включений, см. рис. 5(с) при t = 840 и t = 1000.
Эти внутренние каналы пробоя развиваются одновременно с граничными, расположенными в
том же включении.

3.3. Микроскопически неоднородная среда

В настоящем разделе рассмотрен пример расчёта, в котором пробой развивается в «микро-
неоднородной» среде. Считается, что неповреждённая среда является однородной, однако на-
чальное распределение фазового поля является случайной величиной, принимающей значения
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в заданном диапазоне. При этом характерное изменение значений фазового поля происходит
на пространственном масштабе порядка шага расчётной сетки. Такая ситуация соответствует
сценарию, когда развитие пробоя моделируется начиная с заданного начального состояния,
в котором присутствуют множество частичных пробоев. Интерес представляет развитие зон
повреждаемости в пространственном масштабе всего материала, в частности, формирование
системы множественных каналов пробоя. Факт формирования такой системы каналов при
моделировании говорит о качественной корректности используемой модели (реализация тако-
го сценария вероятна с точки зрения аналогии между диффузной моделью канала пробоя и
диффузной моделью развития трещин в упругой среде).

Снова рассмотрим расчётную область Ω = [0, A] × [0, A] в виде квадрата со сторо-
ной A = 100. Диэлектрическая проницаемость для неповреждённого материала ϵd = 3, коэф-
фициент δϵ = 10−3. Соответственно, диэлектрическая проницаемость полностью повреждённо-
го материала имеет значение ϵbr = ϵd/δϵ = 3 ·103. Параметр l, задающий эффективный радиус
диффузного канала пробоя, равен 2, коэффициент подвижностиm = 10−3, коэффициент перед
p-лапласианом β = 0.5. Электропроводность неповреждённой среды σd = 0, начальное рас-
пределение заряда ρE(t = 0) ≡ 0. Значение удельной энергии каналообразования Γ = 1.6928.

Расчётная сетка имеет Nx = Ny = N = 200 ячеек вдоль каждой стороны квадрата,
что соответствует шагу сетки h = 0.5. Соответственно, для эффективного радиуса канала
имеем l = 4h. Временной шаг задавался как ∆t = 10−3 ·∆tmax, где ∆tmax = 2 · h2/(Γm).

На верхней и нижней границе Ω заданы постоянные значения электрического потенциа-
ла Φ+ = 80 и Φ− = 0, соответственно. На боковых границах расчётной области задавались
однородные граничные условия Неймана.

Значение фазового поля на боковых границах Ω задавалось постоянным, соответству-
ющим неповреждённой среде, ϕ = 1. На верхней и нижней границах Ω для фазового поля
задавались однородные граничные условия Неймана.

В начальный момент времени значение фазового поля в расчётной ячейке является слу-
чайной величиной, равномерно распределённой на отрезке от 0.5 до 1. Таким образом, среднее
по области значение фазового поля в ячейке равняется 0.75.

Результаты расчётов в разные моменты времени приведён на рис. 6. Расчёт проводился
до того момента времени, когда образующаяся система каналов пробоя становится связной,
соединяющей верхнюю и нижнюю границы расчётной области (этот момент времени оцени-
вался визуально). Начиная с этого момент времени можно считать, что среда в целом теряет
свои изоляционные свойства.

В верхнем ряду рисунков приведено распределение фазового поля в последовательные мо-
менты времени. Отчётливо видно постепенное образование системы каналов, ориентированных
вдоль вертикального направления. Отметим, что каналы образуются во всём объёме области
одновременно. Более отчётливо процесс формирования системы каналов иллюстрирует следу-
ющая серия рис. 6(a)–6(d), где маркерами показаны положения 7000 ячеек с минимальными на
данный момент времени значениями фазового поля ϕ (соответствующие диапазоны значений
фазового поля приведены в подписях).

На рис. 6(e)–6(h) приведены гистограммы распределения значений фазового поля в ячей-
ках сетки; высота столбика гистограммы равна числу ячеек сетки расчётной области, значения
в которых попадают в заданный диапазон. Равномерное распределение начального значения
фазового поля явно отражено на рис. 6(e): столбики на гистограмме имеют примерно одина-
ковую высоту, значения фазового поля находятся в интервале от 0.5 до 1, что соответствует
заданным характеристикам начального распределения. По мере развития процесса пробоя ха-
рактер распределения значений фазового поля существенно меняется. Во-первых, начинают
появляться ячейки, значения фазового поля в которых становится меньше 0.5 и монотонно
убывают. Этим ячейкам соответствует самый левый столбик на гистограммах. Во вторых,
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Рис. 6. Развитие пробоя из случайного начального распределения фазового поля в моменты
времени t = 0, 80, 120, 160 по столбцам для (a) ϕ ∈ [0.5, 0.6], (b) ϕ ∈ [0, 0.65], (c) ϕ ∈ [0, 0.6],
(d) ϕ ∈ [0, 0.05], (i) ϕ ∈ [0.5, 0.55], (j) ϕ ∈ [0, 0.1], (k) ϕ ∈ [0, 0.1], (l) ϕ ∈ [0, 0.1]. Маркеры на

рис. 6(j) и 6(k) увеличены

по мере развития процесса, самый левый столбик распределения, соответствующий значени-
ям ϕ ∼ 0, становится все выше, что означает увеличение количества полностью повреждённых
ячеек. Одновременно с этим, количество ячеек, в которых среда полностью не повреждена,
уменьшается. Пик распределения в ходе процесса монотонно смещается справа налево, в об-
ласть ϕ = 0. Появление отчётливого максимума распределения в окрестности ϕ = 0 соответ-
ствует моменту времени, когда наличие системы каналов начинает явно различаться в верхнем
ряду рисунков (и, аналогично, серии рис. 6(e)–6(h) и 6(i)–6(l)). На серии рис. 6(i)–6(l) марке-
рами показаны ячейки сетки, которые соответствуют самому левому столбику гистограммы
в соответствующий момент времени. Маркеры на этих рисунках относятся непосредственно к
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той части области, которую можно считать каналом пробоя, то есть полностью (или, в ранние
моменты времени — максимально) повреждённой среде.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе представлены результаты численного исследования математической
модели типа диффузной границы для развития канала электрического пробоя. В соответствии
с общими идеями моделей этого типа, канал пробоя определяется как зона повреждённой сре-
ды, эволюция которой описывается с помощью заданной в пространстве гладкой функции —
фазового поля (или, что в рассматриваемом случае одно и то же, параметра порядка). Свой-
ства среды зависят от степени её поврежденности. В свою очередь поврежденность увеличива-
ется в тех областях пространства, где значения напряжённости электрического поля сравни-
тельно велики. Модель включает в себя группу уравнений Максвелла в квази(электро)стаци-
онарном приближении, уравнение баланса электрического заряда и уравнение Аллена-Кана,
непосредственно описывающего эволюцию фазового поля.

Рассмотренная математическая модель является сильно связанной системой нелинейных
дифференциальных уравнений в частных производных. Развитие канала пробоя обуславлива-
ется сложным процессом взаимодействия электрического поля, динамики электрического за-
ряда в условиях изменяющихся, по мере развития канала пробоя, электрофизических свойств
среды.

Результаты моделирования показывают, что модель развития канала электрического про-
боя рассмотренного типа позволяет качественно воспроизводить известный характер развития
каналов пробоя (зон повреждаемости), описанный в современной литературе по физике про-
боя: традиционный нитевидный пробой, внутренний пробой в матрице и включениях неодно-
родной среды, поверхностный пробой на границах включений и в окрестности границ расчёт-
ной области. В неоднородной среде развитие канала пробоя носит комплексный характер — в
приведённых примерах одновременно присутствуют различные виды пробоя, развивающиеся
параллельно или последовательно во времени.

Один из основных выводов, который можно сделать из представленных результатов рас-
чётов заключается в том, что в случае неоднородной среды основной сценарий образования
канала пробоя — это не его монотонное развитие от границ области вдоль направления элек-
трического поля, — а слияние каналов множественных внутренних пробоев, образование ко-
торых начинается одновременно. Такой сценарий принципиально не реализуем в однородной
среде, в которой канал развивается планомерно, стартуя от мест расположения локальных зон
большой напряжённости электрического поля. В силу этого анализ развития канала пробоя да-
же в микронеоднородной среде, которая по формальным признакам допускает введение полей
усреднённых, гомогенизированных, электрофизических свойств, принципиально невозможен
без прямого разрешения микроструктуры среды.
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В работе рассмотрена модель распределения тока в образце вольфрама и испаряемом
веществе при нагреве поверхности электронным пучком. Модель основана на решении
уравнений электродинамики и двухфазной задачи Стефана для расчёта температуры в
области образца в цилиндрической системе координат. Использовано модельное распре-
деление температуры в тонком слое испаряемого вольфрама, повторяющее температуру
поверхности. Термотоки получены с использованием приближенных зависимостей от тем-
пературы электрического сопротивления и термоэдс вольфрама и его паров. Параметры
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ВВЕДЕНИЕ

Движение расплава является одним из самых разрушительных последствий развития
неустойчивостей на современных термоядерных установках для изучения плазмы. При оплав-
лении и дальнейшем разогреве материала стенок, лимитеров или дивертора они начинают
испаряться. Место контакта расплава и испарённого газа приводит в движение расплав под
действием термоэлектрических эффектов из-за большого магнитного поля, необходимого для
удержания плазмы. Представленная в работе математическая модель поможет детально разо-
браться в механизмах развития термотоков и позволит разработать методы их подавления.

Натурный эксперимент на экспериментальном стенде Beam of Electrons for materials Test
Applications (BETA), созданного в ИЯФ СО РАН [1] постоянно сопровождается численным [2].
Работа посвящена расчёту тока в образце, который рассматривается как возможный источ-
ник вращения вещества, который наблюдается в эксперименте. Неоднородность температуры
в расплаве приводит к возникновению течения тока. Ещё большее влияние на возникновение
тока оказывает разность электрического сопротивления и термоэдс в металле и его парах. В
областях с перепадами параметров материала возникает электродвижущая сила. Важно, что
в газе и в расплаве электродвижущая сила отличается. Поэтому возникает ненулевое уско-
ряющее напряжение на замкнутом контуре через газ и расплав, которое порождает ток по
этому контуру. Величина удельного сопротивления нелинейно зависит от температуры. Воз-
можно дать оценки, в каких областях газа и расплава будет хорошая проводимость и высокое
напряжение. Но без использования математического моделирования сложно предсказать, в
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каких областях может наблюдаться наибольший ток. Ток взаимодействуя с магнитным полем
приводит к движению вещества в целом.

Модель нагрева вольфрама основана на решении в области образца уравнений электро-
динамики и двухфазной задачи Стефана для температуры [3]. На настоящем этапе рассмат-
ривается случай, когда уравнения на поля и токи выписаны для образца вольфрама в ци-
линдрической системе координат с учётом электродвижущих сил, возникающих в газе над
образцом. Предполагается, что характерное время изменения велико по сравнению с време-
нем установления равновесия уравнений электродинамики на масштабе задачи. В [4] проведён
анализ модели в упрощённой постановке при постоянных значениях электрического сопротив-
ления и термоэдс в газе и металле. Результаты проведённого моделирования показывают, что
выбор приближения параметров материала оказывают большое влияние на решение. В зави-
симости от профиля температуры на поверхности получены различные решения на границе
сред. Показано, что с ростом термоэдс металла амплитуда тока будет прямо пропорционально
возрастать, с ростом электрического сопротивления металла ток будет убывать.

Для определения удельного сопротивления в образце проводится расчёт распределения
температуры на основе решения задачи Стефана [5]. Условие на границе свободный расплав -
твёрдое тело состоит в непрерывности температуры и разрывности теплового потока за счёт
поглощения или выделения известного количества тепла. В [6] показано, что подробность учёта
коэффициентов задачи Стефана оказывает большое влияние на результаты решения уравне-
ния электродинамики. В случае решения полной задачи Стефана ток неравномерно распреде-
лён по области, высокие значения сконцентрированы вне области расплава. Это обусловлено
тем, что источником тока является не температура сама по себе, а перепад температур, как
и в случае термопары, которая не будет источником энергии при однородном нагреве всей
системы. При этом ток замыкается локально, так как в этой задаче работает принцип су-
перпозиции: от каждого участка поверхности ток возникает свой и спадает степенным обра-
зом. Поэтому детали нагрева сильно влияют на картину растекания тока. Для определения
удельного сопротивления в испаряемом веществе на следующем этапе моделирования будет
использоваться приближенное распределение температуры, полученное из расчётов системы
уравнений газовой динамики [7–9].

Эффект возникновения электродвижущей силы при импульсном нагреве материалов хо-
рошо известен и исследован многими авторами. Наиболее близки к рассматриваемой работе
математические модели лазерной сварки, проводимые последние 15 лет. В работе Уханьских
исследователей [10] представлена новая динамическая модель термоэлектрических явлений
при сварке волоконным лазером нержавеющей стали. Эта модель включает сложные физи-
ческие эффекты тепловых, электромагнитных, жидкостных и фазовых превращений, проис-
ходящих в зоне миллиметровой лазерной абляции, что позволило получить характеристики
магнитного поля, силу Лоренца и динамику сварочной ванны. В работе [11] показано, что за
счёт возникновения термотоков применение внешнего статического магнитного поля к сварке
лазерным лучом может привести к изменению геометрии сварного шва. В работе показано, что
ток может возникать из-за градиента термоэлектрической мощности и численно исследованы
характеристики распределения тока от свойств материала на примере железа и алюминия.
Эти зарубежные исследования проводятся в предположении существования термотоков, опре-
деляемых с помощью оценок. Существенное отличие нашего подхода состоит в определении
термотоков на основе расчёта температур.

Расчёты токов проводятся и применительно к термоядерным исследованиям. В работе [12]
представлены результаты расчётов, полученных конечно-разностным методом в новом модуле
кода MEMOS-3D, для описания объёмной силы Лоренца, которая управляет макроскопиче-
ским движением слоя расплава в нестационарных экспериментах по плавлению вольфрама
на токамаке. Модель основана на магнитостатическом пределе резистивного термоэлектри-
ческого магнитогидродинамического описания жидкого металла. Предложенный подход [12]
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показал другую морфологию эрозионной поверхности по сравнению с ранее применявшимся
упрощённым подходом. Тем не менее, в этих исследованиях расчёт термотоков производится
без учёта газовой фазы вещества. В работе [13] получено теоретическое выражение для тока,
ограниченного пространственным зарядом, от прилегающих к плазме твёрдых поверхностей.
Эта новая формула оценивается с помощью математического моделирования с использованием
метода Particle in Cell (PIC) в одномерной постановке. Используемая в [13] модель рассмат-
ривает возникновение тока в пространстве между твёрдыми пластинами, которое не занято
плотным веществом.

Расчёт проведён для анализа и планирования натурных экспериментов с целью определе-
ния влияния сил Ампера на динамику вещества. Дальнейшее развитие модели предполагает
уточнение расчёта удельной электропроводности газа и термоэдс, в том числе включение учёта
зависимости этих параметров от плотности газа. Уникальные условия рассматриваемых экспе-
риментов не позволяют использовать существующие известные пакеты программ. Результаты
расчётов итоговой модели будут использоваться для сравнения с экспериментальными данны-
ми, полученными на стенде ВЕТА в ИЯФ СО РАН.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В экспериментах на установке BETA образцы прокатанного вольфрама подвергались воз-
действию осесимметричного электронного пучка [3]. Электроны с энергией 80÷ 90 кэВ нагре-
вают материал в слое, который является тонким по сравнению с характерной глубиной нагрева
материала. Тепло, поглощённое поверхностью, распространяется в материал. Образец имеет
размеры 25 мм × 25 мм и типичную толщину 4 мм. Поскольку за такое короткое время обра-
зец нагревается на глубину нескольких сотен микрон, область моделирования представляла
собой поперечное сечение образца (толщина образца 3 мм) и тонкого слоя паров (толщина слоя
3 мм): область 12 мм × 6 мм (см. рис. 1). Численная модель распределения тока пучка в на-
греваемом образце и в парах вольфрама сводится к совместному решению системы уравнений
Максвелла и задачи Стефана.

Рис. 1. Схема эксперимента: 1 — 3 мм, 2 — 25 мм, 3 — 25 мм. Не изображённый на схеме
электронный пучок греет сверху. Распределение температуры схематично изображено

цветом. На вставке в разрезе красным показаны замкнутые линии тока
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Температура в образце рассчитывается, как результат решения двухфазной задачи Сте-
фана с учётом испарения [6]. На границе фаз нормальная производная температуры терпит
разрыв с известной энтальпией фазового перехода. Более того, фазовые переходы, присущие
рассматриваемой задаче, включены в коэффициенты уравнения для температуры. Плотность,
теплопроводность, удельная теплоёмкость вычисляются как зависимости от температуры ма-
териала. Эти функции имеют разрывы или теряют плавность при температуре плавления Tm.

Для расчётов использованы известные данные о градиенте температуры испаряющего-
ся вольфрама над поверхностью [7]. Расчёты проведены в предположении, что температура
газа не изменяется при рассмотрении 3 мм газа над поверхностью. При этом полученная в
результате решения задачи Стефана зависимость температуры от радиуса сохраняется, что
согласуется с уже существующими данными. Таким образом, температура газа Tgas равна тем-
пературе поверхности T |γ пластинки: Tgas(r, z) = T (r)|γ . Существующие наработки позволяют
вычислить температуру и плотность газа из системы уравнений газовой динамики, что будет
использовано в дальнейшем при расширении модели.

1.1. Определение удельного сопротивления

Полученное распределение температуры позволяет рассчитать удельное сопротивление в
образце [3] и в газе. Если удельное сопротивление ρe в образце задаётся в виде эксперименталь-
но полученной зависимости от температуры (см. рис. 1 и 2(a)), то удельное сопротивление в
газе необходимо вычислить. Рассмотрим случай зависимости удельного сопротивления ρe толь-
ко от температуры газа [14]. В упрощённом виде выражение для удельного сопротивления в
газе может быть определено как величина обратно пропорциональная степени ионизации α:

ρgase =
1

Aα
, A =

104

Ом · мм
.

Рис. 2. График зависимости от температуры электрического сопротивления в образце (a) и
в газе (b)

Причём удельную проводимость в газе достаточно определить при температуре выше
температуры плавления. При температуре ниже температуры плавления длина свободного
пробега электрона в насыщенных парах становится сравнима с размером облучаемой области.
Это приводит к тому, что во внешних слоях плазменного облака движение электронов бес-
столкновительное и может быть учтено только с использованием кинетических моделей. При
рассматриваемых значениях магнитных полей бесстолкновительные электроны будут замаг-
ничены, что приведёт к тому, что токи поперек магнитного поля будут сильно им подавляться.
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Рис. 3. График зависимости от температуры степени ионизации (a) и произведение длины
волны Де Бройля и плотности насыщенных паров (b)

Степень ионизации (рис. 3(a)) определяется как положительный корень уравнения Саха

α2

1− α
=

2

naλ3
d

exp

(
−It
T

)
, (1)

где λd — длина волны Де Бройля, It = 92604 — энергия ионизации вольфрама. Концентрации
атомов (рис. 3(b)) на этом этапе моделирования определяется как плотность насыщенных
паров

na =
1

kT
exp

(
26.191− L

T

)
, (2)

где k = 1.3 · 10−23 Дж К−1 — константа Больцмана, L = 83971 К — теплота кипения. Зависи-
мость степени ионизации от температуры (рис. 3(a)) получена в результате решения уравне-
ния (1) при различных значениях температуры с учётом зависимости от температуры произ-
ведения длины волны Де Бройля и плотности насыщенных паров (2) (рис. 3(b)).

Для удобства вычислений зависимость удельного сопротивления от температуры может
быть интерполирована полиномом. В образце (рис. 2(a))

ρmet
e (T (t, r, z)) =


−0.97 · 10-2 + 1.93 · 10-5T + 7.83 · 10-8T 2−

−1.85 · 10-11T 3 + 2.08 · 10-14T 4,
T0 ⩽ T < Tm,

1.35− 1.86 · 10-5(T − Tm) + 4.42 · 10-8(T − Tm)2, Tm ⩽ T

(3)

и в газе

ρgase (T (t, r, z)) = 0.448− 3.223 · 10-4T + 1.034 · 10-7T 2 − 1.638 · 10-11T 3 (4)

+1.302 · 10-15T 4 − 4.133 · 10-20T 5, Tm ⩽ T.

1.2. Определение термоэдс

При расчёте токов без учёта испаряющегося газа граничные условия являлись опреде-
ляющей характеристикой для определения токов. В новой постановке решение определяет-
ся правой частью уравнения, так как рассматриваемая область содержит источники тока за
счёт учёта термоэмиссии. Однородные граничные условия Дирихле для тока в образце и газе
над образцом упрощают проведение численных расчётов. Безусловно, такой выбор граничных
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условий является не точным. Но точность такого приближения можно повысить, увеличивая
расчётную область. Это не противоречит постановке задачи, так как в моделируемом экспе-
рименте образец закреплён в установке большого внутреннего диметра (100 мм), заполненной
техническим вакуумом. Постановка задачи позволяет не определять ток на границе испаряе-
мого газа. На первый план выходит расчёт термоэмиссии.

В металле термоэдс S известен только при небольших температурах. В расчётах использо-
вана зависимость S(T ) (см. рис. 4(a)), построенная по данным [15]. При высоких температурах
использовано значение термоэдс при T s = 1350 K. Известные зависимости термоэдс от тем-
пературы для других металлов показывают, что функция термоэдс возрастающая и имеет
скачок в момент плавления [16]:

Smet(T (t, r, )) =

{
−1.5 · 10-3 + 6.2 · 10-6T − 2.6 · 10-9T 2, T0 ⩽ T < T s,

2.1 · 10-3, T s ⩽ T.
(5)

В парах вольфрама термоэдс можно выразить через оценку [14] коэффициента Зеебека:

Sgas = As ln
(
αλ3

dna/2
)
, As = 1/11604 В/К = 8.62 · 10-5 В/К.

Аналогично удельной проводимости зависимость термоэдс от температуры может быть интер-
полирована при температуре выше температуры плавления:

Sgas(T (t, r, z)) = 4.43 · 10-3 − 1.04 · 10-6T + 1.014 · 10-10T 2 − 3.57 · 10-15T 3, Tm ⩽ T. (6)

Рис. 4. График зависимости термоэдс от температуры в металле (a) и в газе (b)

1.3. Определение термотоков

Процесс распространения тока можно считать стационарным, так как характерное вре-
мя изменения велико по сравнению с временем установления равновесия уравнений электро-
динамики на масштабе задачи [17]. Учёт процесса испарения гарантирует ограничение роста
температуры в образце, что соответствует экспериментальным данным [2]. Система уравнений
Максвелла для расчета тока в образце модифицирована для станционного случая в цилиндри-
ческой системе координат:

∇× B⃗ =
4π

c
j⃗, ∇× B⃗ = 0, ∇ · B⃗ = 0, ∇ · j⃗ = 0,

где B⃗ — векторное магнитное поле, E⃗ — векторное электрическое поле, j⃗ — векторное поле
плотности тока.
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Замкнуть систему уравнений можно при помощи материального уравнения, в нашем слу-
чае обобщения закона Ома:

ρej⃗ =
(
E⃗ − S∇T −∇µ

e

)
, (7)

где µ — химический потенциал электронов, e — заряд электрона.
Запишем систему уравнений в цилиндрических координатах (r, φ, z) и введём векторный

потенциал тока F = (Fr, Fφ, Fz) такой, что j = ∇× F⃗ .
Заметим, что производные по углу φ будут равны нулю в силу симметрии задачи отно-

сительно поворота [18, 19]. Выразим ток через векторный потенциал тока, учитывая нулевую
производную по углу. Так как отсутствует вихревое электрическое поле, то ток течёт только
по осевому и радиальному направлениям, и Eφ = 0. Отсюда следует, что jφ = 0:

j⃗ =

jr
jφ
jz

 =

 1
r
∂Fz
∂φ − ∂Fφ

∂z
∂Fr
∂z − ∂Fz

∂r
1
r
∂rFφ

∂r − 1
r
∂Fr
∂φ

 =

−∂Fφ

∂z
0

1
r
∂rFφ

∂r

 .

Таким образом, для описания тока достаточно только одной функции Fφ, описывающей «за-
вихрённость» тока. С учётом нулевой производной по углу φ и отсутствия вихревого электри-
ческого поля Eφ = 0 из обобщённого закона Ома (7) может быть получено уравнение на Fφ.
Для этого применим ротор к уравнению (7) и учтём уравнение максвелла ∇× E⃗ = 0:

∇× ρej⃗ = ∇×
(
E⃗ − S∇T −∇µ

e

)
= ∇× (−S∇T ) = −∇S ×∇T.

В силу потенциальности электрического поля и химического потенциала выражение силь-
но упрощается. Аналогично ранее рассмотренному случаю для термотоков в образце [3] для
функции Fφ (7) получено

∂2Fφ

∂r2
+

∂2Fφ

∂z2
+

∂Fφ

∂r

(
1

ρe

∂ρe
∂r

+
1

r

)
+

∂Fφ

∂z

1

ρe

∂ρe
∂z

+ Fφ

(
1

rρe

∂ρe
∂r

+
1

r2

)
=

=
1

ρe

(
∂S

∂r

∂T

∂z
− ∂S

∂z

∂T

∂r

)
.

После введения полного тока I(r, z) = 2πrFφ уравнение принимает вид

∂2I

∂r2
+

∂2I

∂z2
+

∂I

∂r

∂ ln (ρe/r)

∂r
+

∂I

∂z

∂ ln (ρe/r)

∂z
=

2πr

ρe

(
∂S

∂r

∂T

∂z
− ∂S

∂z

∂T

∂r

)
. (8)

Обозначив Φ = ln(ρe/r), для ∇ — оператора дифференцирования в ортогональной системе
координат (r, z) можно записать задачу в виде

ρe∇2I + ρe∇I∇Φ = 2πr∇S∇T, 0 < r < rmax, 0 < z < zmax, 0 < t,

Φ = ln (ρe/r) ,

I|t=0 = 0, I|r=0 = 0, I(r, 0) = 0,

∂I

∂n

∣∣∣∣
r=rmax

= 0,
∂I

∂n

∣∣∣∣
z=zmax

= 0.

(9)

При расчёте токов без учёта испаряющегося газа [3] граничные условия являлись опре-
деляющей характеристикой для определения токов. В начально-краевой задаче (9) решение
определяется правой частью уравнения, так как рассматриваемая область содержит источ-
ники тока за счёт учёта термоэмиссии. Однородные граничные условия Дирихле для тока в
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образце и газе над образцом упрощают проведение численных расчётов. Безусловно, такой
выбор граничных условий является не точным. Но точность такого приближения можно по-
высить, увеличивая расчётную область. Это не противоречит постановке задачи, так как в
моделируемом эксперименте образец закреплён в установке большого внутреннего диметра
(10 см), заполненной техническим вакуумом. Постановка задачи (9) позволяет не определять
ток на границе испаряемого газа. На первый план выходит расчёт термоэмиссии. Характерные
значения параметров приведены в таблице.

Использованные для обезразмеривания размерные параметры, их
значения и размерности

Параметр Значение Размерность
r0 1 мм
t0 102 мкс
λ0 10-1 Вт/мм·К
ρ0 10-5 кг/мм3

c0 108 Вт · мкс/кг · К
T0 103 К
W0 103 Вт/мм2

I0 103 А
j0 103 А/мм2

S0 10-2 В/К
ρe0 10-2 Ом · мм

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Задача только в области образца была решена ранее [3]. Решить задачу только в области
паров в настоящее время невозможно, так как постановка граничных условия для термотоков в
газе над поверхностью металла вызывает большие трудности. В рассматриваемой постановке
проблема постановки граничных условий снята, но возникает ряд сложностей. Амплитуду
тока нельзя определить точно для непрерывной задачи с любой степенью упрощения, так как
производные в точке разрыва принимают бесконечное значение. Без регуляризации нельзя
приступать к численному решению задачи, так как можно получить решение, зависящее от
шага h расчётной сетки.

Для использования схем сплошного счета учёт условий на границе между материалом
пластинки и парами необходимо преобразовать уравнение (8). В слагаемом ∂I

∂z
∂ ln(ρe/r)

∂z оба
множителя терпят разрыв на поверхности образца. Производная тока по нормали к поверх-
ности меняет знак, так как на границе металл—газ токи имеют максимум. При этом решение
уравнения (8) имеет положительные вторые производные всюду вне поверхности образца. Про-
изводная по нормали к поверхности удельной проводимости – это производная от разрывной
функции, так как удельная проводимость металла на два порядка выше проводимости газа,
не зависимо от способа ее определения. Аналогично, слагаемое ∂S

∂z
∂T
∂r в правой части урав-

нения (8) содержит производную от разрывной функции термоэдс. Производные по z от раз-
рывных функций вычисляются с использованием дельта-функции Дирака. Предложенная [20]
замена производной в точке разрыва на непрерывную функцию δ(z−z0), умноженную на чис-
ло, равное скачку термоэдс на промежутке [z0 − 2h, z0 + 2h] адаптирована к рассматриваемой
задаче. После регуляризации правой части уравнение (8) принимает вид

∂2I

∂r2
+

∂2I

∂z2
+

∂I

∂r

∂ ln (ρe/r)

∂r
+

∂I

∂z

∂ ln (ρe/r)

∂z
=

=
2πr

ρe

(
∂S

∂r

∂T

∂z
− ∂T

∂r

{
∂S

∂z

∣∣∣∣
z ̸=z0

+ δ(z − z0)[S]z=z0

})
.
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Так как производная ∂I
∂z терпит разрыв в точке максимума (при фиксированном r) функ-

ции I на границе раздела сред, слагаемое ∂I
∂z

∂ ln(ρe/r)
∂z требует сглаживания ∂ ln(ρe/r)

∂z . В резуль-
тате получаем уравнение, дающее адекватное решение на границе раздела сред:

∂2I

∂r2
+

∂2I

∂z2
+

∂I

∂r

∂ ln (ρe/r)

∂r
+

∂I

∂z

{
∂ ln (ρe/r)

∂z

∣∣∣∣
z ̸=z0

+
∂P (ρe/r)

∂z

∣∣∣∣
z=z0

}
=

=
2πr

ρe

(
∂S

∂r

∂T

∂z
− ∂T

∂r

{
∂S

∂z

∣∣∣∣
z ̸=z0

+ δ(z − z0)[S]z=z0

})
,

где P (r, z) = ln(ρmet
e /r)

1−exp((z−z0)/ε)
+ ln(ρgase /r) — сигмоида с ε = 0.05 мм.

Увеличим расчетную область в два раза по осевому направлению. Зададим на сетке с
узлами ri = ih c i = 1, . . . , Nr и zk = kh c k = 1, . . . , 2Nz сеточные функции Tik = T (ri, zk),
Inik = I(ri, zk)

n. На этом этапе решается стационарная задача, используется значение Tik = Tn
ik

на заданном шаге по времени, на котором достигаются достаточно высокие значения темпе-
ратуры. Причем в расчетной области, соответствующей образцу, задается температура, полу-
ченная из решения уравнения теплопроводности. В области, соответствующей парам, задается
радиальное распределение температуры на поверхности: Tik = T (ri, hNz) для i = 1, · · ·Nr,
k = Nz, · · · 2Nz Пусть сеточные функции, лежащие на прямой z = z0, имеют индексы
(i,Nz + 1/2). Тогда конечно-разностная схема для системы уравнений (9) с учётом измене-
ния (2) имеет вид

Φi,k = ln (ρe(Ti, k)k/ri) , i = 1, · · · , Nr k = 1, · · · , 2Nz

ari,k =
1

4

(
ln(ρe/r)

n
i+1,k − ln(ρe/r)

n
i−1,k

)
,

azi,k =
1

4

(
ln(ρe/r)

n
i,k+1 − ln(ρe/r)

n+1
i,k−1

)
k<k0−l,k>k0+l

+

+
1

4

(
P3(ρe/r)

n
i,k+1 − P3(ρe/r)

n+1
i,k−1

)
k0−l⩽k⩽k0+l

,

Fn
i,k =

1

4

2πri
ρe(Ti,k)

(S(Ti+1,k)− S(Ti−1,k)) · (Ti,k+1 − Ti,k−1)−

−(Ti+1,k − Ti−1,k) (S(Ti,k+1)− S(Ti,k−1))k<k0−2,k>k0+2−

−h(Ti+1,k − Ti−1,k)

(
1 + cos

(
π
k − k0

2

))
(S(Ti,k0+1)− S(Ti,k0))k0−2⩽k⩽k0+2 ,

In+1
i,k = (1− ω)Ini,k +

ω

4
·

·
[
In+1
i−1,k(1− ari,k) + In+1

i,k−1(1− azi,k)I
n
i+1,k(1 + ari,k) + Ini,k+1(1 + azi,k)− Fn

i,k

]
,

i = 2, . . . , Nr − 1, k = 2, . . . , 2Nz − 1,

Ii,1 = I1,k = 0, Ii,2Nz = Ii,2Nz−1, INr,k = INr−1,k.

(10)

Решение уравнения (8) методом верхней релаксации [21] на каждом шаге по времени позво-
ляет построить экономичный алгоритм при параметре релаксации ω = 2 − o(h) [22]. Наряду
с другими преимуществами, метод верхней релаксации интересен удобством использования
в цилиндрических координатах. Принцип выражения искомого элемента через соседние по
схеме точек вида «крест» универсально и не зависит от выбора системы координат. Можно
заметить, что задача (10) и алгоритм решения содержит деление на радиус только в аргумен-
те функции логарифма в расчете коэффициента Φi,k. Так как функция логарифма при росте
аргумента возрастает довольно медленно, то деление на величины порядка h/2 при расчетах
в окрестности оси симметрии не приводит к возникновению особенностей решения.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЁТОВ

Рассмотрим распределение температуры в расчетной области, полученное в результате
решения задачи Стефана в образце [2] и равное значениям на поверхности при z = z0 над об-
разцом. На рис. 5(c) показано, что температура ниже координаты z0 быстро падает с глубиной,
так как образец за время импульсного нагрева прогревается в глубину на доли миллиметра.
Выше поверхности температура высокая, не изменяется по z, убывает от центра области к
краям пластинки. Температура поверхности, а значит и газа, почти не изменяется в центре
области за счёт близости фронта плавления, который забирает тепло. При высоких температу-
рах подобный эффект даст охлаждение испарением на поверхности. Именно в центре области
возникает расплав. Первый расчет проведен при постоянных электрическом сопротивлении и
термоэдс. В качестве значений выбраны близкие к данным для температуры 4000 К

ρmet
e = 1.3 · 10-4, Smet = 2.1 · 10-5, ρgase = 1.9 · 10-3, Sgas = 1.5 · 10-3.

На основе распределения температуры в расчетной области рассчитаны электрическое
сопротивление и термоэдс в каждом узле сетки. Второй расчет проведен при полученных
по формулам (3), (4), (5), (6) коэффициентах, зависящих от температуры. На нагреваемой
поверхности пластинки термоток достигает максимальных значений, что обусловлено вкладом
правой части уравнения (8). Расчет показал, что на границе металл—газ профиль термотока
(рис. 5(d)) сильно зависит от способа учета коэффициентов модели. Обозначим термоток,
полученный в результате расчетов с постоянными коэффициентами.

Графики рис. 5(d) согласуются с градиентом температуры на поверхности. На рис. 5
представлен расчет в расширенной по радиусу расчетной области. Распределения на рис. 5(a)
показывают, что при больших радиусах, где нагрев не происходит, термотоков не возника-
ет. Детальное рассмотрение показывает, что области слабого и сильного роста тока, а также
область его убывания, полностью соответствует областям графика температуры с разными
углами наклона (рис. 5(b)).

В области нагрева температура достигает режима насыщения и соответствущий термо-
ток не высокий, так как слабо влияние термоэдс за счет небольшого градиента температуры.
Сильный рост тока (область выделена прямоугольником на рис. 5(b)) возникает при высо-
ком градиенте температуры. Дальнейшее убывание тока объясняется небольшим градиентом
температуры и падением влияния сопротивления при больших радиусах.

Тем не менее, результаты показали, что требуется уточнение постановки задачи. В моде-
ли не было учтено магнитное поле, так как его влияние в металле и плотных парах (в центре
области нагрева) не значительно. Именно в этих областях возникают термотоки, приводящие
к экспериментально наблюдаемым явлениям. Но за счет такого упрощения модели токи рас-
пространяются за границу области пара над расплавом. В центре области, где температура
максимальна, токи невелики и не могут спровоцировать наблюдаемое вращение вещества. При
введении в задачу учета магнитного поля сопротивление будет расти начиная с определенного
радиуса и максимальные значения термотоков переместятся в область расплава.

Изолинии термотоков замкнуты, термотоки распространяются лучше в металле, среде
с большей проводимостью, чем газ, что согласуется с теорией (рис. 6). При этом картина
изолиний термотоков почти симметрична относительно границы металл—газ. Расчеты с уче-
том зависимости электрического сопротивления и термоэдс от температуры металла и газа
(рис. 6(b)) дают более симметричную картину изолиний.

Можно предположить, что термоэдс и проводимость металла и паров при высоких тем-
пературах отличаются от рассматриваемых нами значений, но данных о свойствах вещества
при высоких температурах мало. Расчеты показывают [4], что с ростом термоэдс и падением
проводимости металла амплитуда тока будет убывать. Наиболее важным является уточнение
значений проводимости пара, который обратно пропорционально влияет на амплитуду тока.
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Рис. 5. Графики распределения температуры (a) и результаты расчета термотока на
границе раздела сред (b) с постоянными (сплошная линия) и переменными (тире)

коэффициентами электрического сопротивления и термоэдс, для увеличенной области
моделирования: температура, ток при постоянных и переменных коэффициентах (c),

температура и термоток на границе раздела сред (d)

Таким образом, расчеты показывают, что токи распространяются заметно дальше ожидаемой
области и поэтому стоит предполагать, что влияние магнитного поля существенно. Важны
также особенности температуры, для повышения точности желательно уточнение электриче-
ского сопротивления и термоэдс в газе и металле. Внесение изменений в уравнение (8) приведет
к появлению новых слагаемых, которые нарушат симметричность матрицы коэффициентов
системы разностных уравнений. Следовательно, новая постановка потребует выбрать новый
метод решения.

Дальнейшее развитие модели предполагает расчет удельной электропроводности и термо-
эдс через интеграл по энергии электронов. Уточнение модели предполагает учет зависимости
параметров возникновения термотоков не только от температуры, но и от плотности веще-
ства над поверхностью. В работе [14] предложена теоретическая модель слабоионизованной
плазмы испарённого вольфрама, которая может объяснить возникновение тока на неравно-
мерно нагретой границе газа и расплава. Для создания модели слабой ионизации потребуется
введение в модель газодинамического блока. Развитие трехфазной математической модели
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Рис. 6. Распределение радиальной компоненты тока на поперечном срезе пластинки и
области над ней для постоянных (a) и переменных (b) электрического сопротивления и

термоэдс

металл—расплав—газ возможно на различных структурных уровнях [23]. Влияние силы ампе-
ра на возникающие токи с учетом внешнего магнитного поле позволит качественно объяснить
наблюдавшееся вращение расплава на установке BETA. Соответствующая математическая мо-
дель должна отражать динамику частично ионизированного газа с мгновенным установлением
ионизационного равновесия. В таком случае будет возможен расчёт проводимости и темроэдс
испаряемого вещества в релаксационном приближении в модели слабонеидеальной трёхком-
понентной плазмы. Результаты моделирования позволят объяснить механизмы возникновения
новых особенностей движения и эрозии тугоплавких металлов, наблюдаемых в эксперименте.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено математическое моделирование возникновения термотоков в образце вольфра-
ма, основанное на решении уравнений электродинамики в области образца и над ним. Тем-
пература в области образца получена в результате решения двухфазной задачи Стефана в
цилиндрической системе координат. Использовано модельное распределение температуры ис-
паряемого вольфрама в рассматриваемом тонком слое паров, повторяющее температуру по-
верхности. Представлены зависимости от температуры электрического сопротивления и тер-
моэдс, основанные на экспериментальных данных и известных оценках. Проведено сравнение
результатов с расчетами задачи с постоянными значениями электрического сопротивления и
термоэдс в газе и металле. Расчеты показывают существенное влияние особенностей темпе-
ратуры, важность определения электрического сопротивления и термоэдс в газе и металле.
Поставлен вопрос о необходимости учета в математической модели магнитного поля. В обла-
сти нагрева термоток не высокий в случае, если профиль температуры выполаживается, так
как слабо влияние термоэдс за счет небольшого градиента температуры. При введении в зада-
чу учета магнитного поля сопротивление пара будет расти начиная с определенного радиуса
и максимальные значения термотоков переместятся в область расплава. Дальнейшее развитие
модели предполагает уточнение расчета удельной электропроводности газа и термоэдс метал-
ла через более аккуратное вычисление транспортных коэффициентов с учётом зависимостей
сечений взаимодействия от энергии, включение численного расчета температуры и плотности
газа.
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Метод граничного управления применяется к решению одномерных дискретных обратных
задач. Определяются дискретные аналоги операторов, используемых в нём (операторы
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ВВЕДЕНИЕ

В статье метод граничного управления (см. [1,2]) используется для решения одномерных
обратных задач математической физики — обратных задач для волнового уравнения и урав-
нения теплопроводности. В разделах 2 и 3 ставятся обратные задачи для волнового уравнения
в дискретном случае. В разделе 4 решение классической проблемы моментов связывается с
дискретной динамической системой и выводятся формулы, связывающие ганкелеву матрицу
моментов с матрицей связывающего оператора динамической системы. В разделе 5 изучает-
ся обратная задача для дискретного уравнения теплопроводности. Оказывается, что матрица
связывающего оператора для этой задачи совпадает с ганкелевой матрицей моментов. Это
наблюдение позволяет установить связь таких объектов как связывающий оператор, оператор
управления и оператор отклика для параболических и гиперболических задач в дискретном
случае. Заметим, что вопрос о взаимно-однозначном соответствии между решениями прямых
задач Коши для уравнений различных типов был исследован в монографии [3].

1. ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим начально-краевую задачу для волнового уравнения вида

utt(x, t)− uxx(x, t) + q(x)u(x, t) = 0, x > 0, t > 0,

u|t=0 = ut|t=0 = 0, x ⩾ 0,

u|x=0 = f, t ⩾ 0,

(1)
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где q(x) — потенциал (гладкая функция переменного x), а f — граничное управление Ди-
рихле. Обозначим за uf (x, t) решение системы (1). Для классического решения справедливо
следующее представление Дюамеля

uf (x, t) = uδ(x, t) ∗ f(t) =

f(t− x) +
t−x∫
0

w(x, t− s)f(s)ds, t ⩾ x,

0, t < x,

(2)

где функция w(x, t) является решением задачи Гурса

wtt − wxx + qw = 0, x > 0, t > 0,

d

dx
w(x, x) = −1

2
q(x), x ⩾ 0,

w(x, 0) = 0, x ⩾ 0.

Последнее проверяется прямой подстановкой представления (2) в систему (1).
Определим оператор реакции R2T : L2(0, 2T ) 7→ L2(0, 2T )

R2T f(t) := ufx(0, t) = −f ′(t) +
∫ t

0
wx(0, t− s)f(s)ds, 0 ⩽ t ⩽ 2T. (3)

Если в качестве управления f(t) взять дельта-функцию Дирака, то получим, что

R2T δ(t) = uδx(0, t) = −δ′(t) + wx(0, t) = −δ′(t) + r(t), r(t) := wx(0, t).

Заметим, что все построения (2)–(3) выполнялись при известном потенциале q(x). Теперь
сформулируем обратную задачу.

Обратная задача 1. По заданному оператору R2T восстановить потенциал q(x) на ин-
тервале [0, T ].

Эквивалентная формулировка. По заданному ядру оператора R2T — функции r(t) —
восстановить потенциал q(x) на интервале [0, T ].

Опишем схему метода граничного управления (более подробно см., например, [1]). Для
этого нам потребуется ввести оператор управления W T : L2(0, T ) 7→ L2(0, T )

(W T f)(x) := uf (x, T ) = f(T − x) +

∫ T−x

0
w(x, T − s)f(s)ds (4)

и связывающий оператор CT : L2(0, T ) → L2(0, T )

CT := (W T )∗W T , (CT f, g) = (W T f,W T g).

Центральный факт метода граничного управления состоит в том, что связывающий опе-
ратор CT определяется оператором R2T , т. е. данными обратной задачи.

Теорема 1 (см. [1]). Оператор CT есть положительный изоморфизм в L2(0, T ) и спра-
ведливы следующие соотношение и представление

CT =
1

2
(ST )∗R2TJ2TST ,

(CT f)(t) = f(t) +

∫ T

0

[
1

2

∫ 2T−t−s

|t−s|
r(η)dη

]
f(s)ds, (5)

где вспомогательные операторы ST и J2T определяются как

(ST )f(t) :=

{
f(t), 0 ⩽ t ⩽ T,

− f(2T − t), T ⩽ t ⩽ 2T,
(J2T )f(t) :=

∫ t

0
f(s) ds.
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Замечание 1. Ядро c(s, t) интегрального оператора CT имеет вид

c(s, t) = δ(t− s) +
1

2

2T−t−s∫
|t−s|

r(η) dη

и удовлетворяет системе

ctt(s, t) = css(s, t), 0 ⩽ s ⩽ T, 0 ⩽ t ⩽ T,

c(T, s) = c(s, T ) = δ(T − s), cs(T, s) = ct(s, T ) = −r(T − s)− δ′(s− T ).
(6)

Для функции ψ(x, λ) решения системы Штурма—Лиувилля

−ψ′′ + qψ = λψ, x > 0,

ψ(0) = 0, ψ′(0) = 1
(7)

поставим специальную задачу граничного управления: найти функцию fT ∈ L2(0, T ) такую,
что

(W T fT )(x) = ψ(x, λ), 0 ⩽ x ⩽ T. (8)

Это означает, что требуется найти управление fT (t) такое, что ufT (x, t) — решение системы (1)
в момент времени t = T совпадёт с функцией ψ(x, λ). Другими словами, вопрос заключается в
том, можно ли получить заданный профиль волны ψ(x, λ) оперируя граничным управлением.

Теорема 2 (см. [1]). Управление fT (·) = (W T )−1ψ(·, λ) является единственным в
L2(0, T ) решением уравнения

(CT fT )(t) =
sin

√
λ(T − t)√
λ

, 0 ⩽ t ⩽ T. (9)

Заметим, что благодаря (4) и (8) мы знаем, что

ufT (T, T ) = fT (0) = ψ(T, λ), (10)

где функция fT (t) найдена как решение уравнения (9). Тем самым, мы смогли восстановить
значение ψ(x, λ) в точке x = T . Будем считать, что в (8)–(10) число T является параметром и
мы можем уменьшать его до 0. Тогда из (10) видно, что мы можем восстановить ψ(x, λ) для
0 ⩽ x ⩽ T . И когда значения функции ψ(x, λ) восстановлено во всех точках 0 ⩽ x ⩽ T , то
потенциал q(x) находится из (7) и (10) как

q(x) =
ψ′′(x, λ)

ψ(x, λ)
+ λ =

d2fT
dT 2

f−1
T + λ. (11)

Заметим, что λ = 0 в (7)–(11) соответствует функции T − t в правой чаcти (9). Уравнение (9)
является динамическим аналогом уравнения Крейна, см. [4, 5].

Верен следующий результат о характеризации данных обратной задачи.
Теорема 3 (см. [1]). Оператор, определённый правой частью (3), есть оператор реакции

для системы (1) в том и только в том случае, если оператор CT , определяемый правой
частью (5), есть положительно определённый изоморфизм в L2(0, T ).

2. ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДИСКРЕТНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

Данная задача изучалась в работах [6, 7]. Сформулируем постановку задачи, введём ос-
новные понятия и приведём результат.
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2.1. Динамическая задача

Последовательности положительных чисел {a0, a1, . . .} (в дальнейшем мы предполагаем
a0 = 1) и вещественных чисел {b1, b2, . . .}, сопоставим матрицу Якоби вида

A =


b1 a1 0 0 0 . . .
a1 b2 a2 0 0 . . .
0 a2 b3 a3 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .

Рассмотрим дискретное волновое уравнение, связанное с A:

un,t+1 + un,t−1 − anun+1,t − an−1un−1,t − bnun,t = 0, t ∈ N ∪ {0}, n ∈ N
un,−1 = un, 0 = 0, n ∈ N,
u0, t = ft, t ∈ N ∪ {0},

(12)

где f = (f0, f1, . . .) — граничное управление. Решение задачи (12) обозначим через uf . Для него
справедливо следующее представление:

ufn,t =

n−1∏
k=0

akft−n +

t−1∑
s=n

wn,sft−s−1, n, t ∈ N, (13)

где функция wn,s является решением задачи Гурса

wn,s+1 + wn,s−1 − anwn+1,s − an−1wn−1,s − bnwn,s = −δs,n(1− a2n)
n−1∏
k=0

ak, n, s ∈ N, s > n,

wn,n − bn

n−1∏
k=0

ak − an−1wn−1,n−1 = 0, n ∈ N,

w0,t = 0, t ∈ N ∪ {0},

а δs,n — символ Кронекера. Нетрудно показать, что задача Гурса имеет единственное решение.
Соответствие вход 7−→ выход в системе (12) реализуется оператором реакции RT : RT 7→

RT , определяемым правилом

(
RT f

)
t
:= uf1, t =

t∑
s=0

rsft−1−s, t = 1, . . . , T, (14)(
RT δ

)
t
= uδ1,t = rt−1, где δ = (1, 0, . . .),

r = (r0, r1, . . . , rT−1) — вектор реакции (сверточное ядро оператора реакции).
Заметим, что все построения (13)–(14) выполнялись при известных коэффициентах ak,

bk. Теперь сформулируем обратную задачу.
Обратная задача 2. По заданному оператору R2T восстановить числа a1, a2, . . . , aT−1 и

b1, b2, . . . , bT .
Эквивалентная формулировка 1. По заданному ядру оператора R2T — вектору r =

(r0, r1, . . . , r2T−1) — восстановить числа a1, a2, . . . , aT−1 и b1, b2, . . . , bT .
Для задачи (12) мы введём оператор управления W T : RT 7→ RT и связывающий оператор

CT : RT 7→ RT , действующие по правилу

W T f := (uf1, T , . . . , u
f
T, T ), CT := (W T )∗W T , (CT f, g) = (W T f,W T g).

Верен следующий аналог теоремы 1.
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Теорема 4 (см. [7]). Оператор CT есть положительный изоморфизм в RT и справед-
ливо следующее представление матрицы оператора CT

CT
ij =

T−max {i,j}∑
k=0

r|i−j|+2k,

CT =



r0 + r2 + . . .+ r2T−2 · . . . rT + rT−2 rT−1

r1 + r3 + . . .+ r2T−3 · . . . rT−1 + rT−3 rT−2

· · · · ·
rT−3 + rT−1 + rT+1 · r0 + r2 + r4 r1 + r3 r2

rT + rT−2 · r1 + r3 r0 + r2 r1
rT−1 · r2 r1 r0

 . (15)

Замечание 2. Матрица CT
ij удовлетворяет системе (дискретный аналог (6))

CT
i,j+1 + CT

i,j−1 = CT
i+1,j + CT

i−1,j , i, j = 2, . . . , T

CT
i,T = CT

T,i = rT−i, CT
i,T+1 = CT

T+1,i = 0, i = 1, . . . , T.
(16)

Как видно из (15), связывающий оператор выражается через данные обратной задачи
(вектор реакции). Этот факт является ключевым для решения обратной задачи.

Далее рассмотрим дискретную задачу Коши для разностного уравнения

akψk+1 + bkψk + ak−1ψk−1 = 0,

ψ0 = 0, ψ1 = 1,

которая является аналогом (7). Сформулируем специальную задачу управления: найти управ-
ление fT ∈ RT такое, что

W T fT = (ψ1, ψ2, . . . , ψT ). (17)

Пусть κT — решение задачи

κT
t+1 + κT

t−1 = 0, t = 1, . . . , T,

κT
T = 0, κT

T−1 = 1.

Верна следующая теорема.
Теорема 5 (см. [7]). Управление fT , определяемое (17), является единственным реше-

нием уравнения
CT fT = κT . (18)

Заметим, что дискретные задачи и уравнения (17), (18) являются аналогами задач (8)
и (9). Так же как и в непрерывном случае, далее мы можем восстановить искомые элементы
матрицы A. В дискретном случае решение имеет вид

ak =

(
detCk+1

) 1
2
(
detCk−1

) 1
2

detCk
, k = 1, . . . T − 1, (19)

bk = −det C̃k

detCk
+

det C̃k−1

detCk−1
, k = 1, . . . T. (20)

Здесь мы полагаем что матрицы Ck определяются правой частью (15) при T = k, detC0 = 1.
Матрица C̃k получена из матрицы Ck+1 удалением из неё первой строчки и второго столбца.
Из формул (19), (20) и представления (15) видно, что ak зависит от r0, . . . , r2k, а bk зависит от
r0, . . . , r2k−1.

Верны следующие результаты о характеризации данных обратной задачи.
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Теорема 6 (см. [7]). Вектор (r0, r1, r2, . . . , r2T−1) является вектором реакции для
какого-то дискретного волнового уравнения (12) тогда и только тогда, когда матрица CT ,
определяемая правой частью (15), положительно определена.

Теорема 7 (см. [7]). Вектор (r0, r1, r2, . . . , r2T−1) является вектором реакции для
какого-то дискретного волнового уравнения с ak = 1 k = 1, . . . , T − 1 тогда и только тогда,
когда матрица CT , определяемая правой частью (15), положительно определена и detCk = 1,
k = 1, . . . , T .

2.2. Спектральная задача

Зафиксируем N ∈ N. Рассмотрим начально-краевую задачу для дискретного волнового
уравнения с условием Дирихле при n = N + 1: vN+1,t = 0, t = 0, 1, . . ..

vn,t+1 + vn,t−1 − anvn+1,t − an−1vn−1,t − bnvn,t = 0, t ∈ N ∪ {0}, n ∈ N,
vn,−1 = vn, 0 = 0, n ∈ N,

v0, t = ft, vN+1, t = 0, t ∈ N ∪ {0}.
(21)

Решение данной системы обозначим через vf . Пусть ϕn(λ) есть решение задачи Коши

anϕn+1 + bnϕn + an−1ϕn−1 = λϕn,

ϕ0 = 0, ϕ1 = 1.

Обозначим

AN :=


b1 a1 0 . . . 0
a1 b2 a2 . . . 0
· · · · ·
· · · · aN−1

0 . . . 0 aN−1 bN

 .

Пусть {φk,N , λNk }Nk=1 — собственные векторы и собственные значения матрицы AN такие, что
φk,N
1 = 1. Зададим числа ρNk как

(φk,N , φl,N ) =: δklρ
N
k ,

где (·, ·) — скалярное произведение в RN , δkl — символ Кронекера.
Множество пар

{λNk , ρNk }Nk=1

называют спектральными данными оператора AN . По спектральным данным строится спек-
тральная функция,

ρN (λ) :=
∑

{k |λN
k <λ}

1

ρNk
. (22)

Обратная задача 3. По заданным спектральным данным оператора AN восстановить
числа a1, a2, . . . , aN−1 и b1, b2, . . . , bN .

Эквивалентная формулировка. По заданной спектральной функции ρN восстановить
числа a1, a2, . . . , aN−1 и b1, b2, . . . , bN .

Решение vf при разложении по собственному базису имеет вид

vfn,t =


N∑
k=1

cktφ
k
n, n = 1, . . . , N,

ft, n = 0,
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где коэффициенты ck определяются соотношением

ck =
1

ρNk

k∑
i=0

fk−iTi(λNk ),

а функции Ti(λ) являются полиномами степени i− 1 от λ и удовлетворяют системе

Ti+1 + Ti−1 − λTi = 0,

T0 = 0, T1 = 1.
(23)

Таким образом полиномы Ti(2λ), i = 1, 2, . . . — суть полиномы Чебышева второго рода,
поскольку и те и другие удовлетворяют рекуррентным соотношениям (23).

Для задачи(21) введём оператор реакции RT
D : RT 7→ RT , оператор управления W T

D :
RT 7→ RT и связывающий оператор CT

D : RT 7→ RT , действующие по правилу

(
RT

Df
)
t
:= vf1, t =

t∑
s=0

rDs ft−1−s, t = 0, . . . , T,

W T
Df := (vf1, T , . . . , v

f
T, T ), CT

D := (W T )∗W T , (CT
Df, g) = (W T

Df,W
T
Dg).

Теорема 8 (см. [7]). Вектор реакции rD и связывающий оператор CN
D системы (21)

выражаются через спектральные данные, а именно верны формулы

rDt−1 =

∫ ∞

−∞
Tt(λ) dρN (λ), t ∈ N,

{CN
D }l+1,m+1 =

∫ ∞

−∞
TN−l(λ)TN−m(λ) dρN (λ), l,m = 0, . . . , N − 1.

Следствием этой теоремы является то, что из спектральных данных можно получить век-
тор реакции и связывающий оператор. Кроме того, rDt = rt, t ⩽ N и CN

D = CN . Следовательно,
формулы (19)–(20) дают решение обратной спектральной задачи.

Приведённая выше постановка была дискретной, т. е. дискретизировались производные
по пространственной и по временной переменной. Случай дискретизации только простран-
ственной переменной изучен в работе [8].

3. ПРОБЛЕМА МОМЕНТОВ И ДИНАМИКА

Связь классической проблемы моментов (см., например, [9–11]) и обратной задачи для
динамической системы исследовалась в работах [12,13]. Сформулируем проблему и приведём
результат.

Проблема моментов Гамбургера. По заданной последовательности моментов
s0, s1, s2, . . . найти борелевскую меру dρ(λ) на R такую, что

sk =

∫ ∞

−∞
λk dρ(λ), k = 0, 1, 2, . . . (24)

Проблема моментов Стилтьеса. По заданной последовательности моментов
s0, s1, s2, . . . найти борелевскую меру dρ(λ) c носителем на полуоси R+ = [0,+∞) такую, что
dρ(λ) является решением проблемы моментов Гамбургера.

Проблема моментов Хаусдорфа. По заданной последовательности моментов
s0, s1, s2, . . . найти борелевскую меру dρ(λ) c носителем на отрезке [0, 1] такую, что dρ(λ) яв-
ляется решением проблемы моментов Гамбургера.
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Покажем, что проблемы моментов связаны с решением динамической задачи. Полиномы
Tk(λ) из (23) являются линейной комбинацией полиномов {1, λ2, . . . λk}.

T1(λ)
T2(λ)
. . .

Tn(λ)

 = Λn


1
λ
. . .
λn−1

 =


1 0 . . . 0
α21 1 . . . 0
. . .
αn1 αn2 . . . 1




1
λ
. . .
λn−1

 .

Элементы матрицы Λn ∈ Rn×n определяются как

Λn = (αij)
n
i,j=1 =


0, если i < j,

0, если i+ j нечётно,

Cj
i+j
2

(−1)
i+j
2

+j , если i+ j чётно,

где Ci
j — биномиальные коэффициенты. По теореме 8 компоненты вектора реакции связаны с

моментами соотношением
r0
r1
. . .
rn−1

 = Λn


s0
s1
. . .
sn−1

 , rit−1 =

∫ ∞

−∞
Tt(λ) dρ

N (λ). (25)

Процедура решения проблемы моментов состоит в следующем:

• Найти (r0, r1, r2, . . . , r2N−2) по (s0, s1, . . . , s2N−2) по формуле (25).

• Восстановить N ×N матрицу Якоби AN , используя (19)–(20) для ak, bk.

• Найти собственные числа и собственные векторы матрицы AN . По формуле (22) постро-
ить спектральную функцию ρN (λ) и перейти к (слабому) пределу по N стремящемуся к
бесконечности (см. [12]).

Эта процедура использует матрицу AN для восстановления спектральной меры, что требует
вычисления элементов ak, bk. Следующая модификация позволяет исключить второй пункт
указанной выше процедуры, при этом спектральная задача в третьем шаге изменится.

Рассмотрим матрицу BN , элементы которой строятся из элементов матрицы CN

BN =


cN,N+1 + cN,N−1 . . . cN,3 + cN,1 cN,2

cN−1,N+1 + cN−1,N−1 . . . cN−1,3 + cN−1,1 cN−1,2

· · . . . ·
c1,N+1 + c1,N−1 . . . . . . c1,2

 ,

где

CN =


cN,N . . . cN,2 cN,1

cN−1,N . . . cN−1,2 cN−1,1

· · . . . ·
c1,N . . . . . . c1,1

 .

Теорема 9 (см. [12]). Собственные числа и собственные векторы fNk , k = 1, . . . , N
матрицы AN — суть собственные числа и собственные векторы следующей обобщённой спек-
тральной задачи

BNfNk = λNk C
NfNk , k = 1, . . . , N. (26)

Найдя спектр и управления из (26), мы можем восстановить спектральную функцию AN

с граничным условием Дирихле при n = N + 1 следующим образом:
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• Нормируем функции управления, выбрав fNk :
(
CNfNk , f

N
k

)
= 1.

• Определим константу αN
k :=

(
RfNk

)
N

.

• Определим нормирующие коэффициенты по формуле ρNk := (αN
k )2, k = 1, . . . , N .

• Восстановим спектральную функцию

ρN (λ) :=
∑

{k |λk<λ}

1

ρNk
.

и перейдём к (слабому) пределу при N → ∞.

Таким образом может быть построено решение проблемы моментов без промежуточного
построения матрицы AN . Для характеризации данных обратной задачи, определим матрицы
Ганкеля SN+1

k через моменты {sj}2N+k
j=k следующим образом

SN+1
k :=


s2N+k s2N−1+k . . . sN+1+k sN+k

s2N−1+k s2N−2+k . . . sN+k . . .
s2N−2+k · · . . . s2+k

. . . sN+k . . . s2+k s1+k

sN+k . . . s2+k s1+k sk

 . (27)

Теорема 10 (см. [13]). Набор чисел (s0, s1, s2, . . .) является моментами меры dρ

- с носителем на R тогда и только тогда, когда выполнено условие SN
0 > 0,

- с носителем на R+ тогда и только тогда, когда выполнены два условия SN
0 > 0, SN

1 > 0,

- с носителем на R+ тогда и только тогда, когда выполнены два условия SN
0 ⩾ SN

1 > 0,

при всех N ∈ N.
Из представления (15) и связи (25) следует, что матрица моментов SN

0 связана с матрицей
связывающего оператора CN соотношением

CN = (Λ̃N )∗SN
0 Λ̃N ,

где

Λ̃N =


0 0 · 0 1
0 0 · 1 0
· · · · ·
0 1 · 0 0
1 0 · 0 0

Λ∗
N


0 0 · 0 1
0 0 · 1 0
· · · · ·
0 1 · 0 0
1 0 · 0 0

 =


Λ̃N,N . . . Λ̃N,2 Λ̃N,1

Λ̃N−1,N . . . Λ̃N−1,2 Λ̃N−1,1

· · . . . ·
Λ̃1,N . . . . . . Λ̃1,1

 .

Из вида матрицы ΛN и соотношений для биномиальных коэффициентов следует, что матрица
Λ̃N нижне-треугольная и удовлетворяет системе

Λ̃i,j = 0, 1 ⩽ j < i ⩽ N,

Λ̃i−1,j = Λ̃i,j+1 + Λ̃i,j−1, 1 ⩽ i < j ⩽ N,

Λ̃0,i = 0, Λ̃i,i = 1, 1 ⩽ i ⩽ N,

а, следовательно, обратима и
SN
0 = (Λ̃−1

N )∗CN Λ̃−1
N .
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Из вида Λ̃N и соотношений для биномиальных коэффициентов следует, что матрица Λ̃−1
N

нижне-треугольная и удовлетворяет системе

Λ̃−1
i,j = 0, 1 ⩽ j < i ⩽ N,

Λ̃−1
i,j+1 = Λ̃−1

i+1,j + Λ̃−1
i−1,j , 1 ⩽ i < j ⩽ N,

Λ̃−1
i,0 = 0, Λ̃−1

i,i = 1, 1 ⩽ i ⩽ N.

Формула (25) принимает вид
rN−1

rN−2

. . .
r0

 = Λ̃∗
N


sN−1

sN−2

. . .
s0

 и


sN−1

sN−2

. . .
s0

 = (Λ̃∗
N )−1


rN−1

rN−2

. . .
r0

 .

4. ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДИСКРЕТНОГО УРАВНЕНИЯ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Рассмотрим начально-краевую задачу для дискретного уравнения теплопроводности:

vn,t+1 − anvn+1,t − an−1vn−1,t − bnvn,t = 0, t ∈ N ∪ {0}, n ∈ N
vn, 0 = 0, n ∈ N,

v0, t = ft, t ∈ N ∪ {0},
(28)

где f = (f0, f1, . . .) — граничное управление. Через vf обозначим решение (28). Для него спра-
ведливо следующее представление

vfn,t =

n−1∏
k=0

akft−n +

t−1∑
s=n

wn,sft−s−1, n, t ∈ N, (29)

где функция wn,s является решением задачи Гурса

wn,s+1 − anwn+1,s − an−1wn−1,s − bnwn,s = δs,na
2
n

n−1∏
k=0

ak, n, s ∈ N, s > n,

wn,n − bn

n−1∏
k=0

ak − an−1wn−1,n−1 = 0, wn,n−1 = 0, n ∈ N,

w0,t = 0, t ∈ N0.

Легко проверить, что задача Гурса разрешима, причём единственным образом.
Определим оператор реакции RT

v : RT 7→ RT правилом

(
RT

v f
)
t
:= vf1, t =

t∑
k=0

σkft−1−k, t = 1, . . . , T, (30)(
RT

v δ
)
t
= vδ1,t = σt−1, где δ = (1, 0, . . .),

а σ = (σ0, σ1, . . . , σT−1) — вектор реакции (сверточное ядро оператора реакции).
Заметим, что все построения (29)–(30) выполнялись при известных коэффициентах ak,

bk. Теперь сформулируем обратную задачу.
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Обратная задача 4. По заданному оператору R2T
v восстановить числа a1, a2, . . . aT−1 и

b1, b2, . . . bT .

Эквивалентная формулировка. По заданному ядру оператора R2T
v — вектору σ =

(σ0, σ1, . . . , σ2T−1) восстановить числа a1, a2, . . . aT−1 и b1, b2, . . . bT .
Для системы (28) введём оператор управления V T : RT 7→ RT и связывающий оператор

ST : RT 7→ RT по правилам

V T f := (vf1, T , . . . , v
f
T, T ); ST := (V T )∗V T , (ST f, g) = (V T f, V T g).

В случае, когда ak = 1, bk = 0 для всех k, назовём соответствующий оператор управления V T
0 .

Нетрудно проверить, что верно следующее представление (аналог теоремы 4).

Теорема 11. Оператор ST является положительным изоморфизмом в RT и справедливо
следующее представление матрицы оператора ST

ST
ij = σ2T−(i+j), ST =



σ2T−2 . . . . . . σT σT−1

σ2T−3 . . . . . . . . . σT−2

. . . . . . . . . . . . . . .
σT+1 . . . σ4 σ3 σ2
σT . . . σ3 σ2 σ1
σT−1 . . . σ2 σ1 σ0

 . (31)

Замечание 3. Матрица ST
ij является ганкелевой и удовлетворяет системе (аналог (6)

и (16))
ST
i,j+1 + ST

i,j−1 = ST
i+1,j + ST

i−1,j , i, j = 2, . . . , T,

ST
i,T = ST

T,i = σT−i, ST
i,T+1 = ST

T+1,i = σT−i, i = 1, . . . , T.

Замечание 4. Матрица моментов ST
0 (27) совпадёт с матрицей оператора ST (31), если

положить sk = σk, k = 0, . . . , 2T − 2. Это означает, что моменты s0, s1, . . ., из (24) могут быть
интерпретированы как компоненты ядра оператора реакции (30) и наоборот: компоненты ядра
оператора реакции могут быть интерпретированы как моменты.

Следовательно, все формулы, полученные в предыдущем разделе для матрицы моментов
ST
0 , будут верны для матрицы связывающего оператора ST . Например, из формул (19), (20)

и соотношения CT = (Λ̃T )
∗ST

0 Λ̃T следуют формулы, выражающие коэффициенты ak, bk через
определители матриц ST

ak =

(
detSk+1

) 1
2
(
detSk−1

) 1
2

detSk
, k = 1, . . . T − 1, (32)

bk = −det S̃k

detSk
+

det S̃k−1

detSk−1
, k = 1, . . . T. (33)

Здесь мы предполагаем что detS0 = 1. Матрица S̃k получена из матрицы Sk+1 удалением из
неё первой строчки и второго столбца. Из формул (32), (33) и представления (31) видно, что
ak зависит от σ0, . . . , σ2k, а bk зависит от σ0, . . . , σ2k−1. Свойства матриц моментов изучались
в работах [14–16].

Главный итог этого раздела заключается в следующих утверждениях о связях между опе-
раторами, отвечающими дискретному волновому уравнению и уравнению теплопроводности.
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Теорема 12. Ядра операторов реакции RT и RT
v для двух задач: дискретного волнового

уравнения (21) и дискретного уравнения теплопроводности (28) связаны соотношениями
rT−1

rT−2

. . .
r0

 = Λ̃∗
T


σT−1

σT−2

. . .
σ0

 и


σT−1

σT−2

. . .
σ0

 = (Λ̃∗
T )

−1


rT−1

rT−2

. . .
r0

 . (34)

Кроме того, связывающие операторы CT и ST этих двух задач связаны соотношениями

CT = (Λ̃T )
∗ST Λ̃T , ST = (Λ̃−1

T )∗CT Λ̃−1
T . (35)

Заметим, что если ak = 1, bk = 0 при всех k = 1, 2, . . ., то из формулы (15) следует, что
CT = I — единичная матрица. Тогда формулы (35) приведут к тождеству

ST = (V T
0 )∗V T

0 = (Λ̃−1
T )∗Λ̃−1

T .

Из единственности разложения Холецкого мы получаем следующее утверждение.

Замечание 5. Преобразование Λ̃−1
N , осуществляющее связь (34)–(35) операторов реакций

и связывающих операторов для уравнения теплопроводности и волнового уравнения является
оператором управления для уравнения теплопроводности при ak = 1, bk = 0

Λ̃−1
T = V T

0 .

Замечание 6. Из формул (35), определения связывающих операторов ST = (V T )∗V T ,
CT = (W T )∗W T и единственности разложения Холецкого следует, что

W T = V T Λ̃T .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для дискретных задач для уравнения теплопроводности и волнового уравнения показано,
что операторы реакции, операторы управления и связывающие операторы связаны соотноше-
ниями

CT = (Λ̃T )
∗ST Λ̃T , ST = (Λ̃−1

T )∗CT Λ̃−1
T ,

W T = V T Λ̃T , V T =W T (Λ̃T )
−1,

rT−1

rT−2

. . .
r0

 = Λ̃∗
T


σT−1

σT−2

. . .
σ0

 ,


σT−1

σT−2

. . .
σ0

 = (Λ̃∗
T )

−1


rT−1

rT−2

. . .
r0

 ,

где в роли оператора преобразования Λ̃−1
T выступает оператор управления для задачи тепло-

проводности с нулевым потенциалом (ak = 1, bk = 0, k = 1, 2, . . .)

Λ̃−1
T = V T

0 .
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Рассматривается динамика осесимметричных двумерных деформаций в линейноупругом
полупространстве, ограниченном гладкой поверхностью вращения с положительной гаус-
совой кривизной. Приближенное решение начально-краевой задачи строится на основе
лучевых рядов с разложением по времениподобной переменной. Для прифронтовых об-
ластей криволинейных волн сильных разрывов используется ограниченное число членов
лучевого ряда с коэффициентами — разрывами производных перемещений по времени (на-
чиная с производной первого порядка). Показано, что при двумерном характере процесса
деформации на k-ом шаге лучевого метода необходимо учитывать компоненты лучевых
рядов до (k + 1)-го порядка включительно.

Ключевые слова: линейная упругая среда, осесимметричная задача, поверхности силь-
ных разрывов, лучевые ряды, уравнение затухания.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследования в области современного машиностроения, материаловедения, инженерно-
го горного дела тесно связаны с решением задач нестационарной динамической деформации.
При этом, исходя из требований и параметров эксплуатации, в основном учитываются наиболее
значимые свойства реальных материалов (упругость [1–3], пластичность [4,5], вязкость [6,7] и
т. д.). В зависимости от интересов исследователя и режимов деформирования модель сплош-
ной среды уточняется в пользу линейности или нелинейности определяющих соотношений,
учёта структуры материала, распространения тепла и т. д. Многие процессы динамического
деформирования изотропных твёрдых сред происходят в пределах малых и обратимых (упру-
гих) деформаций, поэтому их описание в рамках линейной изотропной упругости (модели
Гука) сохраняет свою актуальность. Для решения краевых задач нестационарного деформи-
рования применяются теоретические точные [8–10], теоретические приближенные [11–13] или
же численные [14, 15] методы. Начиная с работ Адамара, одним из важнейших инструмен-
тов исследования систем гиперболических уравнений, описывающих динамику деформации
твёрдых сред, являются характеристические направления и соотношения вдоль них [16]. В
частности, в бесконечной или полуограниченной среде Гука поверхности передних фронтов
волновых процессов движутся с характеристическими скоростями, а множество ортогональ-
ных к ним линий образует лучевую сетку [17]. Передние волновые фронты нестационарных
динамических процессов несут на себе разрывы функций деформаций и напряжений или же
их производных. Одновременно с этим основные изменения полей перемещений, деформаций и
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напряжений в прифронтовых областях (малой окрестности передних волновых фронтов) про-
исходят в значительно большей степени вдоль лучевой координаты, чем по остальным направ-
лениям. Перечисленные свойства лежат в основе варианта метода лучевых рядов [11, 18, 19],
который традиционно используется для получения приближенных решений в прифронтовых
областях. В [20] указано, что схему лучевого метода, в стандартной форме не пригодную для
задач ударной деформации нелинейных сплошных сред, можно модифицировать, включая в
структуру лучевого ряда дополнительные ряды по дельта-производным. Таким образом, метод
лучевых рядов может применяться для динамических нестационарных задач и в линейных, и
в нелинейных моделях твёрдых сред, включая задачи с разрывами полей деформаций.

В нашей работе строится приближенное решение двумерной осесимметричной начально-
краевой задачи об упругих волнах деформаций в среде Гука с нагружаемой границей, име-
ющей положительную гауссову кривизну, осевую симметрию и необходимую гладкость. В
остальном геометрия границы произвольна. В основу решения положен метод лучевых рядов
в записи по времениподобной координате. Приближенные решения в прифронтовых областях
продольной и поперечной волн деформаций строятся на основе двух шагов такого метода. В
качестве примера рассмотрен частный случай с границей — параболоидом вращения. Полу-
ченные результаты описывают одну из сторон сложного процесса деформирования, который
может происходить, в частности, при внедрении в среду некоторого объекта. Так, динамиче-
ская деформация осесимметричного типа возникает в задаче о начальном этапе контактного
взаимодействия [21], где учитывается комплексное влияние краевых условий в контактной
динамически формирующейся зоне и на плоских участках свободной границы. В задачах ин-
женерной практики важное значение имеют исследования оптимальной формы осесимметрич-
ных тел для минимизации сопротивления внедрению и максимизации глубины проникания в
сплошную среду [22]. Такие задачи решаются с привлечением численных методов и так же
концентрируют внимание на контактной области. Представленная в статье постановка осе-
симметричной краевой задачи в перемещениях не относится к контактному типу: перемеще-
ния возникают в начальный момент времени всюду на границе, которая не имеет свободных
участков. Данная идеализация позволяет сосредоточиться на решении для продольных и попе-
речных уходящих от границы волн деформаций без учёта эффектов взаимодействия волновых
процессов со свободными участками. Лучевой метод решения переносит приоритет исследова-
ния на движущиеся в глубину среды области, примыкающие к передним волновым фронтам,
т. е. основное внимание сосредоточено на динамических деформациях среды.

1. ОБЩИЕ МОДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Поведение изотропной линейноупругой среды Гука описывает общая система уравнений

σij,j = ρ0v̇
i, ρ = ρ0(1−ui,i), σij =

∂W

∂eij
= λekkg

ij+2µeij , 2eij = ui,j+uj,i,

vi = u̇i =
∂ui

∂t
, ui,j=

∂ui
∂xj

−Γk
ijuk, ui,j=

∂ui

∂xj
+Γi

jku
k, ui=gijuj ,

eij=gikgjseks, gikgkj=δ
i
j , i, j, k, s=1, 2, 3,

(1)

где ρ, ρ0 — плотность среды в актуальном и свободном состоянии; W — упругий потенциал
среды (λ, µ — адиабатические значения параметров Ламе); ui, vi, eij , σij — контравариантные
компоненты векторов перемещений и скорости, тензоров малых деформаций и напряжений
Эйлера—Коши; Γi

jk — символы Кристоффеля, согласованные с пространственной метрикой с
компонентами gij в криволинейной системе координат xi; t — время.

Пусть при t ⩽ 0 среда (1) покоится, не деформирована и занимает полупространство
с границей Q0 — гладкой осесимметричной поверхностью положительной гауссовой кривиз-
ны. Цилиндрическая система координат x1 = r, x2 = φ, x3 = z имеет стандартную связь с
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декартовыми координатами zi: z1 = x1 cosx2, z2 = x1 sinx2, z3 = x3. Совместим ось симмет-
рии поверхности Q0 с осью z, а образующий контур L0 зададим в явной форме уравнениями
r = f(δ), z = −δ (δ ⩾ 0), полагая, что функция f(δ) ⩾ 0 обладает необходимо гладкостью.
Тогда поверхность Q0 определяется двухпараметрической вектор-функцией

r0(δ, φ) =
{
z10 , z

2
0 , z

3
0

}
= {f(δ) cosφ, f(δ) sinφ, −δ} . (2)

Простым примером такой поверхности при f(δ) =
√
2pδ, p = const > 0 является параболоид

вращения (рис. 1(а)). Упругая среда занимает область выше Q0.

Рис. 1. Геометрия границы Q0 ∈ E3 (a); передние волновые фронты Σ1, Σ2 и лучевые
координаты s, δ на плоскости (r, z) (b)

Сформулируем краевую задачу в перемещениях. Считаем, что при t ⩾ 0 движение точек
границы Q0 известно и не зависит от φ:

U0
r = ur(r0, t)|t⩾0 = vrt+

art
2

2
, U0

z = uz(r0, t)|t⩾0 = vzt+
azt

2

2
,

ur|t⩽0 = uz|t⩽0 = 0, v2r + v2z ̸= 0.

(3)

В (3) vr, vz, ar, az — заданные функции параметра δ; U0
r /(C1T ) ≪ 1, U0

z /(C1T ) ≪ 1, где
T — характерное время процесса, C2

1=(λ+2µ)/ρ0; индексы r, φ, z здесь и далее означают
физические компоненты тензорных полей.

При заданном краевом условии (3) следствием движения границы Q0 с уравнением (2) яв-
ляется нестационарное поле перемещений с компонентами ur(r, z, t), uz(r, z, t), uφ=0. Скачок
скоростей на границе Q0 при t = 0, заданный в (3), вызывает в среде движение поверхно-
стей разрывов деформаций — передних фронтов волновых процессов (рис. 1(b)). На каждой
такой поверхности при вычислении функций ur(r, z, t), uz(r, z, t) должны выполняться допол-
нительные к (3) краевые условия. Во-первых, это геометрические и кинематические условия
совместности разрывов [11]:

[q,i] =

[
dq

dn

]
ni + gijx

j
,αa

αβ[q],β, [q̇] = −C
[
dq

dn

]
+
δ[q]

δt
,

dq

dn
= q,in

i, xi,α =
∂xi

∂yα
, xi,αni = 0, nini = 1, [q] = q+ − q−, α, β = 1, 2,

(4)

где q — обозначение для компоненты любого тензорного поля пространственного типа; q+

и q− — предельные значения q перед и за поверхностью разрывов Σ, которая движется со
скоростью C>0 в направлении своей единичной внешней нормали n = {n1, n2, n3} (рис. 1(b));
yα — поверхностные координаты и aαβ — контравариантные компоненты метрики на Σ; δ/δt —
дельта-производная (производная по Томасу [11]).
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Во-вторых, это динамические условия совместности разрывов [11] — следствия интеграль-
ных законов сохранения. Динамическое условие совместности на поверхности сильных разры-
вов Σ (следствие закона сохранения импульса) для модели (1) имеет вид

[σij ]nj = −ρ0C[vi], (5)

откуда с учётом (4) получаем существование двух типов фронтов сильных разрывов в
неограниченной линейноупругой среде (1): продольной (безвихревой) волны Σ1 со скоростью
C1=

√
(λ+2µ)/ρ0 и поперечной (эквиволюминальной) волны Σ2 со скоростью C2=

√
µ/ρ0 [23].

Согласно (4), (5), для продольных волн выполняется[
dui
dn

]
= τni, [vn] = [vi]n

i ̸= 0, τ = [ui,j ]nin
j , (6)

для поперечных волн справедливо[
dui
dn

]
= ξmi, ξ = [ui,j ]min

j , (7)

где τ , ξ — нормальная и касательная компоненты волнового вектора разрывов на поверхности
Σi соответственно; m={m1,m2,m3} — единичный вектор, касательный к Σi (nimi=0,mimi=1).

Помимо условий совместности (4), (5), на каждой поверхности сильных разрывов согласно
гипотезе сплошности необходимо потребовать непрерывность перемещений:

[ur] = 0, [uz] = 0. (8)

Таким образом, согласно (3)–(8), от границы Q0 с момента времени t = 0 по среде (1)
движутся две поверхности сильных разрывов Σ1 и Σ2 с постоянными скоростями C1 и C2. При
этом отметим, что геометрия и положение каждой поверхности Σi со скоростью Ci = const
определяется начальным условием Σ1|t=0= Σ2|t=0=Q0 и не зависит от строящегося решения
для полей перемещений и деформаций.

Условия (3)–(5), (8) применяются к системе уравнений Навье для ur(r, z, t), uz(r, z, t),
следующей из системы (1):

(λ+ 2µ)
(
ur,rr +

ur,r
r

− ur
r2

)
+ (λ+ µ)uz,rz + µur,zz = ρ0ür,

µ
(
uz,rr +

uz,r
r

)
+ (λ+ µ)

(
ur,rz +

ur,z
r

)
+ (λ+ 2µ)uz,zz = ρ0üz,

ur,r =
∂ur
∂r

, uz,r =
∂uz
∂r

, ur,rr =
∂2ur
∂r2

и т. д.,

(9)

что и определяет краевую динамическую задачу осесимметричного типа. Представление кра-
евых условий задачи в перемещениях не является принципиальным для описанного далее
способа решения, который без существенных сложностей переносится на краевую задачу в
напряжениях.

2. ДВУШАГОВОЕ ЛУЧЕВОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ
ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ

Ввиду независимости описанной краевой задачи от переменной φ все построения лучевого
метода достаточно провести в плоскости φ = const. Учитывая Ci = const (i = 1, 2), лучевые
направления в этой плоскости составляют семейство полупрямых, ортогональных к Q0, а дви-
жущиеся поверхности Σi в каждый момент времени отсекают равные расстояния вдоль лучей.
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Поэтому связь цилиндрических координат r, z с лучевыми координатами s, δ, образующими
лучевую ортогональную сетку (рис. 1(b)), задаётся как

r(s, δ) = f(δ) + snr(δ), z = −δ + snz(δ),

nr(δ) = (1 + (f ′)2)−1/2, nφ = 0, nz(δ) = f ′nr(δ), f ′ = df/dδ.

Здесь s — расстояние вдоль лучей, δ — координата эйконала [18], n(δ) = {nr(δ), 0, nz(δ)} —
единичный вектор внешней нормали к Q0 (а также к Σ1, Σ2).

Для приближенного представления вектора u(r, z, t) в окрестности за подвижной поверх-
ностью Σi принимаем функцию u(i)(s, δ, t), заданную в форме ряда по времениподобной пере-
менной (разложение типа ряда Тейлора):

u(i)(s, δ, t) = u(i−1)(s, δ, t)− θ(t− ti)
∞∑
j=1

1

j!

[
∂ju
∂tj

]∣∣∣∣
t=ti

(t− ti)
j ,

θ(t− ti) =

{
1, t ⩾ ti

0, t < ti
, ti =

s

Ci
, u(0) = 0, i = 1, 2.

(10)

Такая функция традиционно называется приближенным лучевым решением [11,18,20]. В (10)
θ(t − ti) — ступенчатая функция Хэвисайда; u(i−1), в свою очередь, может быть определена
лучевым рядом за Σ1 при t→ 0, когда Σ2 находится в прифронтовой области Σ1. На бóльших
временах, когда волны Σ1 и Σ2 достаточно разошлись друг от друга, u(i−1) является прибли-
женным решением для u между Σ1 и Σ2, которое должно вычисляться аналитически или с
помощью численных методов. В нашей статье считаем, что u(i−1) задаётся лучевым решени-
ем по типу (10). Величины [∂u/∂t] на Σi определяются связью с τ , ξ согласно (4) и (6), (7).
Скачки производных [∂ju/∂tj ] являются основными неизвестными коэффициентами в (10).
Разрывы остальных производных от u на Σi связаны с основными разрывами рекуррентными
соотношениями — следствиями условий (4). Для определения основных скачков служат урав-
нения движения (9), продифференцированные частным образом по времени (k− 1) раз на k-м
шаге лучевого метода, а затем записанные в разрывах в проекции на вектора n и m. Условие
непрерывности перемещений (8) выполняется для ряда (10) автоматически.

Ввиду громоздкости вычислений каждого шага метода и повышенных требований глад-
кости для геометрических функций на Σi и полей перемещений в окрестности Σi, лучевое
разложение (10) для представления u(i)(s, δ, t) при t ⩾ ti, как правило, применяется в форме

u(i)(s, δ, t) = u(i−1)(s, δ, t)−
G∑

j=1

1

j!

[
∂ju
∂tj

]∣∣∣∣
t=ti

(t− ti)
j +∆G(s, δ, t) (11)

с конечным числом членов ряда (j=1, 2, . . . , G) и остаточным членом ∆G(s, δ, t). Значение G
выбирается из соображений требуемой точности и обычно невелико (например,G = 2 в [20,24]).
Вычисление бо́льшего количества членов разложения проводится редко и при относительной
простоте краевой задачи [25]. Вопрос точности приближенного лучевого решения рассмотрим
в статье позже.

Остановимся на некоторых технических деталях применения формулы (11), а именно, на
примере двух шагов лучевого метода покажем, что в неодномерных динамических задачах
лучевое разложение на j-ом шаге метода приводит к необходимости учёта некоторых (но не
всех) членов с (j+1)-ми степенями по (t − ti). Для этого в нашей краевой задаче положим
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G = 3 и от (11) перейдём к соотношениям

u
(1)
k = −κ(1)k (t− t1)−

χ
(1)
k

2
(t− t1)

2 −
ψ
(1)
k

6
(t− t1)

3 + . . . , t1 ⩽ t ⩽ t2,

u
(2)
k = u

(1)
k − κ

(2)
k (t− t2)−

χ
(2)
k

2
(t− t2)

2 −
ψ
(2)
k

6
(t− t2)

3 + . . . , t ⩾ t2,

κ
(i)
k = [u̇k]|t=ti

, χ
(i)
k = [ük]|t=ti

, ψ
(i)
k = [

...
u k]|t=ti

, i, k = 1, 2.

(12)

Здесь ur, uz в плоскости (r, z) для сокращения выкладок обозначены как u1, u2 соответственно,
а для искомых разрывов производных по времени введены обозначения κ

(i)
k , χ(i)

k , ψ(i)
k . Из (6)

и (7) следует, что в (12) κ(1)m = κ
(1)
j mj = 0, κ(2)n = κ

(2)
j nj = 0, а разрывы χ

(i)
k , ψ(i)

k и разрывы
производных по времени более высокого порядка будут иметь ненулевые проекции и на n, и
на m.

Поскольку уравнения лучевого метода в среде Гука на каждом шаге зависят от изменяю-
щейся геометрии Σi (разрывы в этой среде подчиняются законам геометрической оптики [17]),
приведём формулы для некоторых необходимых далее геометрических функций на Σi:

a011 = 1 +
(
f ′
)2
, a022 = f2, a012 = 0, b011 =

f ′′√
a011

, b022 = − f√
a011

, b012 = 0,

aij =

{
a0ij(1− kis)

2, i = j

0, i ̸= j
, bij =

{
b0ij(1− kis), i = j

0, i ̸= j
, Ki|t=0 = ki, K = K1 ·K2,

k1 =
b011
a011

, k2 =
b022
a022

, H =
aαβbαβ

2
=

1

2
(K1 +K2), Ki =

ki
1− ski

, i, j = 1, 2.

(13)

В (13) f — произвольная функция, согласно (2) определяющая геометрию границы Q0; a0αβ и
b0αβ — компоненты первой и второй квадратичных форм на Q0, aαβ и bαβ — эти же объекты
на поверхности Qs, отстоящей от Q0 на расстояние s вдоль лучей; K1, K2 и k1, k2 — главные
кривизны на Qs и Q0 соответственно; H и K — средняя и гауссова кривизна поверхности Qs.
Из (13) следует, что y1 = δ, y2 = φ — сетка главных направлений на Q0, Qs, а при s = Cit
поверхность Qs совпадает с Σi.

На первом шаге лучевого метода записываются в разрывах сами уравнения движения (9)
с последующей их свёрткой с n и m. На волне деформаций Σ1 с учётом (13) это приводит к
системе уравнений

δκ
(1)
n

δt
= HIC1κ

(1)
n , χ(1)

m = −
C1κ

(1)
n,1√
a11

,

κ
(1)
i = κ(1)n ni, χ

(1)
i = χ(1)

n ni+χ
(1)
m mi, κ

(1)
n,1 =

∂κ
(1)
n

∂δ
, HI = H

∣∣
s=C1t

, y1 = δ.

(14)

На волне деформаций Σ2 аналогично приходим к системе уравнений

δκ
(2)
m

δt
= HIIC2κ

(2)
m , χ(2)

n =
C2√
a11

(
κ
(2)
m,1 +

∂ ln
√
a22

∂δ
κ(2)m

)
,

κ
(2)
i = κ(2)m mi, χ

(2)
i = χ(2)

n ni + χ(2)
m mi, κ

(2)
m,1 =

∂κ
(2)
m

∂δ
, HII = H

∣∣
s=C2t

.

(15)

Системы (14) и (15) выделяют на волнах Σ1, Σ2 функции κ
(1)
n , κ(2)m , имеющие приоритетное

значение, для которых определяется решение дифференциальных уравнений затухания [11].
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Координата δ входит в дифференциальные уравнения затухания в системах (14), (15) как
параметр, т. е. интегрирование этих уравнений идёт в направлении вдоль луча. Из (14), (15)
для κ(1)n , κ(2)m , χ(1)

m , χ(2)
n получаем

κ(1)n =κ0n

√
KI

K0
, κ(2)m =κ0m

√
KII

K0
, κ(1)n

∣∣∣
Q0

=κ0n, κ(2)m

∣∣∣
Q0

=κ0m,

KI= K|s=C1t
, KII= K|s=C2t

,

χ(1)
m = − C1√

a011

KI
1

k1

√
KI

K0

κ0n,1 + κ0n

ln
√
KI

K0


,1

, K0 = KI
∣∣
t=0

= KII
∣∣
t=0

,

χ(2)
n =

C2√
a011

KII
1

k1

√
KII

K0

κ0m,1 + κ0m

ln
√
a22KII

K0


,1

, KI
1 = K1|s=C1t

, KII
1 = K1|s=C2t

,

(16)

где индекс после запятой обозначает частное дифференцирование по координате y1=δ. Функ-
ции κ

(1)
n , κ(2)m , найденные из своих уравнений затухания на первом шаге метода, полностью

определяют на Σj скачки κ
(j)
i и частично — скачки χ

(j)
i , которые входят в (12) как коэф-

фициенты при (t − tj)
2. Из (16) следует, что определение функций χ

(1)
m и χ

(2)
n уже требует

повышенной гладкости геометрических функций на Σi, поскольку χ
(1)
m , χ(2)

n вычисляются из
уравнений, содержащих производные вдоль направления y1 = δ от гауссовых кривизн KI , KII

и главных кривизн KI
1 , KII

1 .
Для определения κ0n, κ0m ограничимся в (12) и (3) слагаемыми с первыми степенями по

(t− ti) и по t соответственно. При этом, полагая в (12) s = 0, из (3) получим

κ0n = −vn = −(vrnr + vznz), κ0m = −vm = −(vrmr + vzmz). (17)

Далее для упрощения выкладок остановимся на случае, когда параметры vr, vz, ar, az в
условиях (3) приняты постоянными. При этом ввиду условий симметрии задачи и требования
отсутствия разрывов сплошности среды исключаем расчёты в окрестности луча δ = 0. Это
ограничение не принципиально и служит только для некоторого уменьшения объёма вычис-
лений.

Авторы различных форм лучевого метода относят их к асимптотическим методам (на-
пример, [26]), для которых исключительно важен баланс между требуемой точностью прибли-
жения и уменьшением нарастающего объёма рекуррентных вычислений за счёт ограничения
числа членов разложения. В этом вопросе обратим внимание на важное отличие лучевых
разложений многомерных динамических задач от лучевых разложений одномерных задач.
Соотношения (14), (15) многомерной задачи (следствия уравнений движения (9) в разрывах)
включают как дифференциальные уравнения затухания для χ

(1)
n , χ(2)

m , так и алгебраические
уравнения для χ(1)

m , χ(2)
n . Зависимость χ(1)

n , χ(2)
m от y1=δ приводит к ненулевым решениям урав-

нений (14), (15) для χ(1)
m , χ(2)

n . Отбросить ненулевые функции χ(1)
m , χ(2)

n из решения первого шага
по формальному признаку — второй степени переменных (t − t1), (t − t2) — означает внести
погрешность уже на стадии выполнения уравнений движения сразу за Σi (на Σ−

i ). И наобо-
рот, включение χ(1)

m , χ(2)
n в решение первого шага обеспечивает точное выполнение уравнений

движения на Σ−
i , если только они выполняются точно перед Σi (на Σ+

i ). Следующий (второй)
шаг лучевого метода также связан с появлением алгебраических уравнений помимо уравнений
затухания. Решения таких алгебраических уравнений дают слагаемые с переменными (t−t1)3,
(t−t2)3 в рядах (11). Очевидно, что учёт всех слагаемых в (11), соответствующих j-му шагу
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метода, способен улучшить результат использования прифронтовых лучевых асимптотик в
вычислительных схемах [24].

От (16) с учётом условий (17) нетрудно перейти к формулам для u1 = ur, u2 = uz,
в которых компоненты перемещений ur и uz являются функциями s, δ, t. В общем случае
произвольной функции f(δ), задающей граничную поверхность (2), переход к исходным ко-
ординатам затруднён. Поэтому соотношения ui(s, δ, t) необходимо рассматривать совместно со
связью r = r(s, δ), z = z(s, δ). Если же ставится задача определить деформации, то они мо-
гут быть вычислены косвенно. Например, для eIrr с учётом связей координат r, z с лучевами
координатами s, δ и уравнениями для Q0 можно записать

eIrr = u(I)r,r =
∂u

(1)
r

∂s

∂s

∂r
+
∂u

(1)
r

∂δ

∂δ

∂r
,

∂s

∂r
= nr,

∂δ

∂r
=

nrnz
1− sk1

,

где u(1)r представляется в форме (12). Аналогичный подход позволяет вычислить деформации
eIij , e

II
ij , где i, j = 1, 2 соответствуют и заменяют r, z.
Кратко изложим соотношения, связанные со вторым шагом лучевого метода. Как прави-

ло, для шагов выше первого делают удобную (но по-прежнему громоздкую) запись уравнений
в рекуррентной форме [11]. Когда эти уравнения используются для построения теоретического
приближенного решения конкретной краевой задачи, то для их интегрирования на текущем
шаге приходится проходить по всей предыдущей цепочке расчётов. Поэтому уравнения второго
шага для нашей задачи приведём в их самостоятельной записи без обращения к рекуррентным
соотношениям k-го шага:

δχ
(1)
n

δt
= C1H

Iχ(1)
n +

C2
1

2

(
KI−3

(
HI
)2)

κ(1)n +
C2
1

2
aαβκ

(1)
n,αβ, ψ(1)

m = − C2
1√
a11

(
χ
(1)
n

C1
+HIκ(1)n

)
,1

,

δχ
(2)
m

δt
= C2H

IIχ(2)
m +

C2
2

2

((
HII

)2−KII−
(
KII

1

)2−(a22a22,1)2
4a11

)
κ(2)m +

C2
2

2
aαβκ

(2)
m,αβ,

ψ(2)
n =

C2
2√
a11

(
χ
(2)
m,1

C2
+
a22a22,1

2

χ
(2)
m

C2
+KII

1 κ
(2)
m,1−

HIIχ
(2)
n

√
a11

C2
−κ(2)m

((
3+

4µ

λ+µ

)
HII

,1−
b22a22,1

2

))
,

κ
(1)
n,αβ=

∂2κ
(1)
n

∂yα∂yβ
−Γσ

αβκ
(1)
n,σ, κ

(2)
m,αβ=

∂2κ
(2)
m

∂yα∂yβ
−Γσ

αβκ
(2)
m,σ.

(18)

Здесь Γσ
αβ , aαβ — символы Кристоффеля и компоненты метрического тензора на Σ1 для χ(1)

n ,

ψ
(1)
m , на Σ2 для χ

(2)
m , ψ(2)

n ; индекс 1 после запятой означает частную производную по δ. В
линейных неоднородных дифференциальных уравнениях затухания, входящих в (18), диффе-
ренциальный оператор для χ(1)

n , χ(2)
m совпадает с оператором первого шага. Также уравнения

затухания зависят от решения предыдущего шага в своей неоднородной части. В частности,
первое уравнение в (18) содержит κn,αβ , т. е. для κn предполагается непрерывная диффе-
ренцируемость дважды по y1, y2. Кроме того, уравнения (18) требуют очередного повышения
гладкости и для геометрических функций на Σi. Решая (18) относительно χ(1)

n и χ(2)
m , получаем

χ(1)
n =

√
KI

K0

χ0
n(δ) + F

(1)
0 (δ)

KI
2

k2
+

3∑
j=1

F
(1)
j (δ)

(
KI

1

k1

)j
 , KI

2 = K2|s=C1t
,

χ(2)
m =

√
KII

K0

χ0
m(δ) + F

(2)
0 (δ)

KII
2

k2
+

3∑
j=1

F
(2)
j (δ)

(
KII

1

k1

)j
 , KII

2 = K2|s=C2t
.

(19)
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Неизвестные функции χ0
n(δ), χ0

m(δ) в (19) вычисляются из краевых условий (3), куда под-
ставлены соотношения (10), записанные до вторых степеней включительно по (t − ti) с учё-
том (16), (17) и (19). Такое выполнение краевых условий (3) приводит к следующему резуль-
тату:

χ0
n(δ) = −an − C2nr

(
κ0m
)′
− C2nzκ

0
m√

a011
−

3∑
j=0

F
(1)
j , χ0

m(δ) = −am − C1mz

(
κ0n
)′
−

3∑
j=0

F
(2)
j ,

κ0n(δ) = −vn, κ0m(δ) = −vm, an = arnr + aznz, am = armr + azmz.

(20)

Функции F (k)
j (δ) (j=0, 1, 2, 3, k=1, 2) в (19), (20) являются объектами, полностью опреде-

лёнными и сложным образом зависящими от геометрии Q0, функций κ0n, κ0m и их производных.
Согласно (18), на втором шаге метода лучевых рядов в приближенном решении (10) дву-

мерной динамической задачи появляются ψ
(1)
m , ψ(2)

n , т. е. учитываются члены до третьей сте-
пени (t − ti) включительно. Подчеркнём, что такое решение имеет место только в ближних
зонах за поверхностями сильных разрывов Σi (серые слои на рис. 1(b)). Как уже было сказано,
использовать лучевой ряд за Σ1 для определения решения перед Σ2 и вычисления неизвест-
ных функций переменной δ за счёт выполнения краевых условий (3) можно только на малых
временах, близких к моменту возникновения граничных перемещений (3) (т. е. к t = 0).

3. ПРИБЛИЖЕННОЕ ЛУЧЕВОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ С ГРАНИЦЕЙ —
ПАРАБОЛОИДОМ ВРАЩЕНИЯ

На примере покажем результат применения лучевого метода к решению осесимметричных
нестационарных задач динамики деформирования. Рассмотрим случай, когда криволинейная
граница Q0 является параболоидом вращения, т. е. в (2) примем f(δ) =

√
2pδ, p = const > 0.

Для геометрических объектов на такой поверхности легко записать

nr=−mz=

√
2δ

2δ + p
, nφ=mφ=0, nz = mr =

√
p

2δ + p
, a011 =

2δ + p

2δ
, a022 = 2pδ,

a012 = 0, b011 = −nz
2δ
, b022 = −2δnz, b012=0, k1=− nz, k2=− 1√

p(2δ + p)
.

(21)

Тогда на первом шаге лучевого метода из (12), (16), (17) и (21) для u(1)r , u(1)z и u(2)r , u(2)z в
окрестностях позади Σ1 и Σ2 соответственно при малых временах получаем

u(1)r = −κ(1)n nr(t−t1)−
χ
(1)
m

2
mr(t−t1)2 = − 1√

(1−sk1)(1−sk2)

√
2δ

2δ+p

{
κ0n

(
t− s

C1

)
−

−W1(s, δ)

2

√
p

2δ + p

(
t− s

C1

)2
}

− . . . ,
s

C1
⩽ t ⩽

s

C2
,

u(1)z = −κ(1)n nz(t− t1)−
χ
(1)
m

2
mz(t− t1)

2 =

= − 1√
(1− sk1)(1− sk2)

{√
p

2δ + p
κ0n

(
t− s

C1

)
+W1(s, δ)

δ

2δ + p

(
t− s

C1

)2
}

− . . . ,

(22)
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u(2)r =u(1)r −κ(2)m mr(t−t2)−
χ
(2)
n nr
2

(t−t2)2=u(1)r − 1√
(1−sk1)(1−sk2)

{√
p

2δ+p
κ0m

(
t− s

C2

)
+

+W2(s, δ)
δ

2δ + p

(
t− s

C2

)2
}

− . . . , t ⩾
s

C2
,

u(2)z = u(1)z − κ(2)m mz(t− t2)−
χ
(2)
n

2
nz(t− t2)

2 = u(1)z −

− 1√
(1− sk1)(1− sk2)

√
2δ

2δ + p

{
−κ0m

(
t− s

C2

)
+
W2(s, δ)

2

√
p

2δ + p

(
t− s

C2

)2
}

− . . . ,

(23)

где

W1(s, δ) =
C1

(1−sk1)

(
κ0ns

2

(
k

′
1

(1−sk1)
+

k
′
2

(1− sk2)

)
+
(
κ0n
)′)

, κ0n = −vr

√
2δ

2δ+p
−vz

√
p

2δ+p
,

W2(s, δ) =
C2

(1−sk1)

(
κ0ms

2

(
k

′
1

(1−sk1)
+

k
′
2

(1−sk2)

)
+
(
κ0m
)′)

, κ0m = −vr
√

p

2δ + p
+ vz

√
2δ

2δ + p
,

k
′
1 = 3

√
p

(2δ + p)5
, k

′
2 =

1√
p(2δ + p)3

,

(
κ0n
)′

= − vrp√
2δ(2δ + p)3

+ vz

√
p

(2δ + p)3
,
(
κ0m
)′

= vr

√
p

(2δ + p)3
+

vzp√
2δ(2δ + p)3

.

Сходным образом, но исключительно громоздко, можно записать ur, uz на втором шаге луче-
вого метода. Эту часть решения здесь не приводим из-за ограничения на объём статьи.

Покажем отдельные результаты, иллюстрирующие построенное лучевое приближение.
При этом для исходных данных задачи примем значения: C1=5931 м/c, C2=3240 м/с, p=3 м,
vr=0.8 м/с, vz=0.5 м/с, ar=15 м/с2, az=25 м/с2. На рис. 2 показаны графики перемещений
ur(s, δ, t) и uz(s, δ, t) в малые моменты времени τ1=1·10−5с, τ2=2·10−5с при фиксированных
значениях δ∈{1 м; 2 м; 3 м; 15 м}. Рис. 3 демонстрирует соответствующие графики деформа-
ций err(s, δ, t). Нелинейную формулу для вычисления err(s, δ, t), полученную подстановкой
перемещений u

(1)
r , u(2)r в форме (22), (23) в (1), здесь не приводим из-за её громоздкости.

Вертикальными линиями на рис. 2, 3 обозначены координаты фронтов Σ1, Σ2 в выбранные
моменты времени, разные стили ломаных линий соответствуют различным значениям δ.

Согласно рис. 2, нелинейность перемещений (22), (23) по параметру s при выбранных ма-
лых временах (и соответственно на малых расстояниях от Σ1, Σ2) достаточно слаба, поскольку
полученные графики близки к кусочно-линейным. В то же время, увеличение параметра δ за-
метно влияет на рост ur(s, δ, t) и убывание uz(s, δ, t). Близость непрерывных частей графиков
деформаций к прямым и схожесть полученных диаграмм на рис. 3(a), 3(b) обусловлена вы-
бором малых времён, при которых волны Σ1 и Σ2 находятся ещё достаточно близко друг от
друга и от нагружаемой поверхности Q0.

4. О ТОЧНОСТИ И ОБЛАСТИ ПРИМЕНИМОСТИ ЛУЧЕВЫХ
ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

Рассмотрим некоторые вопросы, связанные с проблемой точности и области применимо-
сти лучевых рядов в решениях нестационарных многомерных задачах динамики деформи-
рования. Если точное решение краевой задачи заменяется приближенным асимптотическим,
то всегда возникает вопрос об области, где такое приближение обеспечивает необходимую
точность. Этот же вопрос актуален и для лучевых представлений. Усечённые до нескольких
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Рис. 2. Перемещения ur(s, δ, t) и uz(s, δ, t) при t = τ1 (a), (c) и t = τ2 (b), (d)

Рис. 3. Деформации err(s, δ, t) при t = τ1 (a) и t = τ2 (b)

членов лучевые ряды в форме (11), которая используется для нестационарных краевых за-
дач, изначально (по идеям в своей основе) относятся к асимптотическим методам, хотя и не
используют безразмерные переменные. Действительно, лучевые разложения (11) можно запи-
сать относительно переменных (t− t1)/T и (t− t2)/T , считая эти переменные малыми. Однако
проблема доказательства асимптотического характера лучевых рядов подобной формы в на-
стоящее время не имеет строгого математического решения. Пока что применение лучевого
метода обосновывают его согласованностью с теорией характеристик и физикомеханическими
свойствами волновых процессов (если не говорить об отдельных максимально простых крае-
вых задачах).

Ещё одним вопросом, не имеющим на сегодняшний день ответа в общем виде, являет-
ся определение области пригодности лучевых представлений (или, говоря иначе, на каком
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расстоянии от волнового фронта приближенное решение в лучевых рядах продолжает обеспе-
чивать требуемую точность и адекватно отражать реальное состояние полей перемещений и
деформаций). Здесь оценки возможны в тех случаях, когда наряду с лучевым решением име-
ется точное решение краевой задачи. Так, в плоской одномерной задаче о продольной волне
деформаций точным решением для перемещения u1(z1, t) будет функция f (t− z1/C1), где
u01 = u1(0, t) = f(t) — краевое условие на границе полупространства. Применяя к этой задаче
лучевой метод, приближенное решение ищем по формуле

u∗(z1, t) = −
∞∑
k=1

1

k!

[
∂ku

∂tk

]∣∣∣∣
t=

z1
C1

(
t− z1

C1

)k

, (24)

где для коэффициентов ряда из уравнений затухания следует [∂ku/∂tk]
∣∣
Σ
= αk = const,

(k = 1, 2, 3, . . .). Эти коэффициенты определяются из краевого условия как
αk = − dkf(t)/dtk

∣∣
t=0

. Поэтому, в частности, при f(t) = vt + at2/2 достаточно двух ша-
гов лучевого метода, чтобы точно выполнить краевое условие и формула (24) для u∗

совпадала с точным решением в области 0 ⩽ z1 ⩽ C1t.
Ещё один достаточно простой пример — одномерная продольная сферическая волна, воз-

никающая в среде при нестационарном воздействии на границу полости радиуса r0. Полагаем,
что граничные перемещения — известные функции:

ur|r=r0 = vt+
at2

2
, uφ|r=r0 = uθ|r=r0 = 0, (25)

где r, φ, θ — сферическая координатная система. Тогда, решая с учётом (25) уравнение дви-
жения, следующее из системы (1), легко получить точное решение для единственной отличной
от нуля компоненты поля перемещений ur(r, t) (uφ = uθ = 0):

ur(r, t) =
(r0
r

)2{
vt+

a

2

(
t2 − r2 − r20

C2
1

)
+ exp

(
−C1ζ

r0

)(
− v

C1
(r − r0) + a

r0(r − r0)

C2
1

)}
,

ζ = t− r − r0
C1

.

(26)

Приближенное решение u∗r определяем согласно (24) двумя шагами лучевого метода:

u∗r(r, t) =
r0
r
vζ +

1

2

(
r0a

r
− vC1

r − r0
r2

)
ζ2 + . . . . (27)

Точное решение (26) раскладываем в ряд Тейлора по переменной ζ в окрестности ζ = 0
(в окрестности Σ):

ur(r, t) =
r0
r
vζ +

1

2

(
r0a

r
− vC1

r − r0
r2

)
ζ2 +O(ζ3). (28)

Сравнивая формулы (27) и (28), приходим к выводу, что в данном примере приближен-
ное решение на основе лучевого метода совпадает с рядом Тейлора точного решения до членов
второй степени включительно. Выбор ширины прифронтовой области ζ∗ (0 ⩽ ζ ⩽ ζ∗) здесь
диктуется желаемой степенью точности приближения. Отметим, что применение лучевого ме-
тода на третьем, четвёртом и т. д. шагах также соответствует ряду Тейлора точного решения
и увеличению ширины ζ∗ прифронтовой области, где точность приближенного решения будет
достаточной. Необходимо добавить, что лучевые ряды становятся непригодными в окрестности
особых точек на волновом фронте, а также при пересечении нескольких волновых фронтов (в
задаче с гладкой поверхностью вращения Q0, у которой K > 0, такие ситуации не возникают).



138 В. Е. Рагозина, Ю. Е. Иванова, О. В. Дудко

В отличие от представленных примеров, в нашей задаче нет возможности сравнить лу-
чевой ряд с точным решением. Многомерные нестационарные динамические задачи даже в
модели среды Гука относятся к наиболее сложным случаям, для которых построение точного
решения вызывает большие и не всегда преодолимые математические трудности. Для рассмот-
ренной в п. 3 задачи представим графики невязок, возникающих в уравнениях движения (9)
при подстановке в них формул (22), (23).

На рис. 4 приведены графики функций невязок уравнений Навье (9) в прифронтовой об-
ласти продольной волны Σ1: Ψ1(s), Φ1(t) на рис. 4(a), 4(b) для первого уравнения системы (9);
Ψ2(s), Φ2(t) на рис. 4(c), 4(d) — для второго уравнения.

Рис. 4. Невязки уравнений движения (9) в прифронтовой области за Σ1 в фиксированные
моменты времени (a), (c) и в фиксированных точках пространства (b), (d)

Графики на рис. 4(a), 4(c) получены при фиксированном значении параметра δ = 1 м для
моментов времени t1 = 1·10−5 с, t2 = 1.01·10−5 с, t3 = 1.05·10−5 с; графики на рис. 4(b), 4(d)
получены для s1 = 0.05931 м, s2 = 0.0581238 м, s3 = 0.0563445 м при δ = 10 м. Таким обра-
зом, нулевые значения невязок соответствуют либо координате фронта Σ1 в заданный момент
времени (рис. 4(a), 4(c)), либо моментам времени, когда эта волна приходит в фиксированные
точки пространства si (рис. 4(b), 4(d)). Меняя значение δ, можно получить невязки для всего
семейства лучей. Представленные на рис. 4 графики показывают, что невязки уравнений (9),
нулевые на продольной волне Σ1, при малом отходе от неё по времени или пространственной
координате растут практически линейно, оставаясь порядка 10−8–10−7. Можно предположить,
что подобным линейным образом невязки ведут себя во всей прифронтовой области за Σ1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Свойства упругих волн деформаций в массивах большой протяжённости, которые при ре-
шении краевых задач обычно представляются как область с бесконечно удалённой границей,
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входят в множество важнейших объектов исследований деформационного поведения среды,
подверженной природным или техногенным механическим воздействиям. Одним из эффек-
тивных приёмов, позволяющих получить приближенные решения для полей перемещений,
деформаций и напряжений в прифронтовых областях упругих волн разрыва скоростей, явля-
ется лучевое разложение [11,18,27]. В нашей статье построено прифронтовое решение осесим-
метричной двумерной задачи динамики деформирования линейноупругой среды с границей
в форме произвольной гладкой поверхности вращения с положительной гауссовой кривизной
для двух шагов лучевого метода. Для частного случая границы — параболоида вращения —
приведено решение для одного шага метода. Полученные решения показывают, что при дву-
мерном характере деформаций в решение j-го шага лучевого метода необходимо включать
часть слагаемых с множителем (t − tk)

j+1. Именно этот подход позволяет существенно сни-
зить погрешность приближенного решения в окрестности волн сильных разрывов. Очевидно,
что данное свойство распространяется и на двумерные процессы деформации в нелинейно-
упругих материалах. При этом и для линейноупругих, и для нелинейноупругих сред луче-
вые приближенные решения в прифронтовых областях в комбинации с численными методами
расчётов [15, 16], применяемыми в удалённых от передних фронтов областях, могут служить
вполне эффективным инструментом численно-аналитического подхода [24].
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(starting from the first derivative). It is shown that it is necessary to take into account the ray
series components up to the (k + 1)st order inclusive at the kth step of the ray method for a
two-dimensional type of the deformation process.

Keywords: linear elastic medium, axisymmetric problem, surface of strong discontinuities, ray
series, attenuation equation.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим более общее уравнение параболического типа

Lu ≡ N(x)ut −K(t)uxx + a(x, t)ux + c(x, t)u = F (x, t) = f(x)g(t) (1)

в области D = {(x, t) 0 < x < l, 0 < t < T}, l, T — заданные положительные постоянные,
N(x) > 0, K(t) > 0, a(x, t), c(x, t) — заданные функции и поставим следующие задачи.

Задача 1. Найти пару функций u(x, t) и f(x), удовлетворяющих условиям

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C2,1
x,t (D), ux ∈ L2(D); (2)

f(x) ∈ C(0, l) ∩ L[0, l]; (3)

Lu(x, t) ≡ F (x, t), (x, t) ∈ D; (4)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T ; (5)

u(x, 0) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ l; (6)
T∫
0

u(x, t)g(t) dt = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (7)

где φ(x), ψ(x) и g(t) — заданные достаточно гладкие функции, при этом φ(0) = φ(l) = 0,
ψ(0) = ψ(l) = 0.
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Задача 2. Найти пару функций u(x, t) и g(t), удовлетворяющих условиям (2), (4)–(6) и,
кроме этого,

g(t) ∈ C(0, T ) ∩ L[0, T ],
l∫

0

u(x, t)f(x) dx = h(t), 0 ⩽ t ⩽ T, (8)

где φ(x), h(t) и f(x) — заданные достаточно гладкие функции и φ(0) = φ(l) = 0,

l∫
0

φ(x)f(x) dx = h(0). (9)

В задачах 1 и 2 интегральные условия (7) и (8) являются дополнительными условиями
для определения функций f(x) и g(t).

Аналогичные обратные задачи изучены в работе [1], стр. 123–126, [2], стр. 248–252, для
уравнения теплопроводности

ut − a2uxx = f(x)g(t), 0 < x < l, 0 < t ⩽ T (10)

с нулевыми граничными и начальным условиями

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l

с заданием дополнительного условия

u(x0, t) = h(t), 0 ⩽ t ⩽ T, x0 ∈ [0, l]. (11)

Для обратной задачи по определению функций u(x, t) и g(t) доказана теорема единственно-
сти и существования решения, когда f(x0) ̸= 0. Приведён пример функции f(x), такой, что
f(x) = −f(l − x), и точки x0 = l/2, где f(l/2) = 0, для которых эта обратная задача имеет
не единственное решение. В случае задачи по отысканию пары функций u(x, t) и f(x) отно-
сительно неизвестной функции f(x) получено интегральное уравнение Фредгольма первого
рода, тем самым показана некорректность постановки этой задачи, хотя при g(t) ≡ 1 и x0 = 0
доказана единственность решения интегрального уравнения в классе L2[0, l].

В нашей работе [3] обратная задача по отысканию пары функций u(x, t) и g(t) для урав-
нения (10) с дополнительным условием (11) исследована при более слабых условиях относи-
тельно функции f(x) и при u(x, 0) = φ(x) ̸= 0. Отдельно изучены случаи, когда f(x0) = 0 и
f ′′(x0) ̸= 0; f(x0) = f ′′(x0) = 0 и f IV (x0) ̸= 0 и т. д. Во всех этих случаях доказаны теоремы
об однозначной разрешимости этой задачи. Обратная задача по нахождению пары функций
u(x, t) и f(x) для уравнения (10) изучена с дополнительным условием

u(x, t0) = φ0(x), 0 ⩽ x ⩽ l, 0 < t0 ⩽ T. (12)

Здесь установлен критерий решения задачи, которое построено в виде суммы рядов Фурье.
Отметим, что задача 2 исследована для общих параболических уравнений с правой частью

F (x, t) = h(x, t)g(t) в работе [4]. Найдены достаточные условия относительно коэффициентов,
при которых такая задача имеет единственное решение. При этом не исследованы вопросы о
существенности достаточного условия

|h(x0, t)| ⩾ h0 = const > 0
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на функцию h(x, t) при неизвестной функции g(t) и корректность задачи в зависимости от
выбора точки x0 из [0, l].

В работе [5] рассмотрены обратные задачи нахождения свободного члена и коэффици-
ента перед u(x, t) в общем параболическом уравнении. Доказаны фредгольмовость линейной
обратной задачи нахождения правой части специального вида, а также глобальные теоремы
существования, единственности и устойчивости её решения.

Отметим также работу [6], где для абстрактного дифференциального уравнения первого
порядка

u′(t) = Au(t) + φ(t)p+ f(t), 0 ⩽ t ⩽ T,

в банаховом пространстве E изучена обратная задача по отысканию пары u(t) и p ∈ E с
заданием условий u(0) = u0, u(T ) = u1, где A — линейный замкнутый оператор и указаны
достаточные условия на функции φ(t) и f(t), которые обеспечивают существование единствен-
ного решения поставленной задачи.

В работе [7] исследованы обратные задачи об определении функции p(t) ∈ Lp(0, T ;Y0)
(Y0 — некоторое банахово пространство), входящей в правую часть операторно-
дифференциального уравнения вида

L(t)u = ut −A(t)u−B(t)u = f(t, u, p(t)),

где {A(t)}t∈[0,T ], {B(t)}t∈[0,T ] — семейства линейных определённых в некотором банаховым
пространстве X операторов и f(t, u, p(t)) — некоторый, вообще говоря, нелинейный оператор.
Получены локальные по времени теоремы существования и единственности решений. В другой
работе [8] изучается обратная задача по отысканию решения и правой части специального вида
для параболического уравнения

ut − L0u =

r∑
i=1

Ni(t)δ(x− xi) + f(x, t), (x, t) ∈ (a, b)× (0, T ),

где L0u = a(x)uxx−b(x)ux−c(x)u и δ — дельта-функция Дирака. Здесь неизвестными являются
функции u(x, t) — концентрация загрязняющего вещества в воздухе или водоёме, функции
Ni(t) — мощности источников загрязнения, точки xi ∈ (a, b) — точечные источники и r — число
этих источников. Изучен вопрос о разрешимости, единственности и некоторых качественных
свойствах решений. Приведены примеры, показывающие, что без дополнительных условий на
взаимное расположение источников и точек измерений единственность может отсутствовать.
В работе [9] для параболического уравнения

ut +A(t, x,D)u =
s∑

i=1

fi(x, t)qi(t) + f0(x, t),

где A(t, x,D) — эллиптический оператор второго порядка, рассматривается обратная зада-
ча об определении решения u и функции qi(t) по интегральным данным переопределения∫
G uφi(x)dx = ψi(t), i = 1, 2, . . . , s. Решение параболического уравнения является обобщённым

и в качестве правой части допускаются распределения из некоторых классов. При определён-
ных условиях на данные задачи показано, что обратная задача корректна в классах Соболева
и, в частности, имеют оценки об устойчивости.

В работе [10] для общего параболического уравнения исследуется обратная задача восста-
новления источника — правой части F (x, t) = h(x, t)f(x), где неизвестной является функция
f(x). Для нахождения f(x) помимо начальных и граничных условий задаётся дополнительное
условие нелокального наблюдения вида∫ T

0
u(x, t)dµ(t) = χ(x).



146 К. Б. Сабитов

Для поставленной задачи доказано свойство фредгольмовости, получены достаточные усло-
вия существования и единственности её решения. Эти условия имеют вид легко проверяемых
неравенств и не содержат ограничений на величину T > 0 и диаметр рассматриваемой обла-
сти Ω. Доказательство основывается на априорных оценках и качественных свойствах решений
начально-краевых задач для параболических уравнений.

В данной работе введение дополнительных интегральных условий в виде (7) и (8) [11]
вместо условий (11) и (12) позволяет установить на прямую единственность решения задач 1
и 2 для уравнения (1) методом интегральных тождеств и в случае, когда N(x) ≡ 1, K(t) ≡ a2,
a = const > 0, a(x, t) ≡ 0, c(x, t) ≡ const ≡ c ⩾ 0, построить решение в явном виде.

2. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ПОСТАВЛЕННЫХ ЗАДАЧ

Теорема 1. Пусть K(t) ∈ C[0, T ], K(t) > 0 при t > 0, K(0) ⩾ 0; N(x) ∈ C[0, l], N(x) > 0
при x > 0, N(0) ⩾ 0, a(x, t), c(x, t), a′x(x, t) ∈ C(D), 2c − a′x ⩾ 0 в D; g(t) ∈ C(0, T ) ∩ L[0, T ],
g(t) ̸= 0 на (0, T ). Тогда, если существует решение задачи 1, то оно единственно.

Доказательство. Пусть u(x, t) и f(x) — решение задачи 1 при нулевых условиях φ(x) ≡ 0
и ψ(x) ≡ 0. Тогда в области D имеет место тождество

2uLu = (N(x)u2)t − (2K(t)uux − au2)′x + 2Ku2x + (2c− a′x)u
2 = 2uF (x, t). (13)

Интегрируя тождество (13) по области Dε,δ = {(x, t) ε < x < l − ε, δ < t < T − δ}, где ε и δ —
достаточно малые постоянные, затем переходя к пределу при ε→ 0 и δ → 0, получим

l∫
0

N(x)u2(x, t) dx+

∫
D

[
2K(t)u2x + (2c− a′x)u

2
]
dxdt =

= 2

∫
D

uF (x, t) dxdt = 2

l∫
0

f(x)

 T∫
0

ug(t) dt

 dx = 0.

Из данного равенства следует, что u(x, t) ≡ 0 в D, а из уравнения (1) при условии g(t) ̸= 0 на
(0, T ) вытекает, что f(x) ≡ 0.

Отметим, что идея доказательства этой теоремы исходит из работы [12]. □

Теорема 2. Пусть коэффициенты K(t), N(x), a(x, t), c(x, t) удовлетворяют условиям
теоремы 1 и f(x) ∈ C(0, l)∩L[0, l], f(x) ̸= 0 на (0, l). Тогда, если существует решение задачи
2, то оно единственно.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1 и проводится на основании тожде-
ства (13).

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ 1

В дальнейшем установим теоремы существования и устойчивости решений задач 1 и 2
для уравнения теплопроводности, т. е. в уравнении (1) положим, что N(x) ≡ 1, K(t) ≡ a2,
a = const > 0, a(x, y) ≡ 0, c(x, y) ≡ const = c ⩾ 0. Тогда уравнение (1) принимает вид

ut − a2uxx + cu = F (x, t). (14)

В постановке обратных задач 1 и 2 прямой задачей является начально-граничная зада-
ча (2), (5), (6) и (14). Решение этой задачи нами построено в явном виде [13], стр. 18–24,

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(t)Xn(x), (15)
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где

un(t) = φne
−λ2

nt +

t∫
0

Fn(s)e
−λ2

n(t−s) ds, (16)

φn =

l∫
0

φ(x)Xn(x) dx, (17)

Fn(t) =

l∫
0

F (x, t)Xn(x) dx, (18)

Xn(x) =

√
2

l
sinµnx, µn =

πn

l
, λ2n = (aµn)

2 + c.

При F (x, t) = f(x)g(t) функции (18) и (16) принимают вид

Fn(t) = g(t)fn,

fn =

l∫
0

f(x)Xn(x) dx, (19)

un(t) = φne
−λ2

nt + fngn(t), (20)

gn(t) =

t∫
0

g(s)e−λ2
n(t−s) ds. (21)

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 3. Если φ(x) ∈ C1[0, l], φ(0) = φ(l) = 0, f(x) ∈ C1[0, l], f(0) = f(l) = 0,

g(t) ∈ C[0, T ], то существует единственное решение задачи (2), (5), (6) и (14) и оно опреде-
ляется формулой (15), где un(t) находится по формуле (20).

Доказательство теоремы 3 можно найти в работе [13], стр. 20–23.
Далее перейдём к обоснованию существования решения задачи 1 для уравнения (14).
Функцию (15) удовлетворим нелокальному интегральному условию (7):

T∫
0

( ∞∑
n=1

un(t)Xn(x)

)
g(t) dt =

∞∑
n=1

Xn(x)

T∫
0

g(t)un(t) dt = ψ(x) =

∞∑
n=1

ψnXn(x), (22)

где

ψn =

l∫
0

ψ(x)Xn(x) dx.

Из равенства (22) с учётом (20) найдём равенство для нахождения коэффициентов fn:

T∫
0

g(t)un(t) dt =

T∫
0

g(t)
[
φne

−λ2
nt + fngn(t)

]
dt = ψn

или

fn

T∫
0

g(t)gn(t) dt = ψn − φn

T∫
0

g(t)e−λ2
nt dt. (23)
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Пусть g(t) ≡ 1. Тогда равенство (23) принимает вид

fn
1

λ2n

[
T +

e−λ2
nT

λ2n
− 1

λ2n

]
= ψn − φn

λ2n

(
1− e−λ2

nT
)
. (24)

Отсюда находим неизвестные коэффициенты

fn =
λ2n

δn(T )

[
ψn − φn

λ2n

(
1− e−λ2

nT
)]

(25)

при условии, что при всех n ∈ N

δn(T ) = T − 1

λ2n

(
1− e−λ2

nT
)
̸= 0.

В силу теоремы единственности решения задачи 1 выражение δn(T ) не равно нулю при всех n ∈
N. Действительно, пусть φ(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0. Тогда φn = ψn ≡ 0. Если при некотором n = p ∈ N
выражение δp(T ) = 0, то из равенства (24) следует, что fp — произвольная постоянная, вообще
говоря, не равная нулю. Тогда обратная задача 1 с нулевыми граничными условиями при
g(t) ≡ 1 имеет ненулевое решение

u(x, t) =
fp
λ2p

(
1− e−λ2

pt
)
Xp(x), f(x) = fpXp(x).

Далее, найденные значения fn по формуле (25) подставив в (20), получим

un(t) = φn

[
e−λ2

nt − (1− e−λ2
nt)(1− e−λ2

nT )

λ2nδn(T )

]
+ ψn

1− e−λ2
nt

δn(T )
. (26)

Тогда решение обратной задачи 1 для уравнения (14) определяется рядами

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(t)Xn(x), (27)

f(x) =

∞∑
n=1

fnXn(x), (28)

где un(t) и fn находятся соответственно формулами (26) и (25).
Лемма. Для коэффициентов un(t) и fn справедливы следующие оценки:

|un(t)| ⩽M1

(
|φn|+ |ψn|

)
, 0 ⩽ t ⩽ T, (29)

|un(t)| ⩽M2

(
1

λ2n
|φn|+ |ψn|

)
, t0 ⩽ t ⩽ T,

|u′n(t)| ⩽M3λ
2
ne

−λ2
nt0
(
|φn|+ |ψn|

)
, 0 < t0 ⩽ t ⩽ T,

|fn| ⩽M4

(
|φn|+ λ2n|ψn|

)
, (30)

где Mi — здесь и далее положительные постоянные, которые не зависят от функций φ(x)
и ψ(x), t0 — достаточно малое число.
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Справедливость этих оценок непосредственно следует из формул (26) и (25) в силу огра-
ниченности и отделённости от нуля выражения δn(T ).

На основании леммы 1 ряд (27) на D и его производные по t и дважды по x на
Dt0 = D ∩ {t ⩾ t0} мажорируются соответственно числовыми рядами

M5

∞∑
n=1

(
|φn|+ |ψn|

)
,

M6

∞∑
n=1

(
|φn|+ n2|ψn|

)
. (31)

А ряд (28) в силу оценки (30) мажорируется рядом (31).
Теорема 4. Если φ(x) ∈ C[0, l], φ′(x) ∈ L2(0, l), φ(0) = φ(l) = 0, ψ(x) ∈ C2[0, l],

ψ′′′(x) ∈ L2(0, l), ψ(0) = ψ′′(0) = ψ(l) = ψ′′(l) = 0, g(t) ≡ 1, то существует единствен-
ное решение обратной задачи 1 для уравнения (14) и оно определяется суммами рядов (27)
и (28), при этом u(x, t) ∈ C(D) ∩ C2,1

x,t (Dt0) и f(x) ∈ C[0, l].

Доказательство. В силу наложенных на функции φ(x) и ψ(x) условий коэффициенты
φn и ψn, определённые соответственно формулами (17) и (14), их разложения в ряд Фурье по
системе Xn(x) на сегменте [0, l] можно представить в виде

φn =
1

µn
φ(1)
n , ψn =

1

µ3n
ψ(3)
n ,

здесь

φ(1)
n =

√
2

l

l∫
0

φ′(x) cosµnx dx, ψ(3)
n =

√
2

l

l∫
0

ψ′′′(x) cosµnx dx,

при этом справедливы неравенства Бесселя
∞∑
n=1

|φ(1)
n |2 ⩽ ∥φ′(x)∥2L2[0,l]

,
∞∑
n=1

|ψ(3)
n |2 ⩽ ∥ψ′′′(x)∥2L2[0,l]

.

Тогда числовой ряд (31) мажорируется сходящимся рядом

M7

∞∑
n=1

1

n

(
|φ(1)

n |+ |ψ(3)
n |
)
.

В силу этого ряды (27) и (28) сходятся равномерно на D и [0, l] соответственно, при этом
ряд (27) допускает почленное дифференцирование по t и дважды по x в Dt0 . Покажем, что
эти ряды удовлетворяют в Dt0 уравнению (14):

ut − a2uxx + cu =

∞∑
n=1

u′n(t)Xn(x) + a2
∞∑
n=1

µ2nun(t)Xn(x) + c

∞∑
n=1

un(t)Xn(x) =

=
∞∑
n=1

[
u′n(t) + λ2nun(t)

]
Xn(x) =

∞∑
n=1

fnXn(x) = f(x),

так как функция (20) удовлетворяет при g(t) ≡ 1 равенству

u′n(t) + λ2nun(t) = fn.

□
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Замечание. Заметим, что при построении решения обратной задачи 1, формально вос-
пользовавшись формулой (15) решения прямой задачи и условием (7), найдены неизвестные
коэффициенты fn по формуле (25). Затем решение задачи 1 ищется в виде суммы рядов (27)
и (28) и доказано, что эти ряды удовлетворяют условиям (2)–(4), т. е. здесь мы не пользуемся
теоремой 3. Можно было напрямую искать решение обратной задачи в виде суммы рядов (27)
и (28). Исходя из условий (4), (6) и (7) найти неизвестные их коэффициенты un(t) и fn.

Устойчивость решения задачи 1 от заданных функций φ(x) и ψ(x) устанавливается сле-
дующим утверждением.

Теорема 5. Для решения задачи (2), (3), (5)–(7), (14) имеют место оценки

∥u(x, t)∥L2[0,l] ⩽M8

(
∥φ(x)∥L2[0,l] + ∥ψ(x)∥L2[0,l]

)
, (32)

∥f(x)∥L2[0,l] ⩽M9

(
∥φ(x)∥L2[0,l] + ∥ψ′′(x)∥L2[0,l]

)
, (33)

∥u(x, t)∥C(D) ⩽M10

(
∥φ′(x)∥C[0,l] + ∥ψ′(x)∥C[0,l]

)
,

∥f(x)∥C[0,l] ⩽M11

(
∥φ′(x)∥C[0,l] + ∥ψ′′′(x)∥C[0,l]

)
. (34)

Доказательство. Поскольку система Xn(x) ортонормированная на [0, l], то в силу оцен-
ки (29) на основании формулы (27) имеем

∥u(x, t)∥2L2[0,l]
=

∞∑
n=1

u2n(t) ⩽ 2M2
1

∞∑
n=1

(φ2
n + ψ2

n) = 2M2
1

(
∥φ(x)∥2L2[0,l]

+ ∥ψ(x)∥2L2[0,l]

)
.

Отсюда следует оценка (32).
Пусть (x, t) — любая точка из D. Тогда из формулы (27) с учётом оценки (29) получим

|u(x, t)| ⩽
√

2

l

∞∑
n=1

|un(t)| ⩽
√

2

l
M1

∞∑
n=1

|φn|+ |ψn|. (35)

Далее, используя представления

φn =
φ
(1)
n

µn
, ψn =

ψ
(1)
n

µn
,

где

φ(1)
n =

√
2

l

l∫
0

φ′(x) cosµnx dx, ψ(1)
n =

√
2

l

l∫
0

ψ′(x) cosµnx dx,

∞∑
n=1

|φ(1)
n |2 ⩽ ∥φ′(x)∥2L2[0,l]

,

∞∑
n=1

|ψ(1)
n |2 ⩽ ∥ψ′(x)∥2L2[0,l]

,

и неравенство Коши—Буняковского из (35), получим

|u(x, t)| ⩽ M̃1

∞∑
n=1

1

n
|φ(1)

n |+ 1

n
|ψ(1)

n | ⩽ M̃1

( ∞∑
n=1

1

n2

)1/2
( ∞∑

n=1

|φ(1)
n |2

)1/2

+

( ∞∑
n=1

|ψ(1)
n |2

)1/2
 ⩽

⩽ M̃2

(
∥φ′(x)∥L2[0,l] + ∥ψ′(x)∥L2[0,l]

)
⩽M10

(
∥φ′(x)∥C[0,l] + ∥ψ′(x)∥C[0,l]

)
,
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где M̃i — здесь и далее положительные постоянные.
Аналогично доказываются оценки (33) и (34).
Пусть теперь g(t) ̸≡ 1. В условиях теоремы 1 g(t) ̸= 0 на (0, T ). Поэтому при g(t) ∈ C[0, T ]

можно считать, что g(t) ⩾ g0 = const > 0. Тогда функции gn(t) можно представить в виде

gn(t) = g(ξ)

t∫
0

e−λ2
n(t−s) ds = g(ξ)

1− e−λ2
nt

λ2n
,

где 0 < ξ < t, и аналогично устанавливаются справедливость теорем 4 и 5. □

4. СУЩЕСТВОВАНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ 2

Решение начально-граничной задачи (15) удовлетворим нелокальному интегральному
условию (8). Тогда с учётом (19) получим

l∫
0

u(x, t)f(x) dx =

l∫
0

∞∑
n=1

un(t)Xn(x)f(x) dx =

∞∑
n=1

un(t)fn = h(t). (36)

В равенство (36) подставим (20) с учётом (21). Тогда получим интегральное уравнение Воль-
терра первого рода относительно неизвестной функции g(t):

t∫
0

g(s)K(s, t) ds = h̃(t), 0 ⩽ t ⩽ T, (37)

где

K(s, t) =
∞∑
n=1

f2ne
−λ2

n(t−s), 0 ⩽ s ⩽ t ⩽ T, (38)

h̃(t) = h(t)−
∞∑
n=1

fnφne
−λ2

nt, 0 ⩽ t ⩽ T. (39)

При этом необходимо с учётом равенства (9) выполнение условия

l∫
0

φ(x)f(x) dx =
∞∑
n=1

φnfn. (40)

В силу наложенных условий относительно функций φ(x) и f(x) в теореме 3 при иссле-
довании прямой задачи (2), (5), (6) и (14) ядро K(s, t) и правая часть h̃(t) интегрального
уравнения (37) непрерывны дифференцируемы по t в областях определения, т. е. ряды в (38)
и (39) сходятся равномерно в областях задания и допускают почленное дифференцирование
по t. В силу этого дифференцируя уравнение (37) получим

g(t)
∞∑
n=1

f2n +

t∫
0

∂K(s, t)

∂t
g(s) ds = h̃′(t). (41)

В силу теоремы 2 функция f(x) ̸= 0 на (0, l), поэтому

∞∑
n=1

f2n =

l∫
0

f2(x) dx = ∥f(x)∥2L2[0,l]
> 0.
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Следовательно, интегральное уравнение (41) является уравнением Вольтерра второго рода с
непрерывным ядром и непрерывной правой частью. Как известно, что такие уравнения одно-
значно разрешимы в классе непрерывных на [0, T ] функций.

Таким образом, нами доказана следующая теорема.
Теорема 6. Если функции φ(x) и f(x) удовлетворяют условиям теоремы 3, f(x) ̸≡ 0

на (0, l), h(t) ∈ C1[0, T ] и выполнены условия (9) и (40), то существует единственное ре-
шение обратной задачи 2 для уравнения (14). При этом функция g(t) определяется как ре-
шение интегрального уравнения (41), затем функция u(x, t) — по формуле (15) как решение
начально-граничной задачи (2), (5), (6) и (14).

Далее докажем устойчивость решения задачи 2 для уравнения (14) в зависимости от
функций φ(x) и h(x).

Теорема 7. Для решения задачи 2 для уравнения (14) справедливы оценки

∥g(t)∥C[0,T ] ⩽M12

(
∥φ′(x)∥C[0,l] + ∥h′(t)∥C[0,T ]

)
. (42)

∥u(x, t)∥C(D) ⩽M13

(
∥φ′(x)∥C[0,l] + ∥h′(x)∥C[0,T ]

)
. (43)

Отметим, что в этих оценках постоянные M11 и M12 зависят от функции f(x).
Доказательство. Решение интегрального уравнения (41) можно построить через резоль-

венту R(s, t, λ) ядра H(s, t) =
∂K(s, t)

∂t
по формуле

g(t) = h(t) + λ

t∫
0

R(s, t, λ)h(t) ds, (44)

где

λ =
1

∥f∥2L2

, h =
h̃′(t)

∥f∥2L2

.

Поскольку λ не является характеристическим числом ядра H(s, t), то резольвента R(s, t, λ)
при любом λ > 0 является непрерывной на квадрате [0, T ] × [0, T ], поэтому она ограничена.
Предварительно оценим

|h̃′(t)| ⩽ |h′(t)|+
∞∑
n=1

|fn||φn|λ2n ⩽

⩽ |h′(t)|+ M̃3

∞∑
n=1

|f (1)n ||φ(1)
n | ⩽ |h′(t)|+ M̃3

( ∞∑
n=1

|f (1)n |2
)1/2( ∞∑

n=1

|φ(1)
n |2

)1/2

⩽

⩽ ∥h′(t)∥C[0,T ] + M̃3∥φ′(x)∥L2[0,l] ⩽ ∥h′(t)∥C[0,T ] + M̃4∥φ′(x)∥C[0,l],

(45)

где

f (1)n =

√
2

l

l∫
0

f ′(x) cosµnx dx.

Тогда из формулы (44) с учётом (45) имеем

|g(t)| ⩽ M̃5

(
∥h′(t)∥C[0,T ] + ∥φ′(x)∥C[0,l]

)
.

Отсюда следует оценка (42).
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Пусть (x, t) ∈ D. Тогда из формулы (15) на основании (20), (42), получим оценку (43):

|u(x, t)| ⩽
√

2

l

∞∑
n=1

|un(t)| ⩽
√

2

l

∞∑
n=1

|φn|+ |fn||gn(t)| ⩽

⩽

√
2

l

∞∑
n=1

(
|φn|+

|fn|
λ2n

∥g(t)∥C[0,T ]

)
⩽ M̃6

( ∞∑
n=1

|φ(1)
n |
n

+ ∥g(t)∥C[0,T ]

∞∑
n=1

1

λ2n
|fn|

)
⩽

⩽ M̃7

( ∞∑
n=1

|φ(1)
n |2

)1/2

+ ∥g(t)∥C[0,T ]

 ⩽M13

(
∥φ′(x)∥C[0,l] + ∥h′(t)∥C[0,T ]

)
.

□

В заключение отметим, что представляет интерес исследование обратных задач 1 и 2
для общего параболического уравнения (1) по части доказательства теорем существования и
устойчивости решения. Особый интерес представляют случаи, когда K(t) = tn, N(x) = xm,
n,m ∈ R, |n|+ |m| > 0.
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1. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ИССЛЕДУЕМОЙ ЗАДАЧИ

Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, n ⩾ 2. В пространственно-временном цилиндре
ΩT = Ω× (0, T ), T ∈ (0,+∞), рассмотрим следующую параболическую задачу:

∂u

∂t
−∆u+ φ

( T∫
0

u(·, s) ds
)
u = f, (1)

u(x, t) = g(x, t) при x ∈ S, (2)

u(x, 0) = u0(x), (3)

где S = ∂Ω, x = (x1, . . . , xn), t ∈ [0, T ], u : ΩT → R — искомая функция, f : ΩT → R,
g : S × [0, T ] → R, u0 : Ω → R, φ : R → R — заданные функции, условия на которые будут
выписаны ниже. Функцию φ будем называть потенциалом взаимодействия.

В уравнении (1) в аргументе φ стоит интеграл от решения по всему интервалу (0, T ),
на котором рассматривается задача. По этой причине мы будем называть данное уравнение
нелокальным по времени. Задачи подобного типа возникают, например, при моделировании
хаотичной динамики полимерной молекулы (полимерной цепочки) в водном растворе см. [1, 2].
В таких моделях искомая функция представляет собой плотность вероятности того, что t-й
сегмент цепочки находится в точке x ∈ Ω. Роль времени в данном случае играет параметр
длины дуги вдоль цепочки, общая длина которой равна T . Заметим, однако, что решение
задачи (1)–(3) не является плотностью вероятности. Дело в том, что интеграл от плотности
вероятности должен быть равен единице, а искомая функция u этим свойством, вообще го-
воря, не обладает. Решение задачи (1)–(3) естественно называть статистическим весом. Так
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как движение каждого звена влияет через окружающую жидкость на все остальные звенья,
потенциал взаимодействия φ зависит от интеграла от решения по всей длине цепочки.

Нелокальные уравнения возникают также в теории популяций см. [3, 4]. Уравнения в та-
ких моделях являются ультрапараболическими, причём роль второго времени играет возраст
особей. Нелокальные члены в данном случае могут присутствовать как в уравнении, так и в
краевых условиях.

Заметим, что наличие в уравнении интеграла от решения по всему интервалу (0, T ) пред-
полагает знание «будущего» для определения состояния системы в текущий момент времени.
Такая ситуация не характерна для теории параболических уравнений и требует новых подхо-
дов при доказательстве разрешимости задачи. Например, решения нелинейных параболиче-
ских уравнений часто строятся на достаточно малом промежутке времени, а потом продол-
жаются, если это возможно, на весь исследуемый интервал. В данном случае такой подход
неприменим. Кроме того, как правило, локальная по времени единственность решения пред-
полагает и глобальную. В рамках данной работы нам не удалось доказать единственность без
ограничений на длину интервала времени, по которому проводится интегрирование в нело-
кальном члене.

Существуют работы, посвящённые исследованию похожих задач. Доказательство слабой
разрешимости в пространствах Соболева задачи (1)–(3) с g ≡ 0 можно найти в [5, 6, 7]. В [8]
доказано существование сильного решения с f ≡ 0 и g ≡ 0. В [9] установлены слабая разре-
шимость и единственность решения задачи с интегро-дифференциальным оператором Леви
вместо лапласиана. Единственность решения доказана при некотором ограничении на вели-
чину T .

До настоящего времени подобные задачи исследовались лишь в пространствах Соболева.
В данной работе рассмотрены вопросы существования и единственности решения задачи в
классах Гёльдера, поскольку эти пространства являются одним из основных инструментов
при изучении классических параболических задач. Кроме того, поскольку подобная задача
может возникнуть в других областях математики, в предложенной работе исследована задача
с ненулевой правой частью и неоднородными краевыми условиями.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ И ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Чтобы определить понятие решения задачи (1)–(3), введём стандартные определения про-
странств Гёльдера. Прежде всего определим расстояние

d(P,Q) =
(
|x− x̃|2 + |t− t̃|

) 1
2 ,

где P = (x, t), Q = (x̃, t̃). Нетрудно проверить, что d удовлетворяет всем аксиомам метрики.
Далее, введём обозначения

∥u∥0 = sup
ΩT

|u|,

Hα(u) = sup
P,Q∈ΩT

|u(P )− u(Q)|
d(P,Q)α

,

∥u∥α = ∥u∥0 +Hα(u),

∥u∥1,α = ∥u∥α +
∑

∥Dxu∥α + ∥Dtu∥α,

∥u∥2,α = ∥u∥1,α +
∑

∥D2
xu∥α,

где суммы берутся по всем частным производным указанного порядка. Обозначим через
Cα(ΩT ) пространство функций u, определённых на ΩT , для которых ∥u∥α < ∞. Аналогич-
но определим пространства C1,α(ΩT ) и C2,α(ΩT ).
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Мы будем говорить, что область Ω ⊂ Rn принадлежит классу C2,α, если её граница S
локально представима в виде

xi = h(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn),

где h, Dxh, D2
xh непрерывны по Гёльдеру с показателем α.

Обозначим через Ω0 = {(x, t) ∈ Rn+1 |x ∈ Ω, t = 0} нижнее основание цилиндра ΩT , а
через ST = {(x, t) ∈ Rn+1 |x ∈ S, t ∈ (0, T )} — его боковую поверхность. Положим S0 = Ω0∩ST .

Пусть ψ — некоторое продолжение начальных и граничных условий в ΩT :

ψ(x, t) =

{
g(x, t), x ∈ S,

u0(x), t = 0.

Заметим, что если Ω — область класса C2,α и ψ ∈ C2,α(ΩT ), то производные Dxu0, D2
xu0,

Dtg однозначно определены по непрерывности на S0 и не зависят от выбора ψ.
Будем называть уравнение, начальные и граничные условия (1)–(3) задачей A.
Определение. Функцию u ∈ C2,α(ΩT ) будем называть решением задачи A, если она

удовлетворяет (1)–(3) в классическом смысле.
Основным результатом данной работы является следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть 0 < α < 1, Ω — область класса C2,α, φ локально непрерывна по Гёль-

деру с показателем α и φ ⩾ 0, ψ ∈ C2,α(ΩT ), f ∈ Cα(ΩT ). Пусть, кроме того, выполняется
условие согласования на S0:

gt −∆u0 + φ
( T∫

0

g(·, s) ds
)
g = f.

Тогда существует решение задачи A, принадлежащее классу C2,α(ΩT ).

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ A

Данный параграф посвящён доказательству теоремы 1. Прежде всего получим априорную
оценку максимума модуля классического решения следующей задачи:

∂w

∂t
−∆w + η w = f в ΩT , (4)

w(x, t) = g(x, t) при x ∈ S, (5)

w(x, 0) = u0(x), (6)

где η : ΩT → R+ — заданная функция. Следует отметить, что данная оценка не будет зависеть
от η.

Лемма. Пусть Ω, ψ, f обладают той же регулярностью, что и в условии теоремы 1.
Пусть η ∈ Cα(ΩT ), и выполняется условие согласования на S0:

gt −∆u0 + η g = f.

Тогда для классического решения w задачи (4)–(6) справедлива оценка

∥w∥0 ⩽ T∥f∥0 + sup
Ω0∪ST

|ψ|. (7)



160 А. С. Фоменко

Доказательство. Решение w существует и единственно (см. [10], гл. 3, §3, теорема 7).
Обозначим w̃ = ∥f∥0t+ w. Нетрудно видеть, что w̃ удовлетворяет соотношениям

∂w̃

∂t
−∆w̃ + η w̃ ⩾ 0 в ΩT ,

w̃(x, t) = g(x, t) + ∥f∥0t при x ∈ S,

w̃(x, 0) = u0(x).

В силу неотрицательности η мы можем применить принцип максимума для w̃ (см. [11], гл. 7,
§7.1, теорема 9) и получить неравенство

w̃ ⩾ − sup
Ω0∪ST

(−min(ψ + ∥f∥0t, 0)) ⩾ − sup
Ω0∪ST

|ψ|,

из которого следует оценка
w ⩾ −∥f∥0t− sup

Ω0∪ST

|ψ|. (8)

Аналогично рассмотрим случай с w̃ = ∥f∥0t− w и получим

w ⩽ ∥f∥0t+ sup
Ω0∪ST

|ψ|. (9)

Комбинируя (8) и (9), получаем оценку (7). Лемма доказана. □

Замечание 1. Если решение u задачи A существует, то оно удовлетворяет (4)–(6) с

η = φ
( T∫

0

u(·, s) ds
)
. Следовательно, в силу неотрицательности φ для u справедлива оценка (7).

Введём обозначение I = [−TB, TB], где B = T∥f∥0 + sup
Ω0∪ST

|ψ|.

Замечание 2. Из леммы следует, что значение интеграла в аргументе функции φ в урав-
нении (1) должно принадлежать отрезку I. То есть фактически φ определена на этом отрезке,
где она является ограниченной функцией.

Для доказательства теоремы 1 мы будем использовать теорему Шаудера о неподвижной
точке. Приведём её формулировку (см. также [10], гл. 7, §1, теорема 2).

Теорема (Шаудера). Пусть Y — замкнутое выпуклое подмножество из пространства
Банаха X, пусть Z — непрерывный на Y оператор, такой что ZY содержится в Y и ZY
компактно в X. Тогда Z имеет неподвижную точку, т. е. существует точка y0, такая что
Zy0 = y0.

Перейдём к доказательству теоремы 1.
Доказательство. Рассмотрим в качестве Y множество функций

VM = {v ∈ C1,α(ΩT ) | ∥v∥1,α ⩽M, ∥v∥0 ⩽ B, v = ψ на Ω0 ∪ ST },

где число M будет определено далее. Определим отображение Z : VM → C1,α(ΩT ), о котором
говорится в теореме Шаудера, следующим образом: Zv = w, если w является классическим
решением задачи

∂w

∂t
−∆w + φ

( T∫
0

v(·, s) ds
)
w = f в ΩT ,

w(x, t) = g(x, t) при x ∈ S,

w(x, 0) = u0(x).
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Решение данной задачи существует, единственно и принадлежит C2,α(ΩT ) (см. [10], гл. 3, §3,
теорема 7), что является обоснованием корректности определения оператора Z. Докажем, что
Z имеет неподвижную точку. Прежде всего покажем, что при некоторомM образ отображения
Z принадлежит VM . Оценка ∥w∥0 ⩽ B следует из леммы. Докажем неравенство ∥w∥1,α ⩽ M .
Рассмотрим функцию w0 = w − ψ. Нетрудно видеть, что w0 удовлетворяет задаче с однород-
ными начальными и граничными условиями с функцией f̃v = f − Lvψ в правой части, где

Lvψ = ∂ψ
∂t −∆ψ + φ

( T∫
0

v(·, s) ds
)
ψ. Следовательно, так как f̃v = 0 на S0, для w0 справедлива

оценка (см. [10], гл. 7, §2, теорема 4)

∥w0∥1,α ⩽ K∥f̃v∥0, (10)

где K зависит только от α, sup
I
φ, ΩT . Тогда для w имеем

∥w∥1,α ⩽ K∥f∥0 +K∥Lvψ∥0 + ∥ψ∥1,α.

Величину ∥Lvψ∥0 можно оценить следующим образом:

∥Lvψ∥0 ⩽ ∥ψt∥0 + ∥∆ψ∥0 + sup
I
φ∥ψ∥0 ⩽ ∥ψ∥2,α + sup

I
φ∥ψ∥0.

Тогда, выбирая M ⩾ K∥f∥0 +K∥ψ∥2,α +K sup
I
φ∥ψ∥0 + ∥ψ∥1,α, получим, что w ∈ VM .

Докажем теперь, что Z отображает VM в компактное подмножество из VM . Для этого
воспользуемся уже упомянутым результатом (см. [10], гл. 7, §2, теорема 4). Дело в том, что
оценка (10) справедлива также для произвольного δ < 1 с некоторой, вообще говоря, другой
постоянной K. Поэтому для w0 имеет место оценка

∥w0∥1,δ ⩽ K ′∥f̃v∥0,

где α < δ < 1, а K ′ зависит от δ, sup
I
φ, ΩT . Следовательно, для w справедливо неравенство

∥w∥1,δ ⩽ M̃

с некоторой постоянной M̃ . Тогда образ VM под действием Z является ограниченным в
C1,δ(ΩT ) множеством, что в свою очередь гарантирует его компактность в C1,α(ΩT ) (см. [10],
гл. 7, §1, теорема 1).

Докажем непрерывность оператора Z. Возьмём произвольную последовательность
{vm} ⊂ VM , сходящуюся к v в C1,α(ΩT ). Пусть w = Zv, wm = Zvm. Тогда ζm = wm − w
является классическим решением задачи

∂ζm
∂t

−∆ζm + φ
( T∫

0

vm(·, s) ds
)
ζm =

(
φ
( T∫

0

v(·, s) ds
)
− φ

( T∫
0

vm(·, s) ds
))
w в ΩT ,

ζm(x, t) = 0 при x ∈ S,

ζm(x, 0) = 0.

Следовательно, для ζm справедлива оценка

∥ζm∥1,α ⩽ K
∥∥∥(φ( T∫

0

v(·, s) ds
)
− φ

( T∫
0

vm(·, s) ds
))
w
∥∥∥
0
.
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Так как φ непрерывна по Гёльдеру на I, можем заключить

∥∥∥(φ( T∫
0

v(·, s) ds
)
− φ

( T∫
0

vm(·, s) ds
))
w
∥∥∥
0
⩽ ∥w∥0Hα(φ)

∥∥∥ T∫
0

(vm − v) ds
∥∥∥α
0
,

где Hα(φ) = sup
x,x′∈I

|φ(x)−φ(x′)|
|x−x′|α . Оценивая теперь разность под интегралом по максимуму, полу-

чаем неравенство

∥ζm∥1,α ⩽ KTα∥w∥0Hα(φ)∥vm − v∥α0 = K̃∥vm − v∥α0 ,

где K̃ = KTα∥w∥0Hα(φ). Отсюда заключаем, что ∥ζm∥1,α → 0 при m → ∞. Таким образом,
отображение Z является непрерывным на VM .

Наконец, поскольку VM — замкнутое выпуклое множество в банаховом пространстве
C1,α(ΩT ), можно применить теорему Шаудера и сделать заключение, что Z имеет неподвиж-
ную точку u, принадлежащую классу C2,α(ΩT ). Теорема доказана. □

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ A

Данный параграф посвящён исследованию вопроса единственности решения задачи A.
Теорема 2. Пусть K — постоянная из оценки (10), а I и B — отрезок и постоянная,

определённые перед замечанием 2. Если справедливо неравенство

KTBL(φ) < 1,

где
L(φ) = sup

x,x′∈I

|φ(x)− φ(x′)|
|x− x′|

<∞,

то решение задачи A единственно.

Доказательство. Предположим, что u1, u2 — решения задачи A. Обозначим u = u1−u2.
Нетрудно видеть, что u удовлетворяет задаче

∂u

∂t
−∆u+ φ

( T∫
0

u1(·, s) ds
)
u =

(
φ
( T∫

0

u2(·, s) ds
)
− φ

( T∫
0

u1(·, s) ds
))
u2 в ΩT ,

u(x, t) = 0 при x ∈ S,

u(x, 0) = 0.

Применяя оценку (10) для u и используя липшицевость функции φ, имеем

∥u∥1,α ⩽ KTBL(φ)∥u∥0,

откуда получаем, что
(1−KTBL(φ))∥u∥0 ⩽ 0.

Следовательно, u ≡ 0. Теорема доказана. □

Заметим, что условие теоремы 2 накладывает ограничение на длину интервала времени,
по которому проводится интегрирование в нелокальном члене. При этом в доказательстве тео-
ремы нигде не используется тот факт, что этот интервал совпадает с интервалом, на котором
рассматривается задача. Следовательно, справедлив более общий результат, заключающийся
в единственности решения сформулированной ниже задачи.
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Пусть u ∈ C2,α(ΩT ), T ∈ (0,+∞) и u удовлетворяет в классическом смысле следующим
соотношениям:

∂u

∂t
−∆u+ φ

( t0+T0∫
t0

u(·, s) ds
)
u = f в ΩT ,

u(x, t) = g(x, t) при x ∈ S,

u(x, 0) = u0(x),

где t0 ∈ [0, T ), T0 > 0 и t0 + T0 ⩽ T . Если KT0BL(φ) < 1, то решение задачи будет единствен-
ным. Постоянные K и B — те же самые, что и в условии теоремы 2.
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В настоящей работе проведено расчётное исследование влияния начального диаметра кап-
ли воды на динамику и период индукции разрушения в потоке за проходящей ударной
волной. Для этого проведена серия расчётов при фиксированном числе Вебера We = 400
и варьируемом начальном диаметре капли воды d = 1.4, 2.8, 5.6 мм. Численная методика
основана на VOF-методе, для учёта турбулентности использовалась LES-модель, для опи-
сания поведения межфазной границы на основных турбулентных масштабах применялась
технология адаптированных динамических сеток, которая позволяла разрешить вторич-
ные капли воды размером до 20 мкм. Исследована форма капли, структура потока вблизи
и в следе капли, а также характер массоуноса. В результате расчётов были получены
зависимости времени разрушения от безразмерного диаметра капли, установлено время
индукции разрушения, а также посчитана постоянная времени взаимодействия капли с
потоком для оценки задержки разрушения капель.

Ключевые слова: математическое моделирование, VOF-метод, LES-модель, динамиче-
ские сетки, ударные волны, аэродинамическое дробление капель, время индукции разру-
шения.
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ВВЕДЕНИЕ

Аэродинамическое дробление капель жидкости, вызванное взаимодействием с проходя-
щей ударной волной (УВ), генерирующей воздушный поток, имеет важное значение для
многих приложений промышленной газодинамики [1, 2]. Например, сверхзвуковые воздушно-
реактивные двигатели, где скорость перемешивания и горения капель жидкого топлива значи-
тельно повышается за счёт фрагментации капель под действием детонационных волн [3], или
капли дождя, попадающие на поверхность самолёта с высокими скоростями, вызывающие эро-
зию, или производство металлических порошков, используемых в аддитивном производстве.
Исследование динамики и дробления капель в потоке за проходящими УВ занимает особое
место в тематике аэродинамического дробления жидкостей [4, 5] и, начиная с ранних работ,
развивалось в следующих направлениях. Во-первых, это задачи горения аэрозолей углеводо-
родных топлив применительно к промышленной взрыво-безопасности [6–8] и к перспективным
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детонационным двигателям [9]. Так как распыление протекает одинаково для всех маловязких
жидкостей [4,5], можно его изучать на воде, что, как отмечалось, представляет самостоятель-
ный интерес. Это второе направление изучения капель в УВ: динамика [10–13] и механизмы
дробления капель при внезапном попадании в поток [4,14–16].

Для анализа механизмов разрушения капель наиболее информативна визуализация де-
формации капли и типа её разрушения (морфологические признаки). Поскольку видео-
регистрация процесса в экспериментах это позволяет, то и численное моделирование, направ-
ленное на визуализацию процесса, наиболее эффективно, поскольку решает две важные за-
дачи. Во-первых, это методическая задача в части верификации вычислительной методики
сравнения расчёта с экспериментом [17–19]. Во-вторых, математическое моделирование поз-
воляет изучать влияние различных факторов на процесс, например, размера капель. Есть,
наконец, и скрытые процессы, недоступные для наблюдения в эксперименте: движение жид-
кости в капле в ходе деформации, развитие сопряжённого пограничного слоя и неустойчивость
поверхности. Однако, все представления о механизмах разрушения капель основывают лишь
на данных о характере её деформации до массоуноса [4,5,14]. Теоретически физика аэродина-
мического разрушения контролируется числом Онезорге Oh = µl/(ρlσd0)

0,5 и числом Вебера
We = ρgu

2
gd0/σ [20]. При числах Онезорге Oh ≪ 1 влиянием вязкости жидкости можно прене-

бречь, так что процесс разрушения определяется числом Вебера, которое зависит от размера
капель d0. Нам известна только одна работа по распаду капель в УВ с варьированием размера
капель в широком диапазоне [21], в которой, как и в [19] проводилось и численное моделиро-
вание, и экспериментальное, но это не было систематическим исследованием влияния размера
капель.

Известны три основных режима фрагментации в зависимости от типа неустойчивости
межфазной границы. При малых числах Вебера 10 < We < 102 неустойчивость Рэлея—
Тейлора следует рассматривать как основной движущий механизм разрушения. При высоких
числах Вебера We > 103 процесс разрушения слоёв жидкости, формирующихся на навет-
ренной поверхности капли, определяется неустойчивостью Кельвина—Гельмгольца. Этот вид
неустойчивости межфазной границы приводит к срыву гребней волн, характерных для сдви-
говых течений в сопряжённом пограничном слое в жидкости [16,22]. Диапазон 102 < We < 103

считается переходным, а доминирующим здесь считается механизм срыва жидкого погранич-
ного слоя с экватора капли [23].

Аэродинамическое разрушение капель определяется множеством параметров, а исследо-
вание роли каждого из них возможно при постоянных прочих. На смену режимов разрушения,
особенно на границах диапазонов, может влиять любой из параметров, входящих в число We,
и в том числе размер капель. Цель данной работы — моделирование влияния размера капель
при фиксированном числе Вебера из диапазона 102 < We < 103.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАСЧЁТА ДРОБЛЕНИЯ КАПЕЛЬ В
ПОТОКЕ ЗА ПРОХОДЯЩЕЙ УДАРНОЙ ВОЛНОЙ

Для моделирования распада газокапельных течений в настоящее время существует до-
статочно большое количество математических моделей. Данные модели отличаются спосо-
бами описания процессов движения газа и частиц, а так же применяемыми допущениями и
ограничениями. Для выбора подходящей модели нужно учитывать информацию о структуре
течения и требуемой точности его описания. Наиболее полные обзоры методов решения задач с
подвижными контактными границами представлены в работах [24–29]. Для расчёта течений со
свободной поверхностью, благодаря простоте реализации и эффективности, наибольшую по-
пулярность получил метод жидкости в ячейках (VOF) [29]. Идея VOF-метода состоит в том,
что жидкость и газ рассматриваются как единая двухкомпонентная среда, а пространствен-
ное распределение фаз в пределах расчётной области определяется при помощи специальной
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функции маркёра F (x, y, z, t). Объёмная доля жидкой фазы в расчётной ячейке принимается:
F (x, y, z, t) = 0,если ячейка заполнена газом, F (x, y, z, t) = 1, если ячейка полностью заполнена
жидкостью, 0 < F (x, y, z, t) < 1, если через ячейку проходит граница раздела фаз. Поскольку
свободная поверхность движется вместе с жидкостью, то слежение за перемещением свобод-
ной границы выполняется путём решения уравнения переноса объёмной доли жидкой фазы в
ячейке:

∂F

∂t
+ ui

∂

∂xi
F = 0, (1)

где ui — вектор скорости двухфазной среды, найденный из решения системы уравнений гид-
родинамики: уравнения сохранения массы или уравнения неразрывности

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρui) = 0 (2)

и уравнений движения или закона сохранения импульса

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj
(ρuiuj) =

∂σij
∂xj

− ∂p

∂xi
− ∂τij

∂xj
+ Fsi . (3)

Здесь τij — тензор подсеточных напряжений, Fs — вектор объёмных сил, p — статическое
давление, ρ — плотность двухфазной среды. Составляющие тензора вязких напряжений

σij ≡
[
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
− 2

3
µ
∂ui
∂xi

δij , (4)

где µ — динамическая вязкость двухфазной среды. Плотность и ньютоновская вязкость рас-
сматриваемой двухкомпонентной среды находятся через объёмную долю жидкости в ячейке
по правилу смеси:

ρ = ρ1F + (1− F )ρ2, (5)

µ = µ1F + (1− F )µ2, (6)

где ρ1, µ1 — плотность и вязкость жидкости, ρ2, µ2 — плотность и вязкость газа. Полученные
величины плотности ρ и вязкости µ входят в уравнения движения и определяют физические
свойства двухфазной среды. При рассмотрении течений жидкости со свободной границей осо-
бое внимание уделяется явлению поверхностного натяжения. Изучение течений, контролируе-
мых силами поверхностного натяжения, является сложной самостоятельной задачей. Поэтому
к достоинствам VOF-метода также стоит отнести и то обстоятельство, что он позволяет отно-
сительно просто моделировать влияние сил поверхностного натяжения. Чаще всего для моде-
лирования поверхностного натяжения в рамках VOF-метода используется CSF-алгоритм [30],
предполагающий введение в уравнения движения дополнительной объёмной силы Fs, величи-
на которой определяется из соотношения

Fs = σk∇F, (7)

где σ — коэффициент поверхностного натяжения, k — кривизна свободной поверхности, кото-
рая определяется как дивергенция вектора нормали:

k = ∇
(

n

|n|

)
. (8)

Нормаль к свободной поверхности вычисляется, в свою очередь, как градиент объёмной доли
жидкой фазы в ячейке:

n = ∇F. (9)
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Важным обстоятельством при расчёте распада капель является моделирование турбулент-
ности. В данной работе для моделирования турбулентности использовалась LES-модель [31].

Тензор τij называют тензором подсеточных напряжений, его составляющие определяются
по аналогии с RANS моделями из соотношения Буссинеска:

τ ij −
1

3
τkkδij = −2µtSij .

Здесь Sij — тензор скоростей деформации:

Sij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Величину µt называют подсеточной вязкостью. В данной работе использовалась модель под-
сеточной вязкости, предложенная Смагоринским [31]:

µt = ρL2
s |S| ,

где Ls — длина смешения подсеточных масштабов:

Ls = min
(
kd,CsV

1/3
)
,

|S| ≡
√
2SijSij .

Здесь k — константа Кармана, d — расстояние до ближайшей стенки, V — объём вычисли-
тельной ячейки Cs — константа Смагоринского. В данной работе было использовано значение
Cs = 0.17. Методика решения уравнений (1)–(9) подробно описана в [19]. Разностный аналог
конвективно-диффузионных уравнений находился с помощью метода конечного объёма для
структурированных многоблочных сеток, при применении которого обеспечивалась консерва-
тивность полученной схемы. Для аппроксимации конвективных членов уравнений гидроди-
намики (3) использовалась центрально-разностная схема второго порядка. Для аппроксима-
ции нестационарных слагаемых уравнений гидродинамики применялась неявная схема первого
порядка. Диффузионные потоки и источниковые члены аппроксимировались со вторым по-
рядком точности. Связь между полями скорости и давления реализовывалась при помощи
SIMPLEC-процедуры на совмещённых сетках. Такой подход позволял преодолеть описанные
выше трудности с разрешением подвижной межфазной границы раздела. Полученная систе-
ма разностных уравнений решалась итерационным способом с применением многосеточного
решателя.

Тестирование численной методики дробления капель за проходящими ударными волнами
подробно описано авторами в работах [18, 19]. Показано качественное сравнение результатов
по динамики деформации, форме поверхности капли на характерных стадиях разрушения
и в сходные моменты времени. Судя по результатам, близки не только средние показатели
роста миделя, но и фазы поверхностных волн, приходящих на периферию капли. Проведено
количественное сравнение расчёта с экспериментом по темпу роста поперечного размера капли
и времени индукции массоуноса, показано хорошее согласие расчёта с экспериментом [18,19].

В расчётах использовалась декартова равномерная расчётная сетка. Общая детализация
исходной равномерной сетки составляла 6.5 миллионов узлов. Однако методические расчёты
показали, что такой сетки недостаточно для разрешения границы раздела фаз образующихся
мелких капель. Поэтому была применена технология градиентной адаптации расчётной сетки.
С помощью данной технологии расчётная сетка в процессе расчёта автоматически сгущает-
ся в области больших градиентов решения. В качестве управляющего параметра был выбран
градиент объёмной доли жидкости. В начальный момент времени на каплю приходится 40
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расчётных ячеек по её диаметру. При этом на границу раздела приходится не менее 8 ячеек.
Общее количество расчётных узлов в оптимизированной сетке в процессе расчёта приближа-
лось к 15 миллионам узлов. Применение такой детализированной сетки позволило разрешить
вторичные капли размером до 20 мкм.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Для моделирования разрушения капли в потоке за проходящей ударной волной был ис-
пользован пакет Ansys Fluent. Расчётная область представляет собой параллелепипед с раз-
мерами 3 ∗ 3 ∗ 5 см. На одной из граней параллелепипеда задавалось условие входа с фиксиро-
ванным значением скорости, определяемым из значения числа Вебера, на остальных гранях
расчётной области ставились условия свободного выхода. В начальный момент времени на
расстоянии 5 мм от входа в расчётную область помещалась сферическая капля воды, на ко-
торую воздействует проходящая ударная волна, генерирующая воздушный поток. Скорость
потока варьировалась от 55.4 до 110.8 м/с.

В расчётах использовались следующие физические свойства фаз: плотность 998.2 кг/м3

и вязкость воды 1.003 · 10−3 кг/(м·сек), плотность 1.7 кг/м3 и вязкость воздуха 1.789 · 10−5

кг/(м·сек), коэффициент поверхностного натяжения σ = 0.073 Н/м.
Проведено расчётное исследование влияния начального диаметра капли на динамику и

период индукции разрушения (задержку массоуноса) в потоке за ударной волной (УВ). Для
этого проведена серия расчётов при фиксированном числе Вебера We = 400 и варьируемом
начальном диаметре капли воды d = 1.4, 2.8, 5.6 мм.

На рис. 1 представлена динамика поведения капли воды в потоке с начальным раз-
мером капли d01 = 1.4 мм, скоростью газа ug1 = 110.8 м/с, константа времени t0m =
(d0/ug1) ∗ (ρl/ρ2) ≈ 306 мкс. Серия на рис. 1(a) соответствует периоду пребывания капли за
УВ tN = 150 мкс, снимки сделаны через каждые 15 мкс. Хорошо известно, что при рассматри-
ваемых в работе высоких значениях числа Вебера распад капли из-за развития многочислен-
ных неустойчивостей на границе раздела происходит несимметрично. Даже если постановка и
начальные параметры эксперимента изначально были осесимметричны. Поскольку задача ре-
шалась в полной трёхмерной постановке и для моделирования турбулентности использовалась
вихреразрешающая LES-модель турбулентности, то в этих условиях возникновение трёхмер-
ных неустойчивостей и потеря симметрии в численном решении происходила естественным
образом.

На рис. 1 показана возможная эволюция капли до 285 мкс, что позволяет видеть такую
особенность, как поперечное вытягивание плёнки у плоской донной части капли, что в даль-
нейшем становится зоной массоуноса. Отношение максимального диаметра деформированной
капли к начальному, к моменту начала разрушения достигает величины dmax/d01 = 1.169,
где dmax — это максимальный размер капли перед началом её разрушения, d01 = 1.4 мм —
начальный диаметр капли, время индукции разрушения — это время начала разрушения по-
верхности капли, в этот момент капля максимально деформируется по миделю, но срыв ещё не
наступает. Первый признак начала разрушения капли — это появление плёнки вниз по потоку.
Погрешность определения времени индукции порядка величины временного шага — 5 ∗ 10−7с.
В данном случае время индукции составляет t1 = 89 мкс (рис. 1(a), интервал между 6 и 7
кадрами, отсчёт идёт слева направо).

На рис. 2 представлена динамика разрушения капли воды с начальным диаметром капли
d02 = 2.8 мм, скоростью газа ug2 = 78.3 м/с, постоянная времени t0m = 867 мкс. Серия на рис. 2
соответствует периоду пребывания капли за УВ tN = 900 мкс, «снимки» сделаны через каждые
50 мкс. Отношение максимального диаметра деформированной капли к начальному, к моменту
начала разрушения достигает величины dmax/d02 = 1.177, начало массоуноса приходится на
интервал между кадрами 5 и 6 (рис. 2(a)), время индукции разрушения, это время начала
разрушения капли в данном случае составляет t2 = 234 мкс.
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Рис. 1. Численное моделирование динамики разрушения капли воды d01 = 1.4 мм в потоке
за УВ, скорость газа ug1 = 110.8 м/с; (a) период до 150 мкс; (b) период 165–225 мкс; (c)

период 240–285 мкс

На рис. 3 представлена динамика разрушения капли воды с начальным диаметром
d03 = 5.6 мм, скоростью газа ug3 = 55.4 м/с, постоянная времени t0m = 2452 мкс, время
пребывания капли в потоке tN = 1900 мкс, «снимки» сделаны через каждые 100 мкс. От-
ношение максимального диаметра деформированной капли к начальному, к моменту начала
разрушения достигает величины dmax/d03 = 1.21, начало массоуноса приходится на интервал
между кадрами 7 и 8 (рис. 3(a)), время индукции разрушения t3 = 624 мкс.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

По рис. 1–3 видно, что характер деформации капли на ранней стадии взаимодействия
с УВ с образованием двух кольцевых волн у миделя и вблизи донной поверхности демон-
стрирует все признаки режима срыва жидкого пограничного слоя, что вполне соответствует
выбранному числу We = 400. Гребни этих волн из-за нестабильности позже становятся очага-
ми массоуноса по механизму, предложенному в [23], это же видно и по расчётным «снимкам».
Особенности этого типа деформации подробно анализировались в [19], и в частности, выпола-
живание донной поверхности объяснялось импактным действием возвратного течения вблизи
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Рис. 2. Численное моделирование динамики разрушения капли воды d02 = 2.8 мм в потоке
за УВ, скорость газа ug2 = 78.3 м/с; (a) период 0–400 мкс; (b) период 450–700 мкс; (c)

период 750–900 мкс

оси аэродинамического следа. На более поздней стадии взаимодействия (серии б) рис. 1–3
наветренная поверхность также становится плоской с выраженным ростом диаметра миделя
капли. На рис. 4 представлено сравнение темпа роста миделя капель воды с разным началь-
ным размером. Как видно из графика, начальный диаметр капли воды после взаимодействия
с проходящей УВ практически никак не влияет на темп деформации.

В таблице приводятся основные параметры и количественные результаты расчётов. Без-
размерный период индукции Ti = ti/t0m это отношение периода индукции массоуноса к по-
стоянной времени t0m = (d0/ug) · (ρl/ρg)0.5. Как видно из таблицы, с увеличением начального
диаметра капли воды, период индукции массоуноса также увеличивается, безразмерный пери-
од индукции составляет Ti ≈ 0.36 . Данный результат получен при фиксированном значении
числа Вебера.

Сравнение полученного в расчётах периода индукции массоуноса ti = 312 мкс для капли с
d0 = 2.8 мм (см. таблицу) показывает хорошее согласие с экспериментами. Действительно, по
аппроксимации экспериментальных данных и параметрическому анализу в [23] установлено,
что для этого режима разрушения ti ≈ a/We0.5 , а для капель воды «естественного» размера
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Рис. 3. Численное моделирование динамики разрушения капли воды d03 = 5.6 мм в потоке
за УВ, скорость газа ug3 = 55.4 м/с; (a) период 0–800 мкс; (b) период 900–1400 мкс; (c)

период 1500–1900 мкс

a ≈ 6.7 мс. Тогда при We = 400 согласно [23] получаем ti = 330 мкс, а расхождение расчётов
и экспериментов ∼ 5%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате расчетов были получены зависимости максимальной степени деформации
ядра капли перед началом ее разрушения dmax/d0, а так же время индукции разрушения кап-
ли воды t в потоке за УВ. Используя эмпирическую формулу ti = 0.36 · (d0/ug) · (ρl/ρg)0.5, где
скорость ug и плотность ρg газа вычисляются по числу Маха УВ, рассчитан количественный
показатель для сравнения расчетов с опытами — период индукции массоуноса ti. Показано, что
с увеличением начального размера капли задержка массоуноса увеличивается. Данные, полу-
ченные в результате численного моделирования в части задержек разрушения капель хорошо
согласуются с результатами экспериментов и параметрического анализа из [23], а расхождение
составляет ∼ 5%.
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Рис. 4. Темп поперечной деформации капли воды

d0, мм dmax/d0 We ug,м/с ti, мкс t0m, мкс Ti = ti/t0m
1.4 1.169 400 110.8 110 306 0.3595
2.8 1.177 400 78.3 312 867 0.3599
5.6 1.210 400 55.4 882 2452 0.3597
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of the breakup time on the dimensionless droplet diameter were obtained, the breakup induction
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В рамках математической модели, основанной на интегро-дифференциальном уравнении
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ВВЕДЕНИЕ

Компьютерная томография (КТ) уже на протяжении многих лет остаётся одним из наи-
более информативных методов медицинской диагностики, позволяющим получать трёхмер-
ные изображения внутренней структуры биологических объектов [1]. Особую актуальность в
последнее время приобрели задачи дальнейшего совершенствования методов компьютерной
томографии, повышения качества и контраста получаемых изображений. Это связано как
с общим прогрессом в области медицинской визуализации и появлением новых технических
возможностей, так и с ростом специфических требований к точности диагностики в условиях
распространения различных заболеваний [2, 3]. На качество томографической реконструкции
влияет множество физических факторов, таких как сильное ослабление сигнала в плотных
средах, деструктивное влияние рассеянного излучения, шумы регистрирующей аппаратуры,
неконтролируемые движения пациента в процессе сканирования и т. д. [4]. Одним из наиболее
значимых является эффект рассеяния рентгеновских лучей на неоднородностях структуры
объекта, приводящий к существенной потере контрастности изображения и возникновению
артефактов [5]. В связи с этим, достаточно обширный пласт работ в области компьютерной
томографии направлен на разработку методов подавления влияния рассеянного излучения.
Зачастую подобные методы основаны на различном качественном поведении рассеянной и не
рассеянной (баллистической) составляющих сигнала. Так в работах [6, 7] предлагалось при-
менение источников излучения имеющих особенности типа разрыва либо сингулярности, что
позволяло подавлять влияние рассеянного излучения за счёт различной гладкости рассеянной
и баллистической составляющих сигнала. Аналогичный подход использовался в [8] для одно-
временного восстановления коэффициентов ослабления и рассеяния. В дальнейшем идеи осно-
ванные на использовании источников специального типа были успешно применены в поляри-
зационной томографии [9] и оптической томографии кожных покровов [10]. В конусно-лучевой
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компьютерной томографии [11, 12] для фильтрации рассеяния используются элементы, бло-
кирующие часть поля зрения детектора (подвижный блокиратор или решётку с пластинами).
Анализ сигнала в заблокированных областях позволяет оценить интенсивность рассеянного
излучения, скорректировать его влияние и подавить связанные с ним артефакты на рекон-
струированных изображениях. В работе [13] применялось частотное разделение рассеянно-
го и баллистического излучения при спектральном анализе полученных изображений. В [14]
баллистическая составляющая выделялась путём энергетической фильтрации фотонов пре-
терпевших комптоновское рассеяние. Появление источников рентгеновского излучения произ-
водящих ультра-короткие импульсы привело к развитию методов временной дискриминации
рассеянного излучения [15, 16]. Для коррекции рассеянного сигнала также используются ме-
тоды глубокого обучения, приобретшие в последнее время большую популярность [17].

Данная статья продолжает исследования начатые в работах [18, 19], где нами был пред-
ложен подход к восстановлению неизвестного коэффициента ослабления с помощью экстрапо-
ляционного метода, основанного на анализе поведения решения начально-краевой задачи для
нестационарного уравнения переноса излучения. Была установлена зависимость плотности
потока выходящего излучения от параметра, характеризующего длительность зондирующего
импульса и показано, что вклад рассеянной компоненты в проекционных данных падает при
уменьшении значений параметра.

Экстраполяция плотности потока выходящего излучения по данным многократного про-
свечивания импульсами различной длительности, в область сверхмалых значений параметра
позволяет асимптотически выделить баллистическую компоненту и исключить вклад рассея-
ния. В этом случае нахождение коэффициента ослабления является хорошо изученной задачей
и сводится к обращению преобразования Радона от искомой функции [20,21].

Последующий численный анализ выявил существенный недостаток предложенного мето-
да экстраполяции проекционных данных — высокую чувствительность к погрешности изме-
рений, что приводит к потере устойчивости решения обратной задачи томографии. Так при
уровне относительной ошибки в измерении проекционных данных порядка 5% метод демон-
стрирует полную потерю различимости внутренней структуры объекта [19, 22]. Это серьёзно
ограничивает практическое применение подхода в реальных условиях, где шумы и искажения
в исходных данных практически неизбежны. Для преодоления указанного недостатка в насто-
ящей работе предлагается иной подход, который основан на экстраполяции непосредственно
в пространстве восстановленных томографических изображений. На ряде численных экспе-
риментов продемонстрировано, что такой способ обработки менее чувствителен к ошибкам
измерений и демонстрирует вполне приемлемую устойчивость.

Отметим, что экстраполяционные методы достаточно давно и плодотворно используются
для повышения качества томографических изображений. В большей степени разрабатывае-
мые алгоритмы применяются к стационарным задачам томографии в условиях неполноты
проекционных данных при этом используются как методы непосредственной экстраполяции
недостающих данных [21, 23], так и итерационные подходы [24]. В работе [25] предлагается
экстраполяционный метод восстановления спектральной зависимости сигнала в двух энер-
гетической томографии с помощью методов глубокого обучения. В отличие от предлагаемого
нами подхода, в упомянутых работах не учитываются нестационарная природа и структурные
особенности измеряемого сигнала.

1. ПОСТАНОВКИ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение, описывающее нестационарный про-
цесс взаимодействия излучения с веществом, вида [16](

1

c

∂

∂t
+ ω · ∇r + µ(r)

)
I(r, ω, t) = σ(r)

∫
Ω

p(r, ω · ω′)I(r, ω′, t)dω′. (1)
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Функция I(r, ω, t) интерпретируется как плотность потока частиц в момент времени t ∈
[0, T ], в точке r ∈ R3, движущихся со скоростью c в направлении единичного вектора
ω ∈ Ω = {ω ∈ R3 : |ω| = 1}. Функции µ и σ имеют смысл коэффициентов ослабления и рас-
сеяния, а через p обозначена индикатриса рассеяния.

Исследуемый объект содержится в цилиндре G с центром в начале координат, диаметром
основания d и высотой l, G = {r = (r1, r2, r3) ∈ R3 :

√
r21 + r22 < d/2, −l/2 < r3 < l/2}. Обозна-

чим через Πω плоскость, касательную к границе области G и перпендикулярную направлению
ω, Πω = {r ∈ R3 : r · ω = d/2}. Очевидно, что плоскости Π−ω и Πω параллельны и находятся
на расстоянии d друг от друга.

Сканирование объекта осуществляется путём синхронного поворота плоскостей
с источниками излучения Π−ω∗ и детекторами Π+ω∗ в горизонтальных сечениях
ω∗ ∈ Ω∗ = {ω = (ω1, ω2, ω3) ∈ Ω : ω3 = 0}.

Рассматривая прямую задачу для уравнения (1), мы будем опускать параметрическую
зависимость решения уравнения Iω∗(r, ω, t) от направления ω∗, которое характеризует по-
ложение внешнего источника облучения. Для краткости изложения введём ряд обозначений
X = G×Ω×[0, T ], X0 = G×Ω×{t = 0}, Ω−ω∗ = {ω ∈ Ω : −ω∗ ·ω > 0}, Y − = Π−ω∗×Ω−ω∗×[0, T ],
X− = Y − ∪X0, и присоединим к уравнению (1) начальные и граничные условия

I|X0 = h0(r, ω), (2)

I|Y − = hext(z, ω, t), (3)

где h0 характеризует состояние процесса в начальный момент времени, а функция hext опи-
сывает плотность потока излучения падающего на объект. На множестве X0 × Y − построим
функцию

h(z, ω, t) =

{
h0(z, ω), если (z, ω, t) ∈ X0,
hext(z, ω, t), если (z, ω, t) ∈ Y −

и объединим условия (2) и (3) в одно начально-краевое условие следующего вида:

I|X− = h(r, ω, t). (4)

Прямая задача. В прямой задаче требуется определить функцию I из уравнения (1) и
условия (4) при заданных µ, σ, p, c, h.

Относительно коэффициентов уравнения (1) и функции h в условии (4) предполагается,
что µ, σ ∈ L∞(G), p(r, ω · ω′) ∈ L∞(G × [−1, 1]), h ∈ L∞(X−). Физика описываемого про-
цесса подразумевает, что все функции неотрицательные, справедливо σ ⩽ µ и индикатриса
рассеяния p удовлетворяет условию нормировки∫

Ω

p(r, ω · ω′)dω′ = 1

для почти всех r ∈ G. Не нарушая общности будем полагать, что вне области G функции µ, σ
продолжены нулём, то есть вне G излучение со средой не взаимодействует.

Для простоты изложения мы ограничимся случаем, когда серийное облучение среды, за-
висящее от направления ω∗, осуществляется прямоугольными импульсами длительностью ϵ
вида

h(ξ, ω, t) =

{
1/ϵ, (ξ, ω, t) ∈ Π−ω∗ × Ω−ω∗ × (0, ϵ),

0, (ξ, ω, t) ̸∈ Π−ω∗ × Ω−ω∗ × (0, ϵ).
(5)

Отметим, что использование нами такого вида источника направлено в первую очередь для
упрощения математических выкладок. В тоже время практическое построение источников



180 И. П. Яровенко, П. А. Ворновских, И. В. Прохоров

рентгеновского излучения, имеющих форму прямоугольных импульсов во временном диапа-
зоне вполне реалистично и рассматривалось, например, в работе [26].

Обозначим через Lr,ω луч исходящий из точки r ∈ R3 в направлении ω,
Lr,ω = {r + ωτ : τ > 0}, а через d(r,−ω) расстояние от точки r ∈ G до плоскости Π−ω∗ в на-
правлении −ω, и пусть d(r,−ω, t) = min{d(r,−ω), ct}. Если луч Lr,ω не имеет общей точки с
плоскостью Π−ω∗ , то очевидно, что d(r,−ω, t) = ct.

Решением прямой задачи будем называть функцию I из пространства

W 1
∞ = {I ∈ L∞(X) :

(
1

c

∂

∂t
+ ω · ∇r

)
I ∈ L∞(X)}

такую, что для почти всех (r, ω, t) ∈ X функция I(r − τω, ω, t − τ/c) абсолютно непрерывна
по τ на множестве [0, d(r,−ω, t)] \ {c(t− ϵ)}, удовлетворяет уравнению (1) и условию (4) почти
всюду на X и X−, соответственно.

Заметим, что такое определение решения и сделанные выше предположения приводят к
тому, что прямая задача будет однозначно разрешима [19]. Исследованию прямых задач для
стационарных и нестационарных уравнений переноса излучения подобного рода посвящено не
мало работ, отметим лишь несколько широко известных монографий по этой тематике [27–32].

Обратная задача. Под обратной задачей будем понимать задачу определения функции
µ из соотношений (1), (4) и дополнительного условия

d/c+ϵ∫
d/c

I(η, ω∗, t)dt = H(η, ω∗), (η, ω∗) ∈ Πω∗ × Ω∗, (6)

в которых величины c, d, ϵ и функции h(ξ, ω∗, t), H(η, ω∗) при (ξ, ω∗, t) ∈ Πω∗ × Ω∗ × [0, T ],
(η, ω∗) ∈ Πω∗ × Ω∗ заданы.

Таким образом, для нахождения коэффициента ослабления нужны только лишь усреднён-
ные значения плотности потока, что несколько снижает требования к временному разрешению
детекторов.

2. АСИМПТОТИКА КОЭФФИЦИЕНТА ОСЛАБЛЕНИЯ ПРИ МАЛОЙ
ДЛИТЕЛЬНОСТИ ЗОНДИРУЮЩЕГО ИМПУЛЬСА И ПРОЦЕДУРА

ЭКСТРАПОЛЯЦИИ

Хорошо известно, что начально-краевая задачи (1), (4) эквивалентна уравнению инте-
грального типа

I = I0 +ASI,

для решения которого справедливо представление в виде равномерно сходящегося ряд Ней-
мана [16]

I =
∞∑
n=0

(AS)nI0, (7)

где операторы A и S определяются выражениями

Af(r, ω, t) =

d(r,−ω,t)∫
0

exp

−
τ∫

0

µ(η − τ ′ω)dτ ′

 f(r − ωτ, ω, t− τ/c)dτ,

Sf(r, ω, t) = σ(r)

∫
Ω

p(r, ω · ω′)f(r, ω′, t)dω′.
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В представлении (7) функция

I0(r, ω, t) = h(η − d(r,−ω, t)ω, ω, t− d(r,−ω, t)/c) exp

−
d(r,−ω,t)∫

0

µ(η − τω)dτ


имеет смысл интенсивности нерассеянного поля (баллистическая компонента), а функция
In = (AS)nI0 при n = 1, 2, . . . описывает n-кратно рассеянное поле.

В рамках данного исследования мы ограничимся приближением однократного рассеяния,
оставляя в ряде Неймана только два первых слагаемых: I = I0+I1. Найдём интеграл в правой
части (6) от функций I0 и I1. С учётом вида функции h для всех η ∈ Πω∗ получаем

d/c+ϵ∫
d/c

I0(η, ω
∗, t)dt =

d/c+ϵ∫
d/c

h(η, ω∗, t)dt exp

−
d∫

0

µ(η − τω∗)dτ

 =

= exp

−
d∫

0

µ(η − τω∗)dτ

 .

Для интеграла от величины I1 справедлива следующая лемма, устанавливающая оценку на
скорость роста вклада однократно рассеянного излучения в зависимости от длительности им-
пульса входящего излучения [19]. Для удобства дальнейших рассуждений мы приведём её
небольшое доказательство.

Лемма. Для всех η ∈ Πω∗ функция I1 удовлетворяет следующему неравенству:

d/c+ε∫
d/c

I1(η, ω
∗, t)dt ⩽

σd

2
Φ(ε), (8)

где σ = sup
(r)∈G

σ(r) и

Φ(ε) =
1

2

(
cε

d
ln

∣∣∣∣1 + d

cε

∣∣∣∣+ 1− d

cε
ln
∣∣∣1 + cε

d

∣∣∣) . (9)

Доказательство. Так как I1 = ASI0, то

I1(η, ω
∗, t) =

d∫
0

exp

−
τ∫

0

µ(η − τ ′ω∗)dτ ′

 σ(η − τω∗)

4π
×

×
∫
Ω

exp

−
d(η−τω∗,ω)∫

0

µ(η − τω∗ − τ ′ω)dτ ′

×

× h(η − τω∗ − d(η − τω∗, ω)ω, ω, t− τ/c− d(η − τω∗, ω)/c)dωdτ. (10)

Учитывая форму импульса внешнего источника излучения и проводя параметризацию вектора
ω через сферические углы

ω1 = cosα
√
1− ν2, ω2 = sinα

√
1− ν2, ω3 = ν, ν = ω · ω∗,
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из (10) получаем

I1(η, ω
∗, t) ⩽

σ

2ε

d∫
0

1∫
0

χε(t− τ/c− (d− τ)/(cν))dνdτ, (11)

где χε(t) характеристическая функция отрезка [0, ε]. Сделаем следующую замену переменных
в интеграле из правой части соотношения (11):

s = t− τ/c− (d− τ)/(cν), ν =
d− τ

c(t− s)− τ
, dν =

c(d− τ)ds

(c(t− s)− τ)2
,

где переменная s изменяется на интервале (0,min{ε, t− d/c}). Учитывая диапазон изменения
переменной t, d/c ⩽ t ⩽ d/c+ ε, получаем

I1(η, ω
∗, t) ⩽

σc

2ε

d∫
0

t−d/c∫
0

(d− τ)dsdτ

(c(t− s)− τ)2
= − σ

2ε

d∫
0

(d− τ)

(c(t− s)− τ)

∣∣∣∣t−d/c

0

dτ =

=
σ

2ε

d∫
0

(ct− d)(d− τ)

(ct− τ)(d− τ)
dτ =

σ

2ε
(ct− d) ln

∣∣∣∣ ct

ct− d

∣∣∣∣ .
Таким образом, для всех t ∈ (d/c, d/c+ ε)

I1(η, ω
∗, t) ⩽

σ

2ε
(ct− d) ln

∣∣∣∣ ct

ct− d

∣∣∣∣ . (12)

Интегрируя обе части неравенства (12) по промежутку (d/c, d/c+ ε), получаем

d/c+ε∫
d/c

I1(η, ω
∗, t)dt ⩽

σ

2ε

d/c+ε∫
d/c

(ct− d) ln

∣∣∣∣ ct

ct− d

∣∣∣∣ dt = σ

2ε

(
(ct− d)2

2c
ln

∣∣∣∣ ct

ct− d

∣∣∣∣∣∣∣∣d/c+ε

d/c

−

−
d/c+ε∫
d/c

(ct− d)2

2c

(
1

t
− c

ct− d

)
dt

 =
σ

2ε

(cε)2

2c
ln

∣∣∣∣d+ cε

cε

∣∣∣∣+
d/c+ε∫
d/c

d(ct− d)

2t
dt

 =

=
σd

4

(
cε

d
ln

∣∣∣∣1 + d

cε

∣∣∣∣+ 1− d

cε
ln
∣∣∣1 + cε

d

∣∣∣) =
σd

2
Φ(ε),

где функция Φ(ε) определяется соотношением (9). Таким образом лемма доказана. □

Из неравенства (8) видно, что при уменьшении длительности зондирующего импульса
осреднённые значения функции I1 стремятся к нулю. По аналогии с доказательством леммы 1
можно показать, что осреднённые по промежутку времени значения функций I2, I3, . . . также
сходятся к нулю при ε → 0. Получение аналитических выражений для скорости асимптотиче-
ской сходимости к нулю при ε → 0 функций

d/c+ε∫
d/c

In(η, ω
∗, t)dt

для n > 1 достаточно громоздко и сопряжено оформительскими трудностями, поэтому здесь не
приводятся. Асимптотическая оценка для компоненты I2, описывающей двукратное рассеяние,
доказана в [19].
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В исследовании [33] проводились численные эксперименты по оценке скорости роста ве-
личин

Ψm(ε) =

d/c+ε∫
d/c

m∑
n=1

In(η, ω
∗, t)dt

для характерных в медицинской компьютерной томографии значений коэффициентов ослаб-
ления и рассеяния излучения. Результаты экспериментов показали, что для фиксированного
ε монотонно возрастающая последовательность Ψm(ε) достаточно быстро стабилизируется c
ростом m и сходится к нулю при ε → 0.

Если ограничиться приближением однократного рассеяния, то при доказательстве лем-
мы 1 можно воспользоваться теоремой о среднем, а не оценивать грубо подынтегральные
экспоненты сверху. Тогда приближенное решение можно записать в виде

H(η, ω∗, ε) =

d(1+ε)/c∫
d/c

I(η, ω∗, t, ε)dt = exp

−
d∫

0

µ(η − τω∗)dτ

+ C(η, ω∗)Φ(ε), (13)

где функция C(η, ω∗) содержит значения экспоненциальных ядер из (10). Так как функция
C(η, ω∗) не зависит от ε, то мы можем определить её значение в точке (η, ω∗) по данным
облучения среды двумя импульсами различной длительности ε1, ε2, 0 < ε2 < ε1. Используя
данные двух измерений H(η, ω∗, εi), i = 1, 2, можно выразить линейный интеграл от искомой
функции µ:

d∫
0

µ(η − τω∗)dτ = − ln

∣∣∣∣H(η, ω∗, ε1)−
H(η, ω∗, ε1)−H(η, ω∗, ε2)

Φ(ε1)− Φ(ε2)
Φ(ε1)

∣∣∣∣ . (14)

Левая часть соотношения (14) является лучевым преобразованием Радона искомой функции
µ(r). Информации о семействе таких линейных интегралов на множестве Πω∗ ×Ω∗ достаточно
для обращения преобразования Радона [20,21]. Таким образом соотношение (14) даёт прибли-
женное решение обратной задачи.

Подробное тестирование данного подхода было проведено в работах [18, 19]. Результаты
численных экспериментов продемонстрировали, что при зондировании импульсами неболь-
шой длительности (порядка нескольких десятков пикосекунд) даже такое грубое приближе-
ние позволяет построить хорошую аппроксимацию решения уравнения переноса излучения в
многократно рассеивающей среде и решить обратную задачу восстановления неизвестного ко-
эффициента ослабления. Более того, добавление учёта вклада рассеяния высших кратностей
приводит к тому, что экстраполяционный метод решения задачи томографии становится весь-
ма требовательным к точности входных данных и очень быстро теряет устойчивость с ростом
ошибки в проекционных данных.

Справедливости ради стоит заметить, что неустойчивость характерна и для случая учёта
только однократного рассеяния. В частности, как уже упоминалось во введении, при уровне
относительной ошибки в измерении проекционных данных порядка 5% метод демонстрирует
полную потерю различимости внутренней структуры объекта [19, 22]. Мы связываем данное
обстоятельство с тем, что при решении условно корректной задачи обращения преобразования
Радона используются данные, полученные в результате потенциально неустойчивой процеду-
ры экстраполяции. При этом каждая проекция экстраполируется независимо от остальных,
что может вносить дополнительные искажения в набор проекционных данных. В рамках теку-
щего исследования мы предлагаем использовать несколько другой подход к решению задачи
томографии, а именно сначала обращать преобразование Радона по проекционным данным
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без коррекции, а после применять процедуру экстраполяции в пространстве восстановленных
изображений. На наш взгляд, такой подход будет обладать большей устойчивостью к ошибкам
в проекционных данных. Это предположение связано с тем, что при обращении преобразова-
ния Радона будут использоваться «сырые» проекционные данные, в которых, как правило,
данные согласованы между проекциями, а процедура экстраполяции будет проводится неза-
висимо для каждого пикселя итогового изображения и, появление каких-либо выбросов, свя-
занных с неустойчивостью процедуры экстраполяции, будет носить локальный характер и
минимально влиять на качество итогового изображения.

В качестве функциональной зависимости для построения экстраполяционной формулы
в пространстве изображений мы будем так же использовать функцию Φ(ε), определяемую
соотношением (9). Приведём некоторые соображения, позволяющие получить формулу для
экстраполяционной процедуры в пространстве изображений. Выразим из соотношения (13)
баллистическую составляющую сигнала и прологарифмируем, тогда

d∫
0

µ(η − τω∗)dτ = − lnH(η, ω∗, ε)− ln

(
1− C(η, ω∗)Φ(ε)

H(η, ω∗, ε)

)
. (15)

Учитывая, что Φ(ε) → 0 при ε → 0, то из (15) при малых ε приходим к следующему прибли-
женному соотношению:

d∫
0

µ(η − τω∗)dτ = − lnH(η, ω∗, ε) +
C(η, ω∗)Φ(ε)

H(η, ω∗, ε)
. (16)

Применяя к обеим частям (16) оператор обращения преобразования Радона, получаем

µ(r) = µ(r, ε) + C̃(r, ε)Φ(ε),

где µ(r, ε) — значение коэффициента ослабления, восстановленное про проекционным данным
H(η, ω∗, ε), а величина C̃(r, ε) обратное преобразование Радона от C(η, ω∗)/H(η, ω∗, ε). Если до-
полнительно предположить, что функция C̃(r, ε) не зависит от ε, то аналогично случаю выше,
мы можем определить C̃(r) по известным H(η, ω∗, εi), i = 1, 2, и получить экстраполяционную
формулу для определения коэффициента ослабления

µ(r) = µ(r, ε1)−
µ(r, ε1)− µ(r, ε2)

Φ(ε1)− Φ(ε2)
Φ(ε1). (17)

Отметим, что уточняющая формула (17) получена в предположение о независимости величи-
ны C̃ от ε. Формально, данное приближение можно получить, если разложить функцию C̃ в
ряд по ε и ограничиться только первым членом в разложении. Как показали приведённые в
следующем параграфе численные эксперименты, использование даже такого грубого прибли-
жения позволяет получить томограммы коэффициента ослабления µ(r) достаточно хорошего
качества.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для сравнительного тестирования предложенных алгоритмов мы будем использовать спе-
циально разработанный цифровой фантом, предложенный в работе [22]. Он представляет со-
бой цилиндр с диаметром и высотой 10 см, заполненный базовым веществом с коэффициентом
ослабления эквивалентным воде. Фантом содержит цилиндрические включения диаметром
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0.6 см и высотой 10 см, с заданными значениями коэффициента ослабления в единицах Ха-
унсфилда (HU), традиционно применяемых в компьютерной томографии. Они связаны со
значениями коэффициента ослабления вещества µ по следующему линейному закону:

HU =
µ− µwater

µwater − µair
× 1000,

где µ — коэффициент ослабления вещества, а µwater, µair — коэффициенты ослабления для
воды и воздуха, соответственно.

Включения содержат материалы со следующими значениями коэффициента ослабления:
−1000HU , −600HU , −100HU , 300HU , 500HU и 2100HU , которые соответствуют основным
материалам характерным для дентальной конусно-лучевой томографии [34]. Центры включе-
ний расположены на концентрических окружностях на разных расстояниях от центра фантома
для того чтобы можно было оценить эффект влияния местоположения включения на точность
восстановления. Поперечное сечение фантома схематично изображено на рис. 1(a).

Рис. 1. Цифровой фантом: (a) — схематичное изображение поперечного сечения фантома;
(b), (c) — реконструкция по необработанным данным соответствующим длительностям

импульса 50 пс и 100 пс; (d), (e), (f) — реконструкция по экстраполированным данным для
уровня ошибки в проекционных данных в 1%, 2%, 5%

В численных экспериментах моделировался томограф, содержащий 200 детекторов, дис-
кретизация по углу составляла 600 направлений. Для описания серийного облучения среды
использовался импульсный источник определяемый формулой (5), с длительностью импуль-
сов, которая варьировалась в экспериментах. Для моделирования проекционных данных гене-
рируемых томографическим сканером мы использовали метод Монте-Карло [35], чтобы найти
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выходящее излучение H(εi) = H(η, ω∗, εi), соответствующее различной длительности импуль-
сов εi входящего излучения. В расчётах методом Монте-Карло моделировалось до 10 актов
взаимодействия излучения с веществом. Такое количество было выбрано путём предваритель-
ных расчётов для различного числа учитываемых актов взаимодействия излучения с веще-
ством. Для контроля уровня ошибки в проекционных данных вычислялась выборочная дис-
персия [35], количество генерируемых траекторий выбиралось в зависимости от необходимой
точности моделирования измерений в проекционных данных и варьировалось от 104 до 107.

После нахождения H(η, ω∗εi), независимо для каждой проекции, соответствующей на-
правлению ω∗, выполнялась экстраполяция данных о выходящем излучении согласно форму-
ле (14). Затем с помощью алгоритма свёртки и обратной проекции находилась функция µ [20].
Для сравнения и дальнейшего использования в экстраполяционной процедуре вычислялись
значения преобразования Радона функции µ без экстраполяции

d∫
0

µ(η − τω∗)dτ = − ln |H(η, ω∗εi)| ,

что соответствует формуле классической томографии без применения методов подавления
рассеяния [20].

На рис. 1(b) и 1(c) приведены изображения восстановления коэффициента ослабления по
необработанным проекционным данным, соответствующим длительностям импульса входяще-
го излучения в 50 и 100 пикосекунд, при этом уровень ошибки в проекционных данных не пре-
вышает 1%. Как видно из рисунка, все включения на томограммах восстановились достаточно
хорошо, но численные значения восстановленных коэффициентов получаются завышенными
(имеют более светлый тон) в сравнении с референтными значениями. Особенно это заметно
для фоновой среды. Также видно, что с увеличением длительности импульса входящего излу-
чения погрешность в определении значений коэффициента ослабления нарастает. Увеличение
уровня погрешности в проекционных данных с 1% до 5% приводит к увеличению погрешно-
сти восстановления, однако контрастность соответствующих томограмм при этом изменяется
не значительно, поэтому здесь они не приводятся. На рис. 1(d), 1(f) приведены томограммы,
полученные при восстановлении коэффициента ослабления по экстраполированным данным
в зависимости от уровня ошибки, с которым были вычислены проекционные данные. Хоро-
шо видно, что с ростом ошибки в проекционных данных качество томограмм заметно падает,
особенно вблизи включений содержащих плотные материалы. Проблема появления артефак-
тов на томограммах, вызванных металлическими включениями, хорошо известна и вопросам
борьбы с ней посвящено множество публикаций, из последних отметим работы [36,37]. На томо-
граммах, построенных по необработанным данным, артефакты выражены в меньшей степени
поскольку в расчётах использовались достаточно малые импульсы, что позволяет отфильтро-
вать паразитное влияние рассеянного сигнала на качество изображений.

При увеличении длительностей импульсов, применяемых в экстраполяционной процеду-
ре, неустойчивость метода начинает проявляться даже при ошибке измерения проекционных
данных не превышающей 1%. Данная ситуация хорошо видна на рис. 2, где приведены резуль-
таты серии экспериментов восстановления коэффициента ослабления по экстраполированным
данным, полученным по результатам облучения импульсами с длительностью 100, 200 и 300
пикосекунд. Томограммы 1(a)–1(c) показывают как меняются результаты реконструкции по
необработанным данным в зависимости от увеличения длительности импульса входящего из-
лучения, а рис. 1(d)–1(f) демонстрируют результаты восстановления коэффициента ослаб-
ления по экстраполированным проекционным данным. Использование экстраполированных
проекционных данных с использованием длительностей в 200 и 300 пикосекунд приводят к
полной невозможности восстановления коэффициента ослабления.
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Рис. 2. Неустойчивость алгоритма реконструкции при увеличении длительностей
используемых импульсов: (a), (b), (c) — результат восстановления по исходным

проекционным данным соответствующим длительностям импульса 100пс, 200 пс и 300 пс;
(d), (e), (f) — реконструкция по экстраполированным данным по проекционным данным
соответствующим длительностям 100 и 200пс, 100пс и 300пс, 200пс и 300пс; (g), (h), (i) —

реконструкция по экстраполированным проекционным данным после проведения коррекции
на отрицательные значения. Уровень ошибки в проекционных данных не превышает 1%

При экстраполяции функции H, особенно для проекций «проходящих» вблизи плотных
включений, могут появляться отрицательные значения, что приводит к появлению артефак-
тов при обращении преобразования Радона. Попытка введения простой коррекции (пороговой
фильтрации), заключающаяся в добавлении ко всем проекционным данным константы, сдви-
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Рис. 3. Результаты восстановления коэффициента ослабления при помощи экстраполяции в
пространстве изображений в зависимости от применяемых длительностей импульсов и

ошибке измерения проекционных данных (δ). (a) — 100 и 200 пикосекунд, δ = 1%; (b) — 100
и 300 пикосекунд, δ = 1% и (с) — 200 и 300 пикосекунд, δ = 1%; (d) — 100 и 200 пикосекунд,

δ = 5%; (e) — 100 и 300 пикосекунд, δ = 5% и (f) — 200 и 300 пикосекунд, δ = 5%

гающей значение проекций в положительную область привела к улучшению качества томо-
грамм, но полностью устранить проявление артефактов не удалось (рис. 2(g)–2(i)). Как уже
говорилось ранее, мы связываем это с тем, что каждая проекция экстраполируется независимо
от остальных. Это вносит дополнительные искажения в набор проекционных данных, которые
приводят к появлению артефактов.

На рис. 3 приведены томограммы полученные в результате восстановления коэффициен-
та ослабления путём экстраполяции в пространстве изображений с помощью формулы (17)
для различных длительностей импульса входящего излучения и разной точности измерения
проекционных данных. Как видно из рисунка, применение данного подхода даёт существенное
улучшение качества и контраста томограмм. Для формальной оценки качества реконструк-
ции мы вычисляли среднеквадратичную ошибку (MSE), индекс структурной схожести (SSIM)
и пиковое соотношение сигнала и шума (PSNR) между изображением с референтными зна-
чениями и каждым из изображений приведённых на рис. 3 [38]. Для сравнения вычислялись
аналогичные показатели для томограмм построенных по необработанным данным (рис. 2(a)–
2(c)) и томограмм полученных в результате обработки экстраполированных проекционных
данных (рис. 2(g)–2(i)). Полученные значения представлены в таблице 1.

Судя по значениям всех трёх метрик качества, применение экстраполяции в пространстве
изображений позволяет существенно улучшить качество восстановления. При этом использо-



Экстраполяция томографических изображений 189

Т аб л и ц а 1

Метрики оценки качества реконструкции между референтным
изображением и изображениями, полученными в результате
реконструкции: MSE — среднеквадратичная ошибка; SSIM —
индекс структурной схожести и PSNR — пиковое соотношение

сигнал/шума

Метрики схожести томограмм MSE SSIM PSNR
Не обработанные проекционные данные, ошибка 1%

Длительность импульса 100 пс 0.0075 0.9444 21.27
Длительность импульса 200 пс 0.018 0.9170 17.45
Длительность импульса 300 пс 0.0243 0.9027 16.14

Экстраполяция по формуле (14), ошибка 1%

Длительность импульсов 100-200 пс 0.0088 0.9153 21.63
Длительность импульсов 100-300 пс 0.0117 0.844 20.56
Длительность импульсов 200-300 пс 0.069 0.8504 19.30

Экстраполяция по формуле (17), ошибка 1%

Длительность импульсов 100-200 пс 0.0002 0.9742 37.10
Длительность импульсов 100-300 пс 0.0002 0.9734 36.98
Длительность импульсов 200-300 пс 0.0002 0.9724 36.80

Экстраполяция по формуле (17), ошибка 5%

Длительность импульсов 100-200 пс 0.0002 0.9632 36.43
Длительность импульсов 100-300 пс 0.0003 0.9369 36.03
Длительность импульсов 200-300 пс 0.0008 0.9261 34.07

вание импульсов с большей длительностью несущественно ухудшает качество реконструкции.
Увеличение погрешности в проекционных данных конечно ухудшает качество изображений,
но все включения на томограммах (рис. 3(d)–3(f)) при этом остаются достаточно контрастны-
ми. Количественные значения восстановленных коэффициентов так же не сильно отличаются
от референтных значений. Об этом же свидетельствуют и значения приведённых в таблице 1
метрик схожести изображений.

Чтобы количественно оценить качество реконструкции для каждого из материалов входя-
щих в фантом, мы вычисляли средние значения коэффициента ослабления, полученные в ре-
зультате реконструкции для каждого из включений. Для включений содержащих одинаковые
материалы, но локализованных в разных местах фантома, данные значения усреднялись по
всем подобным включениям. После этого полученные значения сравнивались с референтными
значениями в единицах Хаунсфилда. Получившиеся в результате численных экспериментов
значения коэффициента µ приведены в таблице 2. В первой строке содержатся референтные
значения коэффициентов. В последующих строках приведены средние значения коэффици-
ентов ослабления, полученные в результате реконструкции фантома по данным без предва-
рительной обработки и при реконструкции фантома по проекционным данным, полученным
путём экстраполяции с помощью формулы (14) и результаты экстраполяции в пространстве
изображений по формуле (17).

Из таблицы 2 видно, что применение экстраполяции в пространстве проекционных дан-
ных позволяет немного повысить контрастность томограмм, но полученные численные зна-
чения коэффициента ослабления получаются далёкими от референтных значений, особенно
при восстановлении более плотных включений. С увеличением длительности применяемых
импульсов погрешность при восстановлении искомого коэффициента также стремительно на-
растает. Применение экстраполяционной формулы (17) напротив, существенно увеличивает
точность восстановления значений коэффициента ослабления даже при довольно ощутимой
погрешности в проекционных данных.
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Т аб л и ц а 2

Средние значения восстановленных коэффициентов ослабления µ в
единицах Хаунсфилда в зависимости от длительности импульсов и

уровня погрешности в проекционных данных. Для каждого
включения приведено: точное значение µ; среднее значение µ,

полученное при обращении преобразования Радона без
предварительной обработки выходящего излучения; среднее

значение µ, полученные по экстраполяционным формулам (14)
и (17)

Точное значение µ[HU ] -1000 -600 -100 0 300 500 2100
Не обработанные проекционные данные, погрешность 1%

Длительность импульса 100 пс -886 -609 -265 212 -2 134 1456
Длительность импульса 200 пс -835 -620 -353 306 -152 -49 1190
Длительность импульса 300 пс -819 -631 -394 -351 -218 -129 450

Экстраполяция по формуле (14), погрешность 1%

Длительность импульсов 100-200 пс -1463 -814 60 234 771 1184 2414
Длительность импульсов 100-300 пс -1644 -914 109 444 954 1453 3305
Длительность импульсов 200-300 пс -1615 -919 87 314 923 1423 3099

Экстраполяция по формуле (17), погрешность 1%

Длительность импульсов 100-200 пс -982 -589 -97 -26 281 496 2005
Длительность импульсов 100-300 пс -972 -583 -96 -32 278 477 1987
Длительность импульсов 200-300 пс -933 -564 -92 -34 268 457 1957

Экстраполяция по формуле (17), погрешность 5%

Длительность импульсов 100-200 пс -925 -560 -88 -29 288 482 1990
Длительность импульсов 100-300 пс -973 -589 -114 -47 264 456 1898
Длительность импульсов 200-300 пс -963 -583 -108 -43 269 464 1820

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен новый подход к повышению качества изображений, получаемых в
импульсной рентгеновской томографии. Метод базируется на установлении функциональной
зависимости восстановленных изображений от длительности зондирующих импульсов и прове-
дением экстраполяционной процедуры. Методами математического моделирования показано,
что разработанный алгоритм позволяет эффективно подавлять влияние рассеянного излуче-
ния и существенно повышать контрастность изображений.

Из приведённых в статье экспериментов может сложиться впечатление, что ранее предло-
женный метод экстраполяции в пространстве проекционных данных обладает крайне низкой
устойчивостью и, как следствие, ограниченной применимостью. Это далеко не так поскольку
используемый в работе фантом специально создан для демонстрации подобных проблем раз-
рабатываемых алгоритмов. Если в среде отсутствуют сильно рассеивающие неоднородности
типа металлических включений, либо такие включения имеют небольшие пространственные
размеры, то применение экстраполяционного подхода для фильтрации рассеяния в простран-
стве проекционных данных может демонстрировать весьма неплохие результаты [18,19]

Предложенный в данной работе альтернативный подход позволяет существенно повы-
сить устойчивость метода даже для сред, содержащих сильно рассеивающие неоднородности
и при значительном уровне шума в проекционных данных. Помимо этого, алгоритм обладает
большей устойчивостью к ошибкам исходных данных, вызванным увеличением длительности
зондирующих импульсов.
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Abstract. This paper proposes a new approach to improving image quality in pulsed X-ray
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