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Рассматривается одномерная математическая модель неизотермической плоскорадиаль-
ной фильтрации природного газа в коллекторе постоянной мощности H. Проведено чис-
ленное исследование математических моделей, учитывающих конвективный и кондуктив-
ный теплообмены, адиабатическое расширение и эффект Джоуля — Томсона в разных
постановках. Проведён анализ результатов численного решения системы уравнений теп-
ломассопереноса. Даны оценки и проведено сравнение численных результатов для слага-
емых уравнения теплопроводности по отдельности и в сочетании. Дискретизация выпол-
нена с помощью неявной разностной схемы.

Ключевые слова: уравнение фильтрации газа, уравнение энергии, конвективный тепло-
обмен, кондуктивный теплообмен, адиабатическое расширение газа, эффект дросселиро-
вания, коэффициент сверхсжимаемости природного газа, неявно-разностная схема, метод
расщепления по физическим процессам.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2026.29.101

ВВЕДЕНИЕ

Газовые и газоконденсатные месторождения России являются ключевой составляющей
топливно-энергетического комплекса страны, обеспечивая добычу природного газа и газового
конденсата для внутреннего потребления и экспорта. Экстремальные климатические условия
северной части России, а также непростые геологические условия месторождений, располо-
женных в регионах Западной Сибири и в трудноизвлекаемых запасах Арктического шельфа
и Восточной Сибири, требуют применения современных технологий разработки и эксплуата-
ции. Эффективное проектирование и управление такими скважинами требует глубокого по-
нимания гидродинамических закономерностей, термодинамических свойств газоконденсатных
систем и влияния геолого-технических факторов на добычу.

Дифференциальные уравнения фильтрации газа в пористой среде, используемые для ре-
шения прикладных задач подземной гидрогазодинамики, базируются на фундаментальных
результатах, полученных в работах [1, 2, 3]. Технологические режимы эксплуатации газовых
и газоконденсатных месторождений описаны в работах [4, 5]. Вычислительные исследования
методов конечных объёмов, конечных элементов и конечных разностей были представлены
в работах [6, 7]. Численная реализация построенной математической модели проводится с ис-
пользованием метода конечных разностей, изложенного в работе [8].

Уравнение фильтрации газа выводится из уравнения неразрывности газа, закона Дарси
и закона сохранения энергии для учёта тепловых процессов внутри месторождения. Система
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уравнений неизотермической фильтрации газа приводится в работах [9, 10], где учтены филь-
трация реального газа, коэффициент сверхсжимаемости z, вычисляемый по формуле Латоно-
ва — Гуревича [11], массовый расход газа на забое скважины. Больший интерес представляет
уравнение энергии, учитывающее закон сохранения энергии при добыче газа через одиночную
скважину, расположенную в центре залежи месторождения, который представляет собой со-
вокупность таких процессов как конвекция, кондукция, адиабатическое расширение и эффект
дросселирования.

Уравнение энергии описывает несколько физических процессов первого и второго по-
рядка. Поэтому для построения более эффективных разностных методов используют метод
расщепления по физическим процессам, рассмотренных в работах [12, 13]. Согласно методу
расщепления по физическим процессам, исходная задача сводится к чередующейся временной
последовательности задач, описывающих более простые процессы. Следует заметить, что кон-
вективный теплоперенос (уравнение первого порядка) превышает кондуктивный теплоперенос
(уравнение второго порядка). Так в работах [14, 15] делается упор на явном учёте конвектив-
ного теплопереноса. В трудах [16, 17, 18] также говорится про значительное преобладание
конвективного теплопереноса над кондуктивным теплопереносом.

В работе [9] рассмотрен стационарный приток газа к скважине, в которой на внутрен-
ней границе пласта возможны граничные условия с постоянным массовым расходом у забоя
и постоянное давление на внешней границе. В работе [19] показано, что процесс изменения
давления и температуры происходит на забое скважины. В работе [20] рассматривается один
из методов учёта скважин при численном исследовании процессов фильтрации несжимаемой
жидкости. Важным фактором северной части России являются климатические и природные
условия. Так, в работах [21, 22, 23] из задачи неизотермической фильтрации реального газа
по полю давления и температуры проведена оценка возможного развития гидратообразования
в призабойной зоне скважины. В монографии [24] на основе гидродинамических исследований
скважин рассмотрены режимы притока природного газа к забою, в том числе одномерные
плоскорадиальные потоки при установившемся движении.

В рамках рассматриваемой системы уравнений фильтрации особое внимание уделено
уравнению энергии. В работе исследованы четыре различные постановки этого уравнения,
выполнено их численное сравнение, а также проведён раздельный анализ влияния кондук-
тивного теплообмена и эффекта адиабатического расширения на общую часть уравнения по
отдельности.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим одномерную задачу неизотермической плоскорадиальной фильтрации при-
родного газа в коллекторе постоянной мощности H. Область фильтрации представляет со-
бой интервал Ω = (rc, Rk) по радиусу r. Уравнение энергии содержит такие слагаемые, как
кондуктивный-конвективный теплообмены, адиабатическое расширение и эффект дроссели-
рования [9, 10]:
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Уравнение неразрывности потока газа с учётом закона Дарси имеет вид[10]:
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где k — коэффициент проницаемости пористой среды, µg — динамическая вязкость газа, m —
пористость, r — радиус, p — давление и T — температура природного газа, z — коэффициент
сверхсжимаемости газа, вычисляемый по формуле Латонова — Гуревича [11]:

z(p, T ) =
[
0.17376 ln

( T
Tc

)
+ 0.73

]p/pc
+ 0.1

p

pc
, (3)

где pc = 45.8 · 105 Па — критическое значение давления метана, Tc = 190.5K — критическое
значение температуры метана.

Начальные и граничные условия:

p(r, 0) = p0, r ∈ Ω, t = 0, (4)

T (r, 0) = T0, r ∈ Ω, t = 0, (5)
∂p

∂r
= 0, r = Rk, t ∈ (0, t̄], (6)

∂T

∂r
= 0, r = Rk, t ∈ (0, t̄]. (7)

На забое скважины задаётся условие массового притока газа:

2πrc
k

µg
H

p

RTz

∂p

∂r
= M, r = rc, t ∈ (0, t̄] (8)

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ФИЛЬТРАЦИИ ГАЗА В РАЗНЫХ
ПОСТАНОВКАХ

Наличие конвективного и кондуктивного теплообменов, эффекта дросселирования и адиа-
батического расширения природного газа вызывает интерес к изучению влияния каждого из
этих процессов на систему уравнений. В работе [18] показано, что при высоких скоростях пото-
ка флюида, конвективная составляющая уравнения становится доминирующей. Эффект дрос-
селирования приводит к увеличению скорости движения флюида в коллекторе, что, в свою
очередь, влияет на соотношение конвективных и кондуктивных процессов. Преобладание кон-
вективного члена в системе уравнений над кондуктивным приводит к снижению влияния
диффузии на общую картину процессов. В связи с этим, представляет интерес разработка
и сравнение численных методов в различных постановках.

Численное исследование будет проводиться для непрерывного процесса добычи газа, без
остановочных интервалов. Наша задача состоит в сравнении численных результатов для раз-
личных комбинаторных постановок задачи.

Расчёты проведены в 4 вариантах системы уравнений.

Модель 1. Полная постановка, уравнение (1).
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∂T

∂r

− k

µg

T

z

∂z

∂T

(∂p
∂r

)2
, r ∈ Ω, t ∈ (0, t̄]. (10)
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Модель 2. Без кондуктивного теплообмена.

m
∂

∂t

( p

Tz

)
=

1

r

∂

∂r

( k
µg

p

Tz
r
∂p

∂r

)
, r ∈ Ω, t ∈ (0, t̄], (11)

Cρ
∂T

∂t
= m

(
1 +

T

z

∂z

∂T

)∂p
∂t

+ Cp
k

µg

p

RTz

∂p

∂r

∂T

∂r
− k

µg

T

z

∂z

∂T

(∂p
∂r

)2
, r ∈ Ω, t ∈ (0, t̄]. (12)

Модель 3. Без адиабатического расширения.

m
∂

∂t

( p

Tz

)
=

1

r

∂

∂r

( k
µg

p

Tz
r
∂p

∂r

)
, r ∈ Ω, t ∈ (0, t̄], (13)

Cρ
∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rλ
∂T

∂r

)
+ Cp

k

µg

p

RTz

∂p

∂r

∂T

∂r
− k

µg

T

z

∂z

∂T

(∂p
∂r

)2
, r ∈ Ω, t ∈ (0, t̄]. (14)

Модель 4. Без кондуктивного теплообмена и адиабатического расширения.

m
∂

∂t

( p

Tz

)
=

1

r

∂

∂r

( k
µg

p

Tz
r
∂p

∂r

)
, r ∈ Ω, t ∈ (0, t̄], (15)

Cρ
∂T

∂t
= Cp

k

µg

p

RTz

∂p

∂r

∂T

∂r
− k

µg

T

z

∂z

∂T

(∂p
∂r

)2
, r ∈ Ω, t ∈ (0, t̄]. (16)

Во всех четырёх моделях уравнение энергии включает конвективный теплообмен и эффект
дросселирования, которые являются его значительными составляющими. Наибольший интерес
представляет влияние кондуктивного теплообмена и адиабатического расширения на общую
часть уравнения.

3. ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ

В область Ω вводится квазиравномерная пространственно — временная сетка ωhτ :

ωhτ = ωh × ωτ ,

где

ωh = {hi = q1hi−1, i = 1, 2, . . . , n}, h0 = (Rk − rc)(q1 − 1)/(qn1 − 1),

ωτ = {τ j = q2τ
j−1, j = 1, 2, . . . ,m}, τ0 = t(q2 − 1)/(qm2 − 1).

Численное решение модели 1 для нелинейной системы дифференциальных уравнений
с граничными и начальными условиями (1)–(8) методом конечных разностей было проведено
в работе [19]. Для моделей 2–4 численное исследование проводим методом конечных разностей.
Для линеаризации разностной схемы все нелинейные коэффициенты разностных уравнений
берём с нижнего временного слоя.

Дискретный аналог разностной схемы уравнения неразрывности природного газа (2) оди-
наков для всех моделей и имеет вид

mri~i
τ Ťiži

(
pi − p̌i

)
=
(
r
k

µ

p̌

Ť ž

)
i+0.5

pi+1 − pi
hi+1

−
(
r
k

µ

p̌

Ť ž

)
i−0.5

pi − pi−1

hi
,

i = 1, 2, . . . , n− 1.

(17)

где

~i =


h0/2, i = 0,

(hi−1 + hi)/2, i = 1, 2, . . . , n− 1,

hn/2, i = n.
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(
r
k

µ

p̌

Ť ž

)
i−0.5

=

(
r kµ

p̌
Ť ž

)
i−1

+
(
r kµ

p̌
Ť ž

)
i

2
, i = 1, 2 . . . , n− 1,

(
r
k

µ

p̌

Ť ž

)
i+0.5

=

(
r kµ

p̌
Ť ž

)
i
+
(
r kµ

p̌
Ť ž

)
i+1

2
, i = 1, 2 . . . , n− 1.

Проведём дискретизацию граничного условия (6) на забое скважины

mrc~0

τ Ť0ž0

(
p0 − p̌0

)
=
(
r
k

µ

p̌

Ť ž

)
0.5

p1 − p0

h1
− MR

2πH
. (18)

Дополним дискретизацию граничного условия (7), а также начальное условие (4)
к системе уравнений (9)–(10)

mrn~n
τ Ťnžn

(
pn − p̌n

)
= −

(
r
k

µ

p̌

Ť ž

)
n−0.5

pn − pn−1

hn
, (19)

p(r, 0) = p0(r), r ∈ ωh. (20)

1) Для вычисления дискретного аналога уравнения модели 1 применяется метод расщеп-
ления по физическим процессам [9, 10] на вспомогательном слое и имеют следующий вид:

Cρi
Ti − Ťi
τ

= m

(
1 +

(T
z

∂z

∂T

)
i

)
pi − p̌i
τ

+ Cp

( kp

µRTz

)
i

pi+1 − pi
hi+1

T i+1 − T i
hi+1

−
(k
µ

T

z

∂z

∂T

)
i

(pi+1 − pi
hi+1

)2
, i = n− 1, n− 2, . . . , 0. (21)

Cρiri~i
Ti − Ti
τ

= (rλ)i+1/2
Ti+1 − Ti
hi+1

− (rλ)i−1/2
Ti − Ti−1

hi
, i = 1, 2, . . . , n− 1. (22)

Поскольку параметры уравнения (17) выводятся из граничного условия при rn = Rk,
уравнение (18) дополним дискретным аналогом начального условия (5):

Tn = T0. (23)

Дискретные аналоги граничных условий, условия сопряжения и начального условия имеют
следующий вид:

T0 = T 0, (24)

Tn = Tn, (25)

T (r, t) = T (r, t), (26)

T (r, 0) = T0(r). (27)

2) Дискретный аналог модели 2 проводим неявно-разностной схемой с учётом отсутствия
кондуктивного теплообмена, тем самым исключая из уравнения дифференциал второго по-
рядка:

Cρi
Ti − Ťi
τ

= m

(
1 +

(T
z

∂z

∂T

)
i

)
pi − p̌i
τ

+ Cp

( kp

µRTz

)
i

pi+1 − pi
hi+1

Ti+1 − Ti
hi+1

−
(k
µ

T

z

∂z

∂T

)
i

(pi+1 − pi
hi+1

)2
, i = n− 1, n− 2, . . . , 0. (28)
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3) В модели 3 так же применяется метод расщепления по физическим процессам [9, 10]
на вспомогательном слое, с использованием разностной схемы без учёта адиабатического рас-
ширения и имеют вид следующей системы уравнений:

Cρi
T i − Ťi
τ

= Cp

( kp

µRŤ ž

)
i

pi+1 − pi
hi+1

T i+1 − T i
hi+1

−
(k
µ

Ť

ž

∂ž

∂Ť

)
i

(pi+1 − pi
hi+1

)2
,

i = n− 1, n− 2, . . . , 0.

(29)

Cρiri~i
Ti − Ti
τ

= (rλ)i+1/2
Ti+1 − Ti
hi+1

− (rλ)i−1/2
Ti − Ti−1

hi
, i = 1, 2, . . . , n− 1. (30)

Поскольку параметры уравнения (17) исходят из границы rn = Rk, дополним дискрети-
зацию начального условия (5) в уравнение (18):

Tn = T0. (31)

Дискретный аналог граничного условия, условия сопряжения и начальные условия зада-
ются уравнениями (24)–(27).

4) Для модели 4 дискретизацию проводим неявно-разностной схемой с учётом отсутствия
кондуктивного теплообмена и адиабатического расширения:

Cρi
Ti − Ťi
τ

= Cp

( kp

µRTz

)
i

pi+1 − pi
hi+1

Ti+1 − Ti
hi+1

−
(k
µ

T

z

∂z

∂T

)
i

(pi+1 − pi
hi+1

)2
,

i = n− 1, n− 2, . . . , 0.

(32)

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данном разделе представлены численные результаты в четырёх разных постановках
задач для задачи неизотермической фильтрации природного газа. Входные данные задаются
в международной системе СИ:

M = 4 кг/c, p0 = 2.7 · 107 Па, T0 = 332K,

rc = 0.08м, Rk = 4000м, H = 10м,

Cp = 2000 Дж/(кг ·K), Cρ = 2.7 · 106 Дж/(м3 ·K), λn = 1.163Вт/(м ·K),

k = 10−14 м2, µ = 2 · 10−5 Па · c, m = 0.2, R = 520 Дж/(кг ·K),

q1 = 1.005, q2 = 1.064, t = 5лет.

здесь q1, q2 — знаменатели геометрической прогрессии для квазиравномерных сеток по про-
странству и времени, t – промежуток времени, взятый для всех моделей одинаковым.

Сравнения результатов расчёта по моделям 1 и 2

На рис. 1 представлены численные результаты распределения температуры, полученные
для моделей 1 и 2. Как и ожидалось на призабойной зоне скважины происходит интенсивное
охлаждение, за счёт эффекта дросселирования. Так же показана разность температур между
моделями 1 и 2, в котором исследовано влияние кондуктивного теплообмена и представле-
на разность температур, максимальное значение которого равно 0.0347K, что в процентном
соотношении составило 0.0105%.



Численное исследование математической модели течения природного газа . . . 11

Рис. 1. Кривые 1 и 2 — распределения температур моделей 1 и 2 (a), (c); кривая 5 –
разность температур между моделями 1 и 2 (b), (d) в масштабе пласта и до 10м

по радиальной координате через 5 лет после запуска скважины

Следует отметить, что (d) демонстрирует проявление эффекта дросселирования в харак-
терной форме. В левой части расчётной области, согласно (a) и (c), зафиксировано верти-
кальное преобладание распределения давления, обусловленное наличием в уравнении эффек-
та дросселирования, которая является уравнением с производной давления второго порядка
и имеет вид

− k

µg

T

z

∂z

∂T

(
∂p

∂r

)2

,

Также при отдалении от призабойной зоны скважины наблюдается плавный переход к гори-
зонтальному преобладанию.

Сравнения результатов расчёта по моделям 1 и 3

Результаты численных исследований распределения температур для моделей 1 и 3 пред-
ставлены на рис. 2.

Согласно полученных результатов, при отсутствии адиабатического расширения (модель
3) в призабойной зоне скважины, наблюдается резкий спад температуры, разность температур
которой составила 0.2142K. Так же имеет иной характер распределения температуры на всей
протяжённости пласта, что иллюстрирует график (b), показывая разность температур между
моделями тянущуюся до границы пласта, что может иметь влияние на окружающие грунты.
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Рис. 2. Кривые 1 и 2 — распределения температур моделей 1 и 3 (a),
кривая 6 — разность температур между моделями 1 и 3 (b)
по радиальной координате на момент времени через 5 лет

Сравнения результатов расчёта по моделям 1 и 4

Численное сравнение моделей 1 и 4, также подтвердило влияние адиабатического расши-
рения в полную постановка уравнения энергии в совокупности с кондуктивным теплообменом
и представило немалую разность температур между моделями 1 и 4 (cм. рис. 3).

Рис. 3. Кривые 1 и 4 — распределения температур моделей 1 и 4 (a),
кривая 7 — разность температур между моделями 1 и 4 (b)
по радиальной координате на момент времени через 5 лет

Максимальное значение которого составило 0.247K, что больше разности температур
между моделями 1 и 3.

Сравнения результатов расчёта по моделям 2 и 4

На рис. 4 представлен ещё один вычислительный эксперимент, в котором проверялось
отсутствие кондуктивного теплообмена в обоих моделях 2 и 4, а так же отсутствием в модели
4 адиабатического расширения.

Численные исследования показали схожий результат с рис. 2, разность температур между
моделями 2 и 4 составило 0.2145K. Таким образом представив, что адиабатическое расширение
имеет значительное влияние на полную постановку уравнения энергии.
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Рис. 4. Кривые 2 и 4 — распределения температур моделей 2 и 4 (a),
кривая 8 — разность температур между моделями 2 и 4 (b)
по радиальной координате на момент времени через 5 лет

4.1. Сравнение результатов давления всех моделей

Численные результаты, показанные на рис. 5, иллюстрируют поведение уравнения нераз-
рывности в различных системах уравнений, при этом полученные данные свидетельствуют о
том, что распределение давления практически не зависит от выбранной системы. Но стоит
отметить, что наименьшую разность давлений демонстрирует модель 2.

Рис. 5. Кривые 1–4 — распределения температур моделей 1–4 (a),
кривые 5–8 — разности температур между моделями 1 и 2, 1 и 3, 1 и 4, 2 и 4 соответственно

по радиальной координате на момент времени через 5 лет

В результате полученных численных данных можно отметить, что пренебрежение адиаба-
тическим расширением в моделях 3 и 4 влияет на уравнение энергии. Важно подчеркнуть, что
при отсутствии адиабатического расширения наблюдается резкий спад температуры в призо-
бойной зоне скважины. В то же время, модель 2, которая показывает наименьшую разницу
температур и рассматривается без учёта кондуктивного теплообмена, демонстрирует неплохие
численные результаты. Следует отметить, что эта модель упрощает вычислительный процесс,
поскольку не требует использования метода расщепления по физическим процессам и поиска
прогоночных коэффициентов, что положительно сказывается на затратах вычислительного
времени.
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В таблице представлено время счёта для различных моделей при различных
пространственно-временных сетках.

Т а б л и ц а

Сравнение расчётного времени tсч моделей

модель N M tсч, сек ∆P, % ∆T, % N M tсч, сек ∆P, % ∆T, %

модель 1 50 200 0.544 - - 200 200 0.8398 - -
модель 2 50 200 0.124 0,00237 0.0104 200 200 0.3978 0.00239 0.0105
модель 3 50 200 0.1082 0.04685 0.0654 200 200 0.3642 0.04688 0.0647
модель 4 50 200 0.137 0.04929 0.0748 200 200 0.4377 0.04934 0.0742

модель 1 500 200 1.5153 - - 1700 200 4.388 - -
модель 2 500 200 1.0699 0.00239 0.0105 1700 200 3.445 0.00239 0.0105
модель 3 500 200 0.9093 0.04680 0.0646 1700 200 3.601 0,04674 0.0645
модель 4 500 200 1.0392 0.04926 0.074 1700 200 3.123 0,04912 0.0739

где N , M — количество узлов в пространственной и временной сетках соответственно,
tсч — время счёта персонального компьютера, модель 1 считается эталонным решением, ∆P —
разность давлений с моделью 1 в процентах, ∆T — разность температур с моделью 1 в про-
центах.

Из таблицы видно, что разность давлений и температур для модели 2 показали мини-
мальные значения и составили ∆P = 0, 00237% и ∆T = 0, 0104% при N = 50. Также при
увеличении количества узлов до N = 200 в пространственно временной сетки наблюдает-
ся небольшое изменение до ∆P = 0, 00239% и ∆T = 0, 0105% и далее при увеличении до
N = 500, 1700 остаётся неизменной, что также можно наблюдать на рис. 6. Похожее изме-
нение разности давлений и температур можно наблюдать для моделей 3 и 4, с небольшим
изменением при N = 200, 500, 1700.

Вычислительные расчёты проводились на персональном компьютере с процессором intel
core i7 11800H, ОЗУ 16GB.

На рис. 6 представлены численные результаты распределения давления и температуры
для значений N = 50, 200, 500, 1700 в масштабе до 10 метров.

Рис. 6. Распределения давления (a) и температуры (b) по радиальной координате для
модели 1 при разных размерах пространственной сетки N = (1700,500,200,50) на момент

времени через 5 лет

Разница давлений ∆PN при N = 50 и N = 200, 500, 1700 составила соответственно
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0.1836%, 0.1824% и 0.1745%. В то время разница давлений при N = 200 и N = 500, 1700
была равна 0.009% и 0.007%. Разница температур ∆TN при N = 50 и N = 200, 500, 1700 до-
стигла значений 0.0077%, 0.0075% и 0.0069%. Аналогично, разницы температур при N = 200
и N = 500, 1700 составили соответственно 0.0007% и 0.0005%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассмотрена полная математическая модель неизотермической филь-
трации природного газа к скважине расположенной в центре круговой залежи с радиусом rc,
а также упрощённые модели, касающиеся уравнения энергии. Расчёты проведены в четырёх
вариациях: при полной постановке задачи (модель 1), без учёта кондуктивного теплопереноса
газа (модель 2), без учёта адиабатического расширения газа (модель 3) и без учёта кондук-
тивного теплопереноса и адиабатического расширения газа (модель 4). Сравнение численных
результатов, показало пренебрежимо малое влияние кондуктивной теплопередачи и адиаба-
тического расширения на уравнения энергии. Численные результаты моделей 1 и 2 показали
наименьшую максимальную разность температур в 0.0105%, а численные результаты моделей
3 и 4 показали разность температур с моделью 1 в 0,0645% и 0,0739% соответственно. Следует
отметить, что адиабатическое расширение оказывает влияние на забое скважины, в то время
как отсутствие только кондуктивного теплообмена имеет минимальное влияние. В процессе
численного исследования выявили, что выбор количества узлов пространственной сетки имеет
прямое влияние на время счёта. Таким образом, при моделировании одномерной неизотерми-
ческой плоскорадиальной фильтрации природного газа в коллекторе постоянной мощности H
в условиях непрерывной добычи, наиболее целесообразной с точки зрения минимизации по-
грешности является модель 2 с числом узлов по радиусу N = 200 и по времени M = 200 .
Следует отметить, что при изменении геометрических размеров пласта или расчётного време-
ни количество узлов сетки может корректироваться.
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Изучаются фундаментальные свойства широкого класса неограниченных замкнутых
линейных операторов в банаховых пространствах, заданных на не всюду плотных
множествах. В частности, к этому классу относятся дифференциальные операторы Штур-
ма — Лиувилля с однородными граничными условиями Дирихле, действующие в про-
странствах непрерывных функций на ограниченных промежутках. С использованием
теории обобщённых производных С.Л.Соболева такие операторы могут быть распростра-
нены на всюду плотные множества в гильбертовых пространствах. Возникает вопрос о свя-
зи значений аналитических функций исходного и распространённого операторов. В рабо-
те установлены достаточные условия, при которых аналитические функции распростра-
нённых операторов являются соответствующими расширениями тех же функций исход-
ных операторов. Полученный результат уточняет условия согласования резольвентных
конструкций при таком переходе между пространствами.

Ключевые слова: аналитические функции линейных операторов в банаховых про-
странствах, резольвента, распространение операторнозначных функций в более широкие
пространства.
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья является продолжением опубликованной работы [1], мотивированной
проблемами параметрического резонанса для абстрактных уравненй Матьё — Хилла:

d2u(t)

dt2
+Bu(t) = εF (ωt, u(t)). (1)

Здесь u(t) — функция вещественного аргумента t со значениями в банаховом пространстве E;
B — замкнутый линейный оператор в E, который может быть ограниченным или неограничен-
ным; ε — малый скалярный параметр; F (τ, u) — отображение со значениями в E, непрерывное
по совокупности аргументов и почти периодическое по переменной τ ; ω — частота возмущения
εF (ωt, u).

Классический способ решения проблем параметрического резонанса связан с асимптоти-
ческим методом усреднения Крылова — Боголюбова (см. [2]–[10]). Примененние этого метода
требует предварительного преобразования исходного уравнения к системе первого порядка
в так называемой стандартной форме Боголюбова: v′(t) = εf(t, ω, v). Такое преобразование
можно осуществить при дополнительных предположениях о свойствах оператораB. Допустим,
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что существует квадратный корень
√
B, который порождает сильно непрерывную оператор-

ную экспоненту exp(±it
√
B). Тогда переход к стандартной форме осуществляется обобщённым

преобразованием Ван-дер-Поля:

v1(t) = e−it
√
B[
√
Bu(t)− iu′(t)]/2, v2(t) = e+it

√
B[
√
Bu(t) + iu′(t)]/2.

При этом для вектора v = (v1, v2) получается система:

v′1(t) =
−iε
2
e−it

√
BF (ωt, (

√
B)−1[e+it

√
Bv1 + e−it

√
Bv2]),

v′2(t) =
+iε

2
e+it

√
BF (ωt, (

√
B)−1[e+it

√
Bv1 + e−it

√
Bv2]).

В настоящее время данный подход реализован для уравнений (1) в гильбертовых про-
странствах. Например, в работе [4] развита теория параметрического резонанса для широко-
го класса уравнений Матьё — Хилла с самосопряжёнными и положительными операторами
B, имеющими компактные резольвенты. Однако для уравнений в банаховых пространствах
с операторами B, не имеющими плотной области определения, соответствующая теория по-
ка не разработана. В частности, таким является дифференциальный оператор Штурма —
Лиувилля в пространстве непрерывных функций C[a, b]:

w(x) ↪→ −d
2w(x)

dx2
+ q(x)w(x), q(x) ∈ C[a, b], q(x) > 0, (2)

определённый на дважды гладких функциях w(x), равных нулю на концах промежутка [a, b].
В фундаментальной научной литературе эти операторы часто называют «плохими» (напри-
мер, в книге [8]), и переходят к их распространению в гильбертово пространство L2.

Возникает естественный вопрос: почему научное сообщество отказалось изучать свой-
ства «плохих» операторов? В литературе нет утверждений, что такие операторы не имеют
квадратных корней, порождающих сильно непрерывные экспоненты exp(±it

√
B). Темой на-

ших исследований является выяснение этого вопроса. В работе [1] установлено существование
дробных степеней для широкого класса «плохих» операторов. Настоящая статья дополняет
эти результаты и приводит новые свойства соответствующих операторов, определяющие вза-
имосвязь аналитических функций от исходных операторов и их распространений на более
широкие пространства. В дальнейшем эти свойства могут быть использованы при решении
проблем существования операторных экспонент exp(±it

√
B).

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Сформулируем итоги работы [1], которые применяются далее для достижения предпо-
лагаемых результатов настоящей статьи. При этом используются традиционные обозначения:
R и C — множества вещественых и комплексных чисел; ‖ · ‖X — норма элементов банахова
пространства X; ‖ · ‖X→Y — норма ограниченных линейных отображенй из X в Y .

Пусть r и ϕ — вещественные числа, причём r > 0, 0 < ϕ < π/2. Символом S(r, ϕ) обозна-
чим множество комплексных λ, удовлетворяющих неравенствам |λ| > r, |argλ| 6 ϕ, а символом
∆(r, ϕ) — дополнение к S(r, ϕ) до полного набора комплексных чисел C.

Рассмотрим произвольный замкнутый линейный оператор B в банаховом пространстве E,
определённый на множестве D(B), которое может не быть всюду плотным в E. Именно таким
является оператор Штурма — Лиувилля (2) в пространстве непрерывных функций. Введём
необходимый далее класс операторов KE(r, ϕ).
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Определение. Будем говорить, что оператор B принадлежит классу KE(r, ϕ), если мно-
жество ∆(r, ϕ) состоит из регулярных точек, для которых определена резольвента RB(λ) =
(B − λI)−1 и выполнено неравенство:

‖RB(λ)‖E→E 6Mr,ϕ (1 + |λ|)−1,

где Mr,ϕ — фиксированная константа для всех λ ∈ ∆(r, ϕ).
Основным результатом работы [1] является распространение понятия аналитических опе-

раторнозначных функций на элементы B ∈ KE(r, ϕ). Пусть f(λ) – комплекснозначная функ-
ция, определённая и аналитическая в области Ωf , содержащей сектор S(rf , ϕf ) с параметрами

0 < rf < r, ϕ < ϕf < π/2.

При этом справедливы включения Ωf ⊃ S(rf , ϕf ) ⊃ S(r, ϕ). Дополнительно предполагается,
что lim

|λ|→∞
λγf(λ) = 0 при каком-нибудь γ > 0. Тогда

f(B) = − 1

2πi

∫
Γ

f(λ)RB(λ) dλ, (3)

где Γ — граница множества S(ρ, ψ) с показателями

rf 6 ρ < r, ϕ < ψ 6 ϕf ,

ориентированная так, чтобы при её обходе множество S(ρ, ψ) оставалось слева. Ввиду анали-
тичности функций f(λ) и RB(λ) на множестве Ωf ∩∆(r, ϕ), указанный выбор показателей ρ
и ψ не влияет на значение интеграла (3).

Теперь перейдём к изучению изменения функций f(B) при замене оператора B : E → E
его распространениями на более широкие пространства. Необходимое понятие распростране-
ния неоднозначно рассматривается в научной литературе, поэтому предварительно сформу-
лируем применяемое далее определение.

Предположим, что H — банахово пространство, содержащее все элементы E, образую-
щие в H векторное подпространство, и при всех x ∈ E выполнено неравенство ‖x‖H 6 c ‖x‖E
(например, H = L2[a, b], E = C[a, b]). Замкнутый линейный оператор A : H → H с областью
определения D(A) ⊂ H назовём распространением B : E → E, если D(B) ⊂ D(A) в простран-
стве H, причём Ax = Bx для всех x ∈ D(B).

Теорема. Пусть B — замкнутый линейный оператор в банаховом пространстве E,
а оператор A – распространение B в более широкое пространство H. Кроме того, B ∈
KE(r, ϕ) и A ∈ KH(r, ϕ) при общих значениях r и ϕ. Если аналитическая функция f(λ) удо-
влетворяет приведённым выше условиям в области Ωf , содержащей множества S(rf , ϕf ) ⊃
S(r, ϕ), то определённая на H операторная функция f(A) будет распространением опреде-
лённой на E операторной функции f(B).

Доказательство. Функция f(B) определена интегралом (3), абсолютно сходящимся по
норме ‖ · ‖E→E , а функция f(A) – таким же интегралом для оператора A, абсолютно сходя-
щимся по норме ‖ ·‖H→H . Необходимо установить, что значения этих операторных интегралов
на любом элементе x ∈ E совпадают в пространстве H.

Предварительно отметим, что если оператор B имеет обратный B−1 в пространстве E,
а оператор A имеет обратный A−1 в пространствеH, то A−1 будет распространением B−1. Дей-
ствительно, пусть элемент y принадлежит области определения B−1, тогда x = B−1y ∈ D(B)
и y = Bx = Ax в пространстве H. Следовательно, B−1y = A−1y и A−1 является распростра-
нением B−1.
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Точно так же можно проверить, что если комплексное число λ – регулярное значение
для операторов A и B, то (A − λI)−1 = RA(λ) будет распространением (B − λI)−1 = RB(λ)
в пространство H.

Возьмём произвольный элемент x ∈ E и представим f(B)x в виде интеграла в простран-
стве E:

f(B)x = − 1

2πi

∫
Γ

f(λ)RB(λ)x dλ,

Уже отмечалось, что этот интеграл абсолютно сходится не только в E, но и в H. Интер-
претируя эту формулу, как интеграл в H, и применяя утверждение о взаимосвязи операторов
RB(λ) и RA(λ), получим равенство:

f(B)x = − 1

2πi

∫
Γ

f(λ)RB(λ)x dλ = − 1

2πi

∫
Γ

f(λ)RA(λ)x dλ = f(A)x.

Таким образом, для любого x ∈ E выполнено соотношение f(B)x = f(A)x. Следовательно,
f(A) является распространением f(B), и теорема доказана. �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результат этой теоремы может быть использован при изучении свойств сложных опе-
раторнозначных аналитических функций с помощью их распространений в более широкие
пространства.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим задачу решения СЛАУ

Ax = f. (1)

где A –– невырожденная матрица порядка N .
Пусть v –– произвольный вектор. Векторы v,Av, . . . , Am−1v образуют последовательность

Крылова, при этом Km(A, v) = span(v|Av| . . . |Am−1v) –– подпространство Крылова, порожда-
емое матрицей A и вектором v.

Суть рассматриваемого метода состоит в следующем (см. [1–3]). Пусть произвольный век-
тор x0 –– начальное приближение точного решения x̄ системы (1), соответственно r0 = f−Ax0

порождаемая им невязка. Последовательность {xn}, n = 1, 2, . . ., определяется соотношениями

xn = xn−1 + yn−1, (2)

где

yn−1 = Vn−1Hn−1
−1Vn−1

∗rn−1, (3)

rn = f −Axn, (4)
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Vn−1 –– матрица, столбцы которой vn−1
1 , vn−1

2 , . . . , vn−1
mn−1

определяются ортогонализацией Гра-
ма — Шмидта системы векторов rn−1, Arn−1, . . . , Amn−1−1rn−1 и образуют ортонормированный
базис в Kmn−1 = spanrn−1|Arn−1| . . . |Amn−1−1rn−1) (другими словами Vn−1

∗ является обратной
слева к Vn−1), матрица Hn−1 определяется соотношением

AVn−1 = Vn−1Hn−1. (5)

При этом последовательность {xn}сходится к точному решению x̄ системы (1) (см. [4, 5], а так-
же более современные источники [6, 7]). Здесь mn−1 – размерность подпространства Крылова
на n-ой итерации.

В связи с тем, что Vn−1
∗ = Vn−1

+, где матрица Vn−1
+ — псевдообратная к Vn−1, про-

изведение Vn−1Vn−1
∗ представляет собой ортопроектор, поэтому рассматриваемый нами ите-

рационный процесс относят к проекционным методам, интерес к которым не ослабевает уже
долгие годы, что подтверждается неуменьшающимся потоком публикаций. Среди них, отме-
тим недавние [8, 9].

Вследствие погрешностей округлений при машинной реализации формул (2)–(5) вместо
определяемой ими последовательности {xn} мы получим возмущённую последовательность
{x̃n}. Содержанием нашей работы является исследование влияния погрешностей округлений
на точность вычисления элементов последовательности {x̃n}. В результате проведённых ис-
следований мы намерены дать рекомендации о повышении точности вычисления финального
приближения xn, а также выработать критерий останова итераций, обеспечивающий оценку
гарантированной точности вычисленного решения СЛАУ (1).

Нашей работе предшествовали подобные исследования в [10-12]. Следует также сказать,
что исследования, посвящённые определению оценки возмущений матриц V и H, проводились
ранее в работах [13–15].

Здесь также мы должны сказать, что представляемое исследование теснейшим образом
связано с работой [16] и, по существу, является её продолжением.

Наша работа построена следующим образом. Во втором разделе проводится исследова-
ние влияние погрешностей округлений на точность вычисления очередного приближения. Тре-
тий раздел посвящён выработке критерия останова итерационного процесса, обеспечивающего
приемлемую точность вычисленного результата. Тестовые испытания составляют содержание
четвёртого раздела. Наконец, в пятом разделе проводится обсуждения полученных результа-
тов.

1. ВЛИЯНИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ ОКРУГЛЕНИЙ НА ТОЧНОСТЬ
ВЫЧИСЛЕНИЯ ОЧЕРЕДНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Обращаясь к формулам (2), (4) и (3), мы обнаружим, что проведение очередной итерации
сводится к вычислению шести векторов:

sn−1 = Axn−1, rn−1 = f − sn−1,
_
w

n−1
= Vn−1

∗rn−1, zn−1 = Hn−1
−1_
w

n−1
,

_
y
n−1

= Vn−1z
n−1, xn = xn−1 +

_
y
n−1

.
(6)

Вследствие погрешностей округлений при машинной реализации вычислений вместо век-
торов sn−1, rn−1, _

w
n−1

, zn−1, _
y
n−1

, xn мы получим их возмущённые аналоги.
Замечание 1.1. Каждое последующее приближение xn строится по предшествующей

невязке rn−1, поэтому погрешности, допущенные на предыдущей итерации (при вычислении
xn−1) корректируются на последующей, то есть при вычислении xn.

Свой подход к явлению, описанному в замечании 1.1 мы выразим следующим образом.
Входные данные: A, f –– матрица и правая часть системы (1), x̃0 – произвольный началь-

ный вектор.
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Процесс итераций: n = 1, 2, . . . ,

xn−1 arrow x̃n−1,

s̃n−1 = sn−1 + δsn−1, r̃n−1 = rn−1 + δrn−1,
_̃
w

n−1
=

_
w

n−1
+ δ

_
w

n−1
,

z̃n−1 = zn−1 + δzn−1,
_̃
y
n−1

=
_
y
n−1

+ δ
_
y
n−1

, x̃n = xn + δxn.

(7)

Здесь arrow –– операция присваивания. Во втором, третьем и четвёртом соотношениях из

последнего списка возмущения δrn−1, δ_̃
w

n−1
и δzn−1 нам удобно представить в виде суммы

двух слагаемых: наследственного возмущения и возмущения, моделирующего погрешности
округлений, возникающих непосредственно при выполнении машинного вычисления векторов
_
w

n−1
, zn−1, _

y
n−1

. Согласно сказанному, запишем

δrn−1 = δrr
n−1 + δr

r
_
w
n−1, δ

_̃
w

n−1
= δ

_
w_

w

n−1
+ δw_

wz
n−1, δzn−1 = δzz

n−1 + δzzy
n−1. (8)

Для описания связей векторов в первом, втором, и шестом равенствах из списка (6) с их
возмущёнными аналогами с учётом (8) мы обратимся к следующим моделям:

s̃n−1 = (A+ δAn−1)xn−1, где ‖δAn−1‖ 6 αA
n−1‖A‖, αA

n−1 6 αA,

rn−1 + δrr
n−1 = (I + ∆n−1

fs )(f − s̃n−1), где ∆n−1
fs = diag

{
δn−1
fs,1 , . . . , δ

n−1
fs,N

}
, |δn−1

fs,i | < ε,

x̃n = {I + ∆n−1
xy }(xn−1 +

_̃
y
n−1

), где ∆n−1
xy = diag

{
δn−1
xy,1 , . . . , δ

n−1
xy,N

}
, |δn−1

xy,i | < ε.

Поскольку исследование погрешностей проводится в рамках одной итерации, мы, введя
обозначения

u = xn, ũ = x̃n,

в используемых ниже соотношения индекс, указывающий на номер итерации, можем опустить.
При этом получим более компактные обозначения, в частности последние соотношения примут
вид

s̃ = (A+ δA)x, где ‖δA‖ 6 αA‖A‖, (9)

r + δrr = (I + ∆fs)(f − s̃), где ∆fs = diag{δfs,1, . . . , δfs,N}, |δfs,i| < ε, (10)

ũ = {I + ∆xy}(x+
_̃
y), где ∆xy = diag{δxy,1, . . . , δxy,N}, |δxy,i| < ε. (11)

Лемма 1.1. Пусть равенства s = Ax и s̃ = (A + δA)x связаны соотношением ‖δA‖ 6
αA‖A‖, тогда выполняется неравенство

‖s̃− s‖/‖s‖ 6 c(A)αA, (12)

где c(A) = ‖A‖‖A−1‖ –– число обусловленности матрицы A.

Доказательство. Рассмотрим разность s̃− s. В соответствие с определением векторов s
и s̃ (см. (9)) запишем цепочку равенств

s̃− s = (A+ δA)x−Ax = δAx = δAA−1s.

Отсюда благодаря выполнению неравенства, входящего в состав условий леммы, последует:

‖s̃− s‖ 6 ‖δA‖‖A−1‖‖s‖ 6 αA‖A‖‖A−1‖‖s‖.

Из последней цепочки отношений вытекает неравенство (12). �
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Неравенство (12) представим в эквивалентном виде

s̃ = (I + ∆s)s, где ‖∆s‖ 6 c(A)αA. (13)

Ниже следуют сведения из [16], которые мы приведём в виде справки, включая леммы 1.2–
1.4 и теорему 1.1.

Обращаясь к списку формул (6), мы можем сказать, что 3-5 формулы эквивалентны ре-
шению систем

V w ∼= r, Hz ∼= w, V ∗y ∼= z.

Вследствие округлений вместо последних трёх систем в соответствии со вторым, третьим
и четвёртым соотношениями в (7) и списком формул (8) мы решим возмущённые системы

(V +XV w)
_̃
w ∼= r + δrr + δr

r
_
w
, (H +XHz)z̃ ∼=

_
w + δ

_
w_

w
+ δ

_
w_

wz
,

(V +XV y)∗
_̃
y ∼= z + δzz + δzzy,

(14)

при этом XV w, XHz, XV y удовлетворяют равенствам

XV w = XV +Xw, XHz = XH +Xz, XV y = XV +Xy, (15)

где возмущения XV и XH моделируют погрешности, обусловленные неточностью предвари-
тельно вычисленных матриц V и H. Соответственно возмущения Xw, Xz и Xy моделируют
погрешности, возникающие при непосредственном машинном решении систем уравнений.

Лемма 1.2. Пусть в соотношениях (14) и (15) возмущения XV , Xw δrr и δr
r
_
w

удовле-
творяют неравенствам

‖XV ‖ 6 αV , ‖X_
w
‖ 6 α_

w
, ‖δrr‖ 6 βr‖r‖, ‖δrr_w‖ 6 βr_w‖r‖

причём
1− αV − αw > 0, ‖^r‖ 6 γ‖_r‖,

где
_
r +

^
r = r,

_
r = V V +r,

^
r = (I − V V +)r.

Тогда справедлива оценка

‖_̃w − _
w‖/‖_w‖ 6

(αV + αw)γ + (αV + αw + (βr + β
r
_
w

)
√

1 + γ2)

1− αV − αw
.

Лемма 1.3. Пусть в соотношениях (14) и (15) возмущения XH , Xz, δ
_
w_

w
и δ

_
w_

wz
удовлетворяют неравенствам

‖XH‖ 6 αH‖H‖, ‖Xz‖ 6 αz‖H‖, ‖δ_
w_

w
‖ 6 β_

w
‖_w‖, ‖δ_

w_
wz
‖ 6 β_

wz
‖_w‖,

причём
1− c(H)(αH + αz) > 0,

где c(H) — число обусловленности матрицы H. Тогда справедлива оценка

‖z̃ − z‖/‖z‖ 6
c(H)(αH + αz + β_

w
+ β_

wz
)

1− c(H)(αH + αz)
.
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Лемма 1.4. Пусть в соотношениях (14) и (15) возмущения XV , Xy, δzz и δzzy удовле-
творяют неравенствам

‖XV ‖ 6 αV , ‖Xy‖ 6 αy, ‖δzz‖ 6 βz‖z‖, ‖δzzy‖ 6 βzy‖z‖,

причём 1− αV − αy > 0. Тогда

‖_̃y − _
y‖

‖_y‖
6

((
(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

,

ηz =
c(H)(αH + αz + η_

w
+ β_

wz
)

1− c(H)(αH + αz)
,

η_
w

=
(αV + αw)γ +

(
αV + αw + (βr + β

r
_
w

)
√

1 + γ2
)

1− αV − αw
.

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия лемм 1.2—1.4, тогда справедлива оценка точ-
ности вычисления поправки

_
y
n

‖_̃y − _
y‖

‖_y‖
6

((
(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

,

где

ηz =
c(H)(αH + αz + η_

w
+ β_

wz
)

1− c(H)(αH + αz)
, (16)

η_
w

=
(αV + αw)γ +

(
αV + αw + (βr + β

r
_
w

)
√

1 + γ2
)

1− αV − αw
. (17)

Замечание 1.2. Последнее неравенство перепишем в эквивалентном виде

_̃
y = (I +Xy)

_
y,

где

‖Xy‖ 6
((

(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

.

На основании изложенных сведений справедлива
Теорема 1.2. Пусть выполнены: условия теоремы 1.1 и соотношения (11), тогда спра-

ведлива оценка

‖ũ− u‖ 6
((

(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

‖_y‖+ ε‖u‖. (18)

Доказательство. Раскрывая скобки в (11), мы получим

ũ = x+
_̃
y + ∆xy(x+

_̃
y).

Обращаясь к теореме 1.1 и первому соотношению в замечании 1.2 к ней, мы можем запи-
сать

ũ = x+ (I +Xy)
_
y + ∆xy(x+

_̃
y) = x+

_
y +Xy

_
y + ∆xy(x+

_̃
y).
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Последнее выражение в соответствии с принятыми обозначениями перепишем в виде

ũ = u+ ∆xy(x+
_̃
y) +Xy

_
y.

Отсюда следует
‖ũ− u‖ 6 ‖∆xy(x+

_̃
y)‖+ ‖Xy

_
y‖. (19)

В последнем соотношении рассмотрим каждый из его членов, стоящих в правой части нера-
венства.

Сначала обратимся ко второму слагаемому последнего неравенства. Первый пункт усло-
вий теоремы апеллирует к условиям теоремы 1.1, поэтому согласно утвердительной части
последней и второму соотношению в замечании 1.2, мы можем записать

‖Xy
_
y‖ 6 ‖Xy‖‖

_
y‖ 6

((
(αV + αy + ηz + βzy)

1− αV − αy

)2

+ (αV + αy)2

)1/2

‖_y‖, (20)

где ηz определён в (16), соответственно η_
w

— в (17).
Обращаясь теперь к первому слагаемому, мы можем сказать, что для него справедлива

следующая цепочка отношений

‖∆xy(x+
_̃
y)‖ = ‖∆xy(x+ (I +Xy)

_
y)‖ = ‖∆xy(x+

_
y) + ∆xyXy

_
y‖

6 ‖∆xyu‖+ ‖∆xyXy
_
y‖ 6 ‖∆xy‖‖u‖+ ‖∆xyXy‖‖

_
y‖.

Пренебрегая множителем ‖∆xyXy‖ как величиной второго порядка малости, будем считать
выполненным неравенство

‖∆xy(x+
_̃
y)‖ 6 ‖∆xy‖‖u‖.

Отсюда благодаря (11) следует
‖∆xy(x+

_̃
y)‖ 6 ε‖u‖.

Наконец, используя последнее соотношение и также (20) в неравенстве (19) получим (18). �

2. КРИТЕРИЙ ОСТАНОВА ИТЕРАЦИЙ

Приступая к исследованию поставленного вопроса, вынесенного в заголовок настоящего
параграфа, мы должны высказать некоторые потребующиеся в дальнейшем положения (сооб-
ражения). Пусть

1) x̄ –– точное решение системы (1),
2) x –– приближённое решение системы (1) (x = xn), полученное на n-ой итерации,
3) δrrn –– погрешность, вносимая в результат вычисления невязки rn.
Согласно сказанному мы можем записать следующие соотношения:

Ax̄ = f, Axn = f − rn, Ax̃n = f − rn + δrr
n. (21)

Для принятия решения об останове итерационного процесса в условиях безошибочных
вычислений невязки можно воспользоваться известным неравенством.

‖xn − x̄‖/‖x̄‖ 6 c(A)‖rn‖/‖f‖, (22)

Действительно, получив xn такое, что rn = f − Axn при некотором достаточно малом κ
удовлетворяет неравенству

c(A)‖rn‖/‖f‖ 6 κ,
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мы в силу (22) можем записать цепочку неравенств

‖xn − x̄‖/‖x̄‖ 6 c(A)‖rn‖/‖f‖ 6 κ,

из которой следует, что если κ –– приемлемая точность приближённого решения системы (1),
то, остановив итерационный процесс (2)–(4), xn можно принять в качестве приближённого ре-
шения заданной системы. При этом гарантированно будет обеспечена точность вычисленного
решения:

‖xn − x̄‖/‖x̄‖ 6 κ.

Рассмотрим вопрос принятии решения об останове итераций в условиях, когда невязка
вычисляется приближённо. Следуя замечанию 1.1 и связанному с ним подходу, высказанному
вслед, мы будем иметь: xn = x̃n.

Следуя лемме 1.1 (см. (13)), мы можем записать

s̃n = (A+ δAn)xn, где ‖δAn‖ 6 αA
n‖A‖, αA

n < αA,

Ниже нам также придётся пользоваться соотношением:

r̃n = rn + δrr
n = (I + ∆n

fs)(f − s̃n), где ∆n
fs = diag{δnfs,1, . . . , δnfs,N}, |δnfs,i| < ε.

Далее нам в изложении удобно опустить индексы, как это делалось нами ранее.

s̃ = (A+ δA)x, где ‖δA‖ 6 αA‖A‖, αA < α, (23)

r̃ = r + δrr = (I + ∆fs)(f − s̃), где ∆fs = diag{δfs,1, . . . , δfs,N}, |δnfs,i| < ε, (24)

Из первого равенства в цепочке (24) следует равенство

r = r̃ − δrr. (25)

Обращаясь к (25) а затем ко второму равенству в цепочке (24), мы можем записать

r = r̃ − δrr = (I + ∆fs)(f − s̃)− δrr = (f − s̃) + ∆fs(f − s̃)− δrr.

Подставив (23) в последнее выражение, будем иметь

r = (f − (A+ δA)x) + ∆fs(f − (A+ δA)x)− δrr
= (f −Ax− δAx) + ∆fs(f − x− δAx)− δrr = r − δAx+ ∆fs(r − δAx)− δrr.

Отсюда вытекает, что
δrr = −δAx+ ∆fs(r − δAx).

Наконец, осуществив подстановку (25) в последнее равенство, получим

δrr = −δAx+ ∆fs((r̃ − δrr)− δAx).

Отсюда следует

(I + ∆fs)δrr = −δAx+ ∆fs(r̃ − δAx),

δrr = (I + ∆fs)
−1(−δAx+ ∆fs(r̃ − δAx)).

(26)

Обращаясь к матрице (I + ∆fs)
−1, взятой из последнего соотношения, и учитывая при

этом (24), запишем легко устанавливаемую цепочку неравенств

‖(I + ∆fs)
−1‖ 6 1

1− ‖∆fs‖
6

1

1− ε‖A‖
.
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С учётом последнего неравенства, а также неравенств (23) и (24) из (26) последует

‖δrr‖ 6 ‖(I + ∆fs)
−1‖(‖δAx‖+ ‖∆fs‖(‖r̃‖+ ‖δAx‖))

6
1

1− ε‖A‖
(αA‖A‖‖x‖+ ε‖A‖(‖r̃‖+ αA‖A‖‖x‖)). (27)

Наконец, приступим к оценке близости решений системы (1): точного x̄ и приближённо
вычисленного x. Следуя первым двум соотношениям из (21) и затем равенству (25), получим

Ax−Ax̄ = f + r − f = r = r̃ − δrr.

Отсюда следует

x− x̄ = A−1(r̃ − δrr),
‖x− x̄‖ 6 ‖A−1‖(‖r̃‖+ ‖δrr‖).

(28)

Соответственно из третьего соотношения в списке (21), согласно первому равенству в це-
почке (24), будем иметь Ax̃ = f + r̃. Отсюда последует

‖x̃‖ > min
z, ‖z‖=1

‖A−1z‖(‖f‖ − ‖r̃‖) =
1

‖A‖
(‖f‖ − ‖r̃‖).

Разделив обе части неравенства (28) на ‖x̃‖, с учётом последнего неравенства будем иметь

‖x− x̄‖
‖x̃‖

6
‖A−1‖
‖x̃‖

(‖r̃‖+ ‖δrr‖) 6 ‖A‖‖A−1‖(‖r̃‖+ ‖δrr‖)
(‖f‖ − ‖r̃‖)

= c(A)
(‖r̃‖+ ‖δrr‖)
(‖f‖ − ‖r̃‖)

. (29)

Таким образом, завершением проведённого доказательства справедливости последней цепочки
отношений может служить

Теорема 2.1. Пусть {xn}, n = 0, 1, 2, . . . , — последовательность векторов, образованная
некоторым итерационным процессом решения системы (1) и

s̃n = (A+ δAn)xn , где ‖δAn‖ 6 αA
n‖A‖, αA

n < αA,

r̃n = rn + δrr
n = (I + ∆n

fs)(f − s̃n), где ∆n
fs = diag{δnfs,1, . . . , δnfs,N}, |δnfs,i| < ε,

и пусть для некоторого κ > 0 число n̄ такое, что

(A)
(‖r̃n‖+ ‖δrrn‖)

(‖f‖ − ‖r̃n‖)
6 κ, (30)

где
‖δrrn‖ 6

1

1− ε‖A‖
(αA‖A‖‖x‖+ ε‖A‖(‖r̃n‖+ αA‖A‖‖x‖)),

тогда справедлива оценка
‖xn − x̄‖
‖x̃n‖

6 κ, (31)

Таким образом, следуя доказанной теореме, при выполнении неравенства (30) мы можем
остановить процесс итераций. При этом для вычисленного приближения xn гарантированно
будет выполнено неравенство (31).

В заключение, мы должны сказать, что при выводе оценок (18), (27) и (29) были исполь-
зованы известные сведения, которые мы брали из [17, 18]
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3. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРЕМЕНТЫ

Прежде чем приступить к проведению экспериментов выскажем некоторые их обоснова-
ния.

В полученных оценках используются два числа обусловленности c(A), и c(Hn−1). Очевид-
но, оценкой числа обусловленности матрицыHn−1 может служить неравенство c(Hn−1) 6 c(A).
Нетрудно обнаружить, что равенства выполняются: c(Hn−1(1)) = 1 при m = 1, соответствен-
но c(Hn−1(N)) = c(A) при m = N . Естественно предположить, что с ростом m величина
c(Hn−1(m)) будет возрастать и достигнет своего наибольшего значения при m = N . Встаёт
вопрос: как быстро будет возрастать рассматриваемая величина, какое влияние при этом на
этот рост будет оказывать вектор xn−1(rn−1) и может ли при этом очевидное неравенство
c(Hn−1(m)) 6 c(A) служить практически значимой оценкой числа обусловленности матрицы
Hn−1(m).

Для осуществления первоначального знакомства с поведением чисел обусловленности
мы провели некоторые вычислительные эксперименты в вычислительной среде приложения
Mathcad. Первый эксперимент состоял в следующем. Для СЛАУ (1) с матрицей Гилберта
порядка N = 7 (c(A) = 4.754 ∗ 108) и правой часть f , компоненты которой рассчитывались

по формуле fi =
N+i−1∑
k=i

2−k+1, i = 1, N , рассматривался вопрос о поведении чисел обуслов-

ленности c(H0(m)) при увеличении m –– размерности подпространства Крылова. В качестве
приближённого решения были рассмотрены два вектора:

1) x0 = [1 −1 1 −1 1 −1 1]
∗
, 2) x0 = [−1 1 −1 1 −1 1 −1]

∗
.

Результаты представлены в ниже следующей табл. 1 значений чисел обусловленности
c(H0(m)).

Т а б л и ц а 1

Значения чисел обусловленности c(H0(m)) для первого
эксперимента

m 2 3 4 5 6

c(H0(m)) 6.113 78.171 1.656 · 103 7.625 · 104 4.786 · 1019

c(H0(m)) 6.247 78.026 1.669 · 103 2.369 · 1010 1.014 · 1019

Из табл. 1 видно, что для первого x0 с ростом размерности подпространства Крылова
до m = 5 наблюдается устойчивый умеренный рост числа обусловленности c(H0). При m = 6
наблюдается так называемый срыв. Для второго вектора наблюдаем ту же тенденцию, однако
срыв произошёл уже раньше при m = 5.

Обнаруженный срыв обусловлен следующими обстоятельствами. По условиям экспери-
мента матрица A системы (1) положительно определена. Пусть λ1, λ2, . . . , λN –– упорядочен-
ный по возрастанию её спектр и p1, p2, . . . , pN –– отвечающие указанным собственным значе-
ниям собственные векторы. Обратимся к подпространству Крылова, Kmn−1 . Приняв n = 1
и введя при этом обозначения w1 = r0, w2 = Aw1, . . . , wm = Awm−1, мы обнаружим, что пред-
ставленная последовательность Крылова совпадает с последовательностью степенного метода,

которая сходится по направлению к pN , соответственно отношение
(wm)∗Awm

(wm)∗wm
– к λN . В на-

шем эксперименте для первого начального приближения x0 векторы w5 и w6 (для второго
начального приближения x0 векторы w4 и w5) получились почти коллинеарными с вектором
pN и соответственно почти коллинеарными друг к другу. В условиях машинных вычислений
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невозможно вычислить векторы

u6 = w6 − (w5)
∗
w6

(w5)∗w5
w5, u5 = w5 − (w4)

∗
w5

(w4)∗w4
w4

с высокой степенью точности, не прибегая при этом к специализированным алгоритмам и про-
граммам, что и показали результаты рассматриваемого эксперимента. Простейший выход из
сложившейся ситуации — ограничиться числом m = 5 (m = 4).

Ту же картину мы наблюдаем в следующей строке доm = 4, причём имеются незначитель-
ные отличия рассматриваемых последовательностей, полученных для двух разных начальных
приближений.

Отметим, что показатель r = λN−1/λN , характеризующий скорость сходимости, в нашем
примере равен 0.164. В том случае, когда нет априорной информации о спектре матрицы
A, во избежание возникновения рассмотренной ситуации мы рекомендуем воспользоваться
методом построения двумерного ортонормированного базиса с гарантированной точностью,
изложенным в [19].

Второй эксперимент. Для СЛАУ (1) с матрицей Гилберта порядкаN = 5 , c(A) = 4.766∗105

и правой часть f = [5 −2 9 −8 3]
∗ в качестве приближённого решения были рассмотрены

три вектора:

1) x0 = [1 1 1 1 1]
∗
, 2) x0 = [1 −1 1 −1 1]

∗
, 3) x0 = [−1 1 −1 1 −1]

∗
.

Для каждого из этих векторов вычислялась последовательность приближений {xn}, n = 1, 5.
Размерность пространства Крылова m была принята равной четырём. При этом рассматри-
вался вопрос о поведении чисел обусловленности c(Hn−1). Результаты экспериментов пред-
ставлены в ниже следующей ниже табл. 2 значений чисел обусловленности c(Hn−1).

Т а б л и ц а 2

Значения чисел обусловленности c(Hn−1) для второго эксперимента

n 1 2 3 4 5

c(Hn−1) 5.13 · 103 4.762 · 105 5.13 · 103 4.698 · 105 5.13 · 103

c(Hn−1) 5.129 · 103 4.763 · 105 5.129 · 103 4.756 · 105 5.129 · 103

c(Hn−1) 5.131 · 103 4.764 · 105 5.131 · 103 4.744 · 105 5.131 · 103

Из сведений, представленных в табл. 2 видно, что при решении одной и той же задачи с
различными начальными приближениями наблюдается незначительное различие последова-
тельностей чисел обусловленности c(Hn−1). Однако в каждой последовательности наблюдает-
ся существенный разброс значений элементов: (5.13 ∗ 103, 4.762 ∗ 105), (5.129 ∗ 103, 4.763 ∗ 105),
(5.13 ∗ 103, 4.764 ∗ 105). Ещё раз обращаясь к последней таблице, мы отметим, что представ-
ленные в них значения величин c(H2) и c(H4) очень близки к c(A) = 4.766 ∗ 105.

Замечание 3.1. Организованные вычислительные процессы во всех трёх случаях со-
шлись уже на четвёртой итерации, при этом величины элементов пар (‖x

4−x̄‖
‖x̄‖ , c(A)‖r̃

4‖
‖f‖ ) при-

няли значения: (3.987 ∗ 10−4, 1.212 ∗ 10−3), (9.663 ∗ 10−7, 0.015), (4.297 ∗ 10−4, 0.019) в первом,
во втором и третьем случаях соответственно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Следует сказать, что если m = 1, то обычно итерационный процесс, описываемый фор-
мулами (2)–(5) сходится очень медленно [20], а при m0 = N потребуется всего лишь один шаг.
Действительно,

x1 = x0 + V0H0
−1V0

∗r0 = x0 + V0V0
∗A−1V0V0

∗r0 = x0 +A−1(f −Ax0) = x0 +A−1f − x0 = x̄.
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Отсюда мы можем заключить, что с ростом размерности подпространства Крылова будет
повышаться скорость сходимости итерационного процесса.

Препятствием к наращиванию размерности подпространства Крылова является огра-
ниченность оперативной памяти, требующейся для хранения векторов vn−1

1 , vn−1
2 , . . . , vn−1

mn−1

(см. [7]).
Благодаря проведённым экспериментам обнаружено второе препятствие для наращива-

ния mn−1 –– это так называемый срыв построения ортонормированного базиса. Этот срыв
может произойти уже при m0 = 2. Действительно, если вектор r0 почти коллинеарен век-
тору pN , где pN –– собственный вектор матрицы A, отвечающий собственному значению
λN (A), то вектор w2 = Aw1 (w1 = r0) также будет почти коллинеарным вектору w1. В этом
случае может произойти упомянутый выше срыв. Следует сказать, что поскольку вектор
r0 (x0) выбирается случайным образом, вероятность указанного события (срыва) ничтож-
но мала [21]. Тем не менее, обнаруженное явление («сплющивание» базиса подпространства
Kmn−1 = span(rn−1|Arn−1| . . . |Amn−1−1rn−1) при увеличении mn−1) также является фактором,
сдерживающим наращивание размерности подпространства Крылова.

Практическое применение полученной оценки гарантированной точности очередного вы-
численного приближения для осуществления останова итераций станет возможным после того,
как будут установлены связи величин, моделирующих погрешности округлений с технически-
ми характеристиками используемых ЭВМ: относительной и абсолютной погрешностями вы-
полнения арифметических операций, а также размерами ячеек, используемых для хранения
промежуточных результатов вычислений. Установление указанных связей – это следующий
этап нашей работы, в котором, частности, будет разрешён вопрос о том является ли получен-
ная оценка завышенной. Однако уже сейчас можно сказать следующее. На заключительной
итерации с целью снижения влияния погрешностей на точность полученного xn при вычисле-
нии векторов sn−1, _

w
n−1

и zn−1 необходимо обращаться к режиму вычислений с повышенной
точностью. Причиной этому согласно леммам 1.1, 1.3 и 1.4 является усиление ошибок, до-
пущенных при реализации формул sn−1 = Axn−1, _

w
n−1

= Vn−1
∗rn−1, zn−1 = Hn−1

−1_
w

n−1

(см. (6)), числами обусловленности c(A) и c(Hn−1). С той же целью при определении вектора

rn для проверки критерия останова итераций c(A)
(‖r̃‖+ ‖δrr‖)
(‖f‖ − ‖r̃‖)

6 κ по аналогичной причине

при вычислении вектора sn следует обращаться к режиму вычислений с повышенной точно-
стью.
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Проведён сравнительный анализ двух статистических подходов к реконструкции изоб-
ражений при обследовании пациентов методом однофотонной эмиссионной компьютер-
ной томографии (ОФЭКТ). Выполнено сравнение алгоритма Ordered Subset Expectation
Maximization (OSEM), используемого в большинстве современных ОФЭКТ-систем, и ал-
горитма нового поколения Maximum a Posteriori с априорной информацией на основе эн-
тропийного функционала (MAP-Ent) при количественной оценке накопления радиофарм-
препарата в патологических очагах. Исследования выполнены методом имитационного
компьютерного моделирования с использованием цифрового двойника стандартизирован-
ного вещественного фантома NEMA IEC, включающего шесть сфер различного размера,
имитирующих очаги поражения. Точность реконструкции оценивалась с использовани-
ем максимального коэффициента восстановления RCmax, определяемого как отношение
реконструированной накопленной активности в максимуме к её истинному значению. По-
казано, что алгоритм OSEM характеризуется неустойчивостью итерационного процесса,
появлением шума и краевых артефактов. Применение постфильтрации стабилизирует ре-
шение и обеспечивает сходимость, однако приводит к занижению оценки активности в оча-
гах малого размера и возможной потере малых очагов. Алгоритм MAP-Ent обеспечивает
устойчивую сходимость и высокую количественную точность без необходимости постфиль-
трации, сохраняя контрастность малых очагов. Вместе с тем точность реконструкции су-
щественно зависит от выбора глобального параметра регуляризации, что ограничивает
оптимальную реконструкцию очагов различного размера и указывает на необходимость
применения локальной регуляризации.

Ключевые слова: однофотонная эмиссионная компьютерная томография, OSEM, MAP-
Ent, регуляризация.
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ВВЕДЕНИЕ

Однофотонная эмиссионная компьютерная томография (ОФЭКТ) является диагностиче-
ским методом ядерной медицины. При обследовании пациенту вводят радионуклидный фар-
мацевтический препарат (РФП), который обычно состоит из двух составляющих: несущей
(таргетной) молекулы и радионуклида. Несущая молекула подбирается таким образом, чтобы
РФП накапливался в патологических очагах. При этом радионуклид служит «меткой», испус-
кающей гамма-кванты. Гамма-излучение регистрируется из разных положений вращающейся
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вокруг пациента гамма-камеры. На основе измеренных данных осуществляется решение обрат-
ной задачи реконструкции пространственного распределения РФП в организме –– источника
испускания гамма-квантов.

Полученные ОФЭКТ-изображения существенно отличаются от изображений магнитно-
резонансной томографии (МРТ) и рентгеновской компьютерной томографии (КТ), отражаю-
щих морфологические свойства различных анатомических структур пациента. ОФЭКТ визу-
ализирует распределение РФП, которое соответствует нормальным или патологическим ме-
таболическим процессам, протекающим в организме человека на клеточном и молекулярном
уровнях. ОФЭКТ имеет относительно низкое пространственное разрешение по сравнению с
МРТ и КТ изображениями, однако основным преимуществом этого метода является высо-
кая контрастность изображений патологических очагов, что делает метод незаменимым для
выявления онкологических заболеваний.

Диагностическая точность метода ОФЭКТ существенно зависит от подхода к решению за-
дачи реконструкции пространственного распределения источников излучения по измеренным
данным. Радиационный распад радионуклида описывается пуассоновским процессом, соответ-
ственно, зарегистрированные данные подчиняются пуассоновскому распределению. С матема-
тической точки зрения, проблема реконструкции ОФЭКТ-изображений относится к классу
обратных и некорректных задач с пуассоновскими данными и должна решаться с применени-
ем статистической регуляризации [1, 2].

Первым статистическим подходом к реконструкции ОФЭКТ-изображений стал вариа-
ционный метод максимизации функции правдоподобия для пуассоновского распределения,
реализованный в алгоритме Maximum Likelihood Expectation Maximization (MLEM) [3]. В
настоящее время большинство функционирующих в мире ОФЭКТ-установок оснащены его
ускоренной версией –– итерационным алгоритмом реконструкции Ordered Subset Expectation
Maximization (OSEM) [4]. Однако подход на основе максимизации функции правдоподобия не
является регуляризированным, поэтому поведение алгоритма OSEM характеризуется неустой-
чивостью: с ростом числа итераций решение сильно «зашумляется» и страдает от появления
краевых артефактов на высококонтрастных границах очагов поражений [5]. Чтобы исключить
эти неблагоприятные эффекты, применяют итерационную регуляризацию –– остановку реше-
ния после определённого числа итераций, когда ожидается достижение оптимального решения.
Однако критерий достижения оптимального решения не определён, поэтому номер останова
итерационного процесса выбирают на основе рекомендаций производителя оборудования или
практического опыта. Это приводит к тому, что в различных медицинских центрах использу-
ют изображения, полученные при разном числе итераций, что значительно снижает воспро-
изводимость и возможность анализа многоцентровых исследований. Кроме того, прерывание
итерационного процесса не снимает полностью влияние «шума» и краевых артефактов. До-
полнительным регуляризирующим фактором является постфильтрация реконструированного
решения. В результате применения постфильтрации осуществляется сглаживание решения и
уменьшение влияния «шума» и краевых артефактов, однако при этом значительно занижается
количественное решение в очагах поражений малого размера [6].

Для уменьшения ошибок, вызванных влиянием шума, необходимо использовать регуляри-
зированные алгоритмы. В литературе высказывалось мнение, что краевые артефакты можно
смягчить с помощью применения регуляризированных алгоритмов реконструкции на основе
байесовского подхода Maximum a Posteriori (МАР) с априорной информацией, способствую-
щей сглаживанию решения [7]. В данной работе выполнены исследования алгоритма МАР
с заданием априорной информации на основе функционала энтропии (MAP-Ent). Проведён
сравнительный анализ алгоритмов OSEM и MAP-Ent в решении задачи получения точной
количественной оценки накопленной активности в патологических очагах.

Решение проблемы получения точных количественных оценок накопленной активности в
очагах поражений является чрезвычайно актуальной задачей на современном уровне разви-
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тия ядерной медицины, поскольку эти оценки определяют персонализированную поглощён-
ную дозу и эффективность радионуклидной терапии. Используемые на клинических ОФЭКТ
системах алгоритмы OSEM не позволяют получать точные решения, поэтому в руководстве
Европейской Ассоциации по Ядерной Медицине (EANM) [8, 9] рекомендуется использовать
эмпирические поправки к полученному решению. Эти поправки называются «коэффициент
восстановления (Recovery Coefficient, RC)» и определяются отношением реконструированного
значения активности к истинной активности РФП в очагах. В клинической практике значения
RC получают с помощью экспериментальных измерений с применением стандартизированных
вещественных фантомов NEMA IEC (National Electrical Manufacturers Association International
Electrotechnical Commission), включающих сферические вставки, имитирующие очаги разного
диаметра [10, 11, 12]. Затем полученные величины RC используются в качестве поправки к ре-
конструированным значениям активности в очагах. Однако проведение широких клинических
исследований с подобными фантомами ограничено из-за лучевой нагрузки на исследователей
и высокой стоимости радиофармпрепаратов. Современной альтернативой является математи-
ческое имитационное моделирование и численные эксперименты с использованием цифровых
двойников фантомов и сканеров. В данной работе этот метод применяется для сравнительной
оценки двух статистических алгоритмов OSEM и MAP-Ent в решении проблемы получения
точной количественной реконструкции активности в очагах поражений.

Настоящая работа является логическим продолжением предыдущего исследования [6],
в котором была продемонстрирована ограниченность стандартного алгоритма OSEM в до-
стижении точной количественной оценки патологических очагов. Основной вывод работы [6]
заключался в необходимости разработки и анализа новых методов реконструкции на основе
байесовского подхода MAP с применением статистической регуляризации.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

В работе проведено компьютерное имитационное моделирование клинической процеду-
ры ОФЭКТ/КТ исследования вещественного стандартизированного фантома NEMA IEC для
оценки точности реконструированных изображений патологических очагов и определения по-
правочных коэффициентов (Recovery Coefficient, RC). Целью работы является сравнительный
анализ двух алгоритмов: OSEM и MAP-Ent – в точности количественной оценки накопленной
активности в очагах поражений. Моделирование проводилось в приближении к реальным кли-
ническим условиям: учитывались параметры сканирования, физические процессы регистра-
ции гамма-квантов и влияние алгоритмов реконструкции на количественные характеристики
изображений. В качестве моделируемого радионуклида использовался технеций-99m (99mTc),
наиболее широко применяемый в клинической практике изотоп с энергией излучения 140 кэВ.

1.1. Физико-математическая модель
Физические основы модели.
— Радиоактивный распад описывается законом:

n (t) = n (0) e−
t
τ ,

где n(t) = {nj(t) : j = 1, . . . , J} –– распределение концентрации РФП в трёхмерном объекте
в момент времени t, J — общее число вокселей, на которое разбит объект; n (0) –– начальное
распределение РФП; τ – среднее время жизни радиоактивного изотопа. Для 99mTc среднее
время жизни составляет около 6 часов, тогда как продолжительность стандартного сбора
проекционных данных методом ОФЭКТ ∆t обычно составляет около 20–30 минут.

— Поскольку испускание гамма-квантов носит случайный характер и концентрация РФП
низкая, число испущенных гамма-квантов во всех направлениях в единицу времени описыва-
ется случайным полем f = {fj | j = 1, . . . , J}. При условии ∆t � τ среднее значение гамма-
квантов, испускаемых из единичного объёма, считается постоянным за время наблюдения и
пропорциональным локальной активности РФП: f̄ ≈ n(0).
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— При прохождении в средах различной плотности гамма-квант может пройти до де-
тектора без взаимодействия либо быть рассеянным или поглощённым. Основными видами
взаимодействия являются комптоновское рассеяние и фотоэффект.

— Для реконструкции 3D-распределения активности по проекционным данным необходи-
мо знать направление прилетевших на детектор гамма-квантов. В модели ОФЭКТ для этого
используется коллиматор. Теоретический идеальный коллиматор обеспечивает точное изобра-
жение точечного источника, однако реальные коллиматоры формируют размытое изображе-
ние: размер получаемого пятна возрастает с удалением источника от поверхности коллимато-
ра. Этот эффект описывается функцией рассеяния точечного источника (ФРТ).

При численном моделировании дискретное представление исследуемого объекта задаётся
на трёхмерной сетке вокселей. Поток гамма-квантов, проходящий через ткани пациента и
фиксируемый детекторами, формирует двумерные проекционные данные для каждого угла
обзора g = {gi | i = 1, . . . , I}, где I — общее число пикселей (пиксели детектора × ракурсы
съёма).

Связь между распределением активности РФП и проекционными данными задаётся урав-
нением: ∑

j

aijfj = gi или Af = g,

где aij –– это случайный оператор, который описывает, какая часть гамма-квантов, испускае-
мых из j-го вокселя, обнаруживается i-м пикселем детектора. Здесь fj –– это ненаблюдаемые
пуассоновские случайные величины с неизвестными средними значениями f̄j , а gi –– наблю-
даемые данные, пуассоновские случайные величины с неизвестными средними значениями ḡi.
Эти средние значения связаны системой линейных уравнений∑

j

āij f̄j = ḡi,

где āij –– это вероятность того, что гамма-квант, испущенный j-м вокселем, будет зареги-
стрирован i-м пикселем детектора. Вероятности āij образуют системную матрицу, которая
считается известной и учитывает эффекты ослабления излучения P att

jk и прохождения через
систему коллиматор-детектор P col−det

ki :

āij = P att
jk · P col−det

ki .

Таким образом, задача ОФЭКТ-реконструкции состоит в восстановлении неизвестных
интенсивностей f̄j по измеренным проекционным данным ḡi и известной матрице āij . Данная
задача является обратной некорректной задачей с пуассоновскими данными.

1.2. Методы моделирования

Моделирование выполнялось с использованием программного комплекса «Виртуальная
платформа для имитационных испытаний метода ОФЭКТ/КТ» [13, 14], включающего по-
следовательные этапы: задание распределения активности РФП в математическом фантоме,
генерацию проекционных данных, реконструкцию изображений и оценку качества реконструк-
ции.

Распределение активности РФП моделировалось с использование цифрового двойника
фантома NEMA IEC. Фотография реального фантома приведена на рис. 1(а). Он содержит
шесть сфер различного диаметра (37, 28, 22, 17, 13, 10 мм), имитирующих патологические
очаги с повышенным накоплением РФП, а также цилиндрическую лёгочную вставку диамет-
ром 51 мм, расположенную в центре. Для удобства анализа изображений все центры сфер
расположены в одной плоскости.
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При клинических измерениях фантом заполнялся водным раствором РФП с разной кон-
центрацией в сферах и основной ёмкости. Цифровой двойник фантома задавался в декартовой
системе координат {x, y, z} в области, разделённой на 128× 128× 92 воксела. Трёхмерная мо-
дель распределения активности 99mTc по вокселам фантома, называемая картой активности,
представлена на рис. 1(b). Поперечное сечение этой карты, проходящее через центр всех сфер,
показано на рис. 1(c).

Отношение активности сфера/фон (контраст) было установлено равным 10:1. В клиниче-
ских исследованиях это отношение может быть варьируемым. В нашей предыдущей работе [6]
показано, что значения коэффициента восстановления RC изменяются лишь незначительно
при отношениях 5:1, 10:1, 20:1, 30:1. Случаи низкой накопленной активности в очагах, напри-
мер, при отношении 2:1, требуют отдельного исследования.

Активность задавалась в относительных единицах: фон –– 10, лёгочная вставка –– 0,
очаги –– 100. По смоделированным проекциям рассчитывалось общее число зарегистрирован-
ных квантов. Затем все значения масштабировались с использованием коэффициента, свя-
зывающего общее число насчитанных квантов в модельных исследованиях с измеренными
клиническими данными (общее число импульсов). Это позволяло переводить активности f̄j ,
заданные в относительных единицах, в единицы «импульс/воксель», используемые при рекон-
струкции. В данной работе изображения представлены именно в этих единицах.

Кроме карты активности, для цифрового фантома NEMA IEC была создана карта ослаб-
ления, описывающая коэффициенты ослабления воды и воздуха для гамма-квантов с энергией
140 кэВ, испускаемых радионуклидом 99mTc.

Рис. 1. Сравнение физического фантома NEMA IEC и его цифровой модели:
(a) фотография физического фантома; (b) трёхмерное изображение цифрового двойника

фантома; (c) его поперечное сечение, проходящее через центр всех сфер

Генерация проекционных данных выполнялась с учётом основных физических эффектов,
включая ослабление гамма-излучения, а также влияние пространственного разрешения кол-
лиматора. Расчёты проводились для 120 позиций гамма-камеры для круговой орбиты в 360◦

с шагом 3◦ и общим числом регистрируемых импульсов ∼ 5млн.
В рамках программного комплекса «Виртуальная платформа для имитационных испы-

таний метода ОФЭКТ/КТ» расчёт проекционных данных может осуществляться двумя спо-
собами: методом Монте-Карло и расчётом дискретизированных уравнений переноса гамма-
излучения. Второй подход даёт «точные проекции», в которые затем добавляется «пуассонов-
ский шум» с помощью метода исключения Неймана. Оба подхода были верифицированы в
предыдущих исследованиях путём сравнения с клиническими данными и тестовыми измере-
ниями [15, 16].

В данной работе использовался второй подход, поскольку большое число углов сбора
данных (120), высокая статистика (∼ 5млн импульсов) и большое число различных вариантов
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расчётов потребовали бы огромных компьютерных ресурсов и времени при использовании
метода Монте-Карло.

1.3. Алгоритмы реконструкции

Исследовались два статистических алгоритма реконструкции изображений OSEM иMAP-
Ent. Математической основой для этих алгоритмов является предположение о пуассонов-
ском распределении проекционных данных. В рамках метода максимального правдоподобия
(MLEM) решение находится путём максимизации функции правдоподобия, которая для пуас-
соновской модели имеет вид:

P
(
g
∣∣f̄) =

∏
i

exp

−∑
j

āij f̄j


(∑

j āij f̄j

)gi
gi!

.

На практике максимизируют её логарифм, что приводит к итерационной формуле алгоритма
MLEM:

f̄
(n+1)
j =

f̄
(n)
j∑
i āij

∑
i

giāij∑
k āikf̄

(n)
k

.

Алгоритм OSEM является стандартизированным алгоритмом реконструкции ОФЭКТ и ПЭТ
изображений и представляет собой модификацию метода MLEM, ускоряющую сходимость за
счёт обновления решения по подмножествам проекционных данных (subsets) Sb:

f̄
(n+1)
j =

f̄
(n)
j∑

i∈Sb āij

∑
i∈Sb

giāij∑
k āikf̄

(n)
k

.

Для характеристики вычислительной работы алгоритма OSEM и сравнения различных про-
токолов реконструкции руководство EANM [8] рекомендует использовать универсальный па-
раметр: «число обновлений» (number of updates), определяемый как произведение количества
подмножеств на количество итераций. В данной работе реконструкция проводилась с 10 под-
множествами, а число итераций для алгоритма OSEM варьировалось в пределах от 1 до 4-х.
Соответственно, число обновлений составляло от 10 до 40.

Байесовский подход (MAP) состоит в максимизации апостериорной вероятности P
(
f̄
∣∣g),

которая, согласно теореме Байеса, пропорциональна произведению функции правдоподобия и
априорной вероятности:

P
(
f̄
∣∣g) ∼ P

(
g
∣∣f̄) · P (f̄) .

Максимизация логарифма апостериорной вероятности приводит к уравнению:

∂

∂f̄j

[
lnP

(
g
∣∣f̄)+ ln P

(
f̄
)]

= 0.

Развитие байесовского подхода на основе принципа энтропии для решения обратных и некор-
ректных задач со стохастическими данными было выполнено в работах [17, 18, 19]. В работе
[19] функционал энтропии, который используется для задания плотности априорной вероят-
ности, был получен в логарифмическом виде:

lnP
(
f̄
)

= lnP (m) = −β
∑
j

(
f̄j ln

f̄j
mj
− f̄j +mj

)
,

где коэффициент β является параметром регуляризации, mj описывает априорную информа-
цию до проведения измерений. Разработка и применение этого подхода для реконструкции
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ОФЭКТ изображений представлены в работе [20]. Подстановка данного априорного распре-
деления и функции правдоподобия для пуассоновского распределения P

(
g
∣∣f̄) в уравнение

максимизации и его решение приводит к выводу итерационной формулы MAP-Ent алгоритма.
В качестве априорной информации m на каждом шаге использовалось решение предыдущей
итерации f̄ (n−1):

f̄
(n+1)
j = f̄

(n)
j exp

[
γ
∑
i

(
gi

āij∑
k āikf̄

(n)
k

− āij

)]
,

где параметр γ = 1
β > 0 контролирует соотношение между вкладом априорной вероятности

(функционал энтропии) и измеренными пуассоновскими данными (функционал правдоподо-
бия).

1.4. Поправочный коэффициент к количественной оценке реконструкции
активности в очагах поражений

Для количественной оценки ОФЭКТ изображений очагов рассчитывался коэффициент
восстановления (Recovery Coefficient, RC):

RCmax =

max
j∈ROI

f̄
(n)
j

max
j∈ROI

f̄j
,

где max
j∈ROI

f̄
(n)
j — максимальное значение активности в реконструированном очаге, а max

j∈ROI
f̄j —

истинное значение активности в очаге. В качестве ROI использовались области, соответствую-
щие очагам в цифровом фантоме. Каждая ROI определялась как множество вокселей, принад-
лежащих соответствующей сфере с заданным радиусом и центром. Для реконструированных
изображений использовались те же ROI, что и для истинного распределения активности.

Значения RCmax, близкие к 1, соответствуют точному восстановлению активности в мак-
симуме. RCmax меньше 1 означает недооценку, а RCmax больше 1 –– переоценку активности.
Следует заметить, что оценка качества реконструкции по одному вокселю (с максимальной
интенсивностью) вызывает немало вопросов, однако она используется в клинических иссле-
дованиях, поскольку для расчёта среднего значения по очагу RCmean требуется определить
контур очага, что существенно усложняет оценку и может приводить к ошибкам.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ И
ОБСУЖДЕНИЕ

2.1. Количественный анализ алгоритма OSEM

Вычислительные эксперименты проводились с применением алгоритма реконструкции
OSEM как без постфильтрации, так и с постфильтрацией фильтром Баттерворта с парамет-
рами, используемыми в клинической практике. На рис. 2 представлены соответствующие ре-
конструированные поперечные сечения, проходящие через центры сфер, полученные с 1-ой
по 4-ю итерацию. Ниже представлены профили активности для сфер 13 и 10 мм (верхний
ряд), 17 и 37 мм (средний ряд) и 22 и 28 мм (нижний ряд). Результаты без постфильтрации
характеризуются выраженным шумовым искажением и краевыми артефактами. Это связано
с отсутствием регуляризации в алгоритме OSEM, что при увеличении числа итераций уси-
ливает шумовую составляющую [6]. Краевые артефакты проявляются в виде ложных пиков
активности.

Применение постфильтрации стабилизирует решение, однако контрастность изображений
малых очагов (13, 17 мм) значительно снижается, что может приводить к неопределённости в
диагностике либо полной потере этих очагов на изображениях.
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Рис. 2. Поперечные сечения (верхний ряд) и соответствующие горизонтальные профили
активности (нижние ряды), реконструированные алгоритмом OSEM.

Сравнение проведено при числе итераций n = 1–4 без постфильтрации (a) и с ней (b).
Красная кривая –– профиль, полученный после реконструкции;

синяя –– исходный профиль цифровой модели.
Профили построены по линиям, проходящим через центры верхних (10 и 13мм),

средних (17 и 37мм) и нижних (22 и 28мм) сфер.
По осям графиков профилей: горизонтальная ось –– индекс вокселя;

вертикальная ось –– значение активности в условных единицах

Для изображений, реконструированных алгоритмом OSEM с постфильтрацией и без неё,
был рассчитан коэффициент восстановления RCmax. На рис. 3 представлены кривые RCmax в
зависимости от диаметра сфер для различных значений числа итераций.

Анализ кривых RCmax, полученных для изображений без фильтрации, показывает, что
при увеличении числа итераций разброс между кривыми сохраняется или усиливается. Это
свидетельствует о высокой чувствительности решения OSEM без постфильтрации к числу ите-
раций и делает невозможным формирование надёжной оценки поправочного коэффициента
RCmax для очагов разных диаметров.

Рис. 3. Значения коэффициента восстановления RCmax реконструированной активности
алгоритмом OSEM в зависимости от диаметра d сфер.

Показаны данные для итераций n = 1–4
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Введение постфильтрации, напротив, приводит решение к сходимости, что позволяет оста-
навливать алгоритм после определённого фиксированного числа итераций. Однако, как бы-
ло указано выше, корректнее использовать не просто число итераций, а число обновлений.
Следует отметить, что применение постфильтрации сопровождается снижением точности ре-
конструкции малых очагов (13 и 17 мм): их профили сильно занижены, а RCmax < 1, что
указывает на недооценку интенсивности в очаге поражения.

Было исследовано влияние соседства больших очагов на оценку RCmax для малых оча-
гов. В численных экспериментах рассматривались фантомы с тремя очагами диаметром 10,
13 и 17 мм. Полученные значения RCmax, рассчитанные для изображений с постфильтрацией,
практически совпали с аналогичными значениями для фантома с шестью очагами. Таким об-
разом, наличие крупных очагов не оказывает заметного влияния на оценку RCmax для малых
очагов при установленных расстояниях между сферами в фантоме NEMA IEC.

Следует отметить, что количественные оценки накопленной активности в очагах на изоб-
ражениях без фильтрации ненадёжны, поскольку изображения и, соответственно, поправоч-
ные коэффициенты RCmax подвержены влиянию шума и краевых артефактов. Для практи-
ческой количественной оценки очаговых поражений необходимо использовать поправочные
коэффициенты RCmax, рассчитанные для изображений, полученных с применением постфиль-
трации. Однако на реконструированных изображениях с постфильтрацией малые очаги могут
вызывать неуверенность или полностью исчезать.

Таким образом, несмотря на то что применение постфильтрации позволяет получать бо-
лее устойчивые количественные оценки, данный подход сопровождается риском потери ин-
формации о малых очагах. В связи с этим остаётся актуальным поиск альтернативных ме-
тодов, которые обеспечивали бы надёжность количественной оценки без существенного ухуд-
шения визуализации. В литературе одним из перспективных направлений является исполь-
зование теоретически рассчитанных поправок, независимых от алгоритма реконструкции. К
таким подходам относятся разработка универсальных уравнений для прогнозирования RC [21]
и фундаментальных моделей коррекции эффекта частичного объёма (краевых артефактов),
учитывающих форму патологического очага и разрешение системы [22].

2.2. Количественный анализ алгоритма MAP-Ent

В алгоритме MAP-Ent используется параметр γ. Он умножает слагаемое, соответствую-
щее функции правдоподобия. Таким образом, при больших значениях γ метод приближается
к алгоритму OSEM, что приводит к усилению шума и краевых артефактов. В настоящем
исследовании использовались фиксированные значения γ = 0.01 и γ = 0.1.

На рис. 4 представлены результаты реконструкции для γ = 0.01 и γ = 0.1 при различ-
ных значениях числа итераций n. Параметр γ можно интерпретировать как аналог «шага
по времени» в итерационном процессе: при одинаковых значениях γ · n получаем одинаковые
решения.

На рис. 5 представлена зависимость коэффициента восстановления RCmax для γ = 0.01
и γ = 0.1 при разных значениях числа итераций. Видно, что при γ = 0.1 значения RCmax ≈ 1
достигаются практически для всех сфер, кроме самой маленькой, но при разном числе итера-
ций. В клинической практике количество метастатических очагов разных размеров у одного
пациента может достигать нескольких десятков и получение точных количественных оценок
накопленной активности в каждом очаге, используя изображения после разного числа итера-
ций, является проблематичным.

Более эффективным является подход с использованием разных значений γ, что соот-
ветствует идее локальной регуляризации. Сравнение реконструкций при γ = 0.01 и γ = 0.1
(рис. 4 и 5) показывает, что при одинаковых значениях произведения (γ · n) решения практи-
чески совпадают. Это означает, что подбор значений γ для очагов разного размера позволяет
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Рис. 4. Реконструированные алгоритмом MAP-Ent поперечные сечения (верхний ряд)
и соответствующие горизонтальные профили активности (нижние ряды).

Сравнение проведено для γ = 0.1 (a) и γ = 0.01 (b)
при числе итераций n = 1–10 и n = 1—100.

Красная кривая –– профиль, полученный после реконструкции,
синяя –– исходный профиль из цифровой модели.

Профили построены по линиям, проходящим через центр верхних (10 и 13мм),
средних (17 и 37мм) и нижних (22 и 28мм) сфер.

По осям графиков профилей: горизонтальная ось –– индекс вокселя;
вертикальная ось –– значение активности в условных единицах

Рис. 5. Значения коэффициента восстановления (RCmax) реконструированной активности
алгоритмом MAP-Ent для значений параметра γ = 0.1 (a) и γ = 0.01 (b)

в зависимости от диаметра d сфер. Показаны данные для итераций n = 1–100 и 1–20
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получать оптимальное решение и коэффициенты восстановления RCmax ≈ 1 на одной и той
же итерации.

В качестве примера рассчитаем локальные значения γ такие, чтобы RCmax достигала
значения, близкого к 1 на одной и той же итерации для всех очагов. Из рис. 5 видно, что
при γ = 0.1 значение RCmax ≈ 1 достигается для очагов 37 и 28 мм на 6-й итерации, для
сферы 22 –– на 9-й, для сферы 17 мм –– 15-й итерации. Следовательно, если для сферы 22 мм
использовать γ =

(
9
6

)
· 0.1 = 0.15 и для сферы 17 мм использовать γ =

(
15
6

)
· 0.1 = 0.25, то

следует ожидать достижения RCmax ≈ 1 одновременно для всех сфер уже на 6-й итерации.
На рис. 6 представлены результаты реконструкции.

Рис. 6. Реконструированные алгоритмом MAP-Ent поперечные сечения (верхний ряд) и
соответствующие горизонтальные профили активности (нижние ряды).

Сравнение выполнено для различных значений итераций n = 1–10 и n = 1–100.
Красная кривая –– профиль, полученный после реконструкции,

синяя –– исходный профиль из цифровой модели.
Профили построены по линиям, проходящим через центр верхних (10 и 13мм),

средних (17 и 37мм) и нижних (22 и 28мм) сфер.
По осям графиков профилей: горизонтальная ось –– индекс вокселя;

вертикальная ось –– значение активности в условных единицах

На рис. 7 представлены результаты расчёта параметра RCmax при использовании локаль-
ных значений параметра γ.

Такой подход обеспечивает точную количественную оценку накопленной активности в
очагах и потенциально может поднять процедуру ОФЭКТ на более высокий уровень досто-
верности, поэтому идея применения локальной регуляризации требует дальнейшего развития.

2.3. Сравнительная оценка и перспективы развития

Сравнение показывает, что алгоритм MAP-Ent превосходит OSEM по устойчивости к
шуму и количественной точности без необходимости в постфильтрации. Использование MAP-
Ent позволяет более точно реконструировать распределение активности в очагах без этапа
постобработки, обеспечивая количественную достоверность, необходимую для планирования
радионуклидной терапии. Алгоритм OSEM, в свою очередь, может эффективно применяться



50 А. В. Нестерова, Н. В. Денисова

Рис. 7. Значения коэффициента восстановления (RCmax) реконструированной активности
алгоритмом MAP-Ent в зависимости от диаметра d сфер.

Показаны данные для итераций n = 1–6

для рутинной диагностики, но требует аккуратной настройки параметров и использования
постфильтрации для достижения приемлемого качества изображений.

Следует отметить, что для регуляризированных алгоритмов на основе байесовского под-
хода Maximum a Posteriori в литературе отсутствует критерий выбора параметра регуляриза-
ции (в нашем случае параметр γ), и его подбор осуществляется эмпирически. В предыдущей
работе одного из авторов [20] был продемонстрирован эффект от использования локальной
регуляризации для точной реконструкции очагов поражений с разной интенсивностью накоп-
ленной активности. Результаты настоящих исследований продемонстрировали необходимость
локальной регуляризации при одинаковой активности, но разных размеров очагов. Такой под-
ход потребует сегментации изображения, что может быть реализовано на основе предвари-
тельной реконструкции с использованием OSEM. Необходимы дальнейшие исследования этой
проблемы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получение достоверных количественных оценок накопленной активности в очагах по-
ражений является одной из самых актуальных задач современной диагностической ядерной
медицины. Для обеспечения точности таких оценок при исследованиях методом ОФЭКТ в ал-
горитмах реконструкции необходимо учитывать эффекты, влияющие на формирование изоб-
ражений.

Одним из важных эффектов является размытие изображения точечного источника, что
требует учёта ФРТ. Это позволяет улучшить визуализацию и повысить возможность обна-
ружения небольших патологических очагов. Однако на практике учёт ФРТ сопровождается
появлением краевых артефактов, что приводит к переоценке активности в очагах поражений
малого размера. Исследователи-клиницисты пришли к выводу о необходимости постсглажи-
вания изображений для уменьшения таких ошибок реконструкции [23]. В своём комментарии
к работе [23] известный специалист в области разработки алгоритмов реконструкции ОФЭКТ
и ПЭТ изображений Йохан Нуйтс отметил: «Этот вывод несколько противоречит здравому
смыслу, поскольку постсглаживание ухудшает разрешение, в то время как изначально мо-
дель учёта ФРТ была направлена именно на его улучшение» [7]. Чтобы «смягчить» влияние
краевых артефактов в работе [7] было предложено развивать регуляризированные алгоритмы
реконструкции на основе байесовского подхода МАР с априорными распределениями, сглажи-
вающими решения.

Результаты моделирования, проведённого в настоящей работе, позволили уточнить вы-
воды клиницистов о необходимости постсглаживания (постфильтрации). Действительно, при
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использовании алгоритма OSEM количественные оценки активности без фильтрации оказыва-
ются ненадёжными, поскольку изображения и, соответственно, поправочные коэффициенты
RCmax подвержены влиянию краевых артефактов. Для практического использования необхо-
димо рассчитывать поправочные коэффициенты RCmax именно по изображениям с постфиль-
трацией. С другой стороны, в численных экспериментах получены результаты, показывающие
противоречивость применения фильтрации, на что указывал Нуйтс: небольшой очаг диамет-
ром 13 мм, отчётливо различимый на изображении без фильтрации, практически исчез после
применения фильтра (см. рис. 2).

Вторая часть данной работы посвящена исследованию регуляризированного метода MAP-
Ent. Проведённое исследование показало, что алгоритм MAP-Ent обеспечивает устойчивую
сходимость и точные количественные оценки активности для очагов различного диаметра. В
отличие от стандартного алгоритма OSEM, MAP-Ent не требует постфильтрации и сохраняет
точность даже при высоком контрасте отношения очаг/фон.

Исследования также показали, что поведение решения MAP-Ent в итерационном процессе
определяется величиной, равной произведению числа итераций и параметра γ. Это позволяет
сделать вывод о возможности использования локального параметра γ для достижения точного
решения одновременно для всех очагов. Такой подход соответствует методу локальной регу-
ляризации. Применение локальной регуляризации с адаптивным выбором параметра γ для
опухолевых очагов представляется перспективным направлением, однако критерии оптималь-
ного подбора γ в настоящее время не существуют, что определяет направление дальнейших
исследований.
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Abstract. A comparative analysis of two statistical approaches to image reconstruction in
single-photon emission computed tomography (SPECT) was performed. The widely used
Ordered Subset Expectation Maximization (OSEM) algorithm, implemented in most modern
SPECT systems, was compared with a next-generation Maximum a Posteriori algorithm
incorporating entropy-based prior information (MAP-Ent) for the quantitative assessment of
radiopharmaceutical uptake in pathological lesions. The study was conducted using computer-
based simulation with a digital twin of the standardized physical NEMA IEC phantom,
comprising six spheres of different sizes simulating lesions. Reconstruction accuracy was
evaluated using the maximum recovery coefficient, RCmax, defined as the ratio of the
reconstructed activity concentration at the voxel maximum to its true value. It was shown
that the OSEM algorithm exhibits instability of the iterative process, as well as increased
noise and edge artifacts. Post-filtering stabilizes the solution and ensures convergence; however,
it leads to underestimation of activity in small lesions and may result in the loss of small
lesions. In contrast, the MAP-Ent algorithm provides stable convergence and high quantitative
accuracy without the need for post-filtering, while preserving the contrast of small lesions. At the
same time, reconstruction accuracy strongly depends on the choice of the global regularization
parameter, which limits optimal reconstruction across lesions of different sizes and indicates the
need for local regularization.
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Исследуется система уравнений, которая получена на основе уравнения Паули и связыва-
ет функции скалярного и векторного потенциалов, амплитуды, фазы. Методами теории
совместности систем дифференциальных уравнений в частных производных находятся
вполне интегрируемые системы, связывающие только три функции из указанных четы-
рёх. Найденные системы связаны преобразованиями Бэклунда.
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ВВЕДЕНИЕ

Для построения точных решений дифференциальных уравнений, исследования их сим-
метрийных свойств, поисков законов сохранения используются методы группового анализа
дифференциальных уравнений [1, 2, 3, 4, 5], метод дифференциальных подстановок [6] и, бо-
лее общим образом, метод преобразований Ли-Бэклунда [7, 8] в пространстве джетов про-
долженного уравнения [9, 10]. На практике, как правило, встречаются более частные случаи
преобразований Ли — Бэклунда — дифференциальные соответствия между двумя системами
дифференциальных уравнений, получившие название преобразований Бэклунда [11, 12, 13].
Такие соответствия представляют собой дифференциальную связь между двумя системами
дифференциальных уравнений, позволяющую по известному решению одной системы кон-
структивно находить решение второй системы. Преобразования Бэклунда для определённых
уравнений имеют как правило именное название: каскадный метод Лапласа, преобразоване
Эйлера — Дарбу, преобразование Бианки, преобразование Мутара, метод билинейных уравне-
ний Хироты и др. [3, 4, 5, 14, 15]. Так, например, преобразование Коула — Хопфа связывает
уравнение теплопроводности и уравнение Бюргерса [16]. Преобразование Миуры связывает
мКдФ и КдФ [17]. Отметим, что прямое и обратное преобразования Бэклунда, как правило,
имеют разные качественные свойства. Так, например, дифференциальная подстановка Ко-
ула — Хопфа u = 2vx/v переводит уравнение теплопроводности vt = vxx в уравнения Бюргерса
ut = uux + uxx, а обратный переход связан с нелокальным разрешением v = exp(−1

2

∫
udx).

На преобразовании Коула — Хопфа основан метод прогонки [18]. С помощью этой замены
были найдены общие решения дифференциальных уравнений и систем дифференциальных
уравнений второго порядка для горизонтально-слоистых сред [19, 20, 21, 22]. Преобразования
Бэклунда используются при построении солитонных решений нелинейных уравнений, изуче-
нии симметрий и законов сохранения, а также являются важнейшим инструментом при изу-
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чении уравнений в частных производных и представляют собой отображения, связывающие
разные решения этих уравнений [14]. Ранние исследования таких отображений для нелинейно-
го уравнения Шредингера можно найти в [23, 24, 25, 33]. Интерес к преобразованиям Бэклунда
обусловлен также обнаруженными связями с квантовыми интегрируемыми системами и фено-
меном разделения переменных [26, 27]. Нахождение соответствий Бэклунда для актуальных
уравнений математической физики есть трудоёмкая самостоятельная задача. Примеры преоб-
разований Бэклунда и их применение можно найти в [14, 15, 28].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе рассматривается уравнением Паули

i~
∂Ψ

∂t
=

(
1

2µ

(
−→
P +

e

c

−→
A

)2

− eV + U +
e~
2µc

(−→σ
−→
H )

)
Ψ,

которое описывает динамику движения электрона в электромагнитном поле с учётом спина
электрона (см. [1], с. 240).

Находятся одномерные варианты уравнением Паули, в предположении, что векторный
потенциал

−→
A имеет одну ненулевую компоненту и уравнение зависит от одной пространствен-

ной координаты. Итогом этих вычислений являются девять вариантов одномерного уравнения
Паули.

Далее, для одномерного уравнения Паули

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂x2
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂x

)
Ψ,

которое получается в предположении, что векторный потенциал
−→
A имеет вид

−→
A = (A, 0, 0)

и все функции зависят от одной пространственной переменной x рассматривается задача ис-
ключения из уравнения Паули одной из функций w = U − eV , A, R, S. Такие преобразова-
ния являются частью общей теории переопределённых систем дифференциальных уравнений
в частных производных. Отметим, что аналогичная задача была рассмотрена в работе [29] для
классического уравнения Шредингера и в работе [30] для релятивистского уравнения Шре-
дингера (уравнения Клейна-Гордона).

Получены дифференциальные соотношения [A,R, S], [w,R, S], [w,A, S], [w,A,R], в кото-
рых отсутствует одна из функций w, A, R, S и которые фактически являются условиями
совместности для определения отсутствующей функции. Основная цель данной работы найти
эти условия совместности. В качестве следствия получаются вполне интегрируемые системы,
решение которых даёт точное решение уравнения Паули. При этом мы пользуемся алгоритмом
теории совместности [31, 32] приведения в инволюцию переопределённой системы. Переходы
между системами соотношений [A,R, S], [w,R, S], [w,A, S], [w,A,R] осуществляется введением
дифференциальных соотношений для отсутствующей функции и представляет собой преобра-
зования Бэклунда [11].

Все рассматриваемые функции предполагаются аналитическими.

2. ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПАУЛИ И ЕГО ОДНОМЕРНЫЕ ВАРИАНТЫ

Динамика движения электрона в электромагнитном поле с учётом спина электрона опи-
сывается уравнением Паули, которое имеет вид ([1], с. 240)

i~
∂Ψ

∂t
=

(
1

2µ

(
−→
P +

e

c

−→
A

)2

− eV + U +
e~
2µc

(−→σ
−→
H )

)
Ψ, (1)
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где Ψ = (ψ1, ψ2)
T — двухкомпонентная волновая функция электрона (T — значок транс-

понирования); ~ — постоянная Планка; −e — заряд электрона; c — скорость света; µ —

масса электрона;
−→
P = −i~

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
— вектор импульса;

−→
A = (A1, A2, A3) — вектор-

ный потенциал электромагнитного поля; V — скалярный потенциал электромагнитного по-

ля; U — силовой потенциал; −→σ =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

))
— матрицы Паули;

−→
H = rot

−→
A =

(
∂A3

∂y
− ∂A2

∂z
,
∂A1

∂z
− ∂A3

∂x
,
∂A2

∂x
− ∂A1

∂y

)
.

В общем случае предполагается, что все функции зависят от переменных (x, y, z, t).

Если в правой части уравнения (1) в слагаемом
(
−→
P +

e

c

−→
A

)2

раскрыть скобки, то урав-

нение (1) перепишется в виде

i~
∂Ψ

∂t
=

(
1

2µ

−→
P 2 +

i~e
2µc

div
−→
A +

e

µc
(
−→
A
−→
P ) +

e2

2µc2
−→
A 2 − eV + U +

e~
2µc

(−→σ
−→
H )

)
Ψ, (2)

где

−→
P 2 = −~2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
,

(
−→
A
−→
P ) = −i~

(
A1

∂

∂x
+A2

∂

∂y
+A3

∂

∂z

)
,

div
−→
A =

∂A1

∂x
+
∂A2

∂y
+
∂A3

∂z
,

−→
A 2 = A2

1 +A2
2 +A2

3.

Отметим также, что скалярное произведение (−→σ
−→
H ) имеет вид(

0 1
1 0

)(
∂A3

∂y
− ∂A2

∂z

)
+

(
0 −i
i 0

)(
∂A1

∂z
− ∂A3

∂x

)
+

(
1 0
0 −1

)(
∂A2

∂x
− ∂A1

∂y

)
.

Далее рассмотрим частные случаи уравнения Паули, когда векторный потенциал
−→
A имеет

одну ненулевую компоненту и все функции, входящие в уравнение Паули, зависят от одной
пространственной координаты.

2.1. Векторный потенциал имеет вид (A, 0, 0)

Пусть векторный потенциал
−→
A имеет вид

−→
A = (A, 0, 0). Тогда уравнение (2) принимает

вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
+
i~e
2µc

∂A

∂x
Ψ− i~e

µc
A
∂Ψ

∂x
+

e2

2µc2
A2Ψ− eVΨ + UΨ

+
e~
2µc

{
∂A

∂z

(
0 −i
i 0

)
− ∂A

∂y

(
1 0
0 −1

)}
Ψ. (3)

2.1.1. Функция A зависит только от переменных (x, t).
Тогда (3) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂x

)
Ψ. (4)
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То есть полностью исчезает слагаемое, отвечающее за спинорную часть уравнения, и (4)
представляет собой систему двух одинаковых уравнений на компоненты вектор-функции
Ψ = (ψ1, ψ2)

T .
Если дополнительно, предположить, что функция Ψ зависит только от переменных (x, t),

то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂x2
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂x

)
Ψ, (5)

которое слагаемым − i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
отличается от одномерного уравнения Шредингера, рассмот-

ренного в работе [29].
2.1.2. Функция A зависит только от переменных (y, t).
Тогда (3) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂y

(
1 0
0 −1

)
Ψ

распадается на два независимых уравнения на функции ψ1 и ψ2, которые отличаются только
знаком последнего слагаемого.

Если дополнительно, предположить, что функция Ψ зависит только от переменных (y, t),
то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂y2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂y

(
1 0
0 −1

)
Ψ,

которое запишем его как систему

i~
∂ψ1

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ1

∂y2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
ψ1 −

e~
2µc

∂A

∂y
ψ1, (6)

i~
∂ψ2

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ2

∂y2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
ψ2 +

e~
2µc

∂A

∂y
ψ2. (7)

Каждое из этих уравнений является стандартным уравнением Шредингера.
Нетрудно проверить, что имеют место формулы

ψ2
∂ψ1

∂t
− ψ1

∂ψ2

∂t
= (ψ1ψ2)

∂

∂t
ln

(
ψ1

ψ2

)
, ψ2

∂2ψ1

∂y2
− ψ1

∂2ψ2

∂y2
=

∂

∂y

(
(ψ1ψ2)

∂

∂y
ln

(
ψ1

ψ2

))
.

Поэтому, домножая уравнение (6) на ψ2, уравнение (7) на ψ1 и вычитая их, получим соотно-
шение

i~(ψ1ψ2)
∂

∂t
ln

(
ψ1

ψ2

)
= − ~2

2µ

∂

∂y

(
(ψ1ψ2)

∂

∂y
ln

(
ψ1

ψ2

))
− e~
µc

∂A

∂y
(ψ1ψ2). (8)

Из соотношения (8) очевидно получаем следующее следствие.
Следствие 1. 1) Если решения ψ1 и ψ2 системы (6), (7) удовлетворяют соотношению

ψ1ψ2 = C = const, то функция w = ln

(
ψ1

ψ2

)
является решением уравнения

i~
∂w

∂t
= − ~2

2µ

∂2w

∂y2
− C e~

µc

∂A

∂y
.

2) Если решения ψ1 и ψ2 системы (6), (7) удовлетворяют соотношению ψ1/ψ2 = const, то
∂A

∂y
= 0.
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2.1.3. Функция A зависит только от переменных (z, t).
Тогда (3) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂x
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂z

(
0 −i
i 0

)
Ψ

и представляет собой систему уравнений на функции ψ1 и ψ2, которые «сплетены» за счёт
последнего слагаемого.

Если дополнительно, предположить, что функция Ψ зависит только от переменных (z, t),
то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂z

(
0 −i
i 0

)
Ψ,

или, в развёрнутом виде,

i~
∂ψ1

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ1

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
ψ1 −

ie~
2µc

∂A

∂z
ψ2,

i~
∂ψ2

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ2

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
ψ2 +

ie~
2µc

∂A

∂z
ψ1.

Домножив первое уравнение на ψ1, второе на ψ2 и сложив, получим соотношение

i~
2

∂

∂t

(
ψ2
1 + ψ2

2

)
= − ~2

2µ

(
ψ1
∂2ψ1

∂z2
+ ψ2

∂2ψ2

∂z2
)

+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)(
ψ2
1 + ψ2

2

)
.

Так как

2

(
ψ1
∂2ψ1

∂z2
+ ψ2

∂2ψ2

∂z2

)
=

∂2

∂z2
(
ψ2
1 + ψ2

2

)
−
((

∂ψ1

∂z

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2)
,

то это уравнение можно переписать в виде

i~
2

∂

∂t

(
ψ2
1 + ψ2

2

)
= − ~2

4µ

∂2

∂z2
(
ψ2
1 + ψ2

2

)
+

~2

4µ

((
∂ψ1

∂z

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2)
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)(
ψ2
1 + ψ2

2

)
. (9)

Замечание 1. Если (
∂ψ1

∂z

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2

= 0, (10)

то уравнение (9) принимает вид

i~
2

∂w

∂t
= − ~2

4µ

∂2w

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
w

— уравнение Шредингера для функции w = ψ2
1 + ψ2

2.
Очевидно, что соотношение (10) равносильно условиям

∂

∂z
(ψ1 + iψ2) = 0 или

∂

∂z
(ψ1 − iψ2) = 0.
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Замечание 2. Если
∂ψ1

∂z
= qψ1,

∂ψ2

∂z
= qψ2,

где q — некоторая константа, то

ψ1 = τ1(t) exp(qz), ψ2 = τ2(t) exp(qz)

где τ1(t), τ2(t) — некоторые функции переменной t и(
∂ψ1

∂z

)2

+

(
∂ψ2

∂z

)2

= q2(ψ2
1 + ψ2

2).

Следовательно,
w = ψ2

1 + ψ2
2 = exp(2qz)

(
τ21 (t) + τ22 (t)

)
= exp(2qz)T (t)

и уравнение (9) принимает вид

i~
2

∂T

∂t
=

(
− 3~2

2µ
q2 + 2

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

))
T.

Отсюда, в частности, следует, что выражение
e2

2µc2
A2 − eV + U является функцией только

переменной t.

2.2. Векторный потенциал имеет вид (0, A, 0)

Пусть векторный потенциал
−→
A имеет вид

−→
A = (0, A, 0). Тогда уравнение (2) принимает

вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
+
i~e
2µc

∂A

∂y
Ψ− i~e

µc
A
∂Ψ

∂y
+

e2

2µc2
A2Ψ− eVΨ + UΨ

+
e~
2µc

{
∂A

∂x

(
1 0
0 −1

)
− ∂A

∂z

(
0 1
1 0

)}
Ψ. (11)

2.2.1. Функция A зависит только от переменных (x, t).
Тогда (11) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂y
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂x

(
1 0
0 −1

)
Ψ

и распадается на два независимых уравнения на функции ψ1 и ψ2, которые отличаются только
знаком последнего слагаемого.

Если Ψ = Ψ(x, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂x2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂x

(
1 0
0 −1

)
Ψ.

2.2.2. Функция A зависит только от переменных (y, t).
Тогда (11) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂y
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂y

)
Ψ

и представляет собой систему двух одинаковых уравнений на компоненты вектор-функции
Ψ = (ψ1, ψ2)

T .
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Если Ψ = Ψ(y, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂y2
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂y
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂y

)
Ψ.

2.2.3. Функция A зависит только от переменных (z, t).
Тогда (11) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂y
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂z

(
0 1
1 0

)
Ψ

и представляет собой систему уравнений на функции ψ1 и ψ2, которые «сплетены» за счёт
последнего слагаемого.

Если Ψ = Ψ(z, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂z2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂z

(
0 1
1 0

)
Ψ.

2.3. Векторный потенциал имеет вид (0, 0, A)

Пусть векторный потенциал
−→
A имеет вид

−→
A = (0, 0, A). Тогда уравнение (2) принимает

вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
+
i~e
2µc

∂A

∂z
Ψ− i~e

µc
A
∂Ψ

∂z
+

e2

2µc2
A2Ψ− eVΨ + UΨ

+
e~
2µc

{
∂A

∂y

(
0 1
1 0

)
− ∂A

∂x

(
0 −i
i 0

)}
Ψ. (12)

2.3.1. Функция A зависит только от переменных (x, t).
Тогда (12) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂z
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂x

(
0 −i
i 0

)
Ψ.

Если Ψ = Ψ(x, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂x2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ− e~

2µc

∂A

∂x

(
0 −i
i 0

)
Ψ.

2.3.2. Функция A зависит только от переменных (y, t).
Тогда (12) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂z
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂y

(
0 1
1 0

)
Ψ.

Если Ψ = Ψ(y, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂y2
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ +

e~
2µc

∂A

∂y

(
0 1
1 0

)
Ψ.

2.3.3. Функция A зависит только от переменных (z, t).
Тогда (12) принимает вид

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
+
i~e
2µc

∂A

∂z
Ψ− i~e

µc
A
∂Ψ

∂z
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U

)
Ψ.
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Если Ψ = Ψ(z, t), то получаем уравнение

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2Ψ

∂z2
− i~e
µc
A
∂Ψ

∂z
+

(
e2

2µc2
A2 − eV + U +

i~e
2µc

∂A

∂z

)
Ψ.

3. ОДНОМЕРНОЕ УРАВНЕНИЕ ПАУЛИ И ЕГО УПРОЩЕНИЕ

Рассмотрим уравнение (5):

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2µ

∂2ψ

∂x2
− i~e
µc
A
∂ψ

∂x
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

i~e
2µc

∂A

∂x

)
ψ. (5)

Сделаем замену переменных t = ~τ , x =
~√
2µ
ξ. Тогда

∂ψ

∂t
=
∂ψ

∂τ

∂τ

∂t
=

1

~
∂ψ

∂τ
,

∂ψ

∂x
=
∂ψ

∂ξ

∂ξ

∂x
=

√
2µ

~
∂ψ

∂ξ
,

∂2ψ

∂x2
=

∂

∂ξ

(√
2µ

~
∂ψ

∂ξ

)
=

2µ

~2
∂2ψ

∂ξ2
,

∂A

∂x
=
∂A

∂ξ

∂ξ

∂x
=

√
2µ

~
∂A

∂ξ
.

После подстановки в уравнение (5) получаем

i
∂ψ

∂τ
= −∂

2ψ

∂ξ2
− i2e

c
√

2µ
A
∂ψ

∂ξ
+

(
U − eV +

e2

2µc2
A2 +

ie

c
√

2µ

∂A

∂ξ

)
ψ.

Введём обозначение Ã =
e

c
√

2µ
A. Тогда уравнение примет вид

i
∂ψ

∂τ
= −∂

2ψ

∂ξ2
− 2iÃ

∂ψ

∂ξ
+

(
U − eV + Ã2 + i

∂Ã

∂ξ

)
ψ.

Переобозначим τ = t, ξ = x, Ã = A, w = U − eV . Окончательно, уравнение принимает вид

i
∂ψ

∂t
= −∂

2ψ

∂x2
− 2iA

∂ψ

∂x
+

(
w +A2 + i

∂A

∂x

)
ψ. (13)

Напомним, что функции A, w вещественнозначные, а функция ψ комплекснозначная.
Представим её в виде

ψ = ReiS ,

где R = R(t, x), S = S(t, x) — вещественнозначные функции (амплитуда и фаза, соответствен-
но). Далее перейдём от комплексного уравнения (13) к системе вещественных уравнений. Для
этого найдём производные функции ψ:

∂ψ

∂t
=
∂R

∂t
eiS + iR

∂S

∂t
eiS ,

∂ψ

∂x
=
∂R

∂x
eiS + iR

∂S

∂x
eiS ,

∂2ψ

∂x2
=
∂2R

∂x2
eiS + 2i

∂R

∂x

∂S

∂x
eiS + iR

∂2S

∂x2
eiS −R

(
∂S

∂x

)
eiS .

Подставим найденные производные в уравнение (13) и сократим на экспоненту eiS . Далее для
сокращения записи частные производные будем обозначать соответствующим индексом внизу,

например,
∂S

∂x
= Sx. Имеем

i

(
Rt + iRSt

)
= −

(
Rxx + 2iRxSx + iRSxx −RS2

x

)
− 2iA

(
Rx + iRSx

)
+

(
w +A2 + iAx

)
R.
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Выделяем вещественную и мнимую части:

−RSt = −Rxx +RS2
x + 2ARSx +

(
w +A2

)
R, (14)

Rt = −2RxSx −RSxx − 2ARx +AxR. (15)

Далее работаем с этой системой.

4. ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ A

Перепишем уравнения (14), (15) в виде

Rxx

R
− (St + S2

x)− w = A2 + 2ASx,
Rt

R
+ 2

Rx

R
Sx + Sxx = Ax − 2A

Rx

R
.

Введём обозначение
ρ = lnR. (16)

Тогда

ρt =
Rt

R
, ρx =

Rx

R
, ρxx =

Rxx

R
−
(
Rx

R

)2

,

и
Rxx

R
= ρxx + ρ2x.

Поэтому система уравнений принимает вид

A2 + 2ASx = ρxx + ρ2x − (St + S2
x)− w, Ax − 2Aρx = ρt + 2ρxSx + Sxx.

Введём обозначения

B = ρxx + ρ2x − (St + S2
x)− w, C = ρt + 2ρxSx + Sxx. (17)

Тогда система уравнений принимает вид

A2 + 2ASx = B, Ax = C + 2Aρx. (18)

Далее из системы (18) найдём функцию A.
Дифференцируем первое уравнение системы (18) по переменной x:

2AAx + 2AxSx + 2ASxx = Bx.

В силу второго соотношения (18) оно принимает вид

2A(C + 2Aρx) + 2Sx(C + 2Aρx) + 2ASxx = Bx

или
4A2ρx + 2A(C + Sxx + 2ρxSx) = Bx − 2CSx.

Итак, на функцию A имеем систему двух квадратных уравнений

A2 + 2ASx = B, 4A2ρx + 2A(C + Sxx + 2ρxSx) = Bx − 2CSx. (19)

Отсюда находим функцию A (исключая квадратичное слагаемое):

4ρx(B − 2ASx) + 2A(C + Sxx + 2ρxSx) = Bx − 2CSx,

2A(C + Sxx + 2ρxSx − 4ρxSx) = Bx − 2CSx − 4Bρx,

A =
Bx − 2CSx − 4Bρx
2(C + Sxx − 2ρxSx)

.
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В силу второго соотношения системы (17):

C + Sxx − 2ρxSx = ρt + 2ρxSx + Sxx + Sxx − 2ρxSx = ρt + 2Sxx.

Следовательно,

A =
Bx − 2CSx − 4Bρx

2(ρt + 2Sxx)
. (20)

Остаётся подставить (20) в одно из соотношений (19) для того, чтобы получить условия
совместности этой системы. (Отметим, что (19) — система двух квадратичных уравнений и её
условие совместности заключается в том, что её дискриминант обращается в нуль.) Подставим
(20) в первое соотношение (19)(

Bx − 2CSx − 4Bρx
2(ρt + 2Sxx)

)2

+ 2Sx
Bx − 2CSx − 4Bρx

2(ρt + 2Sxx)
= B

или(
Bx − 2CSx − 4Bρx

)2

− 4B(ρt + 2Sxx)2 + 4Sx(ρt + 2Sxx)

(
Bx − 2CSx − 4Bρx

)
= 0. (21)

Соотношение (21) и есть условие совместности системы (19).
Теорема 1. Если
1) функции R = R(t, x), S = S(t, x), w = w(t, x) удовлетворяют соотношению (21)(
Bx − 2CSx − 4Bρx

)2

− 4B(ρt + 2Sxx)2 + 4Sx(ρt + 2Sxx)

(
Bx − 2CSx − 4Bρx

)
= 0,

где
B = ρxx + ρ2x − (St + S2

x)− w, C = ρt + 2ρxSx + Sxx, ρ = lnR,

2) функция A = A(t, x) определена формулой (20)

A =
Bx − 2CSx − 4Bρx

2(ρt + 2Sxx)
,

то функции A, w, R, S удовлетворяют системе уравнений (14), (15) и, соответственно,
функция ψ = ReiS — решение уравнения Паули (13).

5. ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ R

Перепишем систему (14), (15) в виде

Rxx = R(w +A2 + St + S2
x + 2ASx), Rt = −2Rx(A+ Sx) +R(Ax − Sxx).

Введём обозначения

B = w +A2 + St + S2
x + 2ASx, C = −2(A+ Sx), D = Ax − Sxx. (22)

Тогда система принимает вид

Rxx = BR, Rt = CRx +DR. (23)

Составляем условия совместности (Rxx)t = (Rt)xx.
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Имеем

(Rxx)t = BtR+BRt = в силу (23) = BtR+B(CRx +DR) = BCRx +R(Bt +BD), (24)

(Rt)x = CxRx + CRxx +DxR+DRx = в силу (23)

= CxRx + CBR+DxR+DRx = Rx(D + Cx) +R(BC +Dx),

(Rt)xx = Rxx(D+Cx) +Rx(Dx +Cxx) +Rx(BC +Dx) +R(BxC +BCx +Dxx) = в силу (23)

= BR(D + Cx) +Rx(BC + 2Dx + Cxx) +R(BxC +BCx +Dxx)

= Rx(BC + 2Dx + Cxx) +R(BD +BxC + 2BCx +Dxx). (25)

Приравнивая (24) и (25) получаем

Rx(2Dx + Cxx) = −R(BxC + 2BCx +Dxx −Bt).

В силу (22)
2Dx + Cxx = 2(Axx − Sxxx)− 2(Axx + Sxxx) = −4Sxxx.

Итак, условие совместности (Rxx)t = (Rt)xx принимает вид

4SxxxRx = R(BxC + 2BCx +Dxx −Bt).

Отметим, что если Sxxx = 0, то

BxC + 2BCx +Dxx −Bt = 0

и система (23) совместна (находится в инволюции).
Если Sxxx 6= 0, то

Rx = R
(BxC + 2BCx +Dxx −Bt)

4Sxxx
.

Введём обозначение

E =
(BxC + 2BCx +Dxx −Bt)

4Sxxx
. (26)

Тогда
Rx = ER

и на функцию R имеем систему соотношений

Rx = ER, Rt = R(D + CE). (27)

Кроме того, имеем соотношение
(ER)x = BR,

которое в силу (27) принимает вид

ExR+ E2R = BR,

т. е.
Ex = B − E2. (28)

Составляем условие совместности (Rx)t = (Rt)x:

Rx(D + CE) +R(D + CE)x = EtR+ ERt.
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В силу (27)
ER(D + CE) +R(D + CE)x = EtR+ ER(D + CE),

R(Et − (D + CE)x) = 0.

Итак, условие совместности (Rx)t = (Rt)x принимает вид

Et = (D + CE)x.

или в силу (28)
Et = Dx +BC + ECx − E2C. (29)

Далее напишем условие совместности (Ex)t = (Et)x системы (28), (29). Имеем

Ext = Bt − 2EEt =

в силу (29)

= Bt − 2E(Dx +BC + ECx − E2C) = Bt − 2E(Dx +BC)− 2E2Cx + 2E3C,

Etx = Dxx +BxC +BCx + ExCx + ECxx − 2EExC − E2Cx =

в силу (28)

= Dxx +BxC +BCx + (B − E2)Cx + ECxx − 2EC(B − E2)− E2Cx =

= (Dxx +BxC + 2BCx) + E(Cxx − 2BC)− 2E2Cx + 2E3C.

Итак, условие совместности (Ex)t = (Et)x системы (28), (29) принимает вид

Bt − 2E(Dx +BC) = (Dxx +BxC + 2BCx) + E(Cxx − 2BC)

или
E(2Dx + Cxx) = Bt −Dxx −BxC − 2BCx.

Так как 2Dx + Cxx = −4Sxxx, то

E =
(BxC + 2BCx +Dxx −Bt)

4Sxxx
,

что совпадает с (26). Следовательно, система (28), (29) совместна.
Итак, при условии Sxxx 6= 0 доказана следующая теорема.
Теорема 2. Пусть функции B(t, x), C(t, x), D(t, x), E(t, x) определяются через функции

w(t, x), A(t, x), S(t, x), где Sxxx 6= 0, формулами:

B = w +A2 + St + S2
x + 2ASx, C = −2(A+ Sx), D = Ax − Sxx.

E =
(BxC + 2BCx +Dxx −Bt)

4Sxxx
.

Тогда
1) система

Ex = B − E2, Et = Dx +BC + ECx − E2C

находится в инволюции,
2) система

Rxx = R(w +A2 + St + S2
x + 2ASx), Rt = −2Rx(A+ Sx) +R(Ax − Sxx)

эквивалентна системе (27)

Rx = ER, Rt = R(D + CE),

условия совместности, которой имеют вид 1).
Так определённые функции w, A, S, R удовлетворяют системе (14), (15) и, следователь-

но, функция ψ = ReiS является решением уравнения Паули (13).
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Замечание 3. Функции R, S, w в условиях теоремы 1 определяются функциями A и E.
Действительно, пусть A и E — заданные функции. Тогда

1) Функция B определяется из равенства (28):

B = Ex + E2.

2) Запишем (29) в виде

Dx = Et − (B − E2)C − ECx = Et − (EC)x.

Подставим D = Ax − Sxx:
Axx − Sxxx = Et − (EC)x,

Sxxx = Axx − Et + (EC)x.

Подставим C = −2(A+ Sx):

Sxxx = Axx − Et − 2(E(A+ Sx))x.

Итак, функция S определяется функциями A и E.
3) Потенциал w находится по формуле

w = B − (A2 + St + S2
x + 2ASx).

4) Функция R находится из вполне интегрируемой системы

Rx = ER, Rt = R(D + CE).

Рассмотрим случай Sxxx = 0. Имеем

S = x2a(t) + xb(t) + c(t)

для некоторых функций a, b, c переменной t. Тогда

C = −2(A+ Sx) = −2A− 4xa(t)− 2b(t),

D = Ax − Sxx = Ax − 2a(t),

B = w +A2 + St + S2
x + 2ASx =

= w +A2 + x2a′(t) + xb′(t) + c′(t) + (2xa(t) + b(t))2 + 2A(2xa(t) + b(t)).

Следовательно, справедливо предложение.
Предложение 1. Пусть функции B(t, x), C(t, x), D(t, x) определяются через функции

w(t, x), A(t, x), S(t, x) формулами:

B = w +A2 + St + S2
x + 2ASx, C = −2(A+ Sx), D = Ax − Sxx.

Если Sxxx = 0 и BxC + 2BCx +Dxx −Bt = 0, то функция R(t, x) определяется из совместной
системы

Rxx = BR, Rt = CRx +DR.

Так определённые функции w, A, S, R удовлетворяют системе (14), (15) и, следовательно,
функция ψ = ReiS является решением уравнения Паули (13).
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6. ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ S

Перепишем систему (14), (15) в виде

St =
Rxx

R
− S2

x − 2ASx − w −A2, (30)

Sxx = −Rt

R
− 2

Rx

R
Sx − 2A

Rx

R
+Ax. (31)

Введём обозначения

B =
Rxx

R
− w −A2, C = Ax −

Rt

R
− 2A

Rx

R
, D = 2

Rx

R
. (32)

Тогда система (30), (31) принимает вид

St = B − S2
x − 2ASx, (33)

Sxx = C −DSx. (34)

Составим условие совместности (St)xx = (Sxx)t системы (33), (34).
Из соотношения (33) находим

Stx = Bx − 2SxSxx − 2AxSx − 2ASxx.

В силу (34)

Stx = Bx − 2Sx(C −DSx)− 2AxSx − 2A(C −DSx) = (Bx − 2AC) + 2DS2
x + 2(AD − C −Ax)Sx.

Итак,
Stx = E1 + 2DS2

x + E2Sx, (35)

где
E1 = Bx − 2AC, E2 = 2(AD − C −Ax). (36)

Далее из (35) находим

Stxx = E1x + 2DxS
2
x + 4DSxSxx + E2xSx + E2Sxx.

В силу (34)

Stxx = E1x + 2DxS
2
x + 4DSx(C −DSx) + E2xSx + E2(C −DSx)

= (E1x + CE2) + 2(Dx − 2D2)S2
x + (4DC + E2x −DE2)Sx.

Итак,
Stxx = F1 + F2S

2
x + F3Sx, (37)

где
F1 = E1x + CE2, F2 = 2(Dx − 2D2), F3 = 4DC + E2x −DE2. (38)

Из соотношения (34) находим

Sxxt = Ct −DtSx −DSxt.

В силу (35)

Sxxt = Ct −DtSx −D(E1 + 2DS2
x + E2Sx) = (Ct −DE1)− 2D2S2

x − (Dt +DE2)Sx.
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Итак,
Sxxt = H1 − 2D2S2

x −H2Sx, (39)

где
H1 = Ct −DE1, H2 = Dt +DE2. (40)

Следовательно, условие совместности (St)xx = (Sxx)t системы (33), (34) в силу (37) и (39)
имеют вид:

F1 + F2S
2
x + F3Sx = H1 − 2D2S2

x −H2Sx,

(F2 + 2D2)S2
x + (F3 +H2)Sx + F1 −H1 = 0.

Так как
F2 + 2D2 = 2(Dx −D2), F3 +H2 = 4DC + E2x +Dt,

то
2(Dx −D2)S2

x + (4DC + E2x +Dt)Sx + F1 −H1 = 0.

Итак,
P0S

2
x + P1Sx + P2 = 0, (41)

где
P0 = 2(Dx −D2), P1 = 4DC + E2x +Dt, P2 = F1 −H1. (42)

Далее рассмотрим условия совместности системы (33), (41).
Из (33) и (41) находим

St = T, Sx = X, (43)

где

X =
1

2P0

(√
P 2
1 − 4P0P2 − P1

)
, T = B +

(
P1

P0
− 2A

)
X +

P2

P0
. (44)

Тогда соотношение
Tx = Xt

и есть искомое соотношение на функции R, A, w.
Итак, доказана следующая
Теорема 3. Пусть функции w(t, x), A(t, x), R(t, x) связаны единственным соотношени-

ем
Tx = Xt,

где функции T = T (t, x), X = X(t, x) определяются через w, A, R следующей последователь-
ностью равенств:

B =
Rxx

R
− w −A2, C = Ax −

Rt

R
− 2A

Rx

R
, D = 2

Rx

R
,

E1 = Bx − 2AC, E2 = 2(AD − C −Ax),

F1 = E1x + CE2, F2 = 2(Dx − 2D2), F3 = 4DC + E2x −DE2,

H1 = Ct −DE1, H2 = Dt +DE2,

P0 = 2(Dx −D2), P1 = 4DC + E2x +Dt, P2 = F1 −H1,

X =
1

2P0

(√
P 2
1 − 4P0P2 − P1

)
, T = B +

(
P1

P0
− 2A

)
X +

P2

P0
.

Тогда система

St =
Rxx

R
− S2

x − 2ASx − w −A2, Sxx = −Rt

R
− 2

Rx

R
Sx − 2A

Rx

R
+Ax
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равносильна системе
St = T, Sx = X,

которая находится в инволюции и, следовательно, функция ψ = ReiS является решением
уравнения Паули (13).

7. ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ w

Из соотношения (14) находим функцию w:

w = −St +
Rxx

R
− S2

x − 2ASx −A2.

Соотношение (15) остаётся свободным. Положим

A = Sx.

Тогда (15) примет вид
Rt = −4RxSx,

а для функции w имеем представление

w = −St +
Rxx

R
− 4S2

x.

Итак, при A = Sx имеем систему

Rt = −4RxSx, w = −St +
Rxx

R
− 4S2

x.

Исключим из этой системы функцию S. Из первого соотношения находим

Sx = − Rt

4Rx

и подставляем во второе соотношение

St = −w +
Rxx

R
− R2

t

4R2
x

.

Составляем условие совместности Sxt = Stx:

−RttRx −RtxRt

4R2
x

= −wx +
RxxxR−RxRxx

R2
− RtRtxR

2
x −RxRxxR

2
t

2R4
x

Итак, справедливо следующее предложение.
Предложение 2. Пусть
1) функции w(t, x), R(t, x) связаны соотношением

−RttRx −RtxRt

4R2
x

= −wx +
RxxxR−RxRxx

R2
− RtRtxR

2
x −RxRxxR

2
t

2R4
x

,

2) функция S(t, x) определяется из системы

Sx = − Rt

4Rx
, St = −w +

Rxx

R
− R2

t

4R2
x

,

совместной в силу 1),
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3) функция A(t, x) определяется формулой A = − Rt

4Rx
.

Тогда функция ψ = ReiS является решением уравнения Паули (13).
Далее рассмотрим некоторые частные случаи представления функции w.

Пусть

w =
Rxx

R
− R2

t

4R2
x

,

то есть St = 0. Тогда

Sx = − Rt

4Rx

— функция переменной x, то есть Sx = f(x), S =
∫
f(x) dx и

Rt + 4Rxf(x) = 0.

Отсюда находим, что

R = r

(
4t−

∫
dx

f(x)

)
,

где r(p) — произвольная функция одной переменной. Далее A = Sx = f(x). Остаётся найти
функцию w. Имеем

w =
Rxx

R
− R2

t

4R2
x

=
r′′ + r′f ′′

rf2
− 4f2.

Итак, справедливо
Предложение 3. Функции

A = f(x), S =

∫
f(x) dx, R = r

(
4t−

∫
dx

f(x)

)
, w =

r′′ + r′f ′′

rf2
− 4f2,

где f(x), r(p) — произвольные функции одного аргумента и p = 4t−
∫

dx

f(x)
являются решением

системы (14), (15) и, следовательно, функция ψ = ReiS является решением уравнения Паули
(13).

Пусть

w =
Rxx

R
+

1

4
H

(
Rt

Rx

)
,

где H(·) — некоторая функция одной переменной. Тогда

Sx = − Rt

4Rx
, St = − R2

t

4R2
x

− 1

4
H

(
Rt

Rx

)
.

Введём обозначение

B =
Rt

Rx
.

Тогда
Sx = −1

4
B, St = −1

4
(B2 +H(B)).

Условие совместности Sxt = Stx примет вид

Bt = (2B +H ′(B))Bx.
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Отсюда находим
(2B +H ′(B))t+ x = h(B),

где h(·) — произвольная функция одной переменной.
Функция R находится из уравнения

Rt −BRx = 0,

а функция A = Sx = −1

4
B.

Итак, справедливо следующее предложение.
Предложение 4. Пусть
1) функция B = B(t, x) — решение неявного уравнения

(2B +H ′(B))t+ x = h(B),

где h(·), H(·) — произвольные функции одной переменной,
2) функция R = R(t, x) — решение уравнения

Rt −BRx = 0,

3) функция S = S(t, x) — решение системы

Sx = −1

4
B, St = −1

4
(B2 +H(B)),

совместной в силу выбора функции B.
Тогда функции

A = −1

4
B, w =

Rxx

R
+

1

4
H

(
Rt

Rx

)
, ψ = ReiS

являются решением уравнения Паули (13).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представляется интересным провести аналогичный анализ уравнений, связывающих
функции аммплитуды, фазы, потенциала и векторного потенциала для многомерного урав-
нения Паули, а также применить полученные результаты к нелинейным уравнениям Паули,
когда потенциал является функцией от амплитуды. (Например, как для кубического урав-
нения Шредингера [14, 33].) Отметим также, что некоторые результаты, связанные с кон-
структивным подходом исследования уравнений математической физики и применением их к
поиску коэффициентов и решений можно найти в работах [16, 17, 33, 34, 35, 36, 37].
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ВВЕДЕНИЕ

Обратные задачи для дифференциальных уравнений об определении коэффициентов за-
висящих от временной и пространственных переменных мало изучены и рассматривались ра-
нее в сравнительно небольшом количестве публикаций.

В работе [1] доказывается теорема единственности решения обратной задачи для волно-
вого уравнения utt − ∆u + q(t,x)u = 0, где t ∈ R, x ∈ Rn, n — нечётное, n > 3. В работах
[2], [3] рассматриваются различные постановки обратных задач определения коэффициента
q(t, x), входящего в волновое уравнение utt −∆u+ q(t,x)u = 0 при (t,x) ∈ (0, T )× Ω, где Ω —
ограниченная область в Rn, n > 2, T > 0. Доказаны теоремы единственности. В работе [3]
получена оценка устойчивости при n = 2. В работах [4] и [5] изучались вопросы единственно-
сти решения обратных задач в предположении, что задано отображение, переводящее данные
Дирихле краевой задачи в данные Неймана. Подобные обратные задачи естественным образом
возникают для движущихся сред. В работах [6] и [7] изучаются вопросы визуализации движу-
щихся объектов в случайных средах. Близкими к этому направлению являются также работы
[8], [9] для движущихся турбулентных сред. В работе [10] в трёхмерном случае рассматри-
вается обратная задача определения коэффициента a(x, t), входящего в волновое уравнение
utt = ∆u+a(x, t)u+ δ(x−x0), для неё построен глобально схoдящийся численный метод Кли-
банова, под названием «convexification» и приведены результаты численных экспериментов.

В настоящей работе изучается новая постановка обратной задачи, в которой данные об-
ратной задачи зависят от переменного параметра s, определяющего момент приложения то-
чечного источника. В разд. 2 изучается прямая задача, свойства гладкости её решения. Затем,
в разд. 3 рассматривается обратная задача, устанавливается её однозначная локальная разре-
шимость и находится глобальная оценка устойчивости решения.
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Нам не известны другие работы по определению потенциала, зависящего от времени,
когда пространственная переменная является одномерной.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

Пусть T — фиксированное положительное число.

Прямая задача. При фиксированном s ∈ [0, T ] найти функцию u(x, t, s), удовлетворяю-
щую соотношениям

utt − uxx − q(x, t)u = 0, (x, t) ∈ R+ × (0, T ], (1)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, (2)

u|x=0 = δ(t− s), (3)

где q(x, t) — непрерывная функция аргументов x и t; R+ := {x ∈ R | x > 0}.

Замечание. При s = 0 в граничном условии (2) следует положить s = +0.

Обратная задача. Пусть f(t, s) — заданная функция для (t, s) ∈ D(T ), D(T ) =
{(t, s)| 0 6 s 6 t 6 T}. Требуется найти функцию q(x, t) в области G(T ) = {(x, t) | 0 6
x 6 t 6 T − x} по заданной информации о решении задачи (1)–(3)

ux(0, t, s) = f(t, s), (t, s) ∈ D(T ). (4)

2. ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Очевидно, что u(x, t, s) = 0 в области {(x, t) | x > 0, t < s + x}. Решение прямой задачи
эквивалентно решению уравнения

u(x, t, s) = δ(t− s− x) +
1

2

∫∫
D(x,t,s)

q(ξ, τ)u(ξ, τ, s) dξdτ, (5)

где D(x, t, s) —прямоугольник, ограниченный прямыми:

τ + ξ = x+ t, τ + ξ = t− x, τ − ξ = t− x, τ − ξ = s.

Определим новую функцию

v(x, t, s) = u(x, t, s)− δ(t− s− x). (6)

В силу (6) уравнение (5) примет вид

v(x, t, s) =
1

2

∫∫
D(x,t,s)

q(ξ, τ)
[
v(ξ, τ, s) + δ(τ − s− ξ)

]
dξdτ

=
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

∫∫
D(x,t,s)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξdτ. (7)

Рассмотрим область G(T, s) = {(x, t) | s+x 6 t 6 T−x}. Пусть (x, t) ∈ G(T, s). Обозначим
S(τ, x, t) =

{
ξ | (ξ, τ) ∈ D(x, t, s), τ = const

}
— сечение области G(T, s) прямой τ = const,

(t+ s− x)/2 6 τ 6 t); meas
ξ

S(τ, x, t) — длины отрезков, пересекающих область D(x, t, s) при

фиксированных τ . Тогда следующая оценка:

max

{
meas
ξ

S(τ, x, t)

}
=
t− s+ x

2
6
T − s

2
6
T

2
(8)

справедлива для обоих случаев t− x 6 (t+ x+ s)/2 и (t+ x+ s)/2 6 t− x (см. рис. 1).
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Рис. 1. Область D(x, t, s):
(a) — случай: t− x 6 (t+ x+ s)/2; (b) — случай: (t+ x+ s)/2 6 t− x

Запишем уравнение (7) следующим образом:

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dτ +
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ. (9)

Определим последовательность функций vn(x, t, s), n = 0, 1, 2, . . . ,

v0(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ, (10)

а функции vn(x, t, s) определяются рекуррентными соотношениями

vn(x, t, s) = v0(x, t, s) +
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)vn−1(ξ, τ, s) dξ, n = 1, 2, . . . . (11)

Лемма 1. Последовательность {vn(x, t, s)} равномерно сходится в области G(T, s) и
определяет в этой области непрерывную предельную функцию v(x, t, s), которая является
решением уравнения (9).
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Доказательство. Введём в рассмотрение разности

wn(x, t, s) = vn(x, t, s)− vn−1(x, t, s), k = 1, 2, . . . .

Из формулы (9) следуют равенства

w1(x, t, s) = v1(x, t, s)− v0(x, t, s) =
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)v0(ξ, τ, s) dξ,

wn(x, t, s) = vn(x, t, s)− vn−1(x, t, s) =
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)wn−1(ξ, τ, s) dξ,

n = 2, 3, . . . .

(12)

Обозначим Q = ‖q‖C(G(T,s)), тогда для (x, t) ∈ G(T, s), в силу (10), имеем

|v0(x, t, s)| 6
T

4
Q, (13)

а, в силу (12), можем написать

|w1(x, t, s)| 6
1

2

t∫
(t+s−x)/2

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)v0(ξ, τ, s)| dξ 6
TQ

4

Q

2

t∫
s

T

2
dτ =

(
TQ

4

)2 (t− s)
1!

.

|w2(x, t, s)| 6
1

2

t∫
(t+s−x)/2

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)w1(ξ, τ, s)| dξ

6

(
TQ

4

)2Q

2

t∫
s

T

2

(τ − s)
1!

dτ =

(
TQ

4

)3 (t− s)2

2!
.

Предположим, что для некоторого k ∈ N имеет место оценка

|wk(x, t, s)| 6
(
TQ

4

)k+1 (t− s)k

k!
.

тогда в силу формул (12) получим

|wk+1(x, t, s)| 6
1

2

t∫
(t+s−x)/2

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)wk(ξ, τ, s)| dξ

6

(
TQ

4

)k+1Q

2

t∫
s

T

2

(τ − s)k

k!
dτ =

(
TQ

4

)k+2 (t− s)k+1

(k + 1)!
.

Отсюда, в силу метода математической индукции, следует справедливость оценки

|wn(x, t, s)| 6
(
TQ

4

)n+1 (t− s)n

n!
, (x, t) ∈ G(T, s), (14)
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при любом целом n.

Из оценки (14) следует равномерная сходимость ряда
∞∑
n=1

wn(x, t, s) в области G(T, s),

что доказывает равномерную сходимость последовательности vn(x, t, s) в этой же области.
Так как очевидно, что все vn(x, t, s) непрерывны в этой области, то и предел этой последова-
тельности определяет непрерывную в области G(T, s) функцию, которая является решением
уравнения (9). �

Лемма 2. В области G(T, s) уравнение (9) имеет единственное непрерывное решение.

Доказательство. Предположим, что в области G(T, s) существуют два решения
vk(x, t, s), k = 1, 2, уравнения (9), которые являются непрерывными функциями, ограничен-
ными некоторой постоянной A. Обозначим ṽ(x, t, s) = v1(x, t, s)− v2(x, t, s), тогда имеет место
оценка

|ṽ(x, t, s)| 6 |v1(x, t, s)|+ |v2(x, t, s) 6 2A (15)

и справедливо равенство

ṽ(x, t, s) =
1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

q(ξ, τ)ṽ(ξ, τ, s) dξ. (16)

Отсюда в силу (15) получим оценку

|ṽ(x, t, s)| 6 1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)||ṽ(ξ, τ, s)| dξ 6 1

2

t∫
s

T

2
2AQdτ = A

TQ

2

(t− s)
1!

. (17)

Подставляя (17) в неравенство (16), получим оценку

|ṽ(x, t, s)| 6 1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)||ṽ(ξ, τ, s)| dξ

6
1

2

t∫
s

T

2
QA

TQ

2

(τ − s)
1!

dτ =
A

2

(
TQ

2

)2 (t− s)2

2!
< A

(
TQ

2

)2 (t− s)2

2!
. (18)

Подставляя (18) в неравенство (16), получим новую оценку

|ṽ(x, t, s)| 6 1

2

t∫
(t+s−x)/2

dτ

∫
S(τ,x,t)

|q(ξ, τ)||ṽ(ξ, τ, s)| dξ

6
1

2

t∫
s

A
T

2
Q

(
TQ

2

)2 (τ − s)2

2!
dτ =

A

2

(
TQ

2

)3 (t− s)3

3!
< A

(
TQ

2

)3 (t− s)3

3!
. (19)

Повторяя это процесс итераций n раз, приходим к оценке

|ṽ(x, t, s)| 6 A
(
TQ

2

)n (t− s)n

n!
. (20)

Так как правая часть неравенства (20) равномерно стремится к нулю в области G(T, s) при
n→∞, то ṽ(x, t, s) = 0 в области G(T, s), т. е. v1(x, t, s) = v2(x, t, s) для всех (x, t) ∈ G(T, s). �
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Лемма 3. Решение уравнения (7) является функцией класса C1(G(T, s)).

Доказательство. Пусть (x, t) ∈ G(T, s). Запишем уравнение (7) в виде суммы повторных
интегралов.

Вначале рассмотрим случай t− x 6 (t+ x+ s)/2, в этом случае уравнение (7) примет вид
(см. рис. 1)

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

t−x∫
(t−x+s)/2

dτ

τ−s∫
t−x−τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ

+
1

2

(t+x+s)/2∫
t−x

dτ

τ−s∫
x−t+τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ +
1

2

t∫
(t+x+s)/2

dτ

t+x−τ∫
x−t+τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ. (21)

А теперь рассмотрим случай (t+ x+ s)/2 6 t− x, в этом случае уравнение (7) примет вид

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

(t+x+s)/2∫
(t−x+s)/2

dτ

τ−s∫
t−x−τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ

+
1

2

t−x∫
(t+x+s)/2

dτ

t+x−τ∫
t−x−τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ +
1

2

t∫
t−x

dτ

t+x−τ∫
x−t+τ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dξ. (22)

При дифференцировании каждого из уравнений (21) и (22) по переменным x и t получим
один и тот же результат:

vt(x, t, s) =
1

4
q

(
t− s+ x

2
,
t+ s+ x

2

)
− 1

4
q

(
t− s− x

2
,
t+ s− x

2

)

− 1

2

t−x∫
(t−x+s)/2

q(t− x− τ, τ)v(t− x− τ, τ, s) dτ +
1

2

t∫
t−x

q(x− t+ τ, τ)v(x− t+ τ, τ, s) dτ

+
1

2

t∫
(t+x+s)/2

q(t+ x− τ, τ)v(t+ x− τ, τ, s) dτ, (23)

vx(x, t, s) =
1

4
q

(
t− s+ x

2
,
t+ s+ x

2

)
+

1

4
q

(
t− s− x

2
,
t+ s− x

2

)

+
1

2

t−x∫
(t−x+s)/2

q(t− x− τ, τ)v(t− x− τ, τ, s) dτ − 1

2

t∫
t−x

q(x− t+ τ, τ)v(x− t+ τ, τ, s) dτ

+
1

2

t∫
(t+x+s)/2

q(t+ x− τ, τ)v(t+ x− τ, τ, s) dτ. (24)

Равенства (23) и (24) определяют непрерывные в G(T, s) функции vt(x, t, s) и vx(x, t, s). �
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3. Исследование обратной задачи

Вернёмся к уравнению (7) и запишем его в виде суммы повторных интегралов, изменив
порядок интегрирования (см. рис. 2).

В случае t− x 6 (t+ x+ s)/2 уравнение (7) примет вид

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

(t−x−s)/2∫
0

dξ

t−x+ξ∫
t−x−ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ

+
1

2

x∫
(t−x−s)/2

dξ

t−x+ξ∫
s+ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ +
1

2

(t+x−s)/2∫
x

dξ

t+x−ξ∫
s+ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ, (25)

а в случае (t+ x+ s)/2 6 t− x имеем

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ +
1

2

x∫
0

dξ

t−x+ξ∫
t−x−ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ

+
1

2

(t−x−s)/2∫
x

dξ

t+x−ξ∫
t−x−ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ +
1

2

(t+x−s)/2∫
(t−x−s)/2

dξ

t+x−ξ∫
s+ξ

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ. (26)

Так же как в разд. 2 при дифференцировании каждого из уравнений (25) и (26) по пере-
менной x получим один и тот же результат:

vx(x, t, s) =
1

4
q

(
t− s+ x

2
,
t+ s+ x

2

)
+

1

4
q

(
t− s− x

2
,
t+ s− x

2

)

+
1

2

(t−x−s)/2∫
0

q(ξ, t− x− ξ)v(ξ, t− x− ξ, s) dξ +
1

2

(t−s+x)/2∫
x

q(ξ, t+ x− ξ)v(ξ, t+ x− ξ, s) dξ

− 1

2

x∫
0

q(ξ, t− x+ ξ)v(ξ, t− x+ ξ, s) dξ, (x, t, s) ∈ G0(T ), (27)

где
G0(T ) = {(x, t, s) | (x, t) ∈ G(T, s), 0 6 s 6 T}.

Положим в (27) x = 0 и воспользуемся равенством (4), в результате получим уравнение
для функции q:

f(t, s) =
1

2
q

(
t− s

2
,
t+ s

2

)
+

(t−s)/2∫
0

q(ξ, t− ξ)v(ξ, t− ξ, s) dξ, (t, s) ∈ D(T ). (28)

Заметим, что точка ((t−s)/2, (t+s)/2) при изменении t и s в D(T ) пробегает все точки области
G(T ) = {(x, t) | 0 6 x 6 t 6 T − x}.

Положим
t− s

2
= x,

t+ s

2
= t′, тогда t = x+ t′, s = t′ − x и уравнение (28) примет вид

f(x+ t′, t′ − x) =
1

2
q(x, t′) +

x∫
0

q(ξ, x+ t′ − ξ)v(ξ, x+ t′ − ξ, t′ − x) dξ.
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Рис. 2. Область D(x, t, s):
(a) — случай: t− x 6 (t+ x+ s)/2; (b) — случай: (t+ x+ s)/2 6 t− x

Обозначая
q0(x, t

′) = 2f(x+ t′, t′ − x), (29)

верхнее равенство можем записать следующим образом:

q(x, t′) = q0(x, t
′)− 2

x∫
0

q(ξ, x+ t′ − ξ)v(ξ, x+ t′ − ξ, t′ − x) dξ, (x, t′) ∈ G(T ), (30)

Для дальнейшего удобно заменить t′ на t. Тогда уравнение (30) примет вид

q(x, t) = q0(x, t) + 2

x∫
0

q(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x) dξ, (x, t) ∈ G(T ). (31)

Вводя новые функции

τ1(ξ, x, t) =
t− x+ s

2
+

∣∣∣∣ξ − t− x− s
2

∣∣∣∣, τ2(ξ, x, t) = t− |ξ − x|, (32)

уравнения (25), (26) можем записать в виде одного уравнения (преобразованного уравнения
(7)):

v(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ξ) dξ+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

dξ

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ, (x, t, s) ∈ G0(T ). (33)
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Запишем уравнение (33) в виде

v(x, t, s) = v0(x, t, s) +
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

[q(ξ, s+ ξ)− q0(ξ, s+ ξ)] dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

dξ

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτ, (x, t, s) ∈ G0(T ), (34)

в котором

v0(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q0(ξ, s+ ξ) dξ. (35)

Уравнения (31) и (34) образуют замкнутую систему интегральных уравнений обратной
задачи. Для анализа её используем метод сжатых отображений.

Рассмотрим класс функций f(t, s):

F = {f ∈ C(D(T ) | |f(t, s)| 6 F}.

Тогда, в силу (29), (35), находим, что

|q0(x, t)| 6 2F, |v0(x, t, s)| 6 Fx 6
FT

2
,

|q0(x, t)| 6M(F, T ), |v0(x, t, s)| 6M(F, T ), M(F, T ) := F max{2, T/2}.
(36)

Из (32) имеем

τ2(ξ, x, t)− τ1(ξ, x, t) 6
T

2
. (37)

Теорема 1. Пусть f ∈ F . Тогда существует положительное число T0 6 T и единственная
функция q(x, t) ∈ C(G(T )), такие, что решение задачи (1)–(3) удовлетворяет условию (4) при
(t, s) ∈ D(T0).

Доказательство. Запишем уравнения (31), (34) в операторном виде

g = A(g), (38)

где
g(x, t, s) =

(
q(x, t), v(x, t, s)

)
, g0 =

(
q0(x, t), v0(x, t, s)

)
.

Операторы A1(g), A1(g) определяются следующим образом:

A1(g) = q0(x, t) + 2

x∫
0

q(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x) dξ, (x, t) ∈ G(T ). (39)

A2(g) = v0(x, t, s) +
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

[q(ξ, s+ ξ)− q0(ξ, s+ ξ)] dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτdξ, (x, t, s) ∈ G0(T ). (40)
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Обозначим C(G0(T )) — пространство непрерывных вектор-функций с нормой

‖g‖C(G0(T )) = max
{
‖q‖(G(T )), ‖v‖C(G0(T ))

}
.

В силу (36), можем написать
‖g0‖C(G0(T )) 6M(F, T ). (41)

Рассмотрим в банаховом пространстве C(G0(T )) замкнутое множество

M(T, F ) :=
{
g ∈ C(G0(T )) | ‖q − q0‖C(G(T )) 6M(F, T ), ‖v − v0‖C(G0(T )) 6M(F, T )

}
. (42)

На этом множестве справедливы оценки

‖q‖C(G(T )) 6 2M(F, T ), ‖v‖C(G0(T )) 6 2M(F, T ). (43)

Из равенств (39), (40) имеем

A1(g)− q0(x, t) = 2

x∫
0

q(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x) dξ, (x, t) ∈ G0(T ), (44)

A2(g)− v0(x, t, s) =
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

[q(ξ, s+ ξ)− q0(ξ, s+ ξ)] dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

q(ξ, τ)v(ξ, τ, s) dτdξ, (x, t) ∈ G0(T ). (45)

Учитывая (43), можем написать

|A1(g)− q0(x, t)| 6 2

x∫
0

|q(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x)| dξ

6 8M2(F, T )x 6 4TM2(F, T ), (46)

|A2(g)− v0(x, t, s)| 6
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

|q(ξ, s+ ξ)− q0(ξ, s+ ξ)| dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

|q(ξ, τ)v(ξ, τ, s)| dτdξ

6
1

2
M(F, T )x+ TM2(F, T )

t− s+ x

2
6
M(F, T )T + 2T 2M2(F, T )

4
. (47)

Выберем число T1 как наименьший из положительных корней уравнений

4TM(F, T ) = 1, T + 2T 2M(F, T ) = 4.

Тогда при T 6 T1 оператор A, определённый равенствами (39), (40) переводим множество
M(T, F ) в себя.
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В дальнейшем будем полагать, что T 6 T1.
Пусть gk ∈ C(G0(T )), k = 1, 2, где

gk(x, t, s) =
(
qk(x, t), vk(x, t, s)

)
.

Обозначим
q(x, t) = q1(x, t)− q2(x, t), v(x, t, s) = v1(x, t, s)− v2(x, t, s).

Воспользуемся равенствами (39), (40) и рассмотрим разности

|A1(g1)−A1(g2)| 6 2

x∫
0

[
q(ξ, x+ t− ξ)v1(ξ, x+ t− ξ, t− x)

+ q2(ξ, x+ t− ξ)v(ξ, x+ t− ξ, t− x)
]
dξ, (48)

|A2(g1)−A2(g2)| 6
1

2

(t−s+x)/2∫
(t−s−x)/2

q(ξ, s+ ξ) dξ

+
1

2

(t−s+x)/2∫
0

τ2(ξ,x,t)∫
τ1(ξ,x,t)

[
q(ξ, τ)v1(ξ, τ, s) + q2(ξ, τ)v(ξ, τ, s)

]
dτdξ. (49)

Используя неравенства (43), получим оценки для (48), (49). Для краткости записи обо-
значим ‖g‖ := ‖g‖C(G0(T )). Выполняя вычисления, находим, что

|A1(g1)−A1(g2)| 6 2x4M(F, T )‖g1 − g2‖ 6 4M(F, T )T‖g1 − g2‖, (50)

|A2(g1)−A2(g2)| 6M(F, T )x‖g1 − g2‖+ T
t− s+ x

2
M(F, T )‖g1 − g2‖

6
1

2
T (1 + T )M(F, T )‖g1 − g2‖. (51)

Пусть ρ ∈ (0, 1). Выберем T0 ∈ (0, T1] из условий

4M(F, T0)T0 6 ρ,
1

2
T0(1 + T0)M(F, T0) 6 ρ.

Тогда
|A(g1)−A(g2)| 6 ρ‖g1 − g2‖.

Таким образом, отображение A является сжимающим на множествеM(T0, F ). В силу прин-
ципа сжимающих отображений, наM(T0, F ) существует единственное решение операторного
уравнения (38). Теорема 1 доказана. �

Теорема 2. Пусть функции qk(x, t) ∈ C(G(T )), k = 1, 2, являются решениями обратной
задачи (1)–(4) с данным fk ∈ C(D(T )), k = 1, 2. Тогда существует положительное число C =
C(T ) такое, что справедлива оценка

‖q1 − q2‖C(G(T )) 6 C‖f1 − f2‖C(D(T ). (52)

Доказательство. Решение обратной задачи (1)–(4) с данными fk(t, s), k = 1, 2, обозначим
qk(x, t), vk(x, t, s), k = 1, 2.
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Запишем соответствющие им уравнения. Уравнения для функций qk(x.t), согласно (31)
имеют вид

qk(x, t) = qk0 (x, t) + 2

x∫
0

qk(ξ, x+ t− ξ)vk(ξ, x+ t− ξ, t− x) dξ, (x, t) ∈ G(T ), k = 1, 2, (53)

в котором
qk0 (x, t′) = 2fk(x+ t, t− x), k = 1, 2.

Вместо уравнения (34) для функций vk(x, t, s) удобно использовать другую форму уравнений,
а именно, воспользоваться данными Коши при x = 0:

vk|x=0 = 0, vkx|x=0 = fk(t, s), s 6 t 6 T − s,

и формулой Даламбера. Тогда мы получим уравнения

vk(x, t, s) = vk0 (x, t, s)− 1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
ξ+t−x

qk(ξ, τ)vk(ξ, τ, s) dτdξ, (x, t, s) ∈ G0(T ), (54)

в которых

vk0 (x, t, s) =
1

2

t+x∫
t−x

fk(τ, s) dτ, k = 1, 2.

Пусть
|qk(x, t)| 6M, (x, t) ∈ G(T ); |vk(x, t, s)| 6M, (x, t, s) ∈ G0(T ).

Рассмотрим разности

q̃(x, t) = q1(x, t)− q2(x, t), ṽ(x, t, s) = v1(x, t, s)− v2(x, t, s), f̃(t, s) = f1(t, s)− f2(t, s).

Для разностей справедливы следующие уравнения:

q̃(x, t) = 2f̃(x+ t, t− x) + 2

x∫
0

[
q̃(ξ, x+ t− ξ)v1(ξ, x+ t− ξ, t− x)

+ q2(ξ, x+ t− ξ)ṽ(ξ, x+ t− ξ, t− x)
]
dξ, (x, t) ∈ G(T ), (55)

ṽ(x, t, s) =
1

2

(t+x)/2∫
(t−x)/2

f̃(τ, s dτ

− 1

2

x∫
0

t+x−ξ∫
ξ+t−x

[
q1(ξ, τ)ṽ(ξ, τ, s) + q̃(ξ, τ)v2(ξ, τ, s)

]
dτdξ, (x, t, s) ∈ G0(T ). (56)

Обозначим

z̃(x) = max

{
max

t∈[x,T−x]|
|q̃(x, t)|, max

0<s6t6T
|ṽ(x, t, s)|

}
, x ∈ [0, T/2].
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Тогда из равенств (55), (56) получаем оценки

|q̃(x, t)| 6 2‖f̃‖C(D(T )) + 4M

x∫
0

z̃(ξ) dξ, (x, t) ∈ G(T ), (57)

|ṽ(x, t, s)| = T‖f̃‖C(D(T )) + TM

x∫
0

z̃(ξ) dξ, (x, t, s) ∈ G0(T ). (58)

Обозначая
C0 = max{2, T}, C1 = max{4M,TM},

из (57), (58) получим неравенство

z̃(x) 6 C0‖f̃‖C(D(T )) + C1

x∫
0

z̃(ξ) dξ, x ∈ [0, T/2].

Используя неравенство Гронуолла — Беллмана [11], получаем оценку (52) с постоянной

C = C0 exp
{
C1T/2

}
.

Теорема 2 доказана. �

Следствие. Если решение обратной задачи существует для q ∈ G(T ), то оно единственно
и устойчиво по данным обратной задачи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе изучена новая постановка обратной задачи определения потенциала q(x, t) в вол-
новом уравнении, когда (x, t) ∈ R+× (0, T ], а данные обратной задачи зависят от переменного
параметра s, определяющего момент приложения точечного источника. Исследованы свойства
решения прямой задачи. Доказана теорема существования и единственности решения прямой
задачи. Для обратной задачи доказана теорема о локальном существовании её решения и по-
лучена глобальная оценка устойчивости её решения. Все полученные результаты являются
новыми.
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Модель, разработанная ранее для трёхмерного моделирования частичного разряда в пу-
зырьке гелия, погружённом в диэлектрическую жидкость, была исследована на числен-
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тельной стадии постепенной релаксации заряда. Были смоделированы два разных случая.
В первом случае начальная небольшая область ионизированного газа (затравка) распо-
лагалось на оси пузырька вблизи его полюса. Во втором случае затравка располагалась
вдали от оси системы вблизи стенки пузырька. Была рассчитана эволюция трёхмерных
плотностей ионов гелия и электронов в пузырьке. Наблюдались сложные формы фрон-
та положительных зарядов. Получены трёхмерные распределения электрического поля в
межэлектродном промежутке для различных моментов времени.
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ВВЕДЕНИЕ

Электрическая прочность жидких диэлектриков существенно влияет на срок службы и
надёжность современного высоковольтного оборудования. В свою очередь, она сильно зависит
от наличия твёрдых и жидких примесей и пузырьков газа в жидкости. Известно, что нали-
чие газовых пузырьков приводит к резкому снижению электрической прочности. В газовом
пузырьке в диэлектрической жидкости при низком напряжении может возникать электриче-
ский разряд, который называется частичным разрядом (ЧР). Частичный разряд поляризует
пузырёк, часто создавая благоприятные условия для дальнейшего электрического пробоя всей
изоляции.

На текущем этапе развития экспериментальных методик регистрации электрических раз-
рядов можно регистрировать интегральные характеристики ЧР: ток во внешней цепи, суммар-
ный электрический заряд, протекающий в цепи, слабое свечение плазмы в пузырьке во время
ЧР, напряжение, при котором происходит ЧР, и деформацию пузырька после ЧР [1]. Регистра-
ция характеристик плазмы разряда в пузырьке чрезвычайно сложна, прежде всего потому, что
процесс протекает быстро (типичное время от начала до конца разряда составляет 30–50 нс),
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наблюдение возможно только на расстоянии (через толщу жидкости, в которой происходит
преломление, поглощение и рассеяние света, что сильно снижает возможности регистрации),
а наиболее интересная стадия разряда, включающая начальные процессы ионизации, сопро-
вождается очень слабым свечением. Поэтому теоретическое изучение этого явления, в част-
ности, компьютерное моделирование процессов развития электрического разряда в пузырьке,
приобретает самостоятельное значение.

Компьютерное моделирование газовых разрядов выполняется давно и на эту тему су-
ществует огромное количество публикаций. Например, в работах [2]–[5] авторы выполняли
расчёты развития стримеров в воздухе и диэлектрических газах и их смесях с учётом цело-
го ряда процессов, таких как химические реакции между электронами и молекулами газа,
фотоионизация, возбуждения атомных уровней и других. В перечисленных работах, как и
во многих других, расчёт ограничивается двумерной или квазитрехмерной цилиндрически-
симметричной постановкой.

В работе [6] выполнено сравнение результатов моделирования развития стримерного раз-
ряда в газах методами частиц и методами, основанными на решении уравнений механики
сплошных сред, в двумерных, квазитрехмерных и трёхмерных постановках. Авторы пришли
к выводы, что при правильной постановке задачи и корректном выборе численного метода
физические результаты расчётов практически идентичны. В нашей работе мы сделали выбор
в пользу конечно-разностных методах на неподвижных сетках, чтобы сэкономить аппаратные
ресурсы, что, на наш взгляд, позволит увеличить размеры сеток, на которых выполняются
расчёты. Кроме того, в перечисленных работах использовались готовые программные пакеты,
такие как COMSOL и afivo-streamer [7]. Заметим, что, несмотря на наличие готовых пакетов,
расчётов в трёхмерном случае довольно мало.

Также прямой перенос результатов расчётов, выполненных в этих работах, на случай пу-
зырька гелия в трансформаторном масле невозможен в силу разной физической постановки
задач. Наиболее близкой по физической постановке является работа [8], в которой выполне-
но моделирование развития разряда в цепочках воздушных пузырьков в трансформаторном
масле. Недостатком этих расчётов, на наш взгляд, является использование двумерной модели.

В нашей работе мы ставили перед собой задачу создать собственное программное обеспе-
чение для моделирования электрических разрядов в газовых пузырьках, которое бы не только
давало возможность выполнять параллельные вычисления на графических ускорителях, но
и в дальнейшем позволило бы гибко модифицировать код, например, с целью применения
разностных схем повышенной точности и монотонных схем.

В предыдущей работе [9] мы выполнили трёхмерные расчёты начальной стадии развития
разряда в пузырьке гелия в диэлектрической жидкости (предполагалось, что это трансфор-
маторное масло) до момента, когда волна электронов достигнет границы пузырька. Расчёты
были выполнены в диффузионно-дрейфовом приближении. В этом случае процессы иониза-
ции, рекомбинации, диффузии и дрейфа описывались следующей системой уравнений

∂ne
∂t
−∇(µeneE) = ∇(De∇ne) + α|µeneE+De∇ne| − βrn+ne − β3n+n2e,

∂n+
∂t

+∇(µ+n+E) = ∇(D+∇n+) + α|µeneE+De∇ne| − βrn+ne − β3n+n2e,
(1)

где n+ — концентрация положительно заряженных ионов, ne — концентрация электронов,
µ+ − подвижность положительных ионов, µe — подвижность электронов, E — локальное
электрическое поле, D+ — коэффициент диффузии положительных ионов, De — коэффициент
диффузии электронов, α — коэффициент ударной ионизации электронами, βr — коэффициент
двухчастичной рекомбинации (подразумевается радиационная рекомбинация), β3 — коэффи-
циент трехчастичной рекомбинации. Три коэффициента модели, а именно α, µe и De, счита-
ются нелинейными функциями локального электрического поля E. Значение коэффициента
ионизации было взято из [10].
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На каждом временном шаге электрическое поле пересчитывалось в соответствии с теоре-
мой Гаусса

∇(ε0ε∇ϕ) = −|e|(n+ − ne), ∇ϕ = −E, (2)

где ε — относительная диэлектрическая проницаемость вещества (ε = 1 в газе), ε0 — электри-
ческая постоянная, ϕ — потенциал электрического поля, e — элементарный заряд.

Начальным условием для решения системы (1)-(2) было распределение электрического
поля в зазоре между плоскими параллельными электродами, заполненном диэлектриком с ди-
электрической проницаемостью ε = 2.2 (соответствует трансформаторному маслу), в центре
которого находится сферический пузырёк с диэлектрическая проницаемость ε = 1. Экспери-
ментальные данные, взятые из [11]–[15], были использованы для определения коэффициентов
диффузии, подвижности электронов и ионов, а также как коэффициенты ионизации и реком-
бинации.

Расчёты, приведённые в [9], были выполнены вплоть до времени около 0.4 нс с момен-
та начала ионизации в пузырьке. К этому моменту электронная волна достигла стенки пу-
зырька, обращённой к аноду. В то же время в объёме пузырька образовалась медленная
волна положительных ионов. Перед и за фронтом этой волны образовались области гради-
ентов поля, увеличивающихся со временем, что привело к нарушению устойчивости конечно-
разностной схемы. Для обеспечения стабильности схемы был реализован алгоритм масшта-
бирования временного шага в зависимости от градиента поля. Однако при градиентах поля,
равных ∂Ex/∂x ∼ 8.4МВ/см2, временной шаг уменьшился с начального значения ∼ 2 · 10−13 с
до значений 4 · 10−16 с, в результате чего оценка времени одного полного расчёта стала непри-
емлемо большой (месяцы).

Настоящая работа в основном посвящена исследованию использования численного алго-
ритма, описанного в [9], для моделирования процесса развития разряда в пузырьке с момента
появления начальной небольшой области ионизации (затравки) до окончания первичной за-
рядки стенок пузырька волнами положительного и отрицательного заряда, после чего наблю-
дается медленная релаксация заряда в пузырьке за счёт проводимости образующейся плазмы
(время разряда 2.5 нс и более). По существу, трёхмерная постановка позволила смоделировать
развитие волны ионизации при различных положениях затравки в пузырьке. Моделирование
проводилось, когда затравка располагалась на оси пузырька вблизи его стенки, обращённой к
катоду, и на значительном расстоянии от оси пузырька вблизи боковой стенки.

1. РАЗНОСТНАЯ СХЕМА И ТЕСТОВЫЕ РАСЧЁТЫ

Модель была реализована в виде параллельного компьютерного кода для расчётов на
графических ускорителях. Распараллеливание диффузионной части и части, связанной с пе-
реносом зарядов, технически гораздо более громоздко для неявных методов, чем для явных,
а выигрыш в производительности при этом ожидается заметно меньше. В связи с этим при
разработке алгоритма расчёта динамики концентраций (1) выбор был сделан в пользу явных
методов.

Краткое описание численного метода и его применение для решения системы (1)-(15)
были даны в [9]. Здесь приведём более подробное описание конечно-разностных уравнений.

Правая часть первого уравнения (1) для электронов включает в себя слагаемое с пе-
реносом электронов в электрическом поле за счёт подвижности и диффузионный перенос.
Рассмотрим их численную реализацию отдельно. Для переноса под действием электрического
поля использовались уравнения

div(µeneE) ≈
FMe
x,i+1/2,j,k − F

Me
x,i−1/2,j,k

h
+
FMe
y,i,j+1/2,k − F

Me
y,i,j−1/2,k

h
+
FMe
z,i,j,k+1/2 − F

Me
z,i,j,k−1/2

h
, (3)
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при этом поток вдоль оси x вычисляется по формуле

FMe
x,i+1/2,j,k =

ne,i+1,j,k · Ex,i+1/2,j,k · µe,i+1/2,j,k, Ex,i+1/2,j,k > 0,

ne,i,j,k · Ex,i+1/2,j,k · µe,i+1/2,j,k, Ex,i+1/2,j,k < 0.
(4)

аналогичным образом вычисляются потоки в части переноса FMe
y,i,j+1/2,k и F

Me
z,i,j,k+1/2 вдоль осей

y и z, соответственно.
Перенос электронов вследствие диффузии вычислялся согласно

∇(De∇ne) ≈
F De
x,i+1/2,j,k − F

De
x,i−1/2,j,k

h
+
F De
y,i,j+1/2,k − F

De
y,i,j−1/2,k

h
+
F De
z,i,j,k+1/2 − F

De
z,i,j,k−1/2

h
. (5)

Здесь поток вдоль оси x равен

F De
x,i+1/2,j,k = De,i+1/2,j,k ·

ne,i+1,j,k − ne,i,j,k
h

. (6)

Аналогичные формулы использовались для потоков диффузии вдоль осей y и z.
Поскольку коэффициенты подвижности и диффузии положительных ионов считались

постоянными, разностные формулы, описывающие перенос и диффузию ионов, были проще,
чем в случае электронов, а именно

div(µ+n+E+) ≈ µ+ ·
(FM+

x,i+1/2,j,k − F
M+
x,i−1/2,j,k

h
+
FM+
x,i,j+1/2,k − F

M+
x,i,j−1/2,k

h

+
FM+
x,i,j,k+1/2 − F

M+
x,i,j,k−1/2

h

)
. (7)

Здесь поток, описывающий перенос положительных ионов в электрическом поле, равен

FM+
x,i+1/2,j,k =

n+,i,j,k · Ex,i+1/2,j,k, Ex,i+1/2,j,k > 0,

n+,i+1,j,k · Ex,i+1/2,j,k, Ex,i+1/2,j,k < 0.
(8)

вдоль оси x и аналогичные вычисления делаются вдоль y и z.
Диффузионное слагаемое в (1) вычислялось так

∇(D+∇n+) ≈ D+

(
n+,i+1,j,k + n+,i−1,j,k − 2n+,i,j,k

h2
+
n+,i,j+1,k + n+,i,j−1,k − 2n+,i,j,k

h2

+
n+,i,j,k+1 + n+,i,j,k−1 − 2n+,i,j,k

h2

)
. (9)

В формулах (1) коэффициент ударной ионизации умножается на модуль полного потока
|F|, который вычисляется через потоки, приходящие в узел (i, j, k). Так, поток вдоль оси x,
обеспечивающий рост концентрации частиц за счёт ионизации, вычислялся по формуле

F ex = θ
(
− sgn

(
FMe
x,i+1/2,j,k

))
FMe
x,i+1/2,j,k + θ

(
sgn

(
FMe
x,i−1/2,j,k

))
FMe
x,i−1/2,j,k

+ θ
(
− sgn

(
F De
x,i+1/2,j,k

))
F De
x,i+1/2,j,k + θ

(
sgn

(
F De
x,i−1/2,j,k

))
F De
x,i−1/2,j,k. (10)

Здесь sgn(x) означает знак x и θ(x) — функция Хэвисайда. Таким образом, считалось, что
ионизацию в данном объёме вокруг узла (i, j, k) создаёт только входящий поток электронов,
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что согласуется с физическим представлением о характере процесса. С использованием (10)
расчёт вклада ионизации в (1) выполнялся по формуле

α|µeneE+De∇ne| = αi,j,k

√
(F ex)

2 + (F ey )
2 + (F ez )

2, (11)

где коэффициент ионизации вычисляется для значения напряжённости электрического поля
в узле (i, j, k)

Ei,j,k =

√(
φi+1,j,k − φi−1,j,k

2h

)2

+

(
φi,j+1,k − φi,j−1,k

2h

)2

+

(
φi,j,k+1 − φi,j,k−1

2h

)2

. (12)

Уравнение для потенциала (2) решалось явно методом простых итераций с начальными
условиями в виде значений потенциала с предыдущего шага по времени. Вычисление поля как
правило занимало от 97% до 99.5% от общего времени моделирования.

Параллельные алгоритмы для решения уравнений задачи были реализованы в виде
комьютерных программ на языке С++ с применением технологии CUDA. Алгоритмы были
протестированы на нескольких видеокартах, поддерживающих эту технологию. Для систе-
матических расчётов использовалась видеокарта с 2880 вычислительными ядрами CUDA с
максимальной частотой 980 МГц и 6 гигабайтами памяти. В тестовых расчётах один расчёт
на сетке 256×256×256 узлов, в котором выполнялось 1000–1200 шагов по времени, занимал ∼1
минуты или менее. Точное время не измерялось, так как ясно, что полное время вычислений
будет определяться временем расчёта электрического потенциала.

Описанная выше разностная схема тестировалась по частям. Для тестирования диффу-
зионной части схемы на одномерной, двумерной квадратной и трёхмерной кубической сетках
решалась тестовая задача об эволюции концентраций нейтральных частиц с начальным гауссо-
вым распределением по каждой оси координат. Электрическое поле в этих тестах отсутство-
вало. Коэффициент диффузии ионов гелия на 4 порядка меньше коэффициента диффузии
электронов, поэтому наиболее критичным с точки зрения устойчивости является диффузия
электронов. Максимальное значение D+ в наших расчётах частичного разряда в пузырьке не
превышало 4.8м2/с, а тестовые расчёты выполнялись для коэффициентов от 2.7 ·10−3 м2/с
до 100м2/с. В каждом расчёте коэффициент диффузии был постоянным. В наших физиче-
ских расчётах при шаге по времени 10−13 с и менее условие устойчивости схемы выполняется
с запасом. В тестах исследовалось «расплывание» гауссовского распределения при численном
решении уравнения диффузии по сравнению с точным решением для разных начальных ам-
плитуд. При расчётах на трёхмерных кубических сетках в течение 1200 шагов по времени и
более было зарегистрировано максимальное отклонение в 7% максимума численного решения
от максимума точного решения, которое становилось все меньше при росте количества ша-
гов по времени. В дальнейшем считалось, что влияние схемной диффузии такого типа мало
влияет на результат физических расчётов.

Отдельно выполнялись тесты для проверки устойчивости части схемы, моделирующей
перенос электронов в электрическом поле. Тесты проводились в одномерной, двумерной и
трёхмерной постановке. В трёхмерной постановке расчёты выполнялись на сетках с шагом
h = 0.01, 0.001, 0.00001 м при значениях коэффициента переноса в диапазоне от 0.1 м2/В·с
до 1 м2/В·с. При этом в наших физических расчётах максимальное значение коэффициен-
та подвижности не превышало 0.8 м2/В·с для электронов (для ионов – почти на 3 порядка
меньше). В тестах в каждом расчёте коэффициент подвижности был постоянным. В постоян-
ном электрическом поле задавалось распределение концентраций частиц в виде ступеньки или
трапеции по каждому направлению в кубической области с гранями, параллельными граням
области моделирования. Направление электрического поля на кубической сетке устанавли-
валось как вдоль одного из рёбер, так и по коротким диагоналям, что позволило оценить
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изотропность схемы. Вычисления выполнялись при значениях напряжённости электрического
поля 40 и 80 кВ/см, при этом влияние собственного электрического поля частиц не учиты-
валось. Шаг по времени выбирался так, чтобы выполнялось условие µ|E|δt/h < 0.5. Так, в
тестах при |E| = 40 кВ/см, шаге сетки h = 0.001м и µ = 1 м2/В· с шаг по времени был равен
0.1 нс и расчёт выполнялся вплоть до времён 120 нс.

Для оценки влияния схемной диффузии через заданное количество шагов по времени
сравнивались текущие профили концентраций с начальным прямоугольным распределением
при переносе в электрическом поле, направленном вдоль ребра куба. Сравнение проводилось
по значению интеграла по объёму от концентрации частиц, оставшихся внутри первоначально-
го куба, отнесённому к начальному числу частиц. Получено, что через 1000 шагов по времени
число частиц в первоначальном объёме составляет не менее 65% от начального. При этом на-
блюдается «расплывание» переднего и заднего фронта примерно в равной мере. В тестах на
изотропность схемы также рассматривалась начальная область, занятая частицами, в форме
куба с гранями, параллельными граням всей области моделирования. Таким образом, перенос
происходил вдоль диагонали грани куба, параллельной линиям электрического поля. Наблю-
далось некоторое вытягивание куба вдоль этой диагонали (менее чем на 10%) с сохранением
поперечных к направлению поля размеров.

При моделировании физической задачи о развитии разряда в газовом пузырьке шаг по
времени выбирался с учётом проведённых тестов, то есть использовался универсальный кри-
терий, включающий в себя условия устойчивости с учётом диффузии и дрейфа. На каждом
шаге по времени выполнялся расчёт максимального электрического поля и коэффициентов
переноса по всех узлах сетки и проверялось выполнение критериев устойчивости схемы. Од-
нако, в отличие от тестовых расчётов, поскольку значение электрического поля могло меняться
достаточно быстро, шаг по времени для следующего шага брался с коэффициентом 0.3 на на-
чальных этапах вычислений (когда концентрации зарядов не превышали значений 1018 м−3)
и с коэффициентом 0.05 при более высоких концентрациях (см. следующий раздел).

2. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ
КОНЕЧНО-РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

Моделирование задачи о развитии разряда в пузырьке проводилось в кубической области
размером 3×3×3мм (298×298×298 узлов сетки). В центр области была помещена сферическая
полость, имитирующая пузырёк, размером 1.8мм. Процесс начинается из небольшого объёма
внутри этой полости, содержащего 7 узлов (один центральный узел и шесть ближайших к нему
узлов-соседей), в которых были заданы исходные идентичные значения концентраций ионов
и электронов. Начальные значения концентраций в этих узлах были установлены в диапазоне
от 108 до 1012 м−3 в различных запусках расчёта при одних и тех же начальных и граничных
условиях. Граничные условия для системы (1) на стенке пузырька были следующими:

J+n = ((µ+n+E−D+∇n+),n) = 0, Jen = ((−µeneE−De∇ne),n) = 0. (13)

Здесь n – внешний вектор нормали к поверхности пузырька, J+ – общий поток положительных
ионов и Je – общий поток электронов. Для простоты предполагалось, что заряды оседают на
стенках пузырька без каких-либо взаимодействий (химических реакций, ионизации и т. д.) с
молекулами диэлектрической жидкости.

Граничные условия для уравнения (2) были следующими:

ε(∇ϕ)n2 − (∇ϕ)n1 = −|e|(ns+ − nse)/ε0, (∇ϕ)τ2 = (∇ϕ)τ1, (14)

ϕ = V0 (анод), ϕ = 0 (катод). (15)

Здесь индексы 1 и 2 относятся к газовому пузырьку и диэлектрической жидкости соответ-
ственно, ns+ и nse — это поверхностные плотности положительных ионов и электронов на
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стенке пузырька. Индекс n обозначает составляющую электрического поля вдоль вектора n,
представляющего собой нормаль к границе, а τ обозначает проекцию вектора электрического
поля на касательную плоскость к границе между различными веществами. V0 — приложенное
напряжение. На боковых стенках области моделирования во время расчёта поддерживалось
линейное изменение электрического потенциала от 0 до V0.

Начальные условия были описаны выше во введении.
В течение временного интервала примерно 0.3 нс после начала процесса ионизации проис-

ходило взрывное увеличение концентраций электронов и ионов. За этот промежуток времени
концентрация увеличилась до значений 1018 м−3. За время от 0.3 нс до 0.4 нс (для случая,
когда затравка расположена в центральной части пузырька) фронт электронной волны дости-
гает поверхности пузырька. Когда затравка была расположена на оси пузырька, мы наблю-
дали образование волны положительных ионов на расстоянии 0.3–0.35мм от первоначального
расположения затравки по направлению к аноду (см. рис. 1).

Рис. 1. Пик концентрации положительных ионов, возле которого наблюдаются высокие
градиенты электрического поля (область AB) непосредственно перед развитием численной

неустойчивости. Вертикальные пунктирные линии показывают границу пузырька

Максимальная концентрация ионов гелия в пике этой волны превышает максимальную
концентрацию электронов в волне в 2–3 раза в один и тот же момент времени. Распределение
компоненты электрического поля вдоль оси пузырька соответствует распределению суммар-
ного заряда. Следовательно, максимальный пик поля наблюдается в области волны положи-
тельных зарядов. Эта область очень медленно (со скоростью примерно в 20 раз меньшей, чем
скорость электронной волны) приближалась к стенке пузырька в сторону катода.

Поскольку коэффициенты модели (1)–(2) нелинейно зависят от локального электриче-
ского поля, очень проблематично сформулировать единый критерий устойчивости для всей
сетки. Основываясь на классических критериях устойчивости для схем с постоянными ко-
эффициентами, мы провели множество численных экспериментов, чтобы определить диапа-
зон стабильности вычислений. Устойчивость решения определялась стабильностью той части
конечно-разностной схемы, которая описывает перенос заряда. Поэтому временной шаг был
выбран из условия

τ =
q · h

µemax · Emax
,

где h – шаг сетки, Emax — модуль максимального значения электрического поля в области
присутствия заряда, а q — коэффициент. В рассматриваемом здесь случае h = 10−5 м и по-
движность электронов µemax ∼ 1м2/В · с. Коэффициент q был добавлен, чтобы обеспечить
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максимальную скорость моделирования, а оптимальное значение q = 0.05 было выбрано эм-
пирически для приведённого выше моделирования. Оказалось невозможным выбрать посто-
янный временной шаг для всего интервала времени расчёта. Итак, для начальных значений
поля в пузырьке Emax 0 ∼ 5 · 105 В/м шаг по времени должен составлять τ0 = 8 · 10−12 c. Од-
нако уже на начальных этапах моделирования (времена от 0.2 до 0.3 нс) вблизи пика поля в
области волны положительных зарядов (рис. 1) градиенты поля становятся неприемлемо боль-
шими для сохранения устойчивости схемы. В результате при временном шаге τ > 3 · 10−16 с
наблюдалась нестабильность в этой области. При выборе меньшего временного шага вычис-
ления сильно замедляются, и время, необходимое для одного полного расчёта, оценивалось в
несколько месяцев, как отмечалось во введении.

Поэтому было протестировано несколько эмпирических критериев с переменными ша-
гами. Было установлено, что наиболее эффективным критерием является тот, при котором
временной шаг масштабируется в соответствии с соотношением

τ = τ0 · (Emax 0/Emax)
1.1.

Схема, отвечающая этому критерию, была устойчивой с решением, которое плавно изме-
нялось в пространстве и во времени, сохраняя монотонность и без колебаний, характерных для
неустойчивости. Однако по мере увеличения концентрации положительных ионов и появления
пика поля в области волны ионов гелия временной шаг продолжал уменьшаться с начальных
значений τ = 8 · 10−12 с до τ ∼ 10−16 c, и время расчёта снова стало неприемлемым.

Было рассмотрено несколько способов стабилизации схемы с шагом по времени τ ∼
10−13 − 10−14 с при развитии неустойчивости в области больших градиентов поля. Посколь-
ку коэффициент диффузии ионов считался постоянным и, согласно [15], был выбран равным
D+0 = 2.4 · 10−5 м2/с, была предпринята попытка стабилизировать схему, увеличив коэффи-
циент диффузии ионов гелия. Расчёты проводились с коэффициентом диффузии ионов D+,
увеличенным в 2, 5 и 10 раз по сравнению с D+0. Увеличение D+ привело к незначительному
дополнительному расплыванию волны положительных зарядов, однако возможное снижение
пиковой концентрации было компенсировано ионизацией, и устойчивость была потеряна при-
мерно в то же время (t ≈ 0.37 нс).

Также подвергался варьированию коэффициент подвижности ионов. Моделирование про-
водилось с коэффициентом µ+, увеличенным в 2, 5, 10 раз. С увеличением коэффициента
подвижности ионов время расчёта до момента развития неустойчивости увеличилось с 0.375
нс до 0.384 нс. При двукратном увеличении µ+ область в пространстве, в которой возникает
нестабильность, смещается в сторону стенки пузырька, обращённой к катоду. При увеличении
µ+ на 5 и 10 % неустойчивость начиналась вблизи стенки пузырька, которой достигала элек-
тронная волна, а затем в области положительной волны. Таким образом, расчёт в целом оста-
вался стабильным ещё некоторое время (на 0.01 нс), но затем он терял устойчивость по тому
же сценарию. Заметим, что изменение коэффициентов подвижности и диффузии на порядок
не только не привело к стабилизации расчёта, но и выглядит физически мало оправданным.

Оказалось, что расчётная схема наиболее чувствительна с точки зрения устойчивости к
значению коэффициента рекомбинации. Физически корректный учёт процессов рекомбинации
требует особого рассмотрения, поэтому мы остановимся на нем более подробно.

3. ВЫБОР КОЭФФИЦИЕНТА РЕКОМБИНАЦИИ

В условиях развития разряда в газовом пузырьке возможно несколько типов рекомбина-
ции: радиационная рекомбинация, при которой столкновение иона гелия и электрона приводит
к образованию нейтрального атома и кванта электромагнитного излучения, трехчастичная ре-
комбинация электрон-ион-нейтральный атом, при которой избыточная энергия столкновения
иона гелия и электрона уносится атомом гелия, участвующим в столкновении, трехчастичная
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электрон-ион-электронная рекомбинация, при которой избыточная энергия уносится вторым
электроном [16], [17], [18], [19].

Уменьшение количества электронов (и ионов) в плазме вследствие рекомбинации излуче-
ния описывается соотношением

dne
dt

= −βrnen+.

Коэффициент βr зависит от температуры электронного газа и, согласно [16], [17], изменяется
в диапазоне от βr ≈ 4.8 · 10−18 м3/с (250 K) до βr ≈ 4.17 · 10−19 м3/с (10000K). Можно считать,
что в широком диапазоне температур (по крайней мере, от 500 до 64 000К) и при низких
концентрациях электронов (до 1014 м−3) коэффициент рекомбинации излучения изменяется
незначительно или даже остаётся приблизительно постоянным [16]. Однако с увеличением
концентрации электронов коэффициент рекомбинации излучения заметно возрастает и при
ne ∼ 1019 м3 достигает значений βr ∼ 10−13 м3/с (T = 500K).

Коэффициенты рекомбинации с участием третьей частицы (электрона или атома) β3 опре-
деляются соотношением

dne
dt

= −β3nen+n0,

где n0 — концентрация третьих частиц в виде нейтральных атомов na или электронов. Рас-
чёты коэффициента трехчастичной рекомбинации в гелии для плотной низкотемпературной
неизотермической плазмы были выполнены в [19] для соотношений концентраций электронов
и атомов (ne/na) = 10−6 и (ne/na) = 10−5. Для температуры T = 300K были получены оценки
β3 = (3− 6) · 10−31 м6/с.

Фактически, в модели используется некоторый интегральный коэффициент рекомбинации

β = βr/ne + βea+ + βee+,

который учитывает трехчастичную рекомбинацию электрон-ион-нейтральный атом с коэффи-
циентом βea+ и электрон-ион-электрон с коэффициентом βee+. В первом приближении пред-
полагается, что этот интегральный коэффициент остаётся постоянным на протяжении все-
го расчёта. Было обнаружено, что при значениях β ∼ 10−31 м6/с и менее схема становится
неустойчивой в области пика положительного заряда. Когда коэффициент рекомбинации уве-
личивается до значений β ∼ 10−30м6/с, можно вести расчёт задачи до тех пор, пока волна
положительных ионов не достигнет границы (время ∼ 1.5 − 2 нс, в зависимости от положе-
ния затравки) и далее. В то же время максимальная концентрация положительных ионов в
области максимальной концентрации положительного заряда снижается очень умеренно (с
nmax+ = 4.59 · 1020 м−3 при β ∼ 10−34 м6/с до nmax+ = 3.42 · 1020 м−3 при β ∼ 10−30 м6/с).
После того, как положительные ионы достигли границы пузырька, проблем с устойчивостью
дальнейших расчётов не возникало вплоть до времени ∼ 5 нс, когда моделирование прекра-
щалось. В течение более длительных периодов времени схема, по-видимому, также остаётся
устойчивой, поскольку к этому моменту основные распределения частиц почти достигли своих
стационарных профилей, и затем происходит только медленная релаксация зарядов в пузырь-
ке.

Заметим, что расчёт при β ∼ 10−30 м6/с балансирует на грани устойчивости. Значения
x−компоненты (вдоль оси симметрии пузырька) электрического поля в области вблизи волны
положительных ионов меняют знак в течение определённого интервала времени в неболь-
шой области вблизи стенки пузырька, достигая 10% по модулю от среднего значения поля в
промежутке, что, по-видимому, физически неверно. Однако значения концентрации остают-
ся положительными по всей области, и упомянутые ошибки расчётов электрического поля со
временем исчезают.
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Были выполнены расчёты для случая развития волны ионизации в сферическом пу-
зырьке, заполненном гелием, в конденсированном диэлектрике при приложенном напряжении
V0 = 12.2 кВ до момента времени 3 нс и далее для двух начальных положений.

На рис. 2 и 3 представлены результаты моделирования развития разряда при положении
затравки на оси пузырька на расстоянии 0.07мм от полюса пузырька, ближайшего к катоду
(левая граница пузырька на рисунке).

Рис. 2. Распределение электронной плотности в центральном сечении пузырька
при положении затравки на оси пузырька слева
(вблизи стенки пузырька, обращённой к катоду).

Время с момента появления затравки: 0.3 нс (a), 0.4 нс (b), 0.6 нс (c), 2.0 нс (d)

На рис. 2 показано распределение концентрации электронов в центральном сечении раз-
рядного промежутка в разные моменты времени. В течение 0.3 нс концентрация зарядов уве-
личивается на 6–7 порядков, и образуется волна электронов, движущихся к аноду (справа), и
волна положительных ионов. Волна положительных ионов формируется, как правило, на рас-
стоянии ∼ 0.35мм справа от позиции затравки. На фронте электронной волны можно разли-
чить «ядро», которое имеет диаметр 0.8мм, когда достигает стенки пузырька (тёмная область
справа на рис. 2(b)). Максимальная концентрация электронов в «ядре» достигает значений
ne ∼ 1020 м−3. Волна положительного заряда по форме напоминает линзу – тонкую и широкую
по фронту –– с концентрацией выше, чем в волне электронов. На рис. 2(a), 2(b) наблюдаются
два максимума плотности электронов. Максимум слева возникает из-за того, что значительная
часть электронов «задерживается» в волне положительных ионов. Между двумя максимума-
ми образуется осесимметричная область квазинейтральной плазмы с плотностью заряженных
частиц (5 − 8) · 1019 м−3. На рис. 2(с), 2(d) показаны плотности электронов сразу после того,
как волна положительных зарядов достигла левой границы пузырька, и через 1.4 нс после
этого момента соответственно. Можно видеть, что плотность электронов на левой границе
изначально выше, чем плотность на правой границе, но затем, из-за рекомбинации, боковой
диффузии и переноса заряда, она становится ниже плотности на правой границе. Заметим,
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что общий заряд того же знака на поверхности пузырька составляет 200 пКл, что согласуется
с нашим предыдущим расчётом с использованием модели постоянной проводимости пузырька
[20], [21].

На рис. 3 показаны распределения горизонтальной составляющей электрического поля в
центральном сечении разрядного промежутка в разные моменты времени. Вдоль оси наблюда-
ется формирование цилиндрической симметричной области со слабым электрическим полем,
соответствующей области плазмы. Со временем область низкого поля распространяется на
весь пузырёк.

Рис. 3. Распределение горизонтальной составляющей вектора электрического поля в
центральном сечении пузырька.

Время с момента появления затравки: 0.3 нс (a), 0.4 нс (b), 0.9 нс (c), 2.0 нс (d)

На рис. 4 показаны результаты моделирования развития разряда с асимметричным распо-
ложением затравки. Затравка располагалась в стороне от оси пузырька на расстоянии 0.2мм
от его боковой стенки. Видно, что фронт волны положительного заряда имел сложную про-
странственную структуру. В частности, после того, как волна достигла стенки, на фронте
волны положительных зарядов образовались два максимума плотности заряда (рис. 4(c)). Да-
же при длительности более 1.7 нс все ещё наблюдались различия в распределении заряда по
объёму пузырька (см. рис. 4(d)).

На рис. 5 показано распределение горизонтальной составляющей электрического поля в
случае появления затравки вдали от оси пузырька. В отличие от случая с симметрично распо-
ложенной затравкой, здесь мы наблюдаем, что область слабого поля будет распространяться
по объёму пузырька более широким фронтом, а не вдоль выбранного направления.

Для количественного сравнения параметров разряда в разные моменты времени на рис. 6
приведены графики концентрации электронов и горизонтальной составляющей поля вдоль
оси симметрии пузырька для случая расположения затравки на оси. Видно, что начиная с
момента 0.3 нс после начала процесса ионизации и до момента, когда электроны достигают
стенки пузырька, эти распределения имеют сходную форму. В этом случае электрическое поле
на фронте волны превышает среднее поле в 1.4–2 раза, а за фронтом волны электронов оно
падает до значений, меньших среднего поля примерно в 2 раза.
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Рис. 4. Распределение плотности электронов в центральном сечении пузырька при
положении затравки вдали от оси пузырька (вблизи его боковой стенки).

Время с момента появления затравки: 0.3 нс (a), 0.6 нс (b), 1.2 нс (c), 1.7 нс (d)

Рис. 5. Распределение горизонтальной составляющей вектора электрического поля в
центральном сечении пузырька.

Время с момента появления затравки: 0.3 нс (a), 0.9 нс (b), 1.2 нс (c), 1.7 нс (d)
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В течение времени 10−14 с наблюдались выбросы значений напряжённости электрического
поля в область отрицательных значений, что физически неверно (см. рис. 6(b) кривая 5).

Рис. 6. Динамика концентрации электронов (a)
и компоненты электрического поля вдоль оси пузырька (b).

Расположение затравки на оси. Моменты времени:
0.26 нс (1), 0.3 нс (2), 0.38 нс (3), 0.42 нс (4), 0.7 нс (5)

При этом сами концентрации остаются положительными. Это явление наблюдалось в при-
граничных узлах пузырька в области излома границы и не приводило к развитию численной
неустойчивости. Высота выбросов по модулю величины могла составлять до 15% от макси-
мального поля в промежутке, которое наблюдалось в соседних ячейках. По-нашему мнению,
эти эффекты связаны как с дискретностью задания границы пузырька, так и с немонотонно-
стью использованной нами схемы переноса для носителей заряда. Эти эффекты имели место в
моменты выхода волн положительных и отрицательных зарядов на границу «пузырёк — кон-
денсированный диэлектрик» и релаксировали практически до значений поля, близких к нулю,
за время ∼ 5·10−14 с по мере дальнейшей зарядки границы. Таким образом, мы считаем, что
эти эффекты не оказывают в целом существенного влияния на результаты моделирования.

Сравнение кривых 4 и 5 на рис. 6 показывает, что поле в разрядном промежутке дости-
гало своих максимальных значений на полюсах пузырька сразу после того, как волны заряда
достигли стенки пузырька. Позже максимальные значения поля могут уменьшаться, что объ-
ясняется совокупным эффектом рекомбинации зарядов и бокового переноса за счёт диффузии
и подвижности.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, для ранее разработанной конечно-разностной схемы исследованы усло-
вия, при которых схема может быть устойчивой. В приближении постоянства коэффициента
трехчастичной рекомбинации получено пороговое значение коэффициента, при котором схема
все ещё позволяет проводить трёхмерные расчёты развития газового разряда без развития
неустойчивости. Возникающие в результате ошибки при расчёте электрического поля носят
локальный характер и со временем быстро исчезают, практически не влияя на результаты
моделирования. Были проведены расчёты развития разряда в пузырьке гелия в конденси-
рованном диэлектрике до того момента, когда пузырь становится в основном проводящим,
стенки пузырька в основном заряжаются, а затем следует стадия медленной релаксации за-
ряда. Были получены распределения зарядов и полей в пузырьке в разные моменты времени.
Моделирование проводилось для двух случаев: для случая, когда затравка находится на оси
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пузырька, и для случая, когда затравка находится сбоку. Трёхмерное моделирование показа-
ло, что фронт волны заряда в пузырьке может иметь очень сложную форму. Показано, что
величина максимального поля на поверхности пузырька может быть наибольшей в тот момент,
когда волна заряда достигает стенки пузырька, а затем она может уменьшаться. Суммарное
значение заряда того же знака на поверхности пузырька (так называемый «истинный» за-
ряд) согласуется с оценками, полученными в результате предыдущих расчётов в рамках более
простой модели и экспериментальными данными [1], [20], [21].
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Abstract. A model developed earlier for three-dimensional simulation of partial discharge in a
helium bubble immersed in a dielectric liquid has been investigated for numerical stability. The
effect of the recombination coefficient on the numerical stability of calculations is specifically
discussed. The discharge was simulated from the beginning of the process to the final stage
of gradual charge relaxation. Two different cases were simulated. In the first case, the initial
small region of ionized gas (the seed) was located on the axis of the bubble near its pole. In the
second case, the seed was located away from the axis of the system near the bubble wall. The
three-dimensional evolution of the number densities of helium ions and electrons in a bubble
was calculated. Positive charge fronts with characteristic features were observed in different
cases. Three-dimensional distributions of the electric field in the interelectrode gap for different
time points are obtained.
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Для нелинейного дифференциального уравнения в частных производных соболевского ти-
па (уравнения не разрешённые относительно старшей временной производной), обобщаю-
щего уравнение колебаний стержня с учётом движущейся нагрузки, исследуется задача
Коши в пространстве непрерывных функций, заданных на всей числовой оси, и для ко-
торых существуют пределы на бесконечности. Найдено в явном виде классическое реше-
ние соответствующего линейного однородного уравнения и получены оценки норм опе-
раторнозначных функций, представляющих это решение. Получена оценка нормы реше-
ния задачи Коши для линейного однородного уравнения. Установлен временной отрезок
существования и единственности классического решения вспомогательной задачи Коши,
связанной с исходной и приведена оценка нормы этого локального решения. Найдены усло-
вия, обеспечивающие связь между классическими решениями исходной и вспомогательной
задач Коши на определённом временном отрезке. Рассмотрены условия разрушения клас-
сического решения задачи Коши на конечном временном отрезке.

Ключевые слова: колебания стержня с учётом движущейся нагрузки, нелинейное урав-
нение соболевского типа, разрушение решения.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе рассматривается задача Коши для нелинейного дифференциального
уравнения в частных производных

∂2u

∂t2
− ∂4u

∂t2∂x2
− ∂4u

∂t∂x3
+
∂4u

∂x4
+ α

∂2u

∂t∂x
+ β

∂2u

∂x2
+ γu =

∂2u

∂x2
f ′
(
∂u

∂x

)
, (1)

где (t, x) ∈ R+ × R, R+ = (0,+∞), R = (−∞,+∞), штрих в уравнении обозначает диффе-
ренцирование по ux = ∂xu = ∂u/∂x, коэффициенты α, β, γ — положительные постоянные, а
нелинейность f(·) — заданная функция. Основная цель — получение условий существования
локального t ∈ [0, t1] классического решения задачи Коши, оценка его нормы при t ∈ [0, t1] и
условий разрушения решения на некотором конечном временном отрезке.

В случае f(·) ≡ 0 уравнение (1) описывает колебания стержня с учётом движущейся
нагрузки и моделирует колебания рельса на участке железнодорожного пути, который можно
рассматривать как стержень, лежащий на упругом основании, при движении по нему состава
бесконечной длины (см. [1, гл. 6, § 6.3, (6.103)]).

Уравнения вида (1) входят в класс псевдогиперболических уравнений, определённых в мо-
нографии [2, гл. 2], в которой содержатся первые теоремы о разрешимости задачи Коши для
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линейных уравнений этого класса. В литературе уравнения вида (1) часто называют урав-
нениями соболевского типа, поскольку работы академика С. Л. Соболева, который вывел и
исследовал уравнение малых колебаний вращающейся жидкости, были первыми глубокими
исследованиями уравнений в частных производных, не разрешённых относительно старшей
временной производной и послужили началом для нового направления в теории дифферен-
циальных уравнений. Уравнения соболевского типа — важный инструмент в математическом
моделировании сложных динамических систем и имеется большое количество работ, посвя-
щённых изучению различных задач для таких уравнений (см., например, [3] и обширную биб-
лиографию, приведённую там). Не разрешённое относительно старшей временной производной
уравнение (1), является уравнением соболевского типа с младшими (в обобщённом смысле [2])
членами уравнения. Параметры α, β, γ являются коэффициентами при младших членах урав-
нения, при этом, как отмечается в работе [4], в отличие от гиперболических и параболических
уравнений равенство нулю некоторых из этих параметров (т. е. добавление или отбрасыва-
ние младших членов в уравнении, не разрешённом относительно старшей производной) может
существенно повлиять на разрешимость задачи Коши.

Задача Коши для уравнения (1) рассматривается в пространстве C(R) [5, гл.VIII, § 1]
непрерывных функций g = g(x), с нормой ‖g‖C = supx∈R |g(x)|, для которых существуют оба
предела при x→ ±∞. Полагаем, что начальные функции

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R, (2)

и искомое классическое решение u = u(t, x), (t, x) ∈ R+ × R, R+ = [0,+∞), вместе с частны-
ми производными входящими в уравнение (1), для всех значений временной переменной t по
переменной x принадлежат C(R). (Под классическим решением понимается достаточно глад-
кая функция, имеющая все непрерывные производные нужного порядка, и удовлетворяющая
уравнению в каждой точке области его задания.)

Через C(k)(R) = {g(x) ∈ C(R) | g′(x), . . . , g(k)(x) ∈ C(R)}, k ∈ N, обозначаются подмноже-
ства дифференцируемых функций в C(R).

В уравнении (1) нелинейная функция f(x) — дважды непрерывно дифференцируема,
x ∈ R, модуль |f(r)| является неубывающей функцией, r > 0, причём |f(r)| > 0 при r > 0, и
справедливы оценки

sup
x∈R
|f (i)(g(x))| 6 |f (i)(sup

x∈R
|g(x)|)|, i = 0, 1, для всех g(x) ∈ C(R),

|f(ξr)| 6 χ(ξ)|f(r)|, ξ > 0, r > 0,
(3)

где χ(ξ) – непрерывная функция при ξ > 0 (простейший пример функции f(x) – степенная
функция, другие нетривиальные примеры в [6]).

Наряду с уравнением (1) будем рассматривать и уравнение

∂2v

∂t2
− ∂4v

∂t2∂x2
− ∂4v

∂t∂x3
+
∂4v

∂x4
+ α

∂2v

∂t∂x
+ β

∂2v

∂x2
+ γv =

∂2

∂x2
f(v), (4)

получающееся из (1) после дифференцирования обеих частей по x и последующей замены
v = ux (левые части уравнений (1) и (4) совпадают). Для уравнения (4) соответствующие
начальные условия примут вид

v|t=0 = ϕ′(x), vt|t=0 = ψ′(x), x ∈ R. (5)

Исследование задачи Коши (1), (2) проведём по следующему плану: прежде чем присту-
пать к установлению основного результата статьи убедимся, что постановка задачи Коши (1),
(2) корректна и локальное по времени классическое решение её существует.
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С этой целью для соответствующего (1) линейного уравнения:(
I − ∂2x

)
utt −

(
∂3x − α∂x

)
ut +

(
∂4x + β∂2x + γI

)
u = 0, (6)

найдём решение задачи Коши, используя методы теории сильно непрерывных полугрупп опе-
раторов и косинус оператор-функций и получим, используемые в дальнейшем, оценки норм
операторнозначных функций, представляющих это решение.

Далее, для вспомогательной задачи Коши (4), (5) найдём временной отрезок [0, t1] суще-
ствования и единственности классического решения и оценим норму этого локального решения
в C(R). Затем, установим связь между решениями уравнений (1) и (4). В заключительной ча-
сти статьи найдём условия разрушения решения задачи Коши (1), (2) на конечном временном
отрезке.

2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ (6)

Напомним, что в пространстве C(R) (см. [5, гл.VIII, § 1] и [7, § 2]) дифференциальные
операторы ∂x, с областью определения D(∂x) = C(1)(R), и ∂2x, D(∂2x) = C(2)(R), являются
соответственно производящими операторами сильно непрерывных сжимающих группы:

U(τ ; ∂x)g(x) = g(x+ τ), τ ∈ R,

и полугруппы:

U
(
t; ∂2x

)
g(x) =

1

2
√
πt

+∞∫
−∞

e−ξ
2/(4t)g(x+ ξ) dξ, t ∈ R+.

Полуось λ > 0 принадлежит резольвентным множествам операторов ∂x и ∂2x и для соответ-
ствующих резольвент

(λI − ∂x)−1g(x) =

+∞∫
0

e−λsg(x+ s) ds,

(
λI − ∂2x

)−1
g(x) =

1

2
√
λ

+∞∫
−∞

e−
√
λ|s|g(x+ s) ds

справедливы оценки норм

‖(λI − ∂x)−1‖ 6 λ−1, ‖(λI − ∂2x)
−1‖ 6 λ−1,

где I — тождественный оператор, причём эти резольвенты коммутируют между собой.
Введём в уравнение (6) новую неизвестную функцию

v(t, x) = u(t, x)− uxx(t, x), (7)

полагая, что частные производные uxx, utxx непрерывны при t ∈ R+. Из замены (7) при усло-
вии, что начальные функции ϕ(x), ψ(x) принадлежат C(2)(R), можно единственным образом
определить начальные значения функции v = v(t, x):

v|t=0 = v0(x) = ϕ(x)− ϕ′′(x), vt|t=0 = v1(x) = ψ(x)− ψ′′(x),

и, используя принадлежность положительной полуоси резольвентному множеству дифферен-
циального оператора ∂2x, выразить решение u(t, x) уравнения (6) через новую неизвестную
функцию v(t, x):

u(t, x) =
(
I − ∂2x

)−1
v(t, x) =

1

2

+∞∫
−∞

e−|s|v(t, x+ s) ds. (8)
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В результате замены (7) получим эквивалентное (6) интегро-дифференциальное уравне-
ние

vtt +A1vt +A2v = 0, (9)

в котором операторные коэффициенты определяются следующим образом:

A1 = ∂x + (α− 1)
[
(I − ∂x)−1 −

(
I − ∂2x

)−1]
, D(A1) = C(1)(R),

A2 = −∂2x − (β + 1)I + (β + γ + 1)
(
I − ∂2x

)−1
, D(A2) = C(2)(R).

Оператор A1 получен возмущением производящего оператора ∂x группы левых сдвигов огра-
ниченным оператором

A12 = (α− 1)
[
(I − ∂x)−1 −

(
I − ∂2x

)−1]
,

который порождает равномерно непрерывную группу U(τ ;A12), τ ∈ R, представляющуюся
степенным рядом

U(τ ;A12) =

+∞∑
n=0

τn

n!
An12,

сходящимся равномерно по τ ∈ R на каждом конечном отрезке. Возмущение ограниченным
оператором сохраняет свойство оператора быть производящим оператором, поэтому оператор
A1 является производящим оператором сильно непрерывной группы, для которой справедливы
представление

U(τ ;A1)g(x) = U(τ ;A12)g(x+ τ), для любых g(x) ∈ C(R), τ ∈ R,

и оценка нормы
‖U(t;A1)‖ 6 e‖A12‖t 6 e2|α−1|t, t ∈ R+. (10)

В уравнении (9) произведём замену неизвестной функции

w(t, x) = U(t/2;A1)v(t, x), (11)

тогда можно единственным образом определить начальные значения функции w(t, x):

w|t=0 = w0(x) = v0(x),

wt|t=0 = w1(x) = v1(x) +A1v0(x)/2 = v1(x) + (v0(x))′/2

+
α− 1

4
(2

+∞∫
0

e−rv0(x+ r) dr −
+∞∫
−∞

e−|s|v0(x+ s) ds).

Используя равенство U(−t/2;A1) = (U(t/2;A1))
−1, выразим решение v(t, x) уравнения (9)

через новую неизвестную функцию w(t, x):

v(t, x) = U(−t/2;A1)w(t, x). (12)

В результате замены (11) получим эквивалентное (9) интегро-дифференциальное уравнение

wtt = Bw, (13)

в котором операторный коэффициент

B =
1

4
A2

1 −A2 = B2
1 +B2,
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где

B1 =

√
5

2
∂x, D(B1) = C(1)(R),

является производящим оператором сильно непрерывной группы сдвигов

U(τ ;B1)g(x) = g(x+ τ
√

5/2), τ ∈ R,

а ограниченный оператор B2 определяется следующим образом:

B2 = δI − (γ + δ)(I − ∂2x)−1 +
1

4
A2

12, D(B2) = C(R),

здесь δ = β + 1− (α− 1)/2.
Уравнение (13) можно переписать в виде абстрактного обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения
Wtt =

(
B2

1 +B2

)
W, (14)

где W = W (t) : t → w(t, x) — искомая вектор-функция, определённая для t ∈ R+ и со
значениями в пространстве C(R).

Начальные условия для уравнения (14) в C(R) перепишутся в виде

W |t=0 = W0, Wt|t=0 = W1, (15)

где W0 = w0(x), W1 = w1(x) — элементы пространства C(R).
Оператор B2

1 является (см. [7, § 1.5]) производящим оператором сильно непрерывной ко-
синус оператор-функции C(τ ;B2

1), τ ∈ R, для которой справедливо представление

C(τ ;B2
1)g(x) =

1

2
[U(τ ;B1) + U(−τ ;B1)]g(x) =

1

2

[
g

(
x+ τ

√
5

2

)
+ g

(
x− τ

√
5

2

)]
и оценка нормы ∥∥C(t;B2

1

)∥∥ 6 1, t ∈ R+.

Ограниченный оператор B2 порождает (см. [7, § 4.2]) косинус оператор-функцию
C(τ ;B2), τ ∈ R, для которой справедливо представление

C(τ ;B2) =
+∞∑
n=0

τ2n

(2n)!
Bn

2 ,

в котором степенной ряд сходится равномерно по τ ∈ R на каждом конечном отрезке, и оценка
нормы

‖C(t;B2)‖ 6 ch(k1t), t ∈ R+,

где k21 = (α− 1)2 + |δ|+ |γ + δ|.
Возмущение ограниченным оператором B2 сохраняет способность оператора B2

1 порож-
дать косинус оператор-функцию (см. [7, § 8.2]), поэтому оператор B = B2

1 + B2 является про-
изводящим оператором косинус оператор-функции, для которой на элементах g(x) ∈ D(B) =
C(2)(R) для всех τ ∈ R справедливо представление

C(τ ;B)g(x) = C
(
τ ;B2

1

)
g(x) +

τ2

2

1∫
0

j1
(
τ
√

1− s2, B2
1

)
C(τs;B1)g(x) ds, (16)
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где

j1(τ,B
2
1)g(x) =

4

π

1∫
0

√
1− s2C

(
τs;B2

1

)
g(x) ds,

∥∥j1(τ,B2
1

)∥∥ 6 1,

и оценка нормы

‖C(t;B)‖ 6 1 +
t

2k1
sh(k1t) = h1(t), t ∈ R+. (17)

С косинус оператор-функцией (16) связана [7, § 1.4] синус оператор-функция:

S(τ ;B)g(x) =

∫ τ

0
C(s;B)g(x)ds, g(x) ∈ C(R), (18)

и линейное многообразие

C1(R) = {g(x) ∈ C(R) | C(τ ;B)g(x) ∈ C(1)(R,C(R))},

т.е. подмножество C1(R) ⊂ C(R) состоит из тех функций из C(R), для которых функция
C(τ ;B)g(x) : R → C(R) является непрерывно дифференцируемой функцией переменной τ .
Очевидно, что D(B) ⊂ C1(R).

Из соотношений (17) и (18) выводим оценку нормы синус оператор-функции:

‖S(t;B)‖ 6 t+
t

2k21
ch(k1t) = h2(t), t ∈ R+. (19)

Задача Коши (14), (15) равномерно корректна (см. [7, § 1.4]) только тогда, когда
оператор B является производящим оператором сильно непрерывной косинус оператор-
функции C(τ ;B), τ ∈ R, при этом классическое решение абстрактной задачи Коши (14), (15)
даётся формулой

W (t) = C(t;B)W0 + S(t;B)W1, t ∈ R+,

для любых W0 ∈ D(B) и W1 ∈ C1(R).
Теперь, производя обратные замены (8) и (12), находим решение задачи Коши для урав-

нения (6):

u(t, x) = U(− t
2

;A1)

{
C(t;B)ϕ(x) + S(t;B)

[
ψ(x) +

1

2
A1ϕ(x)

]}
. (20)

Таким образом, имеет место утверждение:

Лемма 1. Пусть начальные функции подчинены условиям ϕ(x) ∈ C(4)(R) и ψ(x) ∈
C(3)(R) , тогда задача Коши для линейного уравнения (6) равномерно корректна, классиче-
ское решение даётся формулой (20) и для него в пространстве C(R) при t ∈ R+ справедлива
оценка

sup
x∈R
|u(t, x)| 6 e|α−1|t

[
h1(t)sup

x∈R
|ϕ(x)| + h2(t)

(
sup
x∈R
|ψ(x)| + |α− 1|sup

x∈R
|ϕ(x)| +

1

2
sup
x∈R
|ϕ′(x)|

)]
в которой функции h1(t) и h2(t) из (17) и (19) соответственно.

Замечание 1. Классическое решение W (t) абстрактной задачи Коши (14), (15) при-
надлежит C(2)(R+, C(R)) и для него BW (t) ∈ C(R+, C(R)), поэтому решение u(t, x) =

(I − ∂2x)
−1
U(−t/2;A1)w(t, x) уравнения (6) принадлежит C2,4(R+,R).
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3. ЛОКАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ (4)

Подействуем на обе части уравнения (4) линейным ограниченным оператором (I − ∂2x)
−1,

тогда получим эквивалентное (4) нелинейное интегро-дифференциальное уравнение

vtt +A1vt +A2v = [(I − ∂2x)
−1 − I]f(v), (21)

в котором операторные коэффициенты A1 и A2 такие же, как и в уравнении (9).
Уравнение (21) в результате замены v(t, x) = U(−t/2;A1)w(t, x) примет вид

U(−t/2;A1)[wtt(t, x)−Bw(t, x)] =
[(
I − ∂2x

)−1 − I]f(U(−t/2;A1)w(t, x)),

но U(t;A1) — группа и, значит, действуя на обе части последнего уравнения оператором
U(t/2;A1) = U−1(−t/2;A1), получим в пространстве C(R) абстрактное полулинейное урав-
нение

Wtt = BW + F (t, U(−t/2;A1)W ), (22)

здесь оператор B такой же, как и в уравнении (13), а F (t, ·) — нелинейный оператор

F (t, g(x)) = [(I − ∂2x)
−1 − I]U(t/2;A1)f(g(x)),

где f(·) — оператор суперпозиции: f(g) = f(g(x)), g(x) ∈ C(R).
Используя неравенство (10), выводим оценку нормы в пространстве C[R] оператора F

при t ∈ R+

‖F (t, g)‖C 6 2e|α−1|t|f(‖g‖C)|. (23)

Для уравнения (22) рассмотрим абстрактную задачу Коши записав начальные условия в
виде

W |t=0 = W ′0, Wt|t=0 = W ′1, (24)

где W ′0 = (w0(x))′ и W ′1 = (w1(x))′ — элементы пространства C(R).
Из непрерывной дифференцируемости оператора суперпозиции f(·) в пространстве непре-

рывных функций (см. [8, гл. 5, § 20.1]) и ограниченности линейных операторов (I − ∂2x)
−1 и

U(τ/2;A1), τ ∈ R, следует непрерывная дифференцируемость по Фреше оператора F (t, ·) в
пространстве C(R) и, значит, найдётся промежуток [0, t0), в котором абстрактная задача Ко-
ши (22), (24) для любыхW ′0 ∈ D(B) иW ′1 ∈ C1(R) имеет (см. [9, § 3]) единственное классическое
решение W = W (t), которое удовлетворяет абстрактному интегральному уравнению

W (t) = C(t;B)W ′0 + S(t;B)W ′1 +

t∫
0

S(t− s;B)F (s, U(−s/2;A1)W (s)) ds. (25)

Оценивая норму левой части равенства (25) через норму правой и применяя неравен-
ства (17), (19) и (23), имеем

‖W (t)‖C 6 h1(t)‖W
′
0‖C + h2(t)‖W ′1‖C + 2

t∫
0

h2(t− s)e|α−1|s|f(‖U(−s/2;A1)W (s)‖C)| ds. (26)

Из неравенства (26), используя оценки (10), (3) и

|f(‖U(−s/2;A1)W (s)‖C)| 6 |f(e|α−1|s‖W (s)‖C)| 6 χ(e|α−1|s)|f(‖W (s)‖C)|,
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обозначая
h3(t) = h1(t)‖W ′0‖C + h2(t)‖W ′1‖C и h4(t) = 2e|α−1|tχ(e|α−1|t)

и применяя очевидное неравенство h2(t− s) 6 h2(t), s ∈ [0, t], получаем интегральное неравен-
ство

‖W (t)‖C 6 h3(t) + h2(t)

∫ t

0
h4(s)|f(‖W (s)‖C)|ds.

Откуда выводим [6] оценку нормы классического решенияW (t) абстрактной задачи Коши (22),
(24) на отрезке t ∈ [0, t1]:

‖W (t)‖C = sup
x∈R
|w(t, x)| 6 h3(t)Ω−1(Ω(1) + h2(t)h5(t)) = h6(t),

в которой мажоранта h6(t) определяется функциями

Ω(ξ) =

ξ∫
ξ0

ds

|f(s)|
, ξ > ξ0 > 0, h5(t) =

t∫
0

h4(s)
χ(h3(s))

h3(s)
ds,

здесь Ω−1(·) — функция обратная к Ω(·), а временной отрезок [0, t1] ⊂ [0, t0) определяется
теми значениями t, для которых значения функции Ω(1) + h2(t)h5(t) принадлежат области
существования обратной функции Ω−1(·): Ω(1) + h2(t)h5(t) ∈ Dom(Ω−1).

Таким образом, имеет место
Теорема 1. Пусть нелинейность уравнения (1) — функция f(·) удовлетворяет условию

(3), а начальные функции ϕ(x) ∈ C(5)(R) и ψ(x) ∈ C(4)(R), тогда на отрезке t ∈ [0, t1] су-
ществует единственное классическое решение v(t, x) = ux(t, x) = U(−t/2;A1)w(t, x), задачи
Коши (4), (5), для которого справедлива оценка нормы

sup
x∈R
|v(t, x)| = sup

x∈R
|ux(t, x)| 6 e|α−1|tsup

x∈R
|w(t, x)| 6 e|α−1|th6(t) = h7(t). (27)

4. СВЯЗЬ МЕЖДУ РЕШЕНИЯМИ УРАВНЕНИЙ (1) И (4)
Предположим, что классическое решение v = v(t, x) = ux(t, x) вспомогательной зада-

чи Коши (4), (5), его частные производные vtt(t, x), vttxx(t, x), vtxxx(t, x), vxxxx(t, x), vtx(t, x)
vxx(t, x) и функции v2x(t, x) · f ′′(v(t, x)) и vxx(t, x) · f ′(v(t, x)) для всех значений временной
переменной t ∈ [0, t1] по переменной x принадлежат пересечению пространства C(R) с про-
странством L1(R) функций g(x) абсолютно суммируемых на R, т. е.

∫ +∞
−∞ |g(x)|dx < ∞. Все

эти требования выполнены если на временном отрезке t ∈ [0, t1] справедливы условия

ux, uttx, uttxxx, utxxxx, uxxxxx, utxx, uxxx, u
2
xxf
′′(ux), uxxxf

′(ux) ∈ C(R) ∩ L1(R). (28)

Заметим, что из принадлежности g(x) ∈ C(R) ∩ L1(R), т. е. из сходимости интеграла
+∞∫
−∞
|g(x)| dx < ∞ и существования пределов limx→±∞ g(x) следует (см. [10, гл. 2, § 29.1]), что

эти пределы равны нулю: limx→±∞ g(x) = 0.
Лемма 2. Из существования локального классического решения v = v(t, x), t ∈ [0, t1],

задачи Коши (4), (5) следует существование соответствующего решения

u = u(t, x) = lim
x0→−∞

x∫
x0

us(t, s) ds =

x∫
−∞

v(t, s) ds (29)

задачи Коши (1), (2) на том же временном отрезке [0, t1], при выполнении условий (28) и
предельных соотношений

utt, uttxx, utxxx, uxxxx, utx, uxx, u→ 0 при x→ −∞, t ∈ [0, t1]. (30)



Разрушение решения уравнения колебаний стержня с учётом движущейся нагрузки 119

Доказательство. Пусть v = v(t, x) = ux(t, x) — классическое решение уравнения (4),
t ∈ [0, t1], тогда, используя предельные соотношения (30), имеем

x∫
−∞

∂2sf(v(t, s)) ds =

x∫
−∞

[u2ss(t, s)f
′′(us(t, s)) + usss(t, s)f

′(us(t, s))] ds

= uxx(t, x)f ′(ux(t, x))− lim
x0→−∞

uxx(t, x0)f
′(ux(t, x0)) = uxx(t, x)f ′(ux(t, x)).

Теперь, подставляя функцию (29) в уравнение (1) и используя вышеприведённое представ-
ление, получаем тождественное равенство на отрезке [0, t1], откуда следует, что функция (29)
является решением уравнения (1). �

5. РАЗРУШЕНИЕ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ (1), (2)

В дальнейших рассмотрениях предполагается, что классические решение u = u(t, x),
(t, x) ∈ [0, t1]×R, задачи Коши (1), (2) принадлежит вместе с частными производными входя-
щими в уравнение (1) пересечению пространства C[R] с пространством L2(R) функций с ин-

тегрируемым квадратом, т. е.
+∞∫
−∞
|g(x)|2 dx < ∞. Все эти требования выполнены если на вре-

менном отрезке t ∈ [0, t1] справедливы условия

∂nt ∂
m
x u(t, x) ∈ C(R) ∩ L2(R), n+m 6 4, n = 0, 2, m = 0, 4, (31)

Отметим, что из условий (31) следуют предельные соотношения

lim
x→±∞

∂nt ∂
m
x u(t, x) = 0, n+m 6 4, n = 0, 2, m = 0, 4, t ∈ [0, t1]. (32)

Напомним, что скалярное произведение (ϕ,ψ) и норма ‖ϕ‖2 в L2(R) определяются фор-
мулами

(ϕ,ψ) =

+∞∫
−∞

ϕ(x)ψ(x) dx, ‖ϕ‖22 =

+∞∫
−∞

|ϕ(x)|2 dx

соответственно.
На временном отрезке t ∈ [0, t1] существования классического решения u = u(t, x) задачи

Коши (1), (2) введём в рассмотрение функционал

y(t) = (u, u) + (ux, ux) =

+∞∫
−∞

(u2 + u2x) dx = ‖u‖2W 1
2
, t ∈ [0, t1], (33)

где ‖u‖2W 1
2
— норма в пространстве Соболева W 1

2 (R) состоящем из функций из L2(R) обобщён-
ная производная которых также принадлежит L2(R).

Применяя к значению производной y′(t) = 2((u, ut)+(ux, utx)) функционала (33) неравен-
ство Коши — Буняковского и обозначая через

z(t) = (ut, ut) + (utx, utx) =

+∞∫
−∞

(u2t + u2tx) dx = ‖ut‖2W 1
2
, t ∈ [0, t1], (34)

ещё один функционал, связанный с уравнением (1), выводим вспомогательную оценку

(y′(t))
2 6 4y(t)z(t). (35)
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Найдём достаточные условия разрушения решения задачи Коши (1), (2), понимая под
этим условия возникновения разрыва второго рода для функционала y(t) на отрезке [0, t2] ⊆
[0, t1], который выбираем так, чтобы на нем выполнялись неравенства y(t) > 0 и y′(t) > 0
вытекающие из соответствующих начальных условий y(0) = ‖ϕ‖22 + ‖ϕ′‖22 > 0 и y′(0)/2 =
(ϕ,ψ) + (ϕ′, ψ′) > 0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (31), требования леммы 2 и теоремы 1 и пусть
параметры α, β, γ, начальные функции ϕ(x), ψ(x) и нелинейность f(·) обеспечивают выпол-
нение условий

sf(s) 6 q0Φ(s), для всех s ∈ R, где Φ(s) =

s∫
0

f(r) dr, причём Φ(ϕ′(x)) ∈ L1(R),

‖ϕ‖2W 1
2
> 0, (ϕ,ψ) + (ϕ′, ψ′) > 0,

‖ψ‖2W 1
2

+ ‖ϕ′′‖22 + γ‖ϕ‖22 > β‖ϕ
′‖22 − 2

+∞∫
−∞

Φ(ϕ′(x)) dx,

[(ϕ,ψ) + (ϕ′, ψ′)]
2
>

(
k6 + α

q0 − α− 3
‖ϕ‖2W 1

2
+

q0E0

q0 − α− 1

)
‖ϕ‖2W 1

2
,

тогда классическое решение задачи Коши (1), (2) разрушается за время T∞, для которого
имеет место оценка сверху:

T∞ 6
1

k7‖ϕ‖(q0−α−3)/2W 1
2

,

причём для функционала y(t) = ‖u(t, ·)‖2W 1
2
справедлива оценка снизу

y(t) >
1

(‖ϕ‖(3+α−q0)/2
W 1

2
− k7t)

4/(q0−α−3)
,

и предельное равенство
lim
t↑T∞

y(t) = +∞.

Замечание 2. Фигурирующие в формулировке теоремы постоянные q0, kj , E0 опреде-
ляются в ходе доказательства теоремы и зависят от параметров α, β, γ, начальных функций
ϕ(x), ψ(x) и нелинейности f(·).

Доказательство. Вычислим производную второго порядка функционала (33) и выразим
её значение через функционал (34):

1

2
y′′(t) + (uxx, utt)− (u, utt) = z(t). (36)

Умножим обе части уравнения (1) на функцию u = u(t, x) и проинтегрируем полученное
равенство по переменной x от−∞ до +∞, тогда, применяя формулу интегрирования по частям
и учитывая предельные соотношения (32), т. е. равенство нулю внеинтегральных слагаемых
при x→ ±∞, получим

(uxx, utt)− (u, utt) = ‖uxx‖22 − β‖ux‖
2
2 + γ‖u‖22 +

+∞∫
−∞

uxf(ux) dx− (uxx, utx)− α(ux, ut). (37)
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Аналогично, умножая обе части уравнения (1) на ut = ut(t, x) и обозначая через Φ(·) –

функционал, определяемый нелинейностью f(·) формулой Φ(s) =
s∫
0

f(r) dr, с учётом равенств

(utx, utxx) =
1

2

+∞∫
−∞

∂x(u2tx) dx =
1

2
u2tx

∣∣∣∣+∞
−∞

= 0,

(ut, utx) =
1

2

+∞∫
−∞

∂x(u2t ) dx =
1

2
u2t

∣∣∣∣+∞
−∞

= 0,

имеем

d

dt

(
‖ut‖22 + ‖uxx‖22 + ‖utx‖22 − β‖ux‖

2
2 + γ‖u‖22 + 2

+∞∫
−∞

Φ(ux) dx

)
= 0. (38)

Введём в рассмотрение ещё один функционал E(·), связанный с уравнением (1):

E(t) = z(t) + ‖uxx‖22 − β‖ux‖
2
2 + γ‖u‖22 + 2

+∞∫
−∞

Φ(ux) dx.

Из равенства (38) следует, что производная функционала E(t) равна нулю, следовательно,
E(t) не зависит от времени и поэтому справедливо равенство

E(t) = E(0) = E0, (39)

в котором начальное значение E0 определяется формулой

E0 = ‖ψ‖2W 1
2

+ ‖ϕ′′‖22 − β‖ϕ
′‖22 + γ‖ϕ‖22 + 2

+∞∫
−∞

Φ(ϕ′(x)) dx

и постулируется неотрицательным: E0 > 0.
Используя представление уравнения (1) в эквивалентном виде

utt = (I − ∂2x)
−1
uxxf

′(ux)−A1ut −A2u, (40)

которое получено действием на обе части уравнения (1) линейным ограниченным оператором
(I − ∂2x)

−1, выведем оценку квадрата нормы частной производной utt. С этой целью получим
вспомогательные оценки. Применяя неравенства (3), (27), ‖u‖22 6 y(t) и ‖utx‖22 6 z(t), имеем

‖uxxf ′(ux)‖22 =

+∞∫
−∞

(f ′(ux))
2
u2xx dx

6
(
f ′
(
sup
x∈R
|ux|

))2‖uxx‖226 (f ′(h7(t)))2‖uxx‖22 = h28(t)‖uxx‖
2
2, (*)

где h8(t) = |f ′(h7(t))| – непрерывная функция на отрезке [0, t1];

‖A1ut‖22 6 (‖utx‖2 + 2|α− 1|‖u‖2)
2 6 2

(
‖utx‖22 + 4(α− 1)2‖u‖22

)
6 2(z(t) + 4(α− 1)2y(t)); (**)
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‖A2u‖22 6 (‖uxx‖2 + (β + 1)‖u‖2 + (β + γ + 1)‖u‖2)
2

6 2
(
‖uxx‖22 + (2β + γ + 2)2‖u‖22

)
6 2
(
‖uxx‖22 + (2β + γ + 2)2y(t)

)
. (***)

Оценивая нормы обеих частей уравнения (40) и применяя выше полученные вспомогательные
оценки (*)–(***), рассмотрим цепочку соотношений

‖utt‖22 6
(
‖I − ∂2x‖‖uxxf ′(ux)‖2 + ‖A1ut‖2 + ‖A2u‖2

)2
6 3
(
h28(t)‖uxx‖

2
2 + 2(z(t) + 4(α− 1)2y(t)) + 2

(
‖uxx‖22 + (2β + γ + 2)2y(t)

))
= 6z(t) + 6

(
4(α− 1)2 + (2β + γ + 2)2

)
y(t) + 3

(
2 + h28(t)

)
‖uxx‖22.

Таким образом получаем оценку

‖utt‖22 6 6z(t) + k2y(t) + k4‖uxx‖22, t ∈ [0, t2], (41)

где k2 = 6(4(α− 1)2 + (2β + γ + 2)2), k3 = maxt∈[0,t1] h
2
8(t) и k4 = 3(2 + k3).

Предположим, что выполняется условие

sf(s) 6 qΦ(s) для любого s ∈ R, (42)

где q > 2 – пока неопределённое достаточно большое положительное число.
Сравнивая равенства (37) и (39) и применяя условие (42), получим неравенство

qz(t) + (q − 2)‖uxx‖22 6 qE0 + (q − 2)(β‖ux‖22 − γ‖u‖
2
2)

+ 2(u, utt)− 2(uxx, utx)− 2α(ux, ut)− 2(uxx, utt). (43)

Учитывая, что ‖ux‖22 6 y(t) и применяя неравенство (41) и следующие оценки:

2(u, utt) 6 ‖u‖22 + ‖utt‖22 6 6z(t) + (1 + k2)y(t) + k4‖uxx‖22,
2(uxx, utx) 6 ‖uxx‖22 + ‖utx‖22 6 z(t) + ‖uxx‖22,

2(ux, ut) 6 ‖ux‖22 + ‖ut‖22 6 y(t) + z(t),

2(uxx, utt) 6 ‖uxx‖22 + ‖utt‖22 6 6z(t) + k2y(t) + (1 + k4)‖uxx‖22,

увеличим правую часть неравенства (43):

(q − α− 13)z(t) + (q − 2k4 − 4)‖uxx‖22 6 qE0 + [(q − 2)(β + γ) + 2k2 + α+ 1]y(t). (44)

Полагая одновременное выполнение неравенств q − α − 13 > 1 и q − 2k4 − 4 > 1, а для
этого достаточно, чтобы параметр q удовлетворял условию

q = q0 > max{α+ 14; 6k3 + 17}, (45)

и уменьшая левую часть неравенства (44), получим неравенство

z(t) + ‖uxx‖22 6 qE0 + k5y(t), (46)

где k5 = (q − 2)(β + γ) + 2k2 + α+ 1.
Из неравенства (46) выводим оценки

‖uxx‖22, z(t) 6 qE0 + k5y(t), t ∈ [0, t2]. (47)
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Подставляя значение левой части равенства (37) в формулу (36), получим

+∞∫
−∞

uxf(ux) dx = z(t)− 1

2
y′′(t) + β‖ux‖22 − γ‖u‖

2
2 − ‖uxx‖

2
2 + (uxx, utx) + α(ux, ut). (48)

Сравнивая равенство (48) с соотношением, вытекающим из равенства (39):

2

+∞∫
−∞

Φ(ux) dx = E0 − z(t)− ‖uxx‖22 + β‖ux‖22 − γ‖u‖
2
2,

и учитывая неравенство (42), в котором полагаем q = q0, получим

(q0 + 2)z(t) + (q0 − 2)‖uxx‖22 6 q0E0 + y′′(t) + (q0 − 2)
(
β‖ux‖22 − γ‖u‖

2
2

)
+ ‖uxx‖22 + ‖utx‖22 + α

(
‖ut‖22 + ‖ux‖22

)
. (49)

Учитывая то, что q0 > 3, и применяя оценки (47), уменьшим левую и увеличим правую части
неравенства (49), в результате получим

y′′(t) + (k6 + α)y(t) + q0E0 > (q0 − α+ 1)z(t), (50)

где k6 = (q0 − 2) max{β, γ}.
Теперь, используя оценку (35), уменьшим правую часть неравенства (50), в итоге получим

y(t)y′′(t)− q0 − α+ 1

4
(y′(t))

2
+ q0E0y(t) + (k6 + α)y2(t) > 0, t ∈ [0, t2]. (51)

В силу выбора (45) значения параметра q0 коэффициент в неравенстве (51) при квадрате
производной функционала y(t) будет больше единицы.

Сравнивая неравенство (51) с одним из основных обыкновенных дифференциальных нера-
венств, подробно исследованных в монографии [11, Приложение, § 2, (2.38)] заключаем, что
если выполнены начальные условия

(y′(0))
2
> 4

(
k6 + α

q0 − α− 3
y(0) +

q0E0

q0 − α− 1

)
y(0),

тогда время T∞ существования решения задачи Коши (1), (2) не может быть сколь угодно
большим, а именно имеет место оценка сверху:

T∞ 6 k
−1
7 (y(0))(3+α−q0)/4,

где

k27 =
(q0 − α− 3)2

16
(y(0))−(q0−α+1)/2((y′(0))

2 − 4(k6 + α)

q0 − α− 3
y2(0)− 4q0E0

q0 − α− 1
y(0)),

причём для функционала y(t) справедлива оценка снизу:

y(t) >
(

(y(0))(3+α−q0)/4 − k7t
)4/(3+α−q0)

. (52)

Из оценки (52) следует, что классическое решение задачи Коши (1), (2) разрушается за
конечное время: limt↑T∞ y(t) = +∞. �
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