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Рассматривается неоднородная краевая задача для стационарной модели тепломассопе-
реноса с переменными коэффициентами в случае, когда главные коэффициенты вязко-
сти, теплопроводности и диффузии, а также младшие коэффициенты зависят от двух
диффузионных компонент: температуры среды и концентрации растворённого вещества.
Для исследования указанной краевой задачи разрабатывается математический аппарат,
основанный на вариационном подходе с использованием теоремы Шаудера о неподвиж-
ной точке и теоремы Лебега о мажорантной сходимости. На основе разработанного аппа-
рата доказывается глобальная разрешимость рассматриваемой краевой задачи в слабой
постановке и устанавливаются достаточные условия на исходные данные задачи, обес-
печивающие локальную единственность слабого решения, обладающего дополнительным
свойством гладкости для диффузионных компонент.

Ключевые слова: уравнения Навье — Стокса — Буссинеска, неоднородные краевые усло-
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ВВЕДЕНИЕ

В 30-е годы прошлого века после выхода фундаментальных работ Лере [1, 2] возникло но-
вое научное направление, которое сейчас принято называть математической гидродинамикой.
Оно сосредоточено на исследовании качественных свойств решений уравнений гидродинами-
ки, таких как существование и единственность решений краевых задач, устойчивость и регу-
лярность решений, поведение решений при больших временах, а также ряда других свойств
с использованием методов нелинейного функционального анализа. К началу XXI века в этом
направлении появилось большое количество исследований и было опубликовано несколько от-
личных монографий (см., например, [3, 4, 5]).

Начиная с 60-х годов прошлого века, идеи нелинейного функционального анализа стали
проникать в изучение качественных свойств решений уравнений тепломассопереноса. После
опубликования статьи [6] в математической теории тепломассопереноса (ТМП) стало разви-
ваться направление, связанное с изучением качественных свойств решений уравнений ТМП
с переменными коэффициентами, зависящими от температуры и/или от концентрации веще-
ства. Отметим среди них статьи [7, 8, 9], посвящённые изучению разрешимости краевых задач
для однодиффузионных нестационарных и стационарных моделей теплопереноса.
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В XXI веке это направление продолжало интенсивно развиваться, а опубликованные ра-
боты можно разделить на три группы. Первую группу составляют исследования, посвящён-
ные анализу разрешимости начально-краевых задач для однодиффузионных нестационарных
уравнений теплопереноса с использованием приближения Буссинеска. В эту группу входят
статьи [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. Вторую группу составляют работы [18, 19, 20, 21, 22],
посвящённые изучению краевых задач для однодиффузионных стационарных моделей ТМП.
Третья группа содержит работы [23, 24, 25], посвящённые исследованию разрешимости крае-
вых задач для двухдиффузионных моделей ТМП с постоянными коэффициентами, и недавно
вышедшие работы [26, 27], посвящённые исследованию разрешимости краевых задач для двух-
диффузионных моделей ТМП с переменными коэффициентами в некоторых частных случаях.

Настоящая статья, продолжая развивать направление исследований, инициированное в
предыдущих работах [20, 26, 27], направлена на разработку математического аппарата ис-
следования разрешимости неоднородных краевых задач для стационарных моделей ТМП с
переменными старшими и младшими коэффициентами, зависящими от двух диффузионных
компонент – температуры и концентрации. Как и в предыдущих работах [24, 26, 27], наш
аппарат будет основан на сведении доказательства разрешимости рассматриваемой краевой
задачи к задаче доказательства существования неподвижной точки специально сконструиро-
ванного оператора F с помощью теоремы Шаудера о неподвижной точке. Разумеется, нали-
чие нескольких переменных коэффициентов в исследуемой модели и неоднородных граничных
условий Дирихле для диффузионных компонент существенно усложняет структуру упомяну-
того оператора F . Следствием этого, как будет показано ниже, является возникновение двух
возможных сценариев при построении ограниченного выпуклого замкнутого множества K,
используемого для применения теоремы Шаудера. Ниже мы приведём простую формулу (81),
описывающую указанные два сценария, построим явные формулы для искомого множества K
для этих двух сценариев, и для каждого сценария докажем глобальную разрешимость рас-
сматриваемой краевой задачи. Поэтому главная теорема разрешимости (теорема 1) содержит
два типа оценок искомого решения, которые являются разными для разных сценариев.

1. ПОСТАНОВКА ОСНОВНОЙ ЗАДАЧИ

Пусть Ω — ограниченная область в R3 с липшицевой границей Γ, состоящей из двух ча-
стей ΓD и ΓN . В данной работе рассматривается следующая неоднородная краевая задача для
обобщённой модели Буссинеска тепломассопереноса с переменными коэффициентами, описы-
вающая движение бинарной теплопроводящей жидкости:

−div(ν(T,C)∇u) + (u · ∇)u +∇p = f − [b1(T )T − b2(C)C]G, divu = 0 в Ω, (1)

−div(k(T,C)∇T ) + (u · ∇)T = f в Ω, (2)

−div(λ(T,C)∇C) + (u · ∇)C + γ(T,C)C = f c в Ω, (3)

u = g на Γ, T = ψ на ΓD, C = ϕ на Γ, k(T,C)
∂T

∂n
+ α(T )T = χ на ΓN . (4)

Здесь u — вектор скорости, T – температура среды, C — концентрация растворённого ве-
щества, которое вместе с основной жидкостью образует бинарную смесь, p = P/ρ0, где P —
давление, а ρ0 = const — плотность жидкости, ν = ν(T,C) — коэффициент кинематической
вязкости, k = k(T,C) — коэффициент теплопроводности, λ = λ(T,C) — коэффициент диффу-
зии, γ = γ(T,C) — коэффициент распада, характеризующий скорость растворения вещества
вследствие химических реакций с основной жидкостью, α = α(T ) — коэффициент граничного
теплообмена, G = −(0, 0, G) — вектор ускорения свободного падения, b1(T ) (или b2(C)) — ко-
эффициент теплового (или концентрационного) расширения, зависящий от T или C, при этом
слагаемые b1(T )TG или b2(C)CG описывают соответствующие силы плавучести, возникающие
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вследствие тепловых или концентрационных эффектов, f — плотность гидродинамических ис-
точников, f (или f c) — плотность источников тепла (или массы). Ниже мы будем называть
задачу (1)–(4) с заданными функциями ν(T,C), k(T,C), λ(T,C), γ(T,C), α(T ), b1(T ), b2(C),
f , f , f c, g, ψ, ϕ и χ задачей 1. Подробности вывода модели (1), (2), (3), а также граничных
условий (4) читатель может найти в [28, разд. 54 и 55] и [29].

В частном случае, когда α = 0, граничное условие Робена для T на ΓN сводится к нелиней-
ному условию Неймана k(T,C)∂T/∂n = χ на ΓN , которое соответствует заданию нормального
теплового потока k(T,C)∂T/∂n на ΓN . В другом частном случае, когда ΓN = ∅ и ΓD = Γ, зада-
ча (1)–(4) сводится к неоднородной задаче Дирихле для системы (1)–(3). Мы подчеркнём, что
использование неоднородных граничных условий в (4) позволяет применить разработанную
ниже теорию для изучения физически интересных задач, касающихся течений бинарных теп-
лопроводящих жидкостей в различных типах трёхмерных каналов. Типичный пример таких
течений жидкостей проиллюстрирован на рисунке, где показана возможная ситуация течения
жидкости в цилиндрическом канале с двумя препятствиями.

Типичный пример области Ω, имеющей форму канала с двумя препятствиями,
где необходимо задавать неоднородные граничные условия как для скорости,

так и для диффузионных компонент на входе Γin и выходе Γout

2. ОСНОВНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Ниже мы будем широко использовать пространства Lr(D) для 1 6 r 6∞ и пространства
Соболева Hs(D), s ∈ R. Здесь D обозначает либо область Ω, либо границу Γ, либо часть Γ0

границы Γ. Соответствующие пространства вектор-функций будут обозначаться через Lr(D) и
Hs(D). Мы обозначаем через (·, ·)s,Ω, ‖ ·‖s,Ω или | · |s,Ω соответственно скалярное произведение,
норму или полунорму в Hs(Ω). Скалярные произведения и нормы в L2(Ω) обозначаются через
(·, ·) и ‖ · ‖Ω. X∗ обозначает двойственное пространство гильбертова пространства X, а двой-
ственность между X и X∗ записывается как 〈·, ·〉X∗×X или просто как 〈·, ·〉. Как и в [25, 26, 27],
мы будем использовать следующие функциональные пространства:

L2
0(Ω) = {h ∈ L2(Ω) | (h, 1) = 0}, C = H1

0 (Ω) ≡ {h ∈ H1(Ω) | h|Γ = 0},

T = {h ∈ H1(Ω) | h|ΓD
= 0}, H1

0(Ω) = H1
0 (Ω)3, V = {v ∈ H1

0(Ω) | divv = 0 в Ω}.

Отметим, что каждое из пространств C = H1
0 (Ω), T или H1(Ω) является гильбертовым

относительно нормы ‖ · ‖1,Ω, которая в силу неравенства Фридрихса — Пуанкаре (см. [30])

‖ϕ‖1,Ω 6 cP |ϕ|1,Ω для любой ϕ ∈ T (или ϕ ∈ C), cP = const > 1, (5)

эквивалентна полунорме |·|1,Ω для функций C ∈ C или T ∈ T . Для функции T ∈ T неравенство
(5) выполняется, конечно, когда meas ΓD > 0, (см. предположение 2.1 ниже). Ключевую роль



8 Г. В. Алексеев, Ю. Э. Рогозина

ниже при исследовании разрешимости задачи 1 будут играть произведения пространств X =
H1

0(Ω)× T × C и W = V × T × C ⊂ X, наделённые нормой

‖x‖2X = ‖u‖21,Ω + ‖T‖21,Ω + ‖C‖21,Ω для любого x ≡ (u, T, C) ∈ X (или (u, T, C) ∈W ), (6)

а также двойственное пространство X∗ = H−1(Ω)× T ∗ × C∗ к пространству X.

Введём следующие предположения относительно исходных данных задачи 1:
2.1. Ω – ограниченная область в R3 с границей Γ ∈ C0,1, состоящей из N связных компо-

нент Γ(j), j = 1, 2, . . . , N ; открытые подмножества ΓD и ΓN границы Γ удовлетворяют услови-
ям: Γ = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅ и meas ΓD > 0.

2.2. f ∈ H−1(Ω), f ∈ T ∗, f c ∈ C∗, ψ ∈ H1/2(ΓD), ϕ ∈ H1/2(Γ), χ ∈ L2(ΓN ).
2.3. g ∈ H1/2(Γ), g · n|ΓN

> 0, и, кроме того, (g,n)Γ(j) = 0, j = 1, 2, . . . , N .
2.4. ν(·, ·) ∈ C0(R2), k(·, ·) ∈ C0(R2), λ(·, ·) ∈ C0(R2), γ(·, ·) ∈ C0(R2), и существуют

положительные константы νmin, νmax, kmin, kmax, λmin, λmax, γmin и γmax такие, что

νmin 6 ν(t, s) 6 νmax, kmin 6 k(t, s) 6 kmax,

λmin 6 λ(t, s) 6 λmax, 0 6 γ(t, s) 6 γmax для любых (t, s) ∈ R2.
(7)

2.5. bi(·) ∈ C0(R1), i = 1, 2, и существуют положительные константы b0i такие, что

|bi(t)| 6 b0i для любого t ∈ R1, i = 1, 2. (8)

2.6. α(·) ∈ C0(R1) и существует положительная константа αmax такая, что

0 6 α(t) 6 αmax для любого t ∈ R1. (9)

Следствием предположения 2.5 для bi(·) является следующее важное свойство для су-
перпозиции bi(ϕ) ≡ bi(ϕ)G, где ϕ ∈ H1(Ω) – произвольная функция: вектор-функция
bi(ϕ) ≡ bi(ϕ)G принадлежит L∞(Ω) и удовлетворяет оценке

‖bi(ϕ)‖L∞(Ω) 6 βi ≡ b0i |G| для любой ϕ ∈ H1(Ω). (10)

Аналогично, в качестве следствий предположений 2.4 и 2.6 мы получаем следующие важные
свойства суперпозиций γ(T,C) и α(T ), где T ∈ H1(Ω) и C ∈ H1(Ω) – произвольные функции:

‖γ(T,C)‖L∞(Ω) 6 γmax для любых T,C ∈ H1(Ω), (11)

‖α(T )‖L∞(ΓN ) 6 αmax для любой T ∈ H1(Ω). (12)

Ниже мы будем использовать неравенство Гёльдера для трёх скалярных функций

|(au, v)| 6 ‖a‖L∞(Ω)‖u‖Ω‖v‖Ω для любых a ∈ L∞(Ω), u, v ∈ L2(Ω), (13)

и следующие неравенства:

‖ϕ‖Ls(Ω) 6 cs‖ϕ‖1,Ω для любой ϕ ∈ H1(Ω), 1 6 s 6 6, (14)

‖v‖Ls(Ω) 6 cs‖v‖1,Ω для любого v ∈ H1(Ω), 1 6 s 6 6. (15)

Здесь cs – константа, зависящая от Ω и от s ∈ [1, 6]. Отметим, что неравенства (14), (15) следу-
ют из теоремы вложения Соболева, которая утверждает, что пространство H1(Ω) непрерывно
вложено в Ls(Ω) для s 6 6 и компактно вложено, если s < 6.

Рассмотрим последовательности {Tn} ∈ H1(Ω) и {Cn} ∈ H1(Ω) такие, что Tn → T ∈
H1(Ω) и Cn → C ∈ H1(Ω) п.в. в Ω при n → ∞. Из предположений 2.4 и 2.5 следует, что
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последовательности {k(Tn, Cn)} и {b1(Tn)} ограничены в том смысле, что |k(Tn, Cn)| 6 kmax,
|b1(Tn)| 6 β1 п.в. в Ω, и, кроме того, k(Tn, Cn)→ k(T,C), b1(Tn)→ b1(T ) п.в. в Ω при n→∞.
Таким образом, мы находимся в условиях теоремы Лебега о мажорантной сходимости [31],
которая даёт, например, для разности k(Tn, Cn)− k(T,C) следующее свойство:∫

Ω
[k(Tn, Cn)− k(T,C)]f dx→ 0 при n→∞ для любой f ∈ L1(Ω). (16)

Замечание 1. Аналогичный результат имеет место для последовательностей λ(Tn, Cn),
ν(Tn, Cn), γ(Tn, Cn), b1(Tn), b2(Cn) и α(Tn) при n→∞.

Ниже мы будем использовать ряд свойств билинейных и трилинейных форм, связанных с
линейными и нелинейными слагаемыми в (1)–(4). Эти формы будут использоваться в слабой
формулировке задачи 1 (которая будет введена в разделе 3).

Лемма 1. Пусть u0 ∈ H1(Ω) с divu0 = 0 – заданная функция, и пусть выполняются
предположения 2.1, 2.4–2.6. Тогда существуют положительные константы δ0, δ1, δ2, α0,
γ0, γ1, γ′1, γ2, γ′2, γ3 и β, зависящие от Ω, такие, что выполняются следующие соотношения:

|(k(η, µ)∇T,∇S)| 6 kmax‖T‖1,Ω‖S‖1,Ω для любых η, µ, T, S ∈ H1(Ω), (17)

(∇T,∇T ) > δ1‖T‖21,Ω, (k(η, µ)∇T,∇T ) > k∗‖T‖21,Ω для любых T ∈ T , η, µ ∈ H1(Ω), (18)

|(λ(η, µ)∇C,∇h)| 6 λmax‖C‖1,Ω‖h‖1,Ω для любых η, µ, C, h ∈ H1(Ω), (19)

(∇C,∇C) > δ2‖C‖21,Ω, (λ(η, µ)∇C,∇C) > λ∗‖C‖21,Ω для любых η, µ ∈ H1(Ω), C ∈ C, (20)

|(ν(η, µ)∇u,∇v)| 6 νmax‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых u,v ∈ H1(Ω), η, µ ∈ H1(Ω), (21)

(∇v,∇v)>δ0‖v‖21,Ω, (ν(η, µ)∇v,∇v)>ν∗‖v‖21,Ω для любых v ∈ H1
0(Ω), η, µ ∈ H1(Ω), (22)

|((w·∇)u,v)|6γ′1‖w‖L4(Ω)‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω
6 γ1‖w‖1,Ω‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых w,u,v ∈ H1(Ω), (23)

((u0 · ∇)v,w) = −((u0 · ∇)w,v), ((u0 · ∇)v,v) = 0 для любых v ∈ H1
0(Ω), w ∈ H1(Ω), (24)

sup
v∈H1

0(Ω),v 6=0

−(divv, p)/‖v‖1,Ω > β‖p‖Ω для любой p ∈ L2
0(Ω), (25)

|(u · ∇T, h)| 6 γ′2‖u‖L4(Ω)‖T‖1,Ω‖h‖1,Ω 6 γ2‖u‖1,Ω‖T‖1,Ω‖h‖1,Ω
для любых u ∈ H1(Ω), T ∈ H1(Ω), h ∈ T (или h ∈ C), (26)

|(w · ∇T, S)| 6 γ̃2‖w‖1,Ω‖T‖L4(Ω)‖S‖1,Ω
6 γ2‖w‖1,Ω‖T1‖1,Ω‖S‖1,Ω для любых w ∈ H1(Ω), T ∈ H1(Ω), S ∈ H1(Ω), (27)

(u0 · ∇S, S) = (1/2)(u0 · n, S2)ΓN
для любой S ∈ T , (u0 · ∇h, h) = 0 для любой h ∈ C, (28)

(w · ∇ϕ,ϕ) = 0 для любых w ∈ V , ϕ ∈ T (или ϕ ∈ C), (29)

|(χ, S)ΓN
| 6 γ3‖χ‖ΓN

‖S‖1,Ω для любых χ ∈ L2(ΓN ), S ∈ T , (30)

|(bi(η)ϕ,v)| 6 βi‖ϕ‖1,Ω‖v‖1,Ω для любых η, ϕ ∈ H1(Ω), v ∈ H1
0(Ω), i = 1, 2, (31)

|(γ(T,C)C, h)| 6 γ0‖C‖1,Ω‖h‖1,Ω для любых C, h ∈ H1(Ω), (32)

|(α(η)T, S)ΓN
| 6 α0‖T‖1,Ω‖S‖1,Ω для любых η, T, S ∈ H1(Ω). (33)
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Здесь δ1 = 1/c2
P , где константа cP определена в (5), γ0 = c̃γmax, α0 = c̃Γαmax, где c̃ и c̃Γ —

константы, зависящие от Ω, k∗ = δ1kmin, λ∗ = δ2λmin, ν∗ = δ0νmin, а νmin, νmax, kmin, kmax,
λmin, λmax, γmax и αmax — константы, определённые в 2.4 и 2.6.

Докажем, например, (32). Применяя неравенство Гёльдера (13), используя (11), (14) при
s = 2 и полагая c̃ = c2

2, выводим для любой пары C, h ∈ H1(Ω), что

|γ(T,C)C, h| 6 ‖γ(T,C)‖L∞(Ω)‖C‖Ω‖h‖Ω 6 γmaxc̃‖C‖1,Ω‖h‖1,Ω ≡ γ0‖C‖1,Ω‖h‖1,Ω.

Остальные утверждения доказываются по аналогичной схеме (см. также [25, 26, 30, 32, 33]).
Следует отметить, что наличие неоднородных граничных условий Дирихле для u, T и

C в (4) существенно усложняет доказательство разрешимости задачи 1. Чтобы упростить
анализ её разрешимости, мы будем использовать лифтинги, то есть специальные продолжения
граничных данных Дирихле внутрь области Ω, обладающие определёнными свойствами. В
случае задачи 1 существование лифтингов обеспечивается следующей леммой, доказательство
отдельных утверждений которой можно найти в [25, 33].

Лемма 2. Пусть выполняется предположение 2.1. Тогда:
1). Если граничный вектор g удовлетворяет 2.3, то для любого ε ∈ (0, 1] существует

функция (лифтинг скорости) uε ∈ H1(Ω) такая, что divuε = 0 в Ω, uε = g на Γ, и

‖uε‖1,Ω 6 cε‖g‖1/2,Γ, |(v · ∇)uε,v)| 6 ε‖g‖1/2,Γ‖v‖21,Ω для любого v ∈ V . (34)

Здесь cε – константа, зависящая от ε и Ω.
2). Существует семейство непрерывных неубывающих функций Mδ : R+ ≡ (0,∞) → R

с Mδ(0) = 0, зависящих от параметра δ ∈ (0, 1], а также от Ω, таких, что для любой не
тождественно нулевой функции ψ ∈ H1/2(ΓD) существует функция Tδ ∈ H1(Ω), удовлетво-
ряющая следующим условиям:

Tδ|ΓD
= ψ, ‖Tδ‖L4(Ω) 6 δ, ‖Tδ‖1,Ω 6M δ

ψ ≡Mδ(‖ψ‖1/2,ΓD
) для любой δ ∈ (0, 1]. (35)

Ниже мы будем называть функцию uε (или Tδ) лифтингом скорости (или лифтингом
температуры), а под лифтингом концентрации мы будем понимать функцию Cτ ∈ H1(Ω),
зависящую от параметра τ ∈ (0, 1] и от Ω, удовлетворяющую условиям

Cτ |Γ = ϕ, ‖Cτ‖L4(Ω) 6 τ, ‖Cτ‖1,Ω 6M τ
ϕ ≡Mτ (‖ϕ‖1/2,Γ) для любой τ ∈ (0, 1]. (36)

Существование лифтинга концентрации следует из утверждения 2 леммы 2, в котором нужно
сделать следующие переобозначения: ΓD → Γ, T → C, δ → τ , M δ

ψ →M τ
ϕ.

3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ И ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ 1

Мы начнём этот раздел с введения слабой формулировки задачи 1. Для этого умножим
первое уравнение в (1) на тестовую функцию v ∈ H1

0(Ω), уравнение (2) – на S ∈ T , а уравнение
(3) – на h ∈ C, проинтегрируем по области Ω, применим формулы Грина и учтём граничные
условия (4). Непосредственные выкладки приводят к слабой формулировке задачи 1, которая
состоит в нахождении четвёрки функций u ∈ H1(Ω), p ∈ L2

0(Ω), T ∈ H1(Ω) и C ∈ H1(Ω),
называемых слабым решением задачи 1, которые удовлетворяют следующим соотношениям:

(ν(T,C)∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p,divv)

= 〈f ,v〉 − (b1(T )T − b2(C)C,v) для любого v ∈ H1
0(Ω), (37)
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(k(T,C)∇T,∇S) + (u · ∇T, S) + (α(T )T, S)ΓN

= 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
для любой S ∈ T , (38)

(λ(T,C)∇C,∇h) + (u · ∇C, h) + (γ(T,C)C, h) = 〈f c, h〉 для любой h ∈ C, (39)

divu = 0 в Ω, u = g на Γ, T = ψ на ΓD и C = ϕ на Γ. (40)

Рассмотрим сужение тождества (37) на пространство V , которое имеет вид

(ν(T )∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v) = 〈f ,v〉 − (b1(T )T )− (b2(C)C,v) для любого v ∈ V . (41)

Из результатов [25, разд. 3.2] и [30, гл. 4] следует, что доказательство существования для за-
дачи 1 сводится к изучению задачи (38)–(41) для тройки (u, T, C) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω)
и восстановлению p ∈ L2

0(Ω) с помощью схемы де Рама. Принимая это во внимание, мы будем
искать решение (u, T, C) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω) задачи (38)–(41) в следующем виде:

u = u0 + ũ, T = T0 + T̃ , C = C0 + C̃. (42)

Здесь ũ ∈ V , T̃ ∈ T и C̃ ∈ C – новые неизвестные функции, в то время как u0 ≡ uε0 ∈ H1(Ω),
T0 = Tδ0 ∈ H1(Ω) и C0 = Cτ0 ∈ H1(Ω) представляют собой значения при ε = ε0, δ = δ0

и τ = τ0 лифтингов скорости, температуры и концентрации uε, Tδ и Cτ (0 < ε 6 1, 0 < δ 6 1,
0 < τ 6 1), удовлетворяющих условиям (34), (35), (36).

Точные значения δ0 и τ0 параметров δ и τ , которые характеризуют лифтинги температуры
и концентрации, будут определены позже. Что касается значения ε0 параметра ε, характери-
зующего лифтинг скорости, мы выберем его исходя из условия ε = ε0 6 (ν∗/2‖g‖1/2,Γ), из
которого следует второе неравенство в (34) (см. [1, 33] для более подробной информации).
Подставляя (42) в (38), (39) и (41), мы получаем следующие тождества для тройки (ũ, T̃ , C̃):

(k(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇T̃ ,∇S) + (α(T0 + T̃ )T̃ , S)ΓN

+ (u0 · ∇T̃ , S) + (ũ · ∇T̃ , S) + (ũ · ∇T0, S) = 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN

− (k(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇T0,∇S)− (u0 · ∇T0, S)− (α(T0 + T̃ )T0, S)ΓN
для любой S ∈ T , (43)

(λ(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇C̃,∇h) + (γ(T0 + T̃ , C0 + C̃)C̃, h)

+ (u0 · ∇C̃, h) + (ũ · ∇C̃, h) + (ũ · ∇C0, h) = 〈f c, h〉
− (λ(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇C0,∇h)− (u0 · ∇C0, h)− (γ(T0 + T̃ , C0 + C̃)C0, h)

для любой h ∈ C, (44)

(ν(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇ũ,∇v) + ((u0 · ∇)ũ,v) + ((ũ · ∇)u0,v) + ((ũ · ∇)ũ,v)

= 〈f ,v〉 − (ν(T0 + T̃ , C0 + C̃)∇u0,∇v)

− ((u0 · ∇)u0,v)− (b1(T0 + T̃ )(T0 + T̃ ),v) + (b2(C0 + C̃)(C0 + C̃),v)

для любого v ∈ V . (45)

Чтобы доказать существование решения (ũ, T̃ , C̃) ∈W ≡ V × T × C задачи (43), (44), (45),
сведём эту задачу к задаче доказательства существования решения нелинейного операторного
уравнения с помощью теоремыШаудера о неподвижной точке. С этой целью определим тройки
z = (w, η, µ) ∈ W и y = (ũ, T̃ , C̃) ∈ W и определим оператор F : W → W , действующий
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следующим образом: F (z) = y. Здесь компоненты ũ ∈ V , T̃ ∈ T и C̃ ∈ C, составляющие
вектор y = (ũ, T̃ , C̃) ∈W , являются решениями следующих линейных задач:

az1(T̃ , S) ≡ (k(T0 + η, C0 + µ)∇T̃ ,∇S) + (α(T0 + η)T̃ , S)ΓN

+ (u0 · ∇T̃ , S) + (w · ∇T̃ , S) = 〈l1, S〉 − (w · ∇T0, S) для любой S ∈ T , (46)

az2(C̃, h) ≡ (λ(T0 + η, C0 + µ)∇C̃,∇h) + (γ(T0 + η, C0 + µ)C̃, h)

+ (u0 · ∇C̃, h) + (w · ∇C̃, h) = 〈l2, h〉 − (w · ∇C0, h) для любой h ∈ C, (47)

az0(ũ,v) ≡ (ν(T0 + η, C0 + µ)∇ũ,∇v) + ((ũ · ∇)u0,v) + ((u0 · ∇)ũ,v) + ((w · ∇)ũ,v)

= 〈l0,v〉 − ((b1(T0 + η)(T0 + T̃z) + b2(C0 + µ)(C0 + C̃z)),v) для любого v ∈ V . (48)

Индекс z в обозначениях T̃z и C̃z в (48) указывает, что T̃z и C̃z являются решениями линейных
задач (46) и (47), соответствующих данному элементу z ∈W , тогда как функционалы lz1 : T →
R, lz2 : C → R и lz0 : V → R, также зависящие от z, определяются формулами:

〈lz1, S〉 = 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
− (k(T0 + η, C0 +µ)∇T0,∇S)− (u0 ·∇T0, S)− (α(T0 + η)T0, S)ΓN

, (49)

〈lz2, h〉 = 〈f c, h〉 − (λ(T0 + η, C0 + µ)∇C0,∇h)− (u0 · ∇C0, h)− (γ(T0 + η, C0 + µ)C0, h), (50)

〈lz0,v〉 = 〈f ,v〉 − (ν(T0 + η, C0 + µ)∇u0,∇v)− ((u0 · ∇)u0,v). (51)

Разобьём дальнейший процесс исследования задачи 1 на три этапа. На первом этапе мы
докажем однозначную разрешимость каждой из трёх задач (46), (47), (48) при предположе-
ниях 2.1–2.6 и выведем оценки их решений с помощью теоремы Лакса – Мильграма. Затем,
основываясь на этих оценках, мы построим выпуклое замкнутое множество K в пространстве
W , которое оператор F отображает в себя. Наконец, на третьем этапе будет доказано, что
оператор F непрерывен и компактен на K.

Для реализации первого этапа нам потребуются некоторые дополнительные оценки би-
линейных и трилинейных форм, входящих в (46), (47), (48). Эти оценки следуют из (21), (22),
(23), (26), (27), (31), (32), (33), (34) и (42) и имеют вид неравенств:

|(ν(T0 + η, C0 + µ)∇u0,∇v)| 6 νmaxcε0‖g‖1/2,Γ‖v‖1,Ω для любых η ∈ T , µ ∈ C, v ∈ V , (52)

(ν(T0 +η, C0 +µ)∇v,∇v)+((v ·∇)u0,v) > (ν∗/2)‖v‖21,Ω для любых η ∈ T , µ ∈ C, v ∈ V , (53)

|((u0 · ∇)u0,v)| 6 γ1‖u0‖21,Ω‖v‖1,Ω 6 γ1c
2
ε0‖g‖

2
1/2,Γ‖v‖V для любого v ∈ V , (54)

|(u0 · ∇T0, S)| 6 γ2‖u0‖1,Ω‖T0‖1,Ω‖S‖1,Ω 6 γ2cε0‖g‖1/2,ΓM δ
ψ‖S‖1,Ω для любой S ∈ T , (55)

|(w · ∇T0, S)| 6 γ′2‖w‖1,Ω‖T0‖L4(Ω)‖S‖1,Ω 6 γ′2δ‖w‖1,Ω‖S‖1,Ω для любых w ∈ V , S ∈ T , (56)

|(α(T0 + η)T0, S)ΓN
| 6 α0‖T0‖1,Ω‖S‖1,Ω 6 α0M

δ
ψ‖S‖1,Ω для любых η, S ∈ T , (57)

|(u0 · ∇C0, h)| 6 γ2‖u0‖1,Ω‖C0‖1,Ω‖h‖1,Ω 6 γ2cε0‖g‖1/2,ΓM τ
φ‖h‖1,Ω для любой h ∈ T , (58)

|(w · ∇C0, h)| 6 γ′2‖w‖1,Ω‖C0‖L4(Ω)‖h‖1,Ω 6 γ′2τ‖w‖1,Ω‖h‖1,Ω для любых w ∈ V , h ∈ C, (59)

|(γ(T0 + η, C0 + µ)C0, h)| 6 γ0‖C0‖1,Ω‖h‖1,Ω 6 γ0M
τ
ϕ‖h‖1,Ω для любых η ∈ T , µ, h ∈ C. (60)

Из (17), (19), (30), (33), (52), (54), (55), (57), (58) и (60) следует, что lz1 ∈ T ∗, lz2 ∈ C∗,
lz0 ∈ V ∗ для любой тройки z = (w, η, µ) ∈W , и имеют место следующие оценки:

‖lz1‖T ∗ 6M δ
l1 = ‖f‖T ∗ + γ3‖χ‖ΓN

+ kmaxM
δ
ψ + γ2cε0‖g‖1/2,ΓM δ

ψ + α0M
δ
ψ, (61)
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‖lz2‖C∗ 6M τ
l2 = ‖f c‖C∗ + λmaxM

τ
ϕ + γ2cε0‖g‖1/2,ΓM τ

ϕ + γ0M
τ
ϕ, (62)

‖lz0‖V ∗ 6Ml0 ≡ ‖f‖−1,Ω +Mg, Mg = νmaxcε0‖g‖1/2,Γ + γ1c
2
ε0‖g‖

2
1/2,Γ. (63)

Более того, для каждой тройки z = (w, η, µ) ∈W билинейная форма az1 : T × T , определённая
в (46), является непрерывной и коэрцитивной с константой коэрцитивности k∗, определённой
в лемме 1. Следовательно, имеет место следующая оценка:

az1(S, S) > kmin(∇S,∇S) > k∗‖S‖21,Ω для любой S ∈ T . (64)

Поскольку для правой части задачи (46) в силу (61) и (56) справедлива оценка

|〈l1, S〉 − (w · ∇T0, S)| 6 (M δ
l1 + γ′2δ‖w‖1,Ω)‖S‖1,Ω для любой S ∈ T , (65)

то из теоремы Лакса – Мильграма следует, что для любой тройки z = (w, η, µ) ∈W существует
единственное решение T̃ ≡ T̃z ∈ T задачи (46). Кроме того, в силу (64) и (65), для решения T̃z
и для суммы T ≡ T0 + T̃z выполняются следующие оценки:

‖T̃z‖1,Ω 6 c1γ
′
2δ‖w‖1,Ω + c1M

δ
l1 (c1 = 1/k∗), ‖T0 + T̃z‖1,Ω 6 c1γ

′
2δ‖w‖1,Ω + c1M

δ
l1 +M δ

ψ. (66)

Рассуждая аналогично и используя (59), (62), мы можем доказать, что для любой тройки
z = (w, η, µ) ∈ W существует единственное решение C̃ = C̃z ∈ C задачи (47), и выполняются
следующие оценки:

‖C̃z‖1,Ω 6 c2γ
′
2τ‖w‖1,Ω + c2M

τ
l2 (c2 = 1/λ∗), ‖C0 + C̃z‖1,Ω 6 c2γ

′
2τ‖w‖1,Ω + c2M

τ
l2 +M τ

ϕ. (67)

Обратимся теперь к задаче (48) относительно ũ. Из (31), (63), (66) и (67) вытекает следу-
ющая оценка для правой части задачи (48):

|〈l0,v〉 − (b1(T0 + η)(T0 + T̃z),v) + (b2(C0 + µ)(C0 + C̃z),v)|
6 (Ml0 + β1‖T0 + T̃z‖1,Ω + β2‖C0 + C̃z‖1,Ω)‖v‖1,Ω

6 [Ml0 + β1(c1γ
′
2δ‖w‖1,Ω + c1M

δ
l1 +M δ

ψ)]‖v‖1,Ω + β2(c2γ
′
2τ‖w‖1,Ω + c2M

τ
l2 +M τ

ϕ)]‖v‖1,Ω
для любого v ∈ V . (68)

Кроме того, из (21), (24) и (52) следует, что билинейная форма az0 : V × V → R, определён-
ная в (48), является непрерывной и коэрцитивной с константой коэрцитивности ν∗/2, где ν∗
определено в лемме 1. Следовательно, по теореме Лакса — Мильграма для каждой тройки
(w, η, µ) ∈W существует единственное решение ũ ∈ V задачи (48), и выполняется оценка

(ν∗/2)‖ũ‖1,Ω 6 (β1c1γ
′
2δ‖w‖1,Ω + β2c2γ

′
2τ‖w‖1,Ω) + uδ + vτ . (69)

Здесь два последних слагаемых в правой части (константы) uδ и vτ определяются формулами

uδ = Ml0 + β1c1M
δ
l1 + β1M

δ
ψ, vτ = β2c2M

τ
l2 + β2M

τ
ϕ. (70)

Как уже упоминалось, следующий этап состоит в построении ограниченного выпуклого
замкнутого множества K ⊂W , которое оператор F отображает в себя. При построении этого
множества K мы будем использовать ранее полученные соотношения (66)–(69) и будем искать
искомое множество K в форме «коробки»:

K = {(w, η, µ) ∈W | ‖w‖1,Ω 6Mũ, ‖η‖1,Ω 6MT̃ , ‖µ‖1,Ω 6MC̃}. (71)

Здесь Mũ, MT̃ и MC̃ — некоторые положительные константы, которые мы будем называть
размерами («коробки» K). Они будут определены из условия F (K) ⊆ K.
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Во Введении уже указывалось, что схема построения множества K будет различаться
в зависимости от двух сценариев. Они определяются одним из следующих неравенств:

1) ν∗ 6 ν0
∗ ≡ 2γ′2(β1c1 + β2c2) и 2) ν∗ > 2γ′2(β1c1 + β2c2). (72)

Сценарий 1) физически отвечает случаю, когда коэффициент ν∗ ≡ δ0νmin, характеризующий
минимальное значение вязкости жидкости, меньше константы ν0

∗ ≡ 2γ′2(β1c1 +β2c2) или равен
ν0
∗ , в то время как сценарий 2) отвечает случаю, когда коэффициент ν∗ больше константы ν0

∗ .
В связи с этим мы будем называть (в некотором смысле условно) сценарий 1) в (72) сценарием
с «малой вязкостью», а сценарий 2) в (72) — сценарием с «большой вязкостью».

Для сценария 1) в (72) удобно выбрать параметры δ0 ∈ (0, 1) и τ0 ∈ (0, 1) из условия:

δ0 = τ0 =
ν∗

4ν0
∗
≡ ν∗

8(β1c1γ′2 + β2c2γ′2)
6

1

4
. (73)

Из (73) следует, что
δ0 6

ν∗
8β1c1γ′2

, τ0 6
ν∗

8β2c2γ′2
. (74)

При выборе δ0 и τ0, как указано в (73), мы выводим из (66), (67) и (69), с учётом (74), что

‖T̃‖1,Ω 6 (ν∗/8β1)‖w‖1,Ω + c1M
δ0
l1
, ‖C̃‖1,Ω 6 (ν∗/8β2)‖w‖1,Ω + c2M

τ0
l2
, (75)

‖ũ‖1,Ω 6 (1/2)‖w‖1,Ω + (2/ν∗)(uδ0 + vτ0). (76)

Используя (75), (76), легко показать, что искомые размеры Mũ, MT̃ и MC̃ определяются сле-
дующими формулами:

Mũ = (4/ν∗)M0, M0 = uδ0 + vτ0 , δ0 = τ0 = ν∗/4ν
0
∗ , (77)

MT̃ = (1/2β1)M0 + c1M
δ0
l1
, MC̃ = (1/2β2)M0 + c2M

τ0
l2
. (78)

Это означает, что для сценария 1) множество K, определённое формулами (71), (77) и (78),
где значения δ0 и τ0 определены из (73), отображается оператором F в себя.

Рассмотрим теперь сценарий 2). Чтобы построить «коробку» K в этом случае, введём
вспомогательное число θ ∈ (0, 1) и значения параметров δ и τ формулами

θν∗ = 2β1c1γ
′
2 + 2β2c2γ

′
2, θ =

ν0
∗
ν∗
≡ 2γ′2(β1c1 + β2c2)

ν∗
, δ = δ0 = 1, τ = τ0 = 1, (79)

и перепишем с учётом (79) неравенство (69) в виде

‖ũ‖1,Ω 6 θ‖w‖1,Ω + (2/ν∗)M0. (80)

Рассуждая далее, как при анализе сценария 1, можно легко установить, что для сценария 2
размеры искомой коробки K, имеющей вид (71), определяются формулами

Mũ =
2

ν∗

M0

(1− θ)
, M0 ≡ uδ0 + vτ0 , θ ≡ 2γ′2(β1c1 + β2c2)

ν∗
, δ0 = τ0 = 1, (81)

MT̃ = c1γ
′
2Mũ + c1M

δ0
l1

=
2c1γ

′
2M0

ν∗(1− θ)
+ c1M

δ0
l1
, MC̃ =

2c2γ
′
2M0

ν∗(1− θ)
+ c2M

τ0
l2
. (82)

Подчеркнём, что для каждого из сценариев 1) и 2) для любой тройки (w, η, µ) ∈ K
решение (ũ, T̃ , C̃) задачи (46), (47), (48) удовлетворяет следующим оценкам:

‖ũ‖1,Ω 6Mũ, ‖T̃‖1,Ω 6MT̃ , ‖C̃‖1,Ω 6MC̃ , (83)
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гдеMũ,MT̃ иMC̃ – размеры соответствующего множестваK. Важно, что в обоих сценариях 1)
и 2) размерыMũ,MT̃ иMC̃ являются непрерывными неубывающими функциями норм ‖f‖−1,Ω,
‖f‖T ∗ , ‖f c‖C∗ , ‖g‖1/2,Γ, ‖ψ‖1/2,ΓD

, ‖ϕ‖1/2,Γ и ‖χ‖ΓN
.

Остаётся доказать, что оператор F компактен и непрерывен на множестве K, опреде-
лённом формулами (71) с соответствующими конечными значениями Mũ < ∞, MT̃ < ∞ и
MC̃ <∞. Для этого возьмём произвольную последовательность zn = (wn, ηn, µn), n = 1, 2, . . .

из K и положим yn ≡ (ũn, T̃n, C̃n) = F (zn) ∈ K. Мы покажем, что из последовательности
yn можно извлечь подпоследовательность, которая сходится по норме X к элементу y ∈ K.
Сначала заметим, что в силу рефлексивности пространств H1(Ω) и H1(Ω) и компактности
вложений H1(Ω) ⊂ L4(Ω), H1(Ω) ⊂ L4(Ω), существует подпоследовательность последова-
тельности zn = (wn, ηn, µn) (которую мы снова обозначим через zn), и существует элемент
z = (w, η, µ) ∈ K такой, что

ηn → η слабо в H1(Ω) и сильно в L4(Ω) при n→∞, (84)

µn → µ слабо в H1(Ω) и сильно в L4(Ω) при n→∞, (85)

wn → w слабо в H1(Ω) и сильно в L4(Ω) при n→∞. (86)

Более того, ηn → η, µn → µ, wn → w п.в. в Ω при n→∞.
Рассмотрим элемент y ≡ (ũ, T̃ , C̃) = F (z) ∈ K. По определению, компоненты ũ, T̃ и C̃

элемента y ≡ (ũ, T̃ , C̃) ∈ K являются решениями задач (46), (47), (48), отвечающими тройке
z = (w, η, µ), тогда как компоненты (ũn, T̃n, C̃n) элемента yn ≡ (ũn, T̃n, C̃n) ∈ W являются
решениями следующих задач:

azn1 (T̃n, S) ≡ (k(T0 + ηn, C0 +µn)∇T̃n,∇S) + (α(T0 + ηn)T̃n, S)ΓN
+ (u0 ·∇T̃n, S) + (wn ·∇T̃n, S)

= 〈f, S〉+ (χ, S)ΓN
− (k(T0 + ηn, C0 + µn)∇T0,∇S)− (u0 · ∇T0, S)

− (wn · ∇T0, S)− (α(T0 + ηn)T0, S)ΓN
для любой S ∈ T , (87)

azn2 (C̃n, h) ≡ (λ(T0 + ηn, C0 + µn)∇C̃n,∇h) + (γ(T0 + ηn, C0 + µn)C̃n, h)

+ (u0 · ∇C̃n, h) + (wn · ∇C̃n, h) = 〈f c, h〉 − (λ(T0 + ηn, C0 + µn)∇C0,∇h)− (u0 · ∇T0, h)

− (wn · ∇C0, h)− (γ(T0 + ηn, C0 + µn)T0, h) для любой h ∈ C, (88)

az0(ũn,v) ≡ (ν(T0 + ηn, C0 + µn)∇ũn,∇v) + +((u0 · ∇)ũn,v) + ((ũn · ∇)u0,v) + ((wn · ∇)ũn,v)

= 〈f ,v〉 − (ν(T0 + ηn, C0 + µn)∇u0,∇v)− ((u0 · ∇)u0,v)

− (b1(T0 + ηn)(T0 + T̃n),v) + (b2(C0 + µn)(C0 + C̃n),v) для любого v ∈ V . (89)

Они получаются из (46), (47) и (48) заменой элемента z = (w, η, µ) на zn = (wn, ηn, µn) и
заменой элемента y = (ũ, T̃ , C̃) на yn = (ũn, T̃n, C̃n).

Докажем, что T̃n → T̃ в H1(Ω), C̃n → C̃ в H1(Ω) и ũn → ũ в H1(Ω) сильно при n→∞. С
этой целью вычтем (46), (47) и (48) из (87), (88) и (89) соответственно. Получим следующие
линейные вариационные задачи для разностей T̃n − T̃ , C̃n − C̃ и ũn − ũ:

azn1 (T̃n − T̃ , S) ≡ (k(T0 + ηn, C0 + µn)∇(T̃n − T̃ ),∇S) + (α(T0 + ηn)(T̃n − T̃ ), S)ΓN

+ (wn · ∇(T̃n − T̃ ), S) + (u0 · ∇(T̃n − T̃ ), S)

= −((k(T0 + ηn, C0 + µn)− k(T0 + η, C0 + µ))∇(T0 + T̃ ),∇S)

− ((wn −w) · ∇(T0 + T̃ ), S)− ((α(T0 + ηn)− α(T0 + η))(T0 + T̃ ), S)ΓN

для любой S ∈ T , (90)
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azn2 (C̃n − C̃, h) ≡ (λ(T0 + ηn, C0 + µn)∇(C̃n − C̃),∇h)

+ (γ(T0 + ηn, C0 + µn)(C̃n − C̃), h) + (wn · ∇(C̃n − C̃), h) + (u0 · ∇(C̃n − C̃), h)

= −((λ(T0 + ηn, C0 + µn)− λ(T0 + η, C0 + µ))∇(C0 + C̃),∇h)− ((wn −w) · ∇(C0 + C̃), h)

− ((γ(T0 + ηn, C0 + µn)− γ(T0 + η, C0 + µ))(C0 + C̃), h) для любой h ∈ C, (91)

azn0 (ũn − ũ,v) ≡ (ν(T0 + ηn, C0 + µn)∇(ũn − ũ),∇v) + ((u0 · ∇)(ũn − u),v)

+ (((ũn − ũ) · ∇)u0,v) + ((wn · ∇)(ũn − ũ),v)

= −((ν(T0 + ηn, C0 + µn)− ν(T0 + η, C0 + µ))∇(u0 + ũ),∇v)

− (((wn −w) · ∇)ũ,v)− (b1(T0 + ηn)(T̃n − T̃ ),v)− ((b1(T0 + ηn)− b1(T0 + η))(T0 + T̃ ),v)

+ (b2(C0 + µn)(C̃n − C̃),v) + ((b2(C0 + µn)− b2(C0 + µ))(C0 + C̃),v)

для любого v ∈ V . (92)

Основываясь на задачах (90), (91) и (92), докажем, что нормы их решений, представляю-
щих собой разности T̃n− T̃ , C̃n− C̃ и ũn− ũ, стремятся к нулю при n→∞. Чтобы установить
этот факт, достаточно показать, что правые части (90), (91) и (92) стремятся к нулю при
n→∞ для всех тестовых функций S ∈ T , h ∈ C и v ∈ V соответственно. Сначала рассмотрим
задачу (90) и покажем, что каждое слагаемое в её правой части стремится к нулю при n→∞.
Используя оценки (26), (83) и (86), для второго слагаемого получаем

|((wn −w) · ∇(T0 + T̃ ), S)| 6 γ′2‖wn −w‖L4(Ω)‖T0 + T̃‖1,Ω‖S‖1,Ω
6 γ′2MT ‖wn −w‖L4(Ω)‖S‖1,Ω → 0 при n→∞ для любой S ∈ T . (93)

Для доказательства сходимости к нулю двух других слагаемых в правой части (90) мы приме-
ним теорему Лебега о мажорантной сходимости. Начнём с первого слагаемого в правой части
(90). Используя (16) с Tn = T0 + ηn, Cn = C0 + µn, T = T0 + η, C = C0 + µ, f = ∇(T0 + T̃ ) · ∇S,
и принимая во внимание (84) и (85), мы выводим, что

|((k(T0 + ηn, C0 + µn)− k(T0 + η, C0 + µ))∇(T0 + T̃ ),∇S)|

≡

∣∣∣∣∣
∫
Ω

[k(T0 + ηn, C0 + µn)− k(T0 + η, C0 + µn)]∇(T0 + T̃ ) · ∇S dx

∣∣∣∣∣→ 0 при n→∞

для любой S ∈ T . (94)

По аналогичной схеме мы доказываем, что

|((α(T0 + ηn)− α(T0 + η))(T0 + T̃ ), S)ΓN
|

=

∣∣∣∣∣
∫

ΓN

[α(T0 + ηn)− α(T0 + η)](T0 + T̃ )S dσ

∣∣∣∣∣→ 0 при n→∞ для любой S ∈ T . (95)

Как показано выше, для любой тройки zn = (wn, ηn, µn) ∈ W билинейная относительно
разности T̃n − T̃ и S форма azn1 : T × T → R, определённая в (90), является непрерывной и
коэрцитивной с константой коэрцитивности k∗ > 0. В силу (93), (94), (95) и теоремы Лакса –
Мильграма, применённой к задаче (90), это означает, что

‖T̃n − T̃‖1,Ω → 0 при n→∞. (96)
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Нам осталось показать, что

‖C̃n − C̃‖1,Ω → 0, ‖ũn − ũ‖1,Ω → 0 при n→∞. (97)

Первое утверждение в (97) доказывается аналогично утверждению (96). Чтобы доказать вто-
рое утверждение в (97), обратимся к задаче (92) и оценим сначала, следуя подходу, исполь-
зуемому для вывода оценки (96), третье слагаемое в правой части (92). Используя (23), (83)
и (86), мы заключаем, что

|((wn −w) · ∇ũ,v)| 6 γ′1Mũ‖v‖1,Ω‖wn −w‖L4(Ω) → 0 при n→∞ для любого v ∈ V . (98)

Применяя далее оценку (31) к четвёртому и шестому слагаемым в правой части (92)
и используя (96) и первое соотношение в (97), выводим, что

|(b1(T0 + ηn)(T̃n − T̃ ),v)| 6 β1‖T̃n − T̃‖1,Ω‖v‖1,Ω → 0 при n→∞ для любого v ∈ V , (99)

|(b2(C0 + µn)(C̃n − C̃),v)| 6 β2‖C̃n − C̃‖1,Ω‖v‖1,Ω → 0 при n→∞ для любого v ∈ V . (100)

Чтобы установить сходимость к нулю остальных слагаемых в правой части (92), мы снова
используем теорему Лебега о мажорантной сходимости. Принимая во внимание (84), (85),
а также ограниченность и непрерывность функций ν(·, ·) в R2 и b1(·), b2(·) в R1, мы выводим
с помощью указанной теоремы, что

((ν(T0+ηn, C0+µn)−ν(T0+η, C0+µ))∇(u0+ũ),∇v)→ 0 при n→∞ для любого v ∈ V , (101)

|(b1(T0 + ηn)− b1(T0 + η))(T0 + T̃ ) · v)| → 0 при n→∞ для любого v ∈ V , (102)

|(b2(C0 + µn)− b2(C0 + µ))(C0 + C̃) · v)| → 0 при n→∞ для любого v ∈ V . (103)

Из (98)–(103) в силу теоремы Лакса — Мильграма, применённой к задаче (92), (которая яв-
ляется коэрцитивной с константой ν∗/2, не зависящей от n,) мы получаем справедливость
второго соотношения в (97).

Из (96) и (97) следует, что определённый выше оператор F : W →W является непрерыв-
ным и компактным на множестве K ⊂ W , заданном в (71). Следовательно, по теореме Ша-
удера о неподвижной точке оператор F имеет неподвижную точку y ≡ (ũ, T̃ , C̃) = F (z) ∈ K,
которая по построению является искомым решением задачи (43), (44), (45) и, кроме того,
удовлетворяет всем оценкам в (83). Это, в свою очередь, означает, что тройка (u, T, C) ∈
H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω), определённая в (42), является искомым решением задачи (38)–(41),
и для (u, T, C) выполняются следующие оценки:

‖u‖1,Ω 6Mu ≡Mũ + cε0‖g‖1/2,Γ,
‖T‖1,Ω 6MT̃ + ‖Tδ0‖1,Ω 6MT ≡MT̃ +Mδ0(‖ψ‖1/2,ΓD

),

‖C‖1,Ω 6MC̃ + ‖Cτ0‖1,Ω 6MC ≡MC̃ +Mτ0(‖ϕ‖1/2,Γ).

(104)

Остаётся доказать существование компоненты p слабого решения задачи 1, которая вместе
с тройкой (u, T, C) удовлетворяет тождеству (37). Как упоминалось выше, это достигается с
помощью схемы де Рама (см. подробности в [30]). Кроме того, используя inf-sup условие (25)
и следуя подходу в [20], можно вывести следующую оценку для p:

‖p‖Ω 6Mp = β−1[(νmax + γ1Mu)Mu + β1MT + β2MC + ‖f‖−1,Ω]. (105)

Здесь β – константа из (25). Таким образом, мы доказали следующую теорему.
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Теорема 1. Пусть выполняются предположения 2.1–2.6. Тогда существует слабое ре-
шение (u, T, C, p) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω)× L2

0(Ω) задачи 1, которое удовлетворяет оцен-
кам (104) и (105). В (104) величины Mũ, MT̃ и MC̃ определены формулами (77), (78) для
сценария 1) в (72) и формулами (81), (82) для сценария 2) в (72).

4. УСЛОВНАЯ ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ

В этом разделе мы кратко обсудим вопрос о единственности решения задачи 1, существо-
вание которой было установлено в разделе 3. Для простоты мы будем исследовать единствен-
ность решения задачи 1 в более простом частном случае, соответствующем ситуации, когда
γ = 0, α = 0, χ = 0, и поэтому граничные условия (4) принимают вид

u = g на Γ, T = ψ на ΓD, C = ϕ на Γ, ∂T/∂n = 0 на ΓN . (106)

Кроме того, мы предположим, что старший коэффициент k(·) (или λ(·)) зависит только от
температуры T (или только от концентрации C), в то время как старший коэффициент ν(·, ·)
по-прежнему зависит от обоих параметров T и C.

Ниже мы будем называть задачу, описываемую соотношениями (1), (2), (3), (106),
где коэффициенты k(T,C) и λ(T,C) следует заменить на k(T ) и λ(C), соответствен-
но, задачей 2. Её слабая формулировка состоит в нахождении четвёрки (u, T, C, p) ∈
H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω)× L2

0(Ω), которая удовлетворяет следующим соотношениям:

(ν(T,C)∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p,divv)

= 〈f ,v〉 − (b1(T )T ) + (b2(C)C,v) для любого v ∈ H1
0(Ω), (107)

(k(T )∇T,∇S) + (u · ∇T, S) = 〈f, S〉 для любой S ∈ T , (108)

(λ(C)∇C,∇h) + (u · ∇C, h) = 〈f c, h〉 для любой h ∈ C, (109)

divu = 0 в Ω, u = g на Γ, T = ψ на ΓD, C = ϕ на Γ. (110)

Будем предполагать, что коэффициенты ν(·, ·), k(·), λ(·), b1(·) и b2(·) удовлетворяют сле-
дующим условиям:

4.1. ν(·, ·) ∈ C(R2), k(·) ∈ C1(R1), λ(·) ∈ C1(R1) и существуют положительные константы
νmin, k′min, k

′
max, λ′min, λ

′
max такие, что

0 < νmin 6 ν(t, s), 0 < kmin 6 k(t), 0 < λmin 6 λ(s) для любой пары (t, s) ∈ R2,

|k′(t)| 6 k′max <∞, |λ′(s)| 6 λ′max <∞ для любой пары (t, s) ∈ R2.
(111)

4.2. Функции ν(·, ·), k′(·), λ′(·), а также k(·), λ(·), являются липшиц-непрерывными и
удовлетворяют следующим неравенствам:

|ν(t1, s1)− ν(t2, s2)| 6 Lν1 |t1 − t2|+ Lν2 |s1 − s2| для любых (t1, s1), (t2, s2) ∈ R2, (112)

|k(s1)− k(s2)| 6 Lk|s1 − s2|, |k′(s1)− k′(s2)| 6 Lk′ |s1 − s2| для любых s1, s2 ∈ R1, (113)

|λ(s1)− λ(s2)| 6 Lλ|s1 − s2|, |λ′(s1)− λ′(s2)| 6 Lλ′ |s1 − s2| для любых s1, s2 ∈ R1. (114)

4.3. Функции bi(·), i = 1, 2, являются липшиц-непрерывными, и в дополнение к (8) они
удовлетворяют условиям |bi(t) − bi(s)| 6 Lbi |t − s| для любой пары (t, s) ∈ R2, i = 1, 2, из
которых вытекают следующие оценки:

‖bi(ϕ1)− bi(ϕ2)‖L∞(Ω) 6 Lb
i ‖ϕ1 − ϕ2‖L∞(Ω) для любых ϕ1, ϕ2 ∈ H2(Ω), Lb

i = Lbi |G|. (115)
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В (112)–(115) Lν1 , Lν2 , Lk, Lk′ , Lλ, Lλ′ , Lb1, Lb2 – некоторые положительные константы.
Поскольку задачу 2 можно рассматривать как частный случай задачи 1, то из теоремы 1

следует, что слабое решение (u, T, C, p) задачи 2 существует при предположениях 2.1–2.3, 2.5
(где мы полагаем α = 0, γ = 0, χ = 0) и 4.1–4.3, и, кроме того, для решения (u, T, C, p)
выполняются соответствующие оценки (104), (105).

Задача 2 близка к задаче 2, рассмотренной в [26], для которой доказана локальная услов-
ная единственность, и переходит в неё при ϕ = 0, ψ = 0. С учётом этих фактов мы можем
доказать единственность решения задачи 2 с помощью небольшого изменения схемы, исполь-
зуемой в [26]. Соответствующая схема основана на свойстве эквивалентности между стандарт-
ной нормой ‖ϕ‖2,Ω и L2-нормой ‖∆ϕ‖Ω оператора Лапласа на функциях ϕ, принадлежащих
некоторому подпространству H̃2(Ω) ⊂ H2(Ω). В качестве подпространства H̃2(Ω) мы будем
использовать следующие конкретные подпространства:

H2
t (Ω) = {T ∈ H2(Ω) | T |ΓD

= 0, ∂T/∂n|ΓN
= 0}, H2

c (Ω) = {C ∈ H2(Ω) | C|Γ = 0}

для температуры T и концентрации C соответственно. Введём в произведенииH1(Ω)×H2(Ω)×
H2(Ω) следующее множество:

Bε = {(u, T, C) ∈ H1(Ω)×H2(Ω)×H2(Ω) | ‖u‖1,Ω < ε, ‖T‖2,Ω < ε, ‖C‖2,Ω < ε}.

Справедлива следующая теорема о локальной единственности слабого решения задачи 2, ко-
торое обладает дополнительным свойством гладкости для температуры и концентрации. До-
казательство почти дословно повторяет доказательство теоремы единственности в [26] и здесь
опускается.

Теорема 2. Пусть выполняются предположения 2.1–2.3, 2.5, 4.1–4.3, и, кроме того,
Γ ∈ C1,1, ΓD ∩ ΓN = ∅. Существует ε > 0 такое, что если существует слабое решение
(u, T, C, p) задачи 2, удовлетворяющее (u, T, C) ∈ Bε, то это решение единственно в Bε.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе исследована неоднородная краевая задача для стационарных уравнений
тепломассопереноса с переменными старшими и младшими коэффициентами. Предполагается,
что старшие коэффициенты ν, k, λ и/или младшие коэффициенты γ, bi (i = 1, 2) и α зави-
сят от температуры среды и/или концентрации вещества. Мы определили понятие слабого
решения задачи 1 и установили условия на коэффициенты ν, k, λ, γ, bi, α и другие данные
задачи, обеспечивающие её глобальную разрешимость. Кроме того, мы установили локальную
единственность слабого решения при дополнительных предположениях на данные задачи и
гладкость диффузионных компонент (температуры и концентрации) слабого решения.

Следует отметить, что мы доказали локальную единственность решения задачи 1 только
в частном случае, когда α = 0, γ = 0, χ = 0, а коэффициент k (или λ) зависит только от T
(или от C). Задача доказательства единственности слабого решения в общем случае остаётся
открытой. Авторы планируют посвятить отдельную статью детальному анализу единствен-
ности решения задачи 1 в общем случае, а также изучению других важных свойств решений
рассматриваемой краевой задачи.
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l’Hydrodynamique. J. Math. Pure Appl., 1933, Vol. 12, pp. 1–82.
2. Leray J. Sur le mouvement d’un liquide visqueux emplissant l’espace. Acta Math., 1934, Vol. 63, pp. 193–

248.
3. Ladyzhenskaya O.A. Matematicheskie voprosy dinamiki vyazkoj neszhimaemoj zhidkosti

[Mathematical issues of the dynamics of a viscous incompressible fluid]. Moscow: Fizmatlit, 1961
(in Russian).

4. Galdi G.P. An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier–Stokes Equations, Steady-state
problems. N. Y.: Springer, 2011; DOI: 10.1007/978-0-387-09620-9

5. Korobkov M.V., Pileckas K., Russo R. The Steady Navier–Stokes System: Basics of the Theory and the
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Целью настоящего исследования является изучение модели массовых инфекционных забо-
леваний на основе системы нелинейных параболических уравнений. Моделирование про-
водится в рамках гипотезы о двойной эпидемии, вызванной разными инфекционными
штаммами или близкородственными вирусами. Подразумевается, что заболевания обес-
печивают взаимный иммунитет. Рассматривается пространственно–временное взаимодей-
ствие двух категорий населения: восприимчивых к инфекции и инфицированных. При
этом инфицированное население разделено на две непересекающиеся группы, относящие-
ся к разным заболеваниям. Учитывается локальное взаимодействие, определяющее взаим-
ный переход из одной категории в другую, и миграционные потоки, обусловленные диффу-
зией и направленной миграцией. Моделирование проводится без учёта демографических
факторов и возможности получения иммунитета переболевшими. Для пространственной
аппроксимации задачи применяется метод конечных разностей на основе смещённых се-
ток. Полученная система обыкновенных дифференциальных уравнений интегрируется по
времени методом Рунге — Кутты. Компьютерные эксперименты проводятся в системе
MATLAB. В ходе исследования установлены параметрические зависимости, при которых
в рассматриваемой задаче возникает непрерывное семейство равновесий. Проанализирова-
на возможность нахождения стационарных распределений без использования численных
методов. В вычислительных экспериментах дана трактовка эпидемиологических послед-
ствий в случае распада семейства решений. Исследовано влияние миграции на сценарии
локального вытеснения и сосуществования вирусных инфекций.

Ключевые слова: математическое моделирование, эпидемия, нелинейные параболиче-
ские уравнения, миграция, косимметрия.
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ВВЕДЕНИЕ

Вирусы сопровождают человечество на протяжении всей его истории, становясь причиной
развития массовых инфекционных заболеваний [1]. Уходить от контроля иммунной системы
и средств лечения им помогает способность к мутации и рекомбинации. При этом исходный ви-
рус и полученный в ходе мутации новый штамм могут не пересекаясь присутствовать в одной
популяции [2]. Кроме того, учёные наблюдали случаи, когда вирусы имеют разное происхож-
дение, но вызывают перекрывающийся иммунный ответ носителя. Например, болезнь Зика,
протекающая в более лёгкой форме, может обеспечить иммунную защиту от лихорадки Ден-
ге [3]. Это делает актуальным развитие математических моделей, позволяющих исследовать
динамику двух взаимодействующих инфекционных заболеваний [4, 5, 6, 7].

Основным инструментом моделирования эпидемий является компартментальный подход,
когда всё население разделяется на непересекающиеся группы в зависимости от риска зара-
жения [8]. Данный тип моделей позволяет не только рассматривать усреднённые данные по
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каждой группе [9, 10], но и учитывать распределение населения по ареалу. Учёт пространствен-
ной неоднородности имеет важное значение для понимания процессов, протекающих в биоло-
гических сообществах, и представляет интерес для математического моделирования [11, 12].
При этом, как правило, рассматривается случайное распространение, представляющее диф-
фузионный процесс [13]. Модели распространения эпидемий с учётом направленной миграции,
вызванной некоторым стимулом, в настоящий момент мало изучены.

В работе рассматривается детерминированная модель на основе системы нелинейных
дифференциальных уравнений в частных производных. Всё население разделено на воспри-
имчивых к инфекциям (Susceptible) и инфицированных (Infected) двумя разными вирусами.
Оба заболевания распространяются параллельно, и эпидемия, вызванная одним вирусом, даёт
иммунитет к другому. Допускается выздоровление инфицированных, что относит рассматри-
ваемую задачу к классу SIS-моделей [14, 15, 16]. Модель дополняется миграционными по-
токами, обусловленными диффузионным распространением и направленной миграцией. На-
правленная миграция учитывает неоднородность жизненных условий (некоторый постоянный
стимул), а также неравномерность распределения инфицированных для группы восприимчи-
вых к инфекции. Насколько известно автору модели двойной эпидемии с учётом подобных
миграционных эффектов ранее не рассматривались. Для анализа модели применяется теория
косимметричных динамических систем [17, 18], в которых возможно появление непрерывных
семейств стационарных распределений. Анализ условий, при которых происходит распад се-
мейства, позволяет дать трактовку ряду эпидемиологических сценариев.

1. МОДЕЛЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВИРУСНЫХ ИНФЕКЦИЙ

В данном разделе описывается пространственно–временное взаимодействие трёх групп
населения: восприимчивых к инфекциям S(x, t) и двух групп инфицированных IA(x, t)
и IB(x, t) вирусами A и B соответственно. Наиболее вероятным источником вируса B является
мутация или рекомбинация вируса A. Для описания динамики по каждой группе используют-
ся два компонента: локальное взаимодействие, определяющее заболевание и выздоровление,
а также перенос за счёт миграционных потоков.

∂S

∂t
= −∂Q1

∂x
− β1SIA

N
− β2SIB

N
+ γ1IA + γ2IB, (1)

∂IA
∂t

= −∂Q2

∂x
+
β1SIA
N

− γ1IA, (2)

∂IB
∂t

= −∂Q3

∂x
+
β2SIB
N

− γ2IB. (3)

Здесь x — пространственная переменная, t — время, а N(x, t) = S(x, t) + IA(x, t) + IB(x, t).
Присутствие в знаменателях (1)–(3) всех групп населения определяет вероятность контакта
инфицированных определённым вирусом с восприимчивыми [15]. Имеется в виду, что в данной
точке ареала инфицированный индивид может контактировать не только с восприимчивыми
к инфекции индивидами, но и с инфицированными. Модель подразумевает, что вирусы A и B
дают перекрёстный иммунитет. Интенсивность заражения при контакте здорового населения
группами IA и IB определяется коэффициентами β1 и β2. Выздоровление задаётся слагае-
мыми с коэффициентами γ1 и γ2. Коэффициенты γ1(γ2) отражают вероятность завершения
заболевания A(B) в единицу времени. Иногда данный показатель интерпретируют как вели-
чину, обратную средней продолжительности болезни. Подразумевается, что если заболевание
проходит через k дней, то больной индивид в конкретный день выздоровеет с вероятностью
γj = 1/k. Полагается, что параметры βj , γj положительны.
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Модель также учитывает миграционные потоки:

Q1 = −d1
∂S

∂x
+ a1S

∂P

∂x
+ b12S

∂IA
∂x

+ b13S
∂IB
∂x

, (4)

Q2 = −d2
∂IA
∂x

+ a2IA
∂P

∂x
, (5)

Q3 = −d3
∂IB
∂x

+ a3IB
∂P

∂x
. (6)

Положительные коэффициенты dj определяют диффузионное распространение. Направлен-
ная миграция, вызванная некоторым стимулом P (x), описывается слагаемыми с параметрами
aj , а миграция вследствие неравномерности распределения населения слагаемыми с парамет-
рами b1j . Данный подход аналогичен [19, 20], когда перенос плотности S, вызванный неравно-
мерностью распределения плотности IA, задаётся выражением b12S ∂IA∂x . Знаки коэффициентов
aj , b1j могут быть различны и определяют разные виды реакции. В дальнейшем функцию P (x)
будем понимать как неравномерность распределения жизненных условий. Миграция населе-
ния может быть вызвана желанием сменить климат, а также медицинским и человеческим
факторами.

Рассматривается случай одномерного изолированного ареала Ω = [0, a], на границе кото-
рого ставятся условия отсутствия потоков:

Qj(0, t) = Qj(a, t) = 0, j = 1, 2, 3. (7)

Модель дополняется начальными распределениями плотностей:

S(x, 0) = S0(x), IA(x, 0) = I0A(x), IB(x, 0) = I0B(x). (8)

2. АНАЛИЗ МОДЕЛИ

В данном разделе проводится поиск стационарных решений задачи (1)–(8) без исполь-
зования численных методов. На основе теории косимметрии [17] анализируются условия на
параметры системы, при которых реализуется непрерывное семейство равновесий. Делается
предположение о возможном исчезновении одного из заболеваний.

Рассматриваемая модель (1)–(8) при дополнительных условиях на параметры системы
относится к классу косимметричных динамических систем, для которых возможно возникно-
вение непрерывных семейств стационарных состояний. Для уравнения Ẏ = F (Y ) косимметрия
L представляет собой вектор–функцию, которая ортогональна F для любого Y . В отличие от
систем с симметрией, где все решения, принадлежащие одному семейству, обладают идентич-
ным спектром устойчивости, косимметрия порождает семейства с вариативным спектром. Это
означает, что в таких семействах могут сосуществовать как устойчивые, так и неустойчивые
состояния. Существование косимметрии для исследуемой системы устанавливает следующая
лемма.

Лемма 1. Вектор функция L = (0, γ2e
−(a2/d2)P IB,−γ1e−(a3/d3)P IA)T является косим-

метрией системы (1)–(8) при

d3/d2 = a3/a2 = β2/β1 = γ2/γ1. (9)
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Доказательство. По определению косимметрии вектор L должен быть ортогонален пра-
вой части системы (1)–(8) для любых функций S, IA, IB. Это означает выполнение следующего
равенства:

Φ1 + Φ2 = 0,

где

Φ1 =

a∫
0

(
− ∂Q2

∂x
γ2e

−(a2/d2)P IB +
∂Q3

∂x
γ1e

−(a3/d3)P IA

)
dx,

Φ2 =

a∫
0

([
β1SIA
N

− γ1IA
]
γ2e

−(a2/d2)P IB −
[
β2SIB
N

− γ2IB
]
γ1e

−(a3/d3)P IA

)
dx.

Интегрирование по частям и учёт краевых условий позволяют записать Φ1 в следующем виде:

Φ1 =

a∫
0

(
− γ2e−(a2/d2)P

[
d2
∂IA
∂x
− a2IA

∂P

∂x

][
∂IB
∂x
− a2
d2

∂P

∂x
IB

]

+ γ1e
(−a3/d3)P

[
d3
∂IB
∂x
− a3IB

∂P

∂x

][
∂IA
∂x
− a3
d3

∂P

∂x
IA

])
dx.

После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых с учётом (9) получаем Φ1 = 0.
Подстановка (9) в Φ2 даёт Φ2 = 0, что доказывает лемму 1. �

В работе [12] для системы двух конкурирующих популяций установлено существование
непрерывного семейства стационарных распределений. При этом у каждого члена семейства,
характеризуемого индивидуальным соотношением плотностей видов на ареале, существует
своя область начальных данных, из которых данное решение реализуется. Это семейство яв-
ляется следствием косимметрии задачи, что подталкивает к следующей гипотезе.

Гипотеза 1. При выполнении соотношений (9) для системы (1)–(8) будет существовать
семейство стационарных распределений.

Условия (9) не накладывают ограничений на миграционные параметры восприимчивых
к инфекции, что делает аналитический поиск решений затруднительным. Однако существо-
вание непрерывного семейства равновесий при дополнительных условиях устанавливает сле-
дующая лемма.

Лемма 2. Система (1)–(8) в случае выполнения условий (9) и a1/d1 = a2/d2 = a3/d3,
b12 = b13 = 0 имеет семейство равновесий:

S = c1e
(a1/d1)P , IA = c2e

(a2/d2)P , IB = c3e
(a3/d3)P , где c1, c2, c3 − const : (10)

c2 = θc1(β1 − γ1)/γ1, c3 = (1− θ)c1(β1 − γ1)/γ1, θ = [0, 1]. (11)

Доказательство. Стационарное решение должно удовлетворять условиям:

0 = −∂Q1

∂x
− β1

SIA
N
− β2

SIB
N

+ γ1IA + γ2IB, (12)

0 = −∂Q2

∂x
+ β1

SIA
N
− γ1IA, (13)

0 = −∂Q3

∂x
+ β2

SIB
N
− γ2IB. (14)



Численно–аналитическое исследование модели двух эпидемий с учётом миграционных эффектов 29

Рассмотрим уравнение, описывающее динамику восприимчивых к инфекции, переписав пра-
вую часть (12) в виде κ1 + κ2 + κ3, где

κ1 = −∂Q1

∂x
, κ2 = −β1

SIA
N

+ γ1IA, κ3 = −β2
SIB
N

+ γ2IB.

Подставив S = c1e
(a1/d1)P в выражение Q1 при b12 = b13 = 0 имеем:

Q1 = −d1
∂(c1e

(a1/d1)P )

∂x
+ a1c1e

(a1/d1)P ∂P

∂x
= −c1a1e(a1/d1)P

∂P

∂x
+ c1a1e

(a1/d1)P ∂P

∂x
= 0.

Очевидно, что Q1 = 0 отвечает условию κ1 = 0 и соответствует краевым условиям рассматри-
ваемой задачи.

В случае S, IA, IB, удовлетворяющих (10), κ2 переписывается в виде:

κ2 = −β1
c1e

(a1/d1)P c2e
(a2/d2)P

c1e(a1/d1)P + c2e(a2/d2)P + c3e(a3/d3)P
+ γ1c2e

(a2/d2)P . (15)

Учёт соотношений a1/d1 = a2/d2 = a3/d3 и подстановка (11) в (15) даёт

κ2 = −β1
c1e

(a1/d1)P θ(β1 − γ1)/γ1
1 + θ(β1 − γ1)/γ1 + (1− θ)(β1 − γ1)/γ1

+ θc1(β1 − γ1)e(a1/d1)P

= −β1
c1e

(a1/d1)P θ(β1 − γ1)/γ1
1 + (β1 − γ1)/γ1

+ θc1(β1 − γ1)e(a1/d1)P

= c1e
(a1/d1)P θ(β1 − γ1)

(
− β1

1/γ1
1 + (β1 − γ1)/γ1

+ 1

)
= 0.

Аналогично для κ3 имеем:

κ3 = −β2
e(a1/d1)P (1− θ)c1(β1 − γ1)/γ1

1 + (β1 − γ1)/γ1
+ γ2(1− θ)c1(β1 − γ1)/γ1e(a1/d1)P

= e(a1/d1)P (1− θ)c1(β1 − γ1)
(
− β2

1/γ1
1 + (β1 − γ1)/γ1

+ γ2/γ1

)
.

В силу условий (9) на параметры βj , γj имеем κ3 = 0. Аналогичные выкладки справедливы
для (13), (14), что доказывает лемму 2. �

Формально система (1)–(8) позволяет получать решения с отрицательными значениями.
Такие решения не отвечают жизненным ситуациям и не представляют интереса. Однако за-
метим, что система (1)–(8) допускает полное отсутствие инфицированных индивидуумов на
ареале. Этому случаю соответствует решение

S = c1e
(a1/d1)P , IA = 0, IB = 0 (16)

для любого набора параметров.
Лемма 3. Система (1)—(8) при выполнении (9) и a1/d1 = a2/d2 = a3/d3, b12b13 6 0,

|b12|+ |b13| 6= 0 имеет равновесие:

S = c1e
(a1/d1)P , IA = c2e

(a2/d2)P , IB = c3e
(a3/d3)P , (17)

где c1, c2, c3 — константы:

c2 = θc1(β1 − γ1)/γ1, c3 = (1− θ)c1(β1 − γ1)/γ1, θ = b13/(b13 − b12). (18)
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Доказательство. Для условия Q1 = 0 в (12) при ненулевых параметрах b1j необходимо
выполнение следующего соотношения:

b12S
∂IA
∂x

+ b13S
∂IB
∂x

= 0.

После подстановки (17)–(18) данное выражение переписывается в виде

c21e
(a1/d1)P (β1 − γ1)/γ1e(a1/d1)P

(
b12θ + b13(1− θ)

)
= 0

и будет выполнено при θ = b13/(b13−b12). Из условий на параметры b12,b13 следует θ ∈ [0, 1], что
делает найденное решение физически осмысленным. В остальном доказательство аналогично
приведённому в лемме 2. �

В силу условий (7) и отсутствия демографических процессов средняя плотность населения
на ареале не меняется во времени, что легко доказывается:

dN

dt
=
d(S + IA + IB)

dt
=

1

a

d

dt

a∫
0

(S + IA + IB) dx = −1

a

(
Q1

∣∣∣∣a
0

+Q2

∣∣∣∣a
0

+Q3

∣∣∣∣a
0

)
= 0.

Таким образом величина N может интерпретироваться как параметр, что приводит к следу-
ющей теореме.

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 2 и N = Ψ, тогда система (1)–(8) будет
иметь семейство решений

S = c1e
(a1/d1)P , IA = c2e

(a2/d2)P , IB = c3e
(a3/d3)P ,

где

c1 =
γ1aΨ

β1τ
, c2 =

θc1(β1 − γ1)
γ1

, c3 =
(1− θ)c1(β1 − γ1)

γ1
, τ =

a∫
0

e(a1/d1)P dx, θ = [0, 1].

Доказательство. Доказательство основывается на лемме 2 и производится непосред-
ственной подстановкой S, IA, IB из (10),(11) в выражение N = S + IA + IB = Ψ. �

Пример. Пусть выполняются условия:

Ω = [0, 2], d1 = 0.01, d2 = 0.02, d3 = 0.01, (19)

a1 = 0.03, a2 = 0.06, a3 = 0.03, b12 = b13 = 0, (20)

β1 = 0.6, β2 = 0.3, γ1 = 0.2, γ2 = 0.1 и N = 0.9. (21)

Функция неравномерности жизненных условий даётся формулой

P (x) = ln(2 sin2(πx) + 2). (22)

Тогда для τ из теоремы 1 справедливо следующее:

a∫
0

e(a1/d1)P dx =

2∫
0

e3 ln(2 sin
2(πx)+2) dx =

2∫
0

(2 sin2(πx) + 2)3 dx

=
27 sin(4πx) + 4 sin3(2πx)− 336 sin(2πx) + 756πx

24π

∣∣∣∣2
0

= 63.
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Таким образом система (1)–(8) при выполнении условий (19)–(21) будет иметь решение:

S =
0.6

63
e3P , IA =

1.2θ

63
e3P , IB =

1.2(1− θ)
63

e3P , θ ∈ [0, 1]. (23)

При моделировании реальных процессов выполнение ограничений на параметры систе-
мы (9) является достаточно редким явлением. Однако найденное аналитически или численно
семейство может служить отправной точкой в реализации различных эпидемиологических
сценариев. В следующем разделе на основе вычислительных экспериментов изучается разру-
шение семейства, когда отдельные параметры не удовлетворяют условию косимметрии. Это
позволит лучше понять динамику системы и на данном этапе позволяет сделать следующее
предположение.

Гипотеза 2. В случае выполнения d3/d2 = a3/a2 и β2/β1 6= γ2/γ1 и I0A, I
0
B 6= 0 система

(1)–(8) будет иметь равновесие, соответствующее присутствию на ареале только одной группы
инфицированных:

(S, IA, 0) или (S, 0, IB).

Далее представлены результаты вычислительных экспериментов. Рассматривается
динамика восприимчивых к инфекции и инфицированных в случае разрушения семейства
распределений. Исследуется способность миграционных факторов влиять на развитие массо-
вых инфекционных заболеваний.

3. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ НАПРАВЛЕННОЙ
МИГРАЦИИ НА ЗАБОЛЕВАЕМОСТЬ НАСЕЛЕНИЯ

Для численного решения задачи (1)–(8) применялся метод прямых с дискретизацией на
основе смещённых сеток. Рассматривалась сетка с узлами xr = rh, r = 0, . . . , n+1, h = a/(n+1).
Плотности в узлах xr определялись функциями (S)r, (IA)r, (IB)r. Для вычисления потоков
Qj вводилась вспомогательная сетка xr−1/2 = −h/2 + rh, r = 0, . . . , n+ 2.

С применением дифференциального оператора первого порядка и оператора вычисления
среднего

(σw)r+1/2 =
wr+1 − wr

h
, (δw)r+1/2 =

wr+1 + wr
2

система (1)–(8) переписывается как система обыкновенных дифференциальных уравнений

d(S)r
dt

=

[
− σQ1 − β1

SIA
N
− β2

SIB
N

+ γ1IA + γ2IB

]
r

, (24)

d(IA)r
dt

=

[
− σQ2 + β1

SIA
N
− γ1IA

]
r

, (25)

d(IB)r
dt

=

[
− σQ3 + β2

SIB
N
− γ2IB

]
r

. (26)

Потоки (Qj)r+1/2, (r = 0, . . . , n) определяются формулами

(Q1)r+1/2 = −[d1σS − a1δSσP − b12δSσIA − b13δSσIB]r+1/2, (27)

(Q2)r+1/2 = −[d2σIA − a2δIAσP ]r+1/2, (28)

(Q3)r+1/2 = −[d2σIB − a3δIBσP ]r+1/2. (29)

Дискретные варианты граничных условий формулируются с использованием фиктивных
узлов:

(Qj)−1/2 = −(Qj)1/2, (Qj)n+1/2 = −(Qj)n−1/2, j = 1, 2, 3. (30)
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Из (8) следуют начальные условия:

(S)r = S0(xr), (IA)r = I0A(xr), (IB)r = I0B(xr), r = 0, . . . , n+ 1. (31)

Система (24)–(31) может быть записана в виде

dY

dt
= F (Y ), Y (0) = Y0. (32)

Здесь вектор Y = ((S)0, (S)1, . . . , (S)n+1, (IA)0, (IA)1, . . . , (IA)n+1, (IB)0, (IB)1, . . . , (IB)n+1)
содержит значения переменных в узлах сетки.

Компьютерные эксперименты с полученной системой ОДУ проводились в системе
MATLAB. Для интегрирования по времени применялся метод Рунге — Кутты четвёртого по-
рядка.

Далее представлены результаты расчётов на ареале Ω = [0, 2]. Изучалось влияние следу-
ющих параметров на сценарии развития эпидемии: миграционных коэффициентов a2, a3, b12,
b13 и коэффициента выздоровления γ2. Остальные параметры были фиксированы и соответ-
ствовали примеру из разд. 2:

d1 = 0.01, d2 = 0.02, d3 = 0.01, a1 = 0.03,

β1 = 0.6, β2 = 0.3, γ1 = 0.2.

Функция неравномерности жизненных условий P (x) задавалась формулой (22), соответ-
ствующей ареалу с двумя благоприятными зонами. Вычисления проводились для различных
I0A и I0B. Начальные распределения группы восприимчивых к инфекции находились из

S0 =
1.8

63
e3P − I0A − I0B,

где первое слагаемое соответствует S из (16) при N = 0.9. Таким образом во всех расчётах,
представленных ниже, S + IA + IB=0.9. В вычислительных экспериментах было установлено,
что финальные распределения почти не зависят от областей ареала, в которых располагаются
эпицентры инфекции. Аналогично результатам, полученным в [12], важным для реализации
стационарных распределений, входящих в семейство решений, является соотношение в на-
чальный момент времени средних значений плотностей двух групп инфицированных. Данный
факт подтверждает общие закономерности, присущие биологическим сообществам.

При a2 = 0.06, a3 = 0.03, γ2 = 0.1 система (1)–(8) отвечает условиям косимметрии (9).
На рис. 1 представлены линии, соответствующие семействам для различных значений b12, b13.
Результаты расчётов даны на плоскости среднеквадратичных отклонений (σIA, σIB), вычис-
ляемых по формулам:

σIA(B) =

√√√√ 1

n+ 2

n+1∑
r=0

(IA(B) − IA(B))2, IA(B) =
1

n+ 2

n+1∑
r=0

(
IA(B)

)
r
.

Здесь (IA)r, (IB)r — плотности распределения групп населения в узлах сетки, а n — количество
внутренних узлов.

При отсутствии миграции восприимчивых к инфекции, вызванной неравномерностью
инфицированных (b12 = b13 = 0), параметры системы соответствуют (19)–(21) из примера
в разд. 2. Соответствующее семейство (23) представлено линией 1 на рис. 1. Для ненулевых
значений b12, b13 семейства равновесий устанавливались численно, см. линии 2, 3 на рис. 1.
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Рис. 1. Семейства стационарных распределений двух инфицированных групп населения при
γ2 = 0.1 и b12 = b13 = 0 (линия 1); b12 = 0.03, b13 = −0.06 (линия 2); b12 = −0.02,

b13 = −0.06 (линия 3); разрушение семейства 3 при γ2 = 0.15 — пунктир и γ2 = 0.05 — штрих

Элементы спектра устойчивости λ

θ λ

0.25 −1.7 · 10−9 −1.4 · 10−4 −2.5 · 10−4 −0.0023 −0.0024

0.5 −1.4 · 10−9 −1.3 · 10−4 −2.4 · 10−4 −0.0023 −0.0028

0.75 −1.2 · 10−9 −1.3 · 10−4 −2.2 · 10−4 −0.0024 −0.0029

В качестве начальных данных брались решения (23) с шагом по θ, равным 0.01. На
рис. 1(a) штриховыми линиями дана эволюция семейства при b12 = 0.03, b13 = −0.06. Сто-
ит отметить, общая точка представленных семейств отвечает случаю θ = 2/3 и соответствует
решению (17).

В таблице даны элементы спектра устойчивости, рассчитанного для (32). Приведены по
пять наиболее близких к мнимой оси собственных значений для трёх стационарных решений,
входящих в (23), см. линия 1 на рис. 1(a). Наличие практически нулевых собственных значений
говорит, что данные решения входят в нетривиальное семейство стационарных распределений.
Стоит отметить, что в отличие от систем с симметрией, где решения из семейства имеют
одинаковый спектр устойчивости, при косимметрии возможны решения с меняющимся вдоль
семейства спектром.

При значении параметра γ2, не удовлетворяющего условию β2/β1 = γ2/γ1, происходит
распад семейства с выходом на стационарные изолированные равновесия. Эволюция к изо-
лированным решениям дана пунктирными и штриховыми линиями на рис. 1(b). Расчёты по-
казывают, что в случае γ2 > γ1β2/β1 из инфицированных остаётся только группа IA, а при
γ2 < γ1β2/β1 группа IB. Выбор начальной точки не влияет на финальное состояние, а траек-
тории установления близки к линии семейства.

Рис. 2(a, b, c) иллюстрирует пространственно-временную динамику распределений групп
восприимчивых к инфекции и инфицированных, соответствующую траектории MQ на
рис. 1(a).

В этом случае происходит трансформация равновесия, входящего в семейство 1, в стаци-
онарное распределение, соответствующее семейству 2. В силу отрицательности параметра b13
и доминирования на ареале группы IB происходит отток восприимчивых к инфекции из мест
скопления инфицированных. Вследствие этого наблюдается снижение доли заражённого на-
селения. Эволюция во времени плотностей распределения групп населения, соответствующая
траектории RL на рис. 1(b) дана на рис. 2(c, d, e). В начале установления происходит резкий
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Рис. 2. Установление стационарных распределений, соответствующих траекториям:
MQ (см. рис. 1(a)) при γ2 = 0.2, b12 = 0.03, b13 = −0.06 рис. (a, b, c);

RL (см. рис. 1(b)) при γ2 = 0.15, b12 = −0.02, b13 = −0.06 рис. (d, e, f): a2 = 0.06, a3 = 0.03

спад плотности IB, а затем плавный выход на стационарное решение c присутствием на ареале
только группы IA. При этом вытеснение с ареала IB компенсируется ростом IA.

Существование непрерывных семейств равновесий с присутствием на ареале обеих групп
инфицированных и распад семейства с исчезновением одной из них подтверждают гипотезы,
выдвинутые в разд. 2. Однако исследование показало, в случае миграционных параметров a2
и a3, не удовлетворяющих условию (9), имеются области параметров как с вытеснением одной
из групп инфицированных, так и с устойчивым сосуществованием.

На рис. 3 даны карты миграционных параметров a2, a3 с зонами, соответствующими
сосуществованию групп инфицированных (IA + IB), и присутствием на ареале только одной
группы (IA, IB).

Рис. 3. Карты миграционных параметров с областями,
отвечающими различному присутствию инфицированных на ареале

при β12 = β13 = 0 (a); при β12 = β13 = −0.03 (b): γ2 = 0.1

В расчётах начальные распределения были локализованы и задавались формулами:

I0A(x) =

0.3 sin
5πx

a
, x ∈ lA = [1, 1.4],

0, x ∈ Ω \ lA,
I0B(x) =

0.3 sin
5πx

a
, x ∈ lB = [0.15, 0.55],

0, x ∈ Ω \ lB.

Вычисления проводились для двух наборов параметров b12, b13 при γ2 = 0.1. Сплошная ли-
ния соответствует условию существования семейства решений, членами которого являются
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стационарные распределения IA и IB в различных комбинациях. Стоит отметить, что при
b12 = b13 = 0 общей точке для всех областей соответствуют a2 = 0.06 и a3 = 0.03. Данные
значения отвечают условию леммы 2 и дополняют набор параметров (19)–(21), при котором
будет существовать семейство решений (23). В случае отрицательных b12, b13 общая точка для
всех областей смещается к началу координат.

Рис. 4 демонстрирует установление распределений S и IA, IB для набора миграционных
параметров, отвечающего точкам C и D на рис. 3.

Рис. 4. Установление стационарных распределений групп инфицированных
при a1 = 0.02, a2 = 0.05 рис. (a, b, c); a1 = 0.05, a2 = 0.01 рис. (d, e, f): b12 = b13 = 0, γ2 = 0.1

Расчёты ведутся из локализованных начальных распределений. В обоих случаях в начале
установления наблюдается убыль здорового населения, вызванная развитием инфекционных
заболеваний. Динамика, соответствующая точке C, приведена на рис. 4(a, b, c) и характеризу-
ется выходом на устойчивое сосуществование групп инфицированных. При этом финальные
(стационарные) распределения характеризуются преобладанием группы IB над группой IA. В
случае набора миграционных параметров, отвечающих точке D, происходит вытеснение груп-
пы IB с ареала (см. рис. 4(d, e, f)).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе предложена и рассмотрена эпидемиологическая модель на основе систе-
мы нелинейных уравнений в частных производных. Изучается взаимодействие группы индиви-
дуумов, восприимчивых к инфекции, и двух групп инфицированных. Модель подразумевает
распределение населения по ареалу с миграционными потоками вследствие диффузионного
распространения и направленной миграции. В ходе исследования были установлены парамет-
рические зависимости, при которых в рассматриваемой системе возникает непрерывное семей-
ство решений. Сформулирован ряд утверждений о возможности нахождения стационарных
распределений без использования вычислительного эксперимента. Для установления семейств
равновесий и анализа их разрушений применялся вычислительный эксперимент. Были постро-
ены карты миграционных параметров, отвечающие различным эпидемиологическим сценари-
ям. Установлено, что миграция инфицированного населения способствует как исчезновению
одного из заболеваний, так и сосуществованию групп инфицированных на ареале.

Представленные результаты предоставляют основу для усовершенствования методологии
анализа распространения инфекционных заболеваний массового характера и оценки их долго-
срочных последствий. Перспективным направлением для дальнейшего развития полученных
в рамках настоящего исследования выводов является применение статистических данных для
изучения как прошлых, так и текущих эпидемиологических ситуаций.
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Abstract. The purpose of this study is to investigate a model of mass infectious diseases based
on a system of nonlinear parabolic equations. The modeling is carried out within the framework
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Горизонтальные скважины с многостадийным гидроразрывом пласта широко применяют-
ся при разработке низкопроницаемых нефтяных и газовых залежей, однако интерпретация
данных гидродинамических исследований таких скважин существенно осложнена из-за
длительного времени выхода на классический радиальный режим течения и интерферен-
ции множественных трещин. В настоящей работе поставлена и решена математическая
задача притока к трещине бесконечной проводимости с условием непротекания на эллип-
тическом контуре, соответствующая течению к горизонтальной скважине с многостадий-
ным гидроразрывом при интерференции близко расположенных трещин. Впервые полу-
чено аналитическое выражение для изменения давления на трещине при запуске в работу
скважины с постоянным дебитом, а также найдена асимптотика решения при большом
времени. Показано, что короткое время работы скважины до остановки приводит к по-
явлению на кривых восстановления давления характерной промежуточной асимптотики
радиального режима течения даже при значительной интерференции трещин. Получен-
ные результаты важны для оценки параметров низкопроницаемых пластов по данным
исследований горизонтальных скважин с многостадийным гидроразрывом пласта.
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ВВЕДЕНИЕ

Бурение горизонтальных скважин с многостадийным гидроразрывом пласта (ГС с МГРП)
широко применяется при разработке низкопроницаемых нефтяных и газовых залежей [1, 2].
Горизонтальный ствол проводится в плоскости залегания пласта, а вдоль него формируется
серия поперечных трещин. В результате образуется сложная фильтрационная система, в кото-
рой приток флюида к скважине осуществляется через сеть взаимно влияющих друг на друга
трещин.

Одним из основных инструментов диагностики параметров пласта являются гидроди-
намические исследования скважин, в частности анализ кривых восстановления давления
(КВД) [3, 4]. После остановки скважины регистрируется изменение забойного давления во
времени; по форме этой кривой и её логарифмической производной (производной давления по
логарифму времени) можно определить гидропроводность, скин-фактор и другие характери-
стики системы «пласт–скважина». В классическом случае вертикальной скважины в однород-
ном пласте на поздних временах реализуется радиальный (позднерадиальный) режим течения:
изолинии давления имеют форму окружностей, а логарифмическая производная давления по
времени выходит на горизонтальный участок. Этот участок играет важную роль для оцен-
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ки параметров системы, поскольку его наличие позволяет независимо определить значение
гидропроводности пласта и далее использовать его при оценке других параметров.

В случае горизонтальной скважины с МГРП ситуация существенно осложняется, посколь-
ку время выхода на позднерадиальный режим может быть чрезвычайно велико. Теоретически
эту проблему можно решить, используя данные раннерадиального режима, который связан
с формированием радиальной симметрии на поздней стадии притока к отдельным трещинам
и проявляется на существенно более раннем участке КВД. Но для его возникновения необхо-
димо, чтобы расстояние между трещинами вдоль ствола скважины составляло не менее 3–5 их
полудлин [5]. На практике это условие редко соблюдается, что исключает возможность оценки
параметров пласта таким способом. Кроме того, КВД в скважинах с МГРП имеют сложную
форму из-за взаимодействия множественных трещин.

Представленные в работе [6] исследования показали наличие на графиках логарифмиче-
ской производной КВД горизонтального участка, не связанного с классическим радиальным
течением. Этот участок соответствует некоторому радиально-подобному режиму течения и на-
блюдается для определённого диапазона достаточно малых значений времени работы скважи-
ны до остановки T .

Как показано в работе [6], в период проявления на графике производной КВД соответству-
ющего горизонтального участка формируются эллипсы постоянного давления в ближайшей
к трещинам зоне (рис. 1(a)). Такое наблюдение позволяет поставить математическую задачу
о притоке к единичной трещине с условием непротекания на эллиптическом контуре, что эк-
вивалентно притоку к отдельной трещине в системе с несколькими близко расположенными
интерферирующими трещинами.

Математический аппарат решения задачи об эллиптическом притоке, используемый в дан-
ной статье, хорошо известен и неоднократно применялся в литературе. Кучук и Бригам разра-
ботали аналитические решения задач эллиптического притока, применимые к вертикальным
скважинам с трещинами гидроразрыва бесконечной проводимости в неограниченном пласте
и анизотропным коллекторам [7]. Райли и соавторы представили аналитическое решение для
давления в вертикальной трещине конечной проводимости с эллиптическим поперечным се-
чением, дренирующей неограниченный пласт [8]. Амини и соавторы построили кривые паде-
ния дебита на основе решения для давления в системе, содержащей трещину гидроразрыва в
центре эллиптической зоны дренирования [9]. В работе [10] был разработан метод определе-
ния параметров пласта и трещины гидроразрыва на основе данных снижения давления при
постоянном дебите в режиме эллиптического потока. Авторы [11] создали математическую
модель эллиптического потока для газового пласта с тройной пористостью, учитывающую
анизотропию, и получили решение через функции Матьё. Функции Матьё также использова-
лись в аналитических и полуаналитических моделях для учёта зон стимулированного объёма
(SRV), которые, как правило, предполагаются эллиптической формы и существенно влияют
на добычу газа [12]–[15].

В данной работе на основе решения Амини и соавт. [9] впервые получено аналитиче-
ское выражение в пространстве изображений по Лапласу для изменения давления на трещине
бесконечной проводимости при запуске в работу скважины с постоянным дебитом, а также
найдена асимптотика этого решения в оригиналах при t→∞. При помощи полученной асимп-
тотики обосновывается возможность проявления радиально-подобного режима на КВД и его
связь с длительностью работы скважины до остановки.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим приток к отдельной трещине бесконечной проводимости в однородном, изо-
тропном, горизонтальном пласте с равномерной толщиной h, эффективной пористостью m
и эффективной проницаемостью k (см. рис. 1(b)). Трещина вскрывает пласт по всей толщине.
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Пусть общая сжимаемость системы равна cp, пластовый флюид слабосжимаемый и имеет вяз-
кость µ. Эффектом гравитации можно пренебречь, течение внутри пласта подчиняется закону
Дарси.

Рис. 1. Эллиптический приток
(a) к интерферирующим трещинам: 1 — трещина, 2 — граница области дренирования,

3 — направление течения, 4 — горизонтальная скважина;
(b) к трещине с непроницаемой границей:

1 — линии тока, 2 — непроницаемая граница, 3 — трещина;
xe — расстояние между соседними интерферирующими трещинами,

xf — полудлина трещины,

Замечание 1.1. В работе [6] показано, что для трещин конечной проводимости харак-
терны аналогичные особенности притока с точки зрения формирования радиально-подобного
режима на КВД. Однако в формировании структуры потока в качестве источника участвует
не вся трещина, а только некоторая её эффективная часть, которая к моменту существен-
ной интерференции трещин оказывает значимое влияние на перераспределение давления. По-
этому на данном этапе мы ограничиваемся постановкой задачи для трещины с бесконечной
проводимостью, чтобы определить характерные особенности поведения системы и выявить
закономерности, связанные с формированием радиально-подобного режима. В дальнейшем
рассматриваемая задача может быть обобщена на случай трещины конечной проводимости.

В постановке задачи (см. рис.1) используется два параметра, определяемых геометрией
скважины и трещин гидроразрыва: xf соответствует эффективной полудлине трещины и за-
даёт внутреннее граничное условие, xe соответствует половине расстояния между соседними
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трещинами и определяет малую полуось эллипса, на котором задана внешняя граница непро-
текания.

До начала влияния интерференции соседних трещин решение должно соответствовать
решению работы [7] для аналогичной трещины в неограниченном пласте. Поэтому геометрия
потока определяется софокусными эллипсами и условие непротекания, вызванное интерферен-
цией трещин, также ставится на эллипсе, софокусном с вырожденным эллипсом-трещиной.

Будем также предполагать, что для интересующего нас периода проявления радиально-
подобного режима можно не учитывать различия в симметрии течения между краевыми
и внутренними трещинами, о чём свидетельствует численное моделирование притока в ра-
боте [6].

Уравнение пьезопроводности для нестационарного распределения давления p при течении
слабосжимаемого флюида по линейному закону Дарси, записанное с учётом осреднения по
вертикальной оси, имеет вид:

∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
= cpm

µ

k

∂p

∂t
. (1)

Решение для эллиптического притока может быть получено из уравнения (1) путём пере-
хода к эллиптическим координатам (ξ, η):

x = xf ch ξ cos η, y = xf sh ξ sin η. (2)

Заданная эллиптическая система координат характеризуется семейством конфокальных
эллипсов с фокальным радиусом xf , которые ортогональны семейству гипербол с тем же фо-
кальным радиусом. На рис. 2 схематично изображены эллиптические координаты.

Рис. 2. Эллиптическая система координат

Подставляя (2) в (1), получим уравнение пьезопроводности в эллиптических координа-
тах [7]:

∂2p

∂ξ2
+
∂2p

∂η2
= cpmµ

x2f
2k

(ch 2ξ − cos 2η)
∂p

∂t
. (3)

Зададим начальные и граничные условия. Предположим, что на момент запуска скважи-
ны давление в пласте распределено равномерно и равно начальному давлению pi [9]:

p(ξ, η, 0) = pi. (4)
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Предположим, что шириной трещины можно пренебречь (ξ = 0). На рис. 2 трещина пред-
ставляет собой отрезок длиной в два фокальных радиуса на оси Ox. На внутренней границе
области течения (трещине) давление равномерно распределено и равно давлению на сква-
жине pwf :

p(0, η, t) = pwf . (5)

На внешней границе (контуре) ξ0 = arsh xe
2xf

задано условие непротекания:

lim
ξ→ξ0

∂p

∂ξ
= 0. (6)

Приведём задачу (3)–(6) к безразмерному виду:

∂2pD
∂ξ2

+
∂2pD
∂η2

=
1

2
(ch 2ξ − cos 2η)

∂pD
∂tD

, (7)

pD(0, η, tD) = 1, (8)

lim
ξ→ξ0

∂pD
∂ξ

= 0, (9)

pD(ξ, η, 0) = 0,

где pD(ξ, η, tD) =
pi − p(ξ, η, t)
pi − pwf

— безразмерное давление, tD =
kt

cpmµx2f
— безразмерное вре-

мя [7].
Полученная краевая задача для дифференциального уравнения в частных производ-

ных (7) может быть решена в пространстве Лапласа. Применяя преобразование Лапласа
к уравнению (7) и граничным условиям (8)–(9), получим [9]:

∂2p̄D
∂ξ2

+
∂2p̄D
∂η2

=
s

2
(ch 2ξ − cos 2η)p̄D, (10)

p̄D(0, η) =
1

s
, (11)

lim
ξ→ξ0

∂p̄D
∂ξ

= 0, (12)

где p̄D — безразмерное давление в пространстве Лапласа.

2. РЕШЕНИЕ

Решение задачи (10)–(12) имеет вид [9]:

p̄D(s) =

∞∑
n=0

[
(−1)n2A2n

0

s

× Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce2n(ξ,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek2n(ξ,−s/4)

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek2n(0,−s/4)
ce2n(η,−s/4)

]
. (13)

где A2n
0 – коэффициент Фурье, зависящий от (−s/4);Ce2n(ξ,−s/4),Fek2n(ξ,−s/4), ce2n(η,−s/4)

– функции Матьё; Fek′2n(ξ,−s/4),Ce′2n(ξ,−s/4) — их производные по ξ. Вид функций Матьё,
используемых в данной работе, представлен в Приложении I.
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Безразмерный расход (дебит) флюида, поступающего через внутреннюю границу области
в трещину, в пространстве Лапласа задаётся следующим образом:

q̄D(s) = − 1

2π

2π∫
0

∂p̄D
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

dη. (14)

Подставляя решение (13) в (14), получим:

q̄D(s) = −
∞∑
n=0

2(A2n
0 )2

s

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce′2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek′2n(0,−s/4)

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek2n(0,−s/4)
. (15)

Чтобы преобразовать полученное решение для дебита (15) при заданном давлении на
скважине в решение для давления при заданном дебите, используем теорему о свёртке [16]:

p̄wD(s) =
1

s2q̄D(s)
, (16)

где p̄wD(s) – безразмерное давление на внутренней границе (трещине) при заданном дебите
в пространстве Лапласа.

Подставляя (15) в (16), получим:

p̄wD(s) = −

(
2s

∞∑
n=0

(A2n
0 )2

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce′2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek′2n(0,−s/4)

Fek′2n(ξ0,−s/4)Ce2n(0,−s/4)− Ce′2n(ξ0,−s/4)Fek2n(0,−s/4)

)−1
.

(17)
где безразмерному давлению в пространстве оригиналов соответствует

pwD = 2πkh(pi − p(ξ, η, t))/qµ.

Таким образом, решение (17) представляет собой аналитическое выражение для измене-
ния безразмерного давления на трещине в пространстве Лапласа при запуске в работу скважи-
ны с постоянным дебитом (снятии кривой стабилизации давления — КСД). Используя метод
суперпозиции, из него можно получить решение для КВД. Однако форма (17) не позволяет
проанализировать решение на наличие диагностических признаков режимов течения.

3. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ПРИ МАЛОМ ЗНАЧЕНИИ ПАРАМЕТРА
ЛАПЛАСА (КРИВАЯ СТАБИЛИЗАЦИИ ДАВЛЕНИЯ)

В работе [6] показано, что радиально-подобный режим на КВД возникает в период суще-
ственного влияния интерференции трещин. Следовательно, нас интересует поведение реше-
ния при малых значениях параметра Лапласа (s → 0), что соответствует большим временам
в оригиналах (реальной временной координате), то есть, когда трещины начинают активно
интерферировать.

Используя асимптотики функций Матьё для s→ 0 (Приложение I) и учитывая тот факт,
что lim

s→0
A2n

0 = 0 для n > 0 и A0
0 = 1/

√
2 [17], из (17) получим

p̄wD(s) =
4

sh 2ξ0

1

s2
−
(

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln s

s
+

(
(γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

)
1

s
, (18)

где γ — константа Эйлера — Маскерони.
Выражение (18) представляет собой асимптотику безразмерного давления (17) при s→ 0.
На рис. 3 показана относительная погрешность асимптотического приближения (18).
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Рис. 3. График зависимости относительной погрешности асимптотической формулы (18)

На рисунке видно, что при убывании s относительная погрешность уменьшается,
а с увеличением xe/xf возрастает. При этом практический интерес представляют отношения
xe/xf< 5, т. е., когда не проявляется классический (ранне)радиальный режим.

На рис. 4 показана зависимость безразмерного давления на трещине в пространстве Ла-
пласа от параметра s, рассчитанная по точной аналитической формуле (17) и по асимптоти-
ческому выражению (18), полученному для малых значений s.

Рис. 4. Билогарифмический график зависимости безразмерного давления
на трещине в пространстве Лапласа от параметра s:

1 — точная формула (17), 2 — асимптотическая формула (18), 3 — радиальный режим

При плотном расположении трещин (при малых значениях xe/xf ) и на аналитической,
и на асимптотической кривых наблюдается длительное сохранение поведения, соответству-
ющего псевдостационарному режиму течения (PSS-режиму) с зависимостью p̄wD(s) ∼ 1/s2
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(pwD(tD) ∼ tD), а характерное радиальному режиму поведение не проявляется. Напротив,
при редком расположении трещин (при больших значениях xe/xf ) с уменьшением s (увели-
чением tD) наблюдается сначала радиальный (раннерадиальный) режим течения, описыва-
емый зависимостью p̄wD(s) ∼ ln (s)/s, и только затем PSS-режим. Полученные результаты
подтверждают, что горизонтальный участок на графике логарифмической производной дав-
ления, соответствующий раннерадиальному режиму, на кривой стабилизации давления для
ГС с МГРП будет проявляться лишь при значительном удалении трещин друг от друга. В
противном случае на КСД будет наблюдаться только PSS-режим.

Чтобы построить решение для КСД в оригиналах, применим к (18) обратное преобразо-
вание Лапласа и получим выражение для безразмерного давления на трещине при tD →∞:

pwD(tD) =
4

sh 2ξ0
tD +

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln tD +

e−2ξ0

2 sh 2ξ0

(
ξ0 +

3γ

2
− ln 4

)
+ ln 4− γ

2
. (19)

Первое слагаемое в выражении (19) — это линейная компонента, связанная с псевдостаци-
онарным режимом течения. Второе слагаемое — логарифмическая компонента, характерная
для радиального режима. Явный переход от (17) к (18) представлен в Приложении II.

На рис. 5 изображён диагностический билогарифмический график зависимости лога-
рифмической производной давления от времени, построенный по асимптотическому выраже-
нию (19).

Рис. 5. Билогарифмический график зависимости
логарифмической производной безразмерного давления от безразмерного времени,

построенный по асимптотической формуле (19)

График в оригиналах полностью согласуется с графиком в пространстве Лапласа: так же
видно проявление раннерадиального режима в случае больших соотношений xe/xf (горизон-
тальный участок) и участка с наклоном 1, что соответствует PSS-режиму.

4. КРИВАЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ДАВЛЕНИЯ

Изменение давления на скважине после остановки (КВД) определяется суперпозицией:

∆pwD = pwD(tD)− pwD(tD − TD), (20)
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где TD – безразмерное время отработки (работы скважины до остановки).
Используя найденную асимптотику (19) давления на скважине до остановки при tD →∞,

можно получить асимптотику распределения давления на скважине после остановки:

∆pwD =

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln

tD
tD − TD

+
4

sh 2ξ0
TD. (21)

Первое слагаемое в выражении (21) соответствует искомой асимптотике радиально-
подобного режима, если осуществить используемый при анализе КВД переход к времени Хор-
нера tD

tD−TD [5]. Однако коэффициент при логарифме в (21) отличается от 1/2 (стандартного
раннерадиального режима [7]) и характеризует особенности радиально-подобного режима, вы-
явленного в [6]. В то же время, асимптотика (21) применима только при tD � TD.

Перейдём к изображению суперпозиции давлений (20) в пространстве Лапласа:

L{∆pwD} (s) = ∆p̄wD(s) = (1− e−sTD)p̄wD(s). (22)

На рис. 6 представлены графики КВД в пространстве Лапласа для различных значе-
ний TD, построенные по формуле (22).

При больших временах отработки TD в системе успевает установиться PSS-режим
(рис. 6(c), 6(d)). Радиальный режим проявляется только при очень больших отношениях xe/xf ,
что соответствует низкой плотности трещин. При малых значениях TD PSS-режим не успе-
вает сформироваться (рисунки 6(a), 6(b)). Суперпозиция «снимает» маскирующий эффект
PSS-режима и позволяет проявиться радиально-подобному режиму на КВД даже для систем
с высокой плотностью трещин. Графически это выражается в том, что с уменьшением TD
участок кривой, характерный для радиального режима, меняет положение и становится более
протяжённым и выраженным.

Пояснить сделанные выводы можно, проанализировав выражение (22). Асимптотическое
выражение (18) для p̄wD(s) получено при s → 0. Поведение экспоненты в (22) зависит от её
аргумента sTD.

Если sTD � 1, тогда

(1− e−sTD)p̄wD(s) ≈
(
sTD −

T 2
Ds

2

2
+
T 3
Ds

3

6
+ o(s4)

)(
C1

1

s2
− C2

ln s

s
+ C3

1

s

)
= C1TD

1

s
− C2TD ln s+

(
C3TD − C1

T 2
D

2

)
+ C2

T 2
D

2
s ln s− C3

T 2
D

2
s+ C1

T 3
D

6
s+ o(s), (23)

где

C1 =
4

sh 2ξ0
, C2 = (

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2
), C3 = (γ − ln 4)(

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1) +

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0.

В выражении (23) доминирующее слагаемое C1TD/s. Соответственно при sTD � 1 на
графиках будет проявляться зависимость ∆p̄wD(s) ∼ 1/s.

Если sTD � 1, то e−sTD ≈ 0 и

(1− e−sTD)p̄wD(s) ≈ C1
1

s2
− C2

ln s

s
+ C3

1

s
. (24)

В выражении (24) доминирующее слагаемое C1/s
2. Соответственно при sTD � 1 на гра-

фиках будет проявляться зависимость ∆p̄wD(s) ∼ 1/s2, (рисунки 6(c) и 6(d)), соответствующая
PSS-режиму.
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Рис. 6. КВД в пространстве Лапласа при: (a) TD = 0.1; (b) TD = 1; (c) TD = 10; (d) TD = 100;
1 — точная формула (17), 2 — асимптотическая формула (18), 3 — радиальный режим

Замечание 4.1. Формально при выводе асимптотики (18) предполагается, что TD – фик-
сированная константа, поэтому при s→ 0 произведение sTD также стремится к нулю. Однако
анализ графиков показывает, что решение, полученное в предположении s→ 0, хорошо воспро-
изводит поведение точного решения и в некоторой области немаленьких значений s. Поэтому
рассмотрение такого случая позволяет описать поведение точного решения в соответствующей
области с увеличением TD.

Если sTD ∼ 1, то на графиках будет проявляться переходный участок между зависимо-
стями ∆p̄wD(s) ∼ 1/s и ∆p̄wD(s) ∼ 1/s2.

Таким образом, анализ полученного асимптотического решения для КВД показывает,
что малое время отработки TD позволяет проявиться радиально-подобному режиму на КВД,
который в противном случае маскируется PSS-режимом (зависимостью ∼ 1/s2).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе исследованных ранее особенностей течения вблизи трещин для ГС с МГРП
поставлена и решена математическая задача притока к единичной трещине бесконечной про-
водимости с условием непротекания на эллиптическом контуре, моделирующем влияние сосед-
них интерферирующих трещин. Впервые получено аналитическое выражение в пространстве
изображений по Лапласу для изменения давления на трещине при пуске скважины в работу
с постоянным дебитом.

Для полученного решения найдена асимптотика в оригиналах при большом времени в пе-
риод образования эллипсов постоянного давления вокруг каждой трещины с учётом их интер-
ференции, что позволило объяснить проявление раннерадиального режима течения на КСД
лишь при значительном удалении трещин друг от друга (когда расстояние между ними пре-
вышает ∼ 5 их полудлин).

Показано, что на КВД радиально-подобный режим течения проявляется при коротком
времени отработки даже при значительной интерференции трещин, что делает его перспек-
тивным инструментом для определения параметров низкопроницаемых пластов по данным
исследований ГС с МГРП.

ПРИЛОЖЕНИЕ I

В данном приложении мы приводим асимптотики некоторых функций Матьё при s→ 0.
В данной работе используются функции Матьё в следующем виде [18]:

Fek2n(ξ,−s/4) =
p′2n
πA2n

0

∞∑
r=0

A2n
2r Ir

(√
s

4
e−ξ
)
Kr

(√
s

4
eξ
)
, (25)

Ce2n(ξ,−s/4) =
p′2n
A2n

0

∞∑
r=0

A2n
2r Ir

(√
s

4
e−ξ
)
Ir

(√
s

4
eξ
)
, (26)

ce2n(η,−s/4) = (−1)n
∞∑
r=0

(−1)rA2n
2r cos 2rη, (27)

где p′2n = (−1)nce2n(0, s/4)ce2n(π2 , s/4)/A2n
0 ; Ir, Kr — модифицированные функции Бесселя.

Известно, что lim
s→0

A2n
2r (−s/4) = 0 для n > 0 и A0

0(− s
4) = 1/

√
2 [8]. Следовательно, членами

порядка n > 0 в выражении (17) можно пренебречь.
Тогда асимптотика выражения (17) при s→ 0 примет вид:

p̄wD(s) ∼ −1

s

Fek′0(ξ0,−s/4)Ce0(0,−s/4)− Ce′0(ξ0,−s/4)Fek0(0,−s/4)

Fek′0(ξ0,−s/4)Ce′0(0,−s/4)− Ce′0(ξ0,− s
4)Fek′0(0,−s/4)

. (28)

Из разложения Ce2n по функциям Бесселя (26) нетрудно получить, что Ce′0(0,−s/4) = 0.
Тогда выражение (28) преобразуется к виду:

p̄wD(s) ∼ 1

s

Fek′0(ξ0,−s/4)Ce0(0,−s/4)

Ce′0(ξ0,−s/4)Fek′0(0,−s/4)
− 1

s

Fek0(0,−s/4)

Fek′0(0,−s/4)
. (29)

Согласно [8],

lim
s→0

Fek0(0,−s/4)

Fek′0(0,−s/4)
= −2 ln 2 +

1

2
ln s+ γ. (30)

Заметим, что при s → 0 второе слагаемое (29) является выражением для изменения без-
размерного давления на трещине при условии бесконечно удалённой границы

(
lim
ξ→∞

pD = 0
)
,

которое получили Кучук и Бригам в работе [7].
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Используя (25)–(27), получим асимптотики функций Матьё и их производных, входящих
в первое слагаемое (29), при s→ 0:

Ce0(0,−s/4) ∼ 1√
2
, (31)

Ce′0(ξ0,−s/4) ∼ s

4
√

2
sh 2ξ0, (32)

Fek′0(0,−s/4) ∼ − 1

π
√

2
, (33)

Fek′0(ξ0,−s/4) ∼ − 1

π
√

2

(
1− s

8
e−2ξ0(γ + ln

√
s− ln 4 + ξ0)

)
. (34)

Подставляя асимптотики (30)-(34) в (29), получим асимптотику выражения (17) при s→ 0
(формула (18) в основном тексте статьи).

ПРИЛОЖЕНИЕ II

Обратное преобразование Лапласа каждого из слагаемых выражения (17) имеет следую-
щий вид:

L−1
{

4

sh 2ξ0

1

s2

}
=

4

sh 2ξ0
tD, (35)

L−1
{
−
(

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln s

s

}
=

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
(ln tD + γ), (36)

L−1
{(

(γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

)
1

s

}
= (γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0. (37)

Складывая (35)-(37), получим обратное преобразование Лапласа для (17):

pwD(tD) = L−1
{
p̄wD(s)

}
= L−1

{
4

sh 2ξ0

1

s2

}
+ L−1

{
−
(

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln s

s

}
+ L−1

{(
(γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

)
1

s

}
=

4

sh 2ξ0
tD +

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
(ln tD + γ) + (γ − ln 4)

(
e−2ξ0

2 sh 2ξ0
− 1

)
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

=
4

sh 2ξ0
tD +

(
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2

)
ln tD

+
e−2ξ0

4 sh 2ξ0
γ +

γ

2
+

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
γ − γ − e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ln 4 + ln 4 +

e−2ξ0

2 sh 2ξ0
ξ0

=
4

sh 2ξ0
tD + (

e−2ξ0

4 sh 2ξ0
+

1

2
) ln tD +

e−2ξ0

2 sh 2ξ0

(
ξ0 +

3γ

2
− ln 4

)
+ ln 4− γ

2
. (38)

Заметим, что если устремить внешнюю границу к бесконечности (ξ0 →∞), то выражение
(38) примет вид:

pwD(tD) =
1

2
ln tD + ln 4− γ

2
. (39)

Формула (39) для классического радиального режима была получена в работе [7].
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Влияние скорости столкновения на динамику каверны при ударе капли воды о слой масла
исследовалось с помощью трёхмерного численного моделирования в программном пакете
Basilisk. Используя метод объёма жидкости с адаптивным измельчением сетки и учётом
сил поверхностного натяжения, были изучены режимы при числах Вебера We = 23–360.
Установлено, что с увеличением We происходит переход от капиллярного режима схлопы-
вания каверны, описываемого классической инерционно-капиллярной временной шкалой,
к режиму, где доминирующую роль играют гидростатическое давление и силы вязкой
диссипации.
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ВВЕДЕНИЕ

Процесс удара капли о поверхность жидкости является фундаментальной проблемой гид-
родинамики, имеющей важное значение как для фундаментальной науки, так и для многочис-
ленных практических приложений. К ним относятся распыление, нанесение покрытий, абсорб-
ция газа в химических реакторах, а также природные явления, такие как перенос аэрозолей
в атмосфере при падении капель дождя в океан [1, 2, 3]. Несмотря на кажущуюся простоту,
этот процесс порождает различные физические явления: формирование каверны, образование
«короны», выброс вторичных капель и струй, захват воздушного пузырька [4, 5].

Особый интерес представляет случай удара капли воды о слой масла. Несмешиваемость
жидкостей, низкое межфазное натяжение на границе вода-масло, а также значительные раз-
личия в плотностях и вязкостях приводят к уникальным динамическим режимам, которые
отличаются от хорошо изученного случая однородной жидкости [6]. Ключевым параметром,
определяющим процесс, является число Вебера (We), которое характеризует отношение сил
инерции капли к силам поверхностного натяжения [7]:

We =
ρwDdU

2
d

σo−a
, (1)

где ρw — плотность воды, Dd — диаметр капли, Ud — скорость соударения, а σo−a — поверх-
ностное натяжение на границе масло-воздух.

В данной работе представлено численное исследование с использованием пакета с от-
крытым кодом Basilisk [8], известного своими высокоточными методами отслеживания границ
раздела и адаптивным измельчением сетки. Целями этого исследования являются количе-
ственный анализ влияния скорости соударения (числа Вебера) на глубину полости и время её
существования.
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1. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

Для моделирования нестационарного процесса удара капли использовался решатель
Basilisk, основанный на методе объёма жидкости (Volume-of-Fluid, VOF). Метод VOF иде-
ально подходит для задач со сложной деформацией границы раздела, поскольку обеспечивает
строгое сохранение массы [9]. Течение несжимаемых жидкостей описывается уравнениями На-
вье — Стокса и неразрывности:

∇ · u = 0, (2)

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −∇p+∇ · (µ(∇u +∇uT )) + fσ + ρg, (3)

где u — вектор скорости, ρ — плотность, p — давление, µ — динамическая вязкость, g —
ускорение свободного падения. Поверхностное натяжение моделируется как объёмная сила fσ
с использованием метода континуальной поверхностной силы (CSF) [10].

В исследовании рассматриваются низкоскоростные течения, где сжимаемостью воздуха
можно пренебречь без существенной потери точности, что является подходом, широко исполь-
зуемым во многих работах для скоростей ниже 30 м/с [7].

Трёхфазная система в Basilisk реализована с использованием двух полей объёмной доли
(f1 для воды и f2 для масла), при этом доля воздуха рассчитывается как 1 − f1 − f2. По-
верхностное натяжение на границах вода-воздух, масло-воздух и вода-масло явным образом
учитывается в рамках метода CSF. Система уравнений Навье — Стокса решается во всей рас-
чётной области, при этом плотность и вязкость являются линейными функциями объёмных
долей. Метод более подробно описан в работах [11, 12]:

f1 + f2 + f3 = 1,

ρ = f1ρw + f2ρo + f3ρa,

µ = f1µw + f2µo + f3µa.

(4)

Движение межфазной границы осуществляется путём решения уравнения переноса для поля
объёмной доли каждой жидкости (вода, масло, воздух). Геометрия границы раздела рекон-
струируется на каждом временном шаге с использованием алгоритма кусочно-линейной ап-
проксимации интерфейса (Piecewise Linear Interface Calculation, PLIC), что позволяет точно
вычислять кривизну интерфейса и, следовательно, силы поверхностного натяжения.

Ключевым преимуществом Basilisk является адаптивное измельчение сетки (Adaptive
Mesh Refinement, AMR). Критерий измельчения сетки основывался на градиенте объёмной
доли, что позволяет обеспечить высокое разрешение (до 100 расчётных ячеек на начальный
диаметр капли Dd) именно в области интерфейса и в зонах с высокими градиентами скорости,
минимизируя при этом общие вычислительные затраты.

Для анализа сходимости сетки были проведены расчёты на трёх сетках с разными ми-
нимальными размерами ячеек: 20 мкм, 40 мкм, 80 мкм (см. рис. 1). Результаты показали,
что сетка с минимальным размером ячейки 40 мкм хорошо согласуется с глубиной полости,
полученной при расчёте с ячейкой 20 мкм. Поэтому в качестве оптимальной расчётной сетки,
обеспечивающей баланс между точностью и требуемыми вычислительными ресурсами, была
выбрана средняя сетка.

Моделирование проводилось в трёхмерной постановке. Расчётная область представляла
собой куб с длиной стороны 10Dd. На верхней границе было установлено условие постоян-
ного давления, а на нижней границе — условие прилипания. На всех боковых границах рас-
чётной области заданы условия нулевого градиента для всех параметров. Плотности воды
ρw = 1000кг/м3, масла ρo = 800кг/м3 и воздуха ρa = 1.2 кг/м3, динамические вязкости воды
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Рис. 1. Зависимость глубины полости H (мм) от времени для сеток с различным размером
расчётной ячейки: ∆ = 20µм (кривая 1); ∆ = 40µм (кривая 2); ∆ = 80µм (кривая 3)

µw = 1мПа·с, масла µo = 20мПа·с и воздуха µa = 0.018мПа·с, а также коэффициенты поверх-
ностного натяжения на границе вода-воздух σw−a = 72мН/м и масло-воздух σo−a = 22мН/м
соответствовали реальным физическим параметрам. Коэффициент поверхностного натяже-
ния на границе вода-масло вычисляется по правилу Антонова. В начальный момент времени
капля диаметром Dd = 2мм расположена на расстоянии 1мм от поверхности масла и имеет
начальную скорость U0 в диапазоне от 0.5 до 2м/с, что соответствует числам Вебера We от
23 до 360. Глубина слоя масла в расчётах составляла 5Dd = 10мм.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 2 представлены поперечные сечения трёхмерной расчётной области, иллюстриру-
ющие динамику падения капли воды на слой масла при скоростях 0.5, 1 и 2м/с, характеризу-
ющихся числами Вебера We = 23, 90 и 360. Временные срезы показывают, как форма капли
и образующаяся полость эволюционируют с момента начального контакта. При наименьшей
скорости (We = 23) формируется очень маленькая и быстро исчезающая полость (см. рис. 3),
а сама капля оседает на поверхности. При скорости 1 м/с (We = 90) удар капли приво-
дит к образованию отчётливой полости, глубина и ширина которой сравнимы с диаметром
капли. В этом случае капля действует подобно поршню, полностью погружаясь в слой к 20мс
и активно расширяя полость. При максимальной скорости (We = 360) формируется глубокая
сферическая полость. Однако, вопреки интуитивному ожиданию, время полного погружения
капли увеличивается: к 20мс капля всё ещё видна в верхней части полости, сохраняя кон-
такт с атмосферой. Это указывает на переход к инерционному режиму, при котором полость
формируется за счёт быстрого радиального смещения жидкости, а не простого следования за
телом капли, что приводит к её более медленному погружению. Таким образом, визуализация
наглядно демонстрирует качественное изменение механизма взаимодействия от медленного
погружения до удара с нелинейными эффектами.

Когда при ударе капли о поверхность масла образуется небольшая полость, её ко-
лебания следуют капиллярно-инерционному временному масштабу, определяемому балан-



Численное исследование динамики каверны при ударе капли воды о слой масла 59

Рис. 2. Эволюция полости для различных чисел Вебера в моменты времени:
(a) t = 0мс; (b) t = 10мс; (c) t = 20мс; (d) t = 30мс

сом сил поверхностного натяжения, которые стремятся минимизировать площадь поверх-
ности, и инерции жидкости. Характерное время этих колебаний оценивается по формуле
τin ∼

√
ρoR3

c/σo−a [13]. Если оценить размер полости как Rc = Dd, то время τin составляет
приблизительно 20мс, что согласуется с результатами численного моделирования для скорости
удара 0.5м/с. Таким образом, характерное время вязкого затухания капиллярных колебаний
τvisc ∼ µoRc/σo−a на порядок меньше (τvisc ≈ 2мс), чем капиллярно-инерционный временной
масштаб τin. Это означает, что вязкие силы в масле не оказывают существенного влияния на
схлопывание полости. Вместо этого время её существования в первую очередь определяется
балансом инерционных и капиллярных сил.

Для смешивающихся жидкостей предположение о полусферической форме полости явля-
ется широко используемой гипотезой, подтверждённой как экспериментальными наблюдени-
ями [14], так и теоретическим анализом [2]. Например, в исследовании [15] предположение о
полусферичности полости используется при энергетическом анализе процесса:

8

(
Hm

Dd

)4

+ 4

(
Hm

lc

)2

=

(
Dd

lc

)2(We

12
+ 1

)
, (5)

где lc — капиллярная длина. В результате получается соотношение для максимальной глубины
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Рис. 3. Зависимость глубины полости H (мм) от времени для различных скоростей падения:
Ud = 0.5м/с (кривая 1); Ud = 1м/с (кривая 2); Ud = 2м/с (кривая 3)

полости в безразмерном виде:

Hm = lc

[√
1 + 2

(
Dd

lc

)2(We

12
+ 1

)
− 1

]1/2
. (6)

При сравнении с результатами численного моделирования аналитическая модель (5) для
смешивающихся жидкостей переоценивает максимальную глубину полости при низких чис-
лах We (23–90). Это связано с тем, что она не учитывает сильное влияние границы раздела
несмешивающихся жидкостей на диссипацию энергии и форму полости (см. рис. 4).

Рис. 4. Зависимость безразмерной максимальной глубины Hm/Dd от числа Вебера We:
1 — моделирование; 2 — аналитическая модель [15]; 3 — аналитическая модель [17];

4 — эксперимент [15]; 5 — эксперимент [14]; 6 — эксперимент [18]

При числе Вебера We = 360 этот эффект уменьшается, и результаты сходятся, поскольку
инерция начинает доминировать над силами поверхностного натяжения [16]. Расчёт глубины
полости с использованием модели из [17] для несмешивающихся жидкостей даёт меньшую
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глубину полости во всём исследуемом диапазоне чисел Вебера, что согласуется с результатами
численного моделирования.

Помимо числа Вебера, другим ключевым параметром, определяющим динамику процесса,
является число Онезорге Oh = µ/

√
σw−o ρDd, которое характеризует баланс между вязкими

и капиллярными силами. В нашем случае для системы вода-масло-воздух оценка числа Онез-
орге по свойствам масла даёт значение Oh ≈ 0.1. Это указывает на значительное влияние как
вязких, так и капиллярных сил, что согласуется с наблюдаемой сильной диссипацией энергии
и отсутствием вторичного разбрызгивания [15]. Число Фруда Fr = U2

d/(gDd), которое оцени-
вает отношение инерционных сил к гравитационным, находится в диапазоне от Fr = 13 до
210 для исследуемых скоростей удара Ud = 0.5–2м/с, подтверждая доминирование инерцион-
ных сил над гравитационными. Однако вязкость масла достаточна для быстрого затухания
инерционных движений и эффективного подавления капиллярных неустойчивостей, которые
в системах с меньшей вязкостью могли бы приводить к образованию вторичных капель и
разбрызгиванию.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данном исследовании с помощью трёхмерного численного моделирования в пакете
Basilisk, основанном на методе объёма жидкости (VOF) с адаптивным измельчением сетки,
изучалось воздействие капли воды на слой масла. Было исследовано влияние скорости уда-
ра, характеризующейся числом Вебера (We) в диапазоне 23–360, на динамику образования
и схлопывания полости. С увеличением We наблюдался переход от режима, определяемого
капиллярными силами, к инерционному режиму. При низких скоростях (We = 23) образуется
неглубокая, быстро схлопывающаяся полость. При We = 90 капля действует подобно порш-
ню, создавая отчётливую полость. При высоком We = 360 возникают нелинейные эффекты:
за счёт радиального смещения жидкости формируется глубокая сферическая полость, однако
погружение капли замедляется.

Сравнение с аналитической моделью для смешивающихся жидкостей показало, что она
переоценивает глубину полости при низких и средних числах We (23–90). Это расхождение
объясняется тем, что модель не учитывает влияние границы раздела вода-масло на дисси-
пацию энергии. Различия уменьшаются при We = 360, когда инерционные силы начинают
доминировать над капиллярными. Ключевыми безразмерными параметрами являются число
Онезорге (Oh ≈ 0.1), подтверждающее совместное влияние вязких и капиллярных сил, и чис-
ло Фруда (Fr = 13–210), указывающее на доминирование инерции над гравитацией. Высокая
вязкость масла в сочетании с межфазным натяжением подавляет капиллярные неустойчиво-
сти, предотвращая тем самым вторичное разбрызгивание. В заключение, динамика полости
при ударе о несмешивающуюся жидкость качественно и количественно отличается от случая
однородной среды. Режим взаимодействия, определяемый числом Вебера, является ключевым
фактором, определяющим эволюцию полости.
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Трёхмерная система дифференциальных уравнений четвёртого порядка моментной ли-
нейной теории упругости в смещениях изотропного псевдоконтинуума Коссера представ-
лена в виде объединения автоморфной системы третьего порядка и разрешающей системы
первого порядка. Решение разрешающей системы выражено через четыре гармонические
функции. Для системы в смещениях найдено два варианта представления общего решения
через три функции, удовлетворяющих трём независимым уравнениям, т. е. система диаго-
нализируется. Приведены формулы производства новых решений (операторы симметрии),
позволяющие путём дифференцирования из какого-либо заданного решения находить но-
вые решения исходных уравнений. С использованием представления решения разрешаю-
щей системы через гармонические функции получается представление смещений в статике
через гармонические функции и для классической изотропной упругой среды.

Ключевые слова: моментная теория упругости, псевдоконтинуум Коссера, общие реше-
ния, операторы симметрии, диагональная система, стеснённое вращение, несимметричные
тензоры напряжений и деформаций.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2026.29.205

ВВЕДЕНИЕ И ВЫВОД ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ

Моментная линейная теория упругости позволяет более адекватно, чем классическая ли-
нейная теория упругости, описывать деформирование упругих тел при больших градиентах
напряжений, деформирование волокнистых, зернистых, полимерных материалов и других раз-
личных композитных материалов. Моментная упругая среда представляется совокупностью
частиц, характеризуемых в декартовой прямоугольной системе координат xi, i = 1, 2, 3, век-
тором смещений ui и независимым вектором поворотов ωi (см. [1–3]). Такая теория впервые
была предложена в начале 20 века в работах братьев Коссера [1]. В моментной среде при нагру-
жении возникают несимметричные силовые напряжения σij 6= σji и моментные напряжения
µij 6= µji. Уравнения равновесия для моментной среды имеют вид (см. [1–3]) (по повторяю-
щимся индексам проводится суммирование)

∂jσij + Fi = 0; (1)

∂jµij + εijkσkj +Mi = 0, (2)

где ∂j — производная по координате xj ; εijk — кососимметричный по любой паре индексов
тензор Леви-Чивиты; Fi — вектор объёмных сил; Mi — вектор объёмных моментов. Вектор
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силовых напряжений pi на площадке с нормалью ni и вектор моментных напряжений mi на
этой площадке определяются формулами Коши

σijnj = pi, µijnj = mi. (3)

Деформированное состояние моментной среды характеризуют несимметричные тензоры
деформации eij и кручения-изгиба κij (см. [1–3]):

eij = ∂jui − ωij , κij = ∂jωi, (4)

где

ωij =

 0 −ω21 −ω31

ω21 0 −ω32

ω31 ω32 0

 =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 , (5)

ωij = εikjωk, ωi =
1

2
εijkωkj .

Формулы (5) связывают кососимметричный тензор ωij и вектор ωi. Определяющие уравнения
для упругой изотропной моментной среды записываются в виде (см. [1, 2])

σij = λekkδij + (µ+ α)eij + (µ− α)eji, µij = βκkkδij + (γ + ε)κij + (γ − ε)κji, (6)

где λ, µ — постоянные Ламе; α, β, γ, ε — дополнительные постоянные упругости; δij — символ
Кронекера, единичная матрица. Если постоянные в (6) удовлетворяют неравенствам (см. [2])

3λ+ 2µ 6= 0, µ 6= 0, α 6= 0; 3β + 2γ 6= 0, γ 6= 0, ε 6= 0,

то соотношения (6) обратимы

eij =
−λ

2µ(3λ+ 2µ)
σkkδij +

1

4

(
1

µ
+

1

α

)
σij +

1

4

(
1

µ
− 1

α

)
σji,

κij =
−β

2γ(3β + 2γ)
µkkδij +

1

4

(
1

γ
+

1

ε

)
µij +

1

4

(
1

γ
− 1

ε

)
µji.

Удельная энергия деформации имеет вид (см. [1, 2])

2Φ = σijeij + µijκij =

= λekkeii + (µ+ α)eijeij + (µ− α)ejieij + βκkkκii + (γ + ε)κijκij + (γ − ε)κjiκij . (7)

Квадратичная форма (7) от восемнадцати переменных eij , κij должна быть положительно
определённой. Проверка положительной определённости формы (7) в (см. [2, 4]) проводится
с помощью вычисления восемнадцати определителей главных миноров матрицы формы (7).
Но условия на коэффициенты формы (7) можно получить без вычисления определителей.
Для этого необходимо из тензоров eij , κij выделить неприводимые составляющие. Перепишем
форму (7)

2Φ = λekkeii + 2µe(ij)e(ij) + 2αe[ij]e[ij] + βκkkκii + 2γκ(ij)κ(ij) + 2εκ[ij]κ[ij]

=
1

3
(3λ+ 2µ)ekkeii + 2µ

(
e(ij) −

1

3
ekkδij

)(
e(ij) −

1

3
essδij

)
+ 2αe[ij]e[ij]

+
1

3
(3β + 2γ)κkkκii + 2γ

(
κ(ij) −

1

3
κkkδij

)(
κ(ij) −

1

3
κssδij

)
+ 2εκ[ij]κ[ij]. (8)
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Круглые и квадратные скобки в индексах означают симметричную и антисимметричную части
тензоров по соответствующим индексам. Из последних выражений (8) очевидно, что 2Φ > 0
всегда, когда постоянные удовлетворяют неравенствам

3λ+ 2µ > 0, µ > 0, α > 0; 3β + 2γ > 0, γ > 0, ε > 0.

В [4] кроме этих неравенств приведено ещё два лишних неравенства, в обозначениях из [4]:
µ − γ > 0, ϑ > 0. В наших обозначениях µ − γ = µ + α > 0, ϑ = γ + ε > 0 эти неравенства
всегда выполняются. Так как квадратичная форма (7) записана в виде (8) суммы квадратов
независимых переменных с коэффициентами при этих квадратах, то коэффициенты являются
собственными значениями соответствующей кратности матрицы формы (7)

λ1 = 3λ+ 2µ, λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = λ6 = 2µ, λ7 = λ8 = λ9 = 4α,

λ10 = 3β + 2γ, λ11 = λ12 = λ13 = λ14 = λ15 = 2γ, λ16 = λ17 = λ18 = 4ε,

причём должно быть λi > 0, i = 1, 18.
Теперь, учитывая запись (8), можно переписать определяющие соотношения (6) в виде

отдельных независимых выражений

σkk = (3λ+ 2µ)ekk, σ(ij) −
1

3
σkkδij = 2µ

(
e(ij) −

1

3
ekkδij

)
, σ[ij] = 2αe[ij],

µkk = (3β + 2γ)κkk, µ(ij) −
1

3
µkkδij = 2γ

(
κ(ij) −

1

3
κkkδij

)
, µ[ij] = 2εκ[ij].

Из последних соотношений очевидна их обратимость и ограничения на постоянные.
В упрощённой теории Коссера считают, что вектор поворота (5) равен среднему повороту

поля перемещений (см. [1])

ωi =
1

2
εikl∂kul, (9)

т. е. имеем стеснённое вращение

ω1 =
1

2
(∂2u3 − ∂3u2), ω2 =

1

2
(∂3u1 − ∂1u3), ω3 =

1

2
(∂1u2 − ∂2u1).

Тогда тензоры (4) принимают вид

eij = εij = εji =
1

2
(∂jui + ∂iuj), κij =

1

2
εikl∂jkul, κii =

1

2
εikl∂ikul = 0. (10)

Из (6) находим симметричную часть тензора напряжений

σ(ij) = λεkkδij + 2µεij , (11)

а из (2), считая Mi = 0, получаем несимметричную часть

σ23 − σ32 = ∂jµ1j , σ31 − σ13 = ∂jµ2j , σ12 − σ21 = ∂jµ3j . (12)

Из второго уравнения (6) с учётом (4), (10) получаем моментные напряжения

µij = (γ + ε)κij + (γ − ε)κji = γ(∂jωi + ∂iωj) + ε(∂jωi − ∂iωj), (13)

которые подставим в формулы (12):

σ23 − σ32 = (γ + ε)∂jjω1, σ31 − σ13 = (γ + ε)∂jjω2, σ12 − σ21 = (γ + ε)∂jjω3. (14)
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С учётом (9)–(11), (14) находим выражения напряжений через смещения

σ11 = (λ+ 2µ)∂1u1 + λ(∂2u2 + ∂3u3), σ12 = µ(∂2u1 + ∂1u2) +
1

2
(γ + ε)∂kkω3,

σ21 = µ(∂2u1 + ∂1u2)−
1

2
(γ + ε)∂kkω3, σ22 = (λ+ 2µ)∂2u2 + λ(∂1u1 + ∂3u3),

σ31 = µ(∂3u1 + ∂1u3) +
1

2
(γ + ε)∂kkω2, σ32 = µ(∂3u2 + ∂2u3)−

1

2
(γ + ε)∂kkω1,

σ13 = µ(∂3u1 + ∂1u3)−
1

2
(γ + ε)∂kkω2,

σ23 = µ(∂3u2 + ∂2u3) +
1

2
(γ + ε)∂kkω1,

σ33 = (λ+ 2µ)∂3u3 + λ(∂1u1 + ∂2u2).

(15)

Подставляя напряжения (15) в уравнения равновесия (1) без учёта объёмных сил, получим
три уравнения для трёх смещений (см. [1]):

µ∂kkui + (λ+ µ)∂ikuk +
1

4
(γ + ε)∂kkεimn∂mεnjl∂jul = 0. (16)

Слагаемые со вторыми производными в (16) соответствуют классическим уравнениям Ламе,
а слагаемые с четвёртыми производными отвечают за моментное состояние псевдоконтинуума
Коссера. К уравнениям (16) добавляют граничные условия в напряжениях (3) или задают на
границе рассматриваемой области смещения. Вопрос о граничных условиях для системы (16)
и способы её интегрирования кратко обсуждаются в [1]. Определив из (16) смещения ui по
формулам (9), (13), (15), получим ωi, µij , σij .

1. ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЙ (16)
К СИСТЕМЕ МОИСИЛА — ТЕОДОРЕСКУ

Используя известное соотношение

∂kkui = ∂ikuk − εimn∂mεnjl∂jul,

уравнение (16) можно переписать в виде

(λ+ 2µ)∂ikuk +

[
1

4
(γ + ε)∂kk − µ

]
εimn∂mεnjl∂jul = 0

или с учётом (9)

(λ+ 2µ)∂ikuk +

[
1

2
(γ + ε)∂kk − 2µ

]
εimn∂mωn = 0. (17)

Введём обозначения

(λ+ 2µ)∂kuk = ψ,

[
2µ− 1

2
(γ + ε)∂kk

]
ωn =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
εnjl∂jul = ϕn. (18)

В системе (18) четыре уравнения для трёх функций uk, т. е. функции в правой части (18)
должны удовлетворять условиям совместности. Условием совместности является соотношение

∂nϕn =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
εnjl∂njul = 0. (19)
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С учётом обозначений (18) уравнения (17) принимают вид

∂iψ − εimn∂mϕn = 0. (20)

Система вида (18) в [5] названа автоморфной системой, а уравнения вида (19), (20) названы
разрешающей системой. В [5] эти системы исследуются методами группового анализа.

Запишем систему (19), (20) подробнее:

∂1ψ + ∂3ϕ2 − ∂2ϕ3 = 0, ∂2ψ − ∂3ϕ1 + ∂1ϕ3 = 0,

∂3ψ + ∂2ϕ1 − ∂1ϕ2 = 0, ∂1ϕ1 + ∂2ϕ2 + ∂3ϕ3 = 0
(21)

или в матричном виде

Mϕ =


∂1 0 ∂3 −∂2
∂2 −∂3 0 ∂1
∂3 ∂2 −∂1 0
0 ∂1 ∂2 ∂3



ψ
ϕ1

ϕ2

ϕ3

 = 0. (21a)

Здесь матрицу системы обозначили через M . Система (21) известна как система Моисила —
Теодореску (см. [6, 7]). Её решения связаны с решениями классических уравнений Ламе [6] и,
как следует из (17), (18), с решениями уравнений (16) псевдоконтинуума Коссера. Находим
транспонированную матрицу

M ′ =


∂1 ∂2 ∂3 0
0 −∂3 ∂2 ∂1
∂3 0 −∂1 ∂2
−∂2 ∂1 0 ∂3

 .
Имеет место соотношение

M ′M =


∂kk 0 0 0
0 ∂kk 0 0
0 0 ∂kk 0
0 0 0 ∂kk

 = MM ′, (22)

т. е. матрицы M и M ′ перестановочны и их произведение равно диагональной матрице ∂kkδij .
Решение системы (21), (21a) представим в виде

ϕ = M ′ψ, Mϕ = MM ′ψ = ∂kkδijψj = ∂kkψi = 0,

или в развёрнутой записи

ψ = ∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3, ϕ1 = −∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4,

ϕ2 = ∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4, ϕ3 = −∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4, ∂kkψi = 0;
(23)

т. е. решение (23) системы (21), (21a) выражается через четыре произвольные гармонические
функции ψi, i = 1, 4. Но и сами функции ψ, ϕi, очевидно, являются гармоническими функци-
ями, из (21a), (22) следует

M ′Mϕ =


∂kk 0 0 0
0 ∂kk 0 0
0 0 ∂kk 0
0 0 0 ∂kk



ψ
ϕ1

ϕ2

ϕ3

 = 0.
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Для случая плоской деформации u1 = u1(x1, x2), u2 = u2(x1, x2), u3 = 0, тогда из (18)
получаем

(λ+ 2µ)(∂1u1 + ∂2u2) = ψ, ϕ1 = 0, ϕ2 = 0,[
µ− 1

4
(γ + ε)(∂11 + ∂22)

]
(∂1u2 − ∂2u1) = ϕ3,

и система (21) принимает вид условий (уравнений) Коши — Римана

∂1ψ − ∂2ϕ3 = 0, ∂2ψ + ∂1ϕ3 = 0, ∂3ψ = 0, ∂3ϕ3 = 0

для аналитической функции ϕ(z) = ψ + iϕ3, i =
√
−1 комплексного переменного z = x1 + ix2.

Таким образом, система (21) является обобщением системы Коши — Римана на трёхмерный
случай.

2. ВЫРАЖЕНИЕ СМЕЩЕНИЙ В СЛУЧАЕ КЛАССИЧЕСКОГО
ИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА

Если в (18) не учитывать моментные слагаемые, то с помощью решения уравнений (23) от-
носительно функций ψi, можно получить выражение смещений ui через гармонические функ-
ции ψi для случая классического изотропного материала. Решение системы (23) в этом случае
будет следующее (см. [8]):

ψ1 = a(bu1 + x1ψ + x2ϕ3 − x3ϕ2), ψ2 = a(bu2 + x2ψ + x3ϕ1 − x1ϕ3), a =
λ+ µ

3λ+ 7µ
,

ψ3 = a(bu3 + x3ψ + x1ϕ2 − x2ϕ1), ψ4 = a(x1ϕ1 + x2ϕ2 + x3ϕ3), b =
4µ(λ+ 2µ)

λ+ µ
.

(24)

Из соотношений (24) можно выразить смещения ui через ψi:

u1 = −1

b

(
− 1

a
ψ1 + x1ψ + x2ϕ3 − x3ϕ2

)
, u2 = −1

b

(
− 1

a
ψ2 + x2ψ + x3ϕ1 − x1ϕ3

)
,

u3 = −1

b

(
− 1

a
ψ3 + x3ψ + x1ϕ2 − x2ϕ1

)
.

(25)

Подставляем в (25) выражения (23)

u1 = −1

b

[
− 1

a
ψ1 + x1(∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3)+

+ x2(−∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4)− x3(∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4)

]
,

u2 = −1

b

[
− 1

a
ψ2 + x2(∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3)+

+ x3(−∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4)− x1(−∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4)

]
, (26)

u3 = −1

b

[
− 1

a
ψ3 + x3(∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3)+

+ x1(∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4)− x2(−∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4)

]
, ∂kkψi = 0.
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Имеет место ещё четвёртое соотношение (24)

ψ4 = a[x1(−∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4) + x2(∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4) + x3(−∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4)]. (27)

Таким образом, в классическом случае смещения ui по (26) выражаются через четыре гармо-
нические функции ψi, которые связаны соотношением (27). Перепишем формулы (26), (27)

u1 = −1

b

[(
− 1

a
+ x1∂1 − x2∂2 − x3∂3

)
ψ1 + (x1∂2 + x2∂1)ψ2

+ (x1∂3 + x3∂1)ψ3 + (x2∂3 − x3∂2)ψ4

]
,

u2 = −1

b

[
(x2∂1 + x1∂2)ψ1 +

(
− 1

a
− x1∂1 + x2∂2 − x3∂3

)
ψ2

+ (x2∂3 + x3∂2)ψ3 + (x3∂1 − x1∂3)ψ4

]
, (28)

u3 = −1

b

[
(x3∂1 + x1∂2)ψ1 + (x3∂2 + x2∂3)ψ2

+

(
− 1

a
− x1∂1 − x2∂2 + x3∂3

)
ψ3 + (x2∂3 − x3∂2)ψ4

]
, ∂kkψi = 0,

ψ4 = a[(x2∂3 − x3∂2)ψ1 + (x3∂1 − x1∂3)ψ2+

+ (x1∂2 − x2∂1)ψ3 + (x1∂1 + x2∂2 + x3∂3)ψ4].

Представление смещений (28) имеет вид uj = Cjkψk, где матрица Cjk очевидна из (28). Пред-
ставление (26)–(28) аналогично известному решению Папковича – Нейбера, в котором сме-
щения ui выражаются через четыре гармонические функции, связанные между собой одним
соотношением [9].

3. ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ И ДИАГОНАЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ
УРАВНЕНИЙ (16)

С учётом соотношения εimnεnjl = δijδml−δilδmj матрицу операторов системы (16) запишем
в виде

Aij = µ∂kkδij + (λ+ µ)∂ij +
1

4
(γ + ε)∂kk(∂ij − δij∂mm). (29)

Для матрицы (29) имеем собственный вектор tj1 = ∂j :

Aijtj1 =

[
µ∂kkδij + (λ+ µ)∂ij +

1

4
(γ + ε)∂kk(∂ij − δij∂mm)

]
∂j = ∂i[(λ+ 2µ)∂kk]

и D1 = (λ + 2µ)∂kk – собственное значение (собственный оператор) матрицы (29). Ортого-
нальный вектор tj2 к вектору tj1 = ∂j есть tj2 = εjpscp∂s, где cp – произвольный числовой
или операторный с постоянными коэффициентами вектор. Вектор tj2 является собственным
вектором для матрицы (29):

Aijtj2 =

[
µ∂kkδij + (λ+ µ)∂ij +

1

4
(γ + ε)∂kk(∂ij − δij∂mm)

]
εjpscp∂s

= εipscp∂s

[
µ∂kk −

1

4
(γ + ε)∂kk∂mm

]
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с собственным значением

D2 = µ∂kk −
1

4
(γ + ε)∂kk∂mm = ∂kk

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
.

Третий собственный вектор можно взять в виде tj3 = cj∂kk − cm∂mj :

Aijtj3 = [µ∂kkδij + (λ+ µ)∂ij +
1

4
(γ + ε)∂kk(∂ij − δij∂mm)](cj∂kk − cm∂mj)

= (ci∂kk − cm∂mi)

[
µ∂kk −

1

4
(γ + ε)∂kk∂mm

]
,

т. е. tj3 — собственный вектор с собственным значением D3 = D2 = ∂kk

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
.

Для матрицы (29) операторов системы (16) имеют место соотношения

AT = TD, T ′A = DT ′, (30)

где штрих означает транспонирование матрицы. Тогда общее решение системы (16) имеет вид
[9, 10]

u = Tv, Dv = f, Tf = 0, (31)

где

T = [∂i, εipscp∂s, ci∂kk − cm∂mi] =

∂1 c2∂3 − c3∂2 c1∂kk − cm∂m1

∂2 c3∂1 − c1∂3 c2∂kk − cm∂m2

∂3 c1∂2 − c2∂1 c3∂kk − cm∂m3

 ; (32)

D =


(λ+ 2µ)∂kk 0 0

0 ∂kk

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
0

0 0 ∂kk

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
 . (33)

Первая формула (30) имеет вид вполне аналогичный формуле для числовых матриц. Поэтому
операторы D1, D2, D3 можно называть и собственными значениями и собственными операто-
рами (см. выше).

Запишем решение (31) с учётом (32), (33):

u1 = ∂1v1 + (c2∂3 − c3∂2)v2 + (c1∂kk − cm∂m1)v3,

u2 = ∂2v1 + (c3∂1 − c1∂3)v2 + (c2∂kk − cm∂m2)v3,

u3 = ∂3v1 + (c1∂2 − c2∂1)v2 + (c3∂kk − cm∂m3)v3;

(34)

(λ+ 2µ)∂kkv1 = f1, ∂kk[µ− 1

4
(γ + ε)∂mm]v2 = f2, ∂kk[µ− 1

4
(γ + ε)∂mm]v3 = f3; (35)

∂1f1 + (c2∂3 − c3∂2)f2 + (c1∂kk − cm∂m1)f3 = 0,

∂2f1 + (c3∂1 − c1∂3)f2 + (c2∂kk − cm∂m2)f3 = 0,

∂3f1 + (c1∂2 − c2∂1)f2 + (c3∂kk − cm∂m3)f3 = 0.

(36)

Таким образом, решение системы (16) по формулам (34) выражается через три функции vi,
которые удовлетворяют трём отдельным независимым уравнениям (35), однородным или неод-
нородным.
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Из [9] и соотношений (30) следует, что если u = Tv, где Dv = 0, то уравнение (16), (29)
удовлетворяется Au = ATv = TDv = 0. Если v = T ′ũ, где Aũ = 0, то выполняется уравнение
Dv = DT ′ũ = T ′Aũ = 0. Таким образом, согласно формулам

u = Tv, v = T ′ũ, (37)

решения уравнений Au = 0, Dv = 0 переходят друг в друга, и системы эквивалентны [11].
Но чтобы не было потери части решений, в общем случае необходимо в правой части (35)
учитывать функции fi, ядро оператора T (32), (36).

Кроме того, из формул (37) получаем, что если Aũ = 0, то u = TT ′ũ – новое решение:
Au = ATT ′ũ = TDT ′ũ = TT ′Aũ = 0. Если Dṽ = 0, то и v = T ′T ṽ – решение: Dv = DT ′T ṽ =
T ′AT ṽ = T ′TDṽ = 0. Выражение u = TT ′ũ есть формула производства решений, так как
из любого решения ũ получается новое решение u; оператор Q = TT ′ является оператором
симметрии в смысле группового анализа [5, 9].

Столбцы матрицы (32) ортогональны:

T ′T = tiptiq =

∂jj 0 0
0 cjcj∂kk − cmcn∂mn 0
0 0 ∂ss(cjcj∂kk − cmcn∂mn)

 ,
причём определитель матрицы (32) равен

|T | = tj3tj3 = (ti1ti1)(tj2tj2) = ∂ii(cjcj∂kk − cmcn∂mn)

и
TT ′ = tintjn = ∂ij + εipsεjqrcpcq∂sr + (ci∂kk − cm∂mi)(cj∂ss − cn∂nj).

Из (32) находим транспонированную матрицу

T ′ =

 ∂1 ∂2 ∂3
c2∂3 − c3∂2 c3∂1 − c1∂3 c1∂2 − c2∂1

c1∂kk − cm∂m1 c2∂kk − cm∂m2 c3∂kk − cm∂m3


и получаем функции vi через решение исходных уравнений

v1 = ∂1ũ1 + ∂2ũ2 + ∂3ũ3,

v2 = (c2∂3 − c3∂2)ũ1 + (c3∂1 − c1∂3)ũ2 + (c1∂2 − c2∂1)ũ3,
v3 = (c1∂kk − cm∂m1)ũ1 + (c2∂kk − cm∂m2)ũ2 + (c3∂kk − cm∂m3)ũ3.

В матрице (32) все три столбца ортогональны друг к другу и третий столбец содержит
вторые производные. Но можно взять третий столбец в виде, аналогичном второму столбцу,
содержащем первые производные. Тогда вместо матрицы (32) будет матрица вида

T = [∂i, εipscp∂s, εimnγm∂n] =

∂1 c2∂3 − c3∂2 γ2∂3 − γ3∂2
∂2 c3∂1 − c1∂3 γ3∂1 − γ1∂3
∂3 c1∂2 − c2∂1 γ1∂2 − γ2∂1

 , (38)

где cp, γm — произвольные ненулевые непропорциональные векторы, при этом определитель

|T | = [(c2γ3 − c3γ2)∂1 + (c3γ1 − c1γ3)∂2 + (c1γ2 − c2γ1)∂3]∂kk
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не равен нулю [12]. Для случая матрицы (38) также имеют место соотношения (30) и общее
решение системы (16) вида (31) с той же диагональной матрицей D (33). Выписываем это
решение в явном виде

u1 = ∂1v1 + (c2∂3 − c3∂2)v2 + (γ2∂3 − γ3∂2)v3,
u2 = ∂2v1 + (c3∂1 − c1∂3)v2 + (γ3∂1 − γ1∂3)v3,
u3 = ∂3v1 + (c1∂2 − c2∂1)v2 + (γ1∂2 − γ2∂1)v3,

(39)

где функции vi удовлетворяют трём независимым уравнениям (35), а функции fi — уравнениям

∂1f1 + (c2∂3 − c3∂2)f2 + (γ2∂3 − γ3∂2)f3 = 0,

∂2f1 + (c3∂1 − c1∂3)f2 + (γ3∂1 − γ1∂3)f3 = 0,

∂3f1 + (c1∂2 − c2∂1)f2 + (γ1∂2 − γ2∂1)f3 = 0.

(40)

Формулы (37) и все другие приведённые выше соотношения между функциями имеют место
и в случае матрицы (38). Оператор симметрии Q = TT ′ дан в явном виде в [12]. Придавая
компонентам cj , γj различные значения, можно получить различные варианты общих решений
в случаях (32) или (38).

Во втором и третьем уравнениях (35) дифференциальный оператор D2 = D3 = D пред-
ставляет собой произведение оператора Лапласа D(1) = ∂kk и оператора Гельмгольца D(2) =

µ− 1
4(γ+ε)∂mm. Тогда решение однородного уравнения Dv = D(1)D(2)v = 0 по теореме Боджио

[1] можно представить в виде суммы v = g+h, где g – гармоническая функцияD(1)g = ∂kkg = 0,
а функция h удовлетворяет уравнению Гельмгольца D(2)h = [µ− 1

4(γ + ε)∂mm]h = 0. Различ-
ные частные решения уравнений Лапласа и Гельмгольца приведены в [13]. Таким образом, об-
щее решение уравнений в смещениях (16) псевдоконтинуума Коссера по формулам (34)–(36),
(39), (40) выражается через гармонические функции и функции Гельмгольца. По формуле
u = TT ′ũ, Aũ = 0 получаются новые решения из любого известного решения ũ. Если постоян-
ная γ+ε = 0, то полученные решения (34)–(36), (39), (40) переходят в известные представления
для случая классического изотропного материала [9, 10, 12].

4. ПРИМЕНЕНИЕ РЕШЕНИЯ (23) СИСТЕМЫ МОИСИЛА — ТЕОДОРЕСКУ

Возможен ещё один подход к построению решения уравнений (16). Формулы (18), (23)
можно записать в виде системы

∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3 = ψ = (λ+ 2µ)(∂1u1 + ∂2u2 + ∂3u3),

−∂3ψ2 + ∂2ψ3 + ∂1ψ4 = ϕ1 =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
(∂2u3 − ∂3u2),

∂3ψ1 − ∂1ψ3 + ∂2ψ4 = ϕ2 =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
(∂3u1 − ∂1u3),

−∂2ψ1 + ∂1ψ2 + ∂3ψ4 = ϕ3 =

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
(∂1u2 − ∂2u1).

(41)

Система (41) содержит четыре уравнения и семь неизвестных ψi, ui и записана в виде

Aψ = Bu, (42)

где матрицы A = M ′ и B очевидны из (41). Для решения системы вида (42) необходимо найти
матрицы C и D, такие, что AC = BD, тогда решение будет следующее [14]

ψ = Cv, u = Dv + w, Bw = 0, (43)
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где v — произвольный трёхмерный вектор. Чтобы получить все варианты решений, необходимо
выбирать из семи неизвестных ψi, ui по четыре неизвестных, оставлять их слева, а остальные
неизвестные переносить вправо. При этом получим все варианты систем вида (42). Всего ва-
риантов может быть C4

7 = 7!/(4!3!) = 35. Допустимы те варианты, для которых |A| 6= 0 [14].
Рассмотрим для примера вариант 1)(1, 2, 3, 4; 5, 6, 7), соответствующий системе (41).

Числами в скобках занумерованы неизвестные (ψi;ui). Для этого варианта определитель |A| =
|M ′| = ∂ss∂kk 6= 0. Система Моисила — Теодореску (21a) имеет видMϕ = 0, где (см. (18) и (41))

ϕ =


ψ
ϕ1

ϕ2

ϕ3

 =


(λ+ 2µ)∂1 (λ+ 2µ)∂2 (λ+ 2µ)∂3

0 −∂̃kk∂3 ∂̃kk∂2
∂̃kk∂3 0 −∂̃kk∂1
−∂̃kk∂2 ∂̃kk∂1 0


u1u2
u3

 = Bu,

∂̃kk = µ− 1

4
(γ + ε)∂kk.

Найдём произведение

MB =


∂1 0 ∂3 −∂2
∂2 −∂3 0 ∂1
∂3 ∂2 −∂1 0
0 ∂1 ∂2 ∂3

B =


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

0 0 0

 = A. (44)

Здесь Aij являются элементами матрицы (29) операторов исходной системы (16). С учётом
(44) уравнения (16) принимают вид Au = MBu = 0. Тогда Bu = ϕ, Mϕ = 0. Решение
последнего уравнения следующее (см. (22), (23)) ϕ = M ′ψ, Dψ = 0, MM ′ = D. Отсюда
получаем M ′ψ = Bu, т. е. систему (41).

Имеют место соотношения

M ′A = BD, M ′MB = BD, DB = BD,
∂kk 0 0 0
0 ∂kk 0 0
0 0 ∂kk 0
0 0 0 ∂kk



B11 B12 B13

0 B22 B23

B31 0 B33

B41 B42 0

 = B

∂kk 0 0
0 ∂kk 0
0 0 ∂kk

 .
С учётом этих соотношений решение уравнений (41) имеет вид (43):

ψ = Av, u = Dv + w, Bw = 0. (45)

Действительно M ′ψ = M ′Av = M ′MBv = DBv = BDv, Bu = B(Dv + w) = BDv. Реше-
ние последнего уравнения (45) следующее wi = ∂ig, ∂kkg = 0, тогда остальные выражения
принимают вид

ψi = Aijvj , ψ4 = 0, ui = ∂ssvi + ∂ig, i, j = 1, 2, 3, ∂kkg = 0, (46)

причём vi — такие функции, что ψi — гармонические функции: ∂ssψi = ∂ssAijvj = 0. Рассмот-
рение остальных вариантов требует дальнейшей работы.

5. ДРУГОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ (16), (29)

С помощью системы (41) можно получить ещё одно представление решения уравнений
(16), (29). Для случая ψ4 = 0 (см. (46)) из трёх последних уравнений (41) получаем[

µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
ui = ψi + ∂iq, (47)
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где q — произвольная функция. Из (47) и первого уравнения (41) находим[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
∂iui = ∂iψi + ∂iiq,

[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
1

λ+ 2µ
∂iψi = ∂iψi + ∂iiq;

∂iiq = − λ+ µ

λ+ 2µ
∂iψi. (48)

При получении уравнения (48) учли, что ψi — гармонические функции. Решение уравнения
Пуассона (48) имеет следующий вид:

q = − λ+ µ

2(λ+ 2µ)
(xkψk) + g, ∂ssg = 0. (49)

С учётом (49) представление (47) принимает вид[
µ− 1

4
(γ + ε)∂kk

]
ui = ψi −

λ+ µ

2(λ+ 2µ)
∂i(xkψk) + ∂ig, i = 1, 2, 3. (50)

Исходные уравнения (16), (29) можно записать в виде[
µ− 1

4
(γ + ε)∂mm

]
(∂kkui − ∂ilul) + (λ+ 2µ)∂ilul = 0. (51)

При подстановке выражений (50) в (51) уравнения (51) выполняются с учётом первого урав-
нения (41)

(λ+ 2µ)∂iui = ∂iψi. (52)

Таким образом получили, что каждое смещение ui удовлетворяет неоднородному уравнению
Гельмгольца (50) и они связаны уравнением (52), где в правых частях ψ1, ψ2, ψ3, g — произ-
вольные гармонические функции.

Если γ + ε = 0, то для классической изотропной среды из (50) получаем представление
смещений через гармонические функции

µui = ψi −
λ+ µ

2(λ+ 2µ)
∂i(xkψk) + ∂ig, i = 1, 2, 3, (53)

при этом уравнения Ламе (16), (29), (51) и (52) выполняются. Представление (53) известно
как общее решение Папковича – Нейбера [1, 9]. Четыре гармонические функции, входящие в
(53), связаны между собой одним соотношением [9], как и в представлении (28).

В [3, 15] приведены с использованием модели псевдоконтинуума Коссера решения задач
о чистом сдвиге и трещине продольного сдвига и ссылки на работы, в которых решаются
конкретные задачи. Имеются и другие работы, например, [16–18], в которых применяется эта
модель Коссера.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе получено два варианта общего решения для системы уравнений
в смещениях изотропного псевдоконтинуума Коссера. Система уравнений диагонализуется и
решение выражается через гармонические функции и функции Гельмгольца. Даны форму-
лы производства новых решений, исходя из любого заданного решения. Предложен подход к
построению решений с использованием системы Моисила — Теодореску. Определяющие соот-
ношения общей изотропной моментной среды представлены в виде отдельных независимых
неприводимых составляющих, при этом определяются собственные модули и ограничения на
постоянные упругости.
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Abstract. The three-dimensional system of fourth-order differential equations of the moment
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Статья посвящена численному исследованию двумерного течения Колмогорова вязкой
слабосжимаемой жидкости, возникающего под действием статической внешней силы. Чис-
ленное моделирование выполнено на основе системы уравнений Навье — Стокса в квад-
ратной расчётной области с периодическими граничными условиями. Выявлено существо-
вание трёх основных режимов течения: ламинарного, турбулентного и вихревого. Изучено
влияние донного трения на формирование различных режимов течения и механизмов дис-
сипации энергии. Проведён анализ энергетического баланса для различных типов течения.
В турбулентном и ламинарном режимах преобладает диссипация энергии за счёт трения
о дно. В вихревом режиме доминирующего механизма диссипации не выявлено.
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ВВЕДЕНИЕ

Академик А.Н.Колмогоров предложил простейшую физическую модель для изучения
двумерной турбулентности — движение жидкости под действием периодической внешней си-
лы (накачки) [1]. Эта задача была расширена А.М.Обуховым путём добавления в систему
уравнений слагаемого, соответствующего трению о дно. Такая формулировка позволила более
точно описать турбулентные течения в тонких слоях жидкости.

Известно, что в трёхмерных изотропных турбулентных течениях наблюдается прямой кас-
кад энергии Колмогорова [2]. Главной особенностью двумерного турбулентного течения, воз-
буждаемого стационарной внешней силой, является возникновение обратного каскада энер-
гии [3]. Вследствие нелинейных эффектов пространственный масштаб вихрей, создаваемых
внешней силой, увеличивается до тех пор, пока их рост не будет остановлен размером исследу-
емой области, что приводит к накоплению энергии на этом масштабе. При такой локализации
энергии в течении формируются системы когерентных вихрей [4]. Как показано в [4, 5, 6, 7], в
зависимости от значений коэффициента донного трения и силы накачки могут возникать раз-
личные типы течений: ламинарное, постоянное во времени; турбулентное, в котором существу-
ют вихри различных масштабов и времён жизни; вихревое, в котором преобладает крупный
вихрь с чётко определённым средним профилем. Важным моментом в анализе турбулентных
течений является изучение диссипации энергии, которая может происходить вследствие нали-
чия вязкости и трения о дно. В работе [8] обсуждаются вопросы, связанные с энергетической
характеристикой течения Колмогорова.

В данной работе рассматривается двумерное течение вязкой, слабосжимаемой жидко-
сти под действием статической силы, периодической в пространстве. Исследуются вопросы
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производства и передачи энергии для различных режимов течения. Показано, что энергия,
привносимая в систему, диссипирует за счёт вязкости и трения о дно. Цель данной работы —
исследовать баланс энергии для разных режимов течения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

Исследуются двумерные течения вязкой слабосжимаемой жидкости, описываемые систе-
мой уравнений Навье — Стокса. Ниже представлены уравнение неразрывности (1), уравнения
сохранения импульса (2), (3) и уравнение слабой сжимаемости (4).

∂ρ

∂t
+∇(ρV̄ ) = 0, (1)

∂ρu

∂t
+∇(ρuV̄ ) = −∂p

∂x
+ ρG sin ky + µ∆u− ραu, (2)

∂ρv

∂t
+∇(ρvV̄ ) = −∂p

∂y
− ρG sin kx+ µ∆v − ραv, (3)

dp = c2ρ0
dρ

ρ
, (4)

здесь ρ — плотность жидкости; ~V = (u, v) — вектор скорости; µ = 0.1Па·с — динамическая
вязкость жидкости; p — давление; α — коэффициент донного трения; G — амплитуда внешней
силы; k = 5м−1 — пространственная частота внешней силы; c = 100м/с — скорость звука.
Правая часть уравнений движения (2), (3) содержат члены ρG sin ky и −ρG sin kx, которые
моделируют действие внешней силы. Компоненты −ραu и −ραv описывают трение о дно.

Численное моделирование выполнено в квадратной вычислительной области Ω со сторо-
ной L = 2π м с периодическими граничными условиями. Начальными условиями являются
невозмущённые поля давления P0 = 105 Па, плотности ρ0 = 1000 кг/м3 и нулевой скорости
~V0 = 0м/с.

Численное решение системы уравнений Навье — Стокса основано на методе искусственной
сжимаемости [9]. В этом случае гиперболическая часть уравнений решается явным методом
Мак-Кормака [10], а параболическая часть — стандартным методом конечных разностей. Чис-
ленные эксперименты проводились на равномерных сетках размером 512× 512 ячеек.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

В результате численного моделирования были получены три основных режима течения
(см. рис. 1): (a) ламинарный, при котором характер движения жидкости стабилен во времени;
(c) турбулентный, характеризующийся случайным появлением и исчезновением вихрей раз-
личного масштаба; (e) вихревой, при котором формируется большой стабильный вихревой ди-
поль. Также были выявлены переходные режимы течения, возникающие между ламинарным и
турбулентным режимами (рис. 1(b)) и между турбулентным и вихревым режимами (рис. 1(d)).
Анализ результатов численного моделирования проводился для течений, достигших статисти-
чески стационарного состояния. Это определяется кинетической энергией течения, которая
слабо меняется со временем и находится около некоторого среднего значения.

После проведения серии численных экспериментов с использованием различных значе-
ний коэффициента донного трения α и амплитуды внешней силы G была получена фазовая
диаграмма режимов течения (см. рис. 2). Каждая точка на фазовой диаграмме соответству-
ет численному расчёту с различными значениями G и α. Чёрные точки обозначают расчёты,
соответствующие ламинарному режиму. Красные квадраты описывают турбулентный режим.
Зелёные ромбы соответствуют вихревому режиму. Синие треугольники указывают на переход
между ламинарным и турбулентным течениями. На основании фазовой диаграммы можно
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Рис. 1. Поля завихренности при фиксированном G = 0.15м/с2 и различных значениях α:
(a) ламинарного (α = 1с−1, Re = 13 · 103); (b) ламинарно-турбулентного (α = 3 · 10−1с−1,
Re = 47 · 103); (c) турбулентного (α = 10−1с−1, Re = 88 · 103); (d) турбулентно-вихревого
(α = 10−2с−1, Re = 94 · 103); (e) вихревого режимов течения (α = 10−4с−1, Re = 277 · 103)

сделать вывод, что коэффициент донного трения оказывает наибольшее влияние на режим
течения. Вихревой режим наблюдается, когда коэффициент донного трения α ниже 10−3 с−1.
Ламинарный режим формируется, когда коэффициент донного трения α превышает 10−1 с−1.
Турбулентный режим возникает при средних значениях коэффициента донного трения α.

Рис. 2. Фазовая диаграмма типов течений.
L — ламинарный режим течения, T — турбулентный режим течения,

V — вихревой режим течения,
T − L — переходный между ламинарным и турбулентным режимос течения

при различных значениях коэффициента донного трения α (с−1)
и амплитуды внешней силы G (м/с2)

Рассмотрим различные режимы течений при фиксированном значении амплитуды силы
накачки G = 0.1м/с2.

Энергия, вводимая в систему посредством силы накачки, диссипирует двумя различными
способами: на малых масштабах за счёт вязкости и на больших масштабах за счёт трения о
дно. Исследуем, какие механизмы диссипации преобладают в различных режимах течения.
Прежде всего, необходимо обеспечить достижение энергетического баланса, то есть в каждый
момент времени изменение энергии должно состоять из мощности силы накачки и мощности
диссипационных сил, обусловленных вязкостью и трением. Для каждого временного шага
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должно выполняться следующее соотношение:

dE = P −Df −Dv, (5)

здесь dE =
E − E′

t− t′
, E и E′ — значения кинетической энергии в настоящий (t) и предыдущий

(t′) моменты времени; P — мощность накачки, Df — диссипация энергии за счёт трения о
дно, а Dv — диссипация энергии за счёт вязкости. Вкладом сжимаемости жидкости в энер-
гетический баланс можно пренебречь, поскольку его значение незначительно по сравнению с
другими. Для расчёта энергетического баланса используются следующие уравнения:

E = K

∫
Ω

ρ

(
u2

2
+
v2

2

)
dxdy, (6)

P = K

∫
Ω

ρ(uFx + vFy) dxdy, (7)

Df = K

∫
Ω

ρ · α(u2 + v2) dxdy, (8)

Dv = K

∫
Ω

µ

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂v

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2]
dxdy (9)

здесь K = 1м — размерный коэффициент; Fx = ρG sin ky, Fy = −ρG sin kx — компоненты
силы накачки вдоль направлений X и Y .

Для проверки энергетического баланса мы строим графики зависимости правой (dE, крас-
ная кривая на рис. 3) и левой (P − Df − Dv, чёрная кривая на рис. 3) частей уравнения (5)
от N , где N — номер выдачи выходных данных. Выходные данные записываются каждые
0.25 с времени вычислений. Совпадение красной и чёрной кривых на рис. 3 подтверждает
выполнение энергетического баланса.

Рис. 3. Проверка энергетического баланса

Проведём оценки средней кинетической энергии и различных механизмов диссипации в
зависимости от коэффициента донного трения α при фиксированной величине силы накачки.
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Средняя кинетическая энергия определяется следующим образом:

E =
1

tf − t0

tf∑
t=t0

K

∫
Ω

ρ

(
u2

2
+
v2

2

)
dxdy,

здесь t0 = 200 с, tf = 250 с — начало и конец временного интервала, в течение которого произ-
водится осреднение.

На рис. 4 приведена зависимость средней кинетической энергии от коэффициента дон-
ного трения α. График показывает монотонное уменьшение средней энергии при увеличении
коэффициента донного трения α. Резкое уменьшение энергии происходит при переходе между
вихревым и турбулентным режимами течения, что соответствует значениям α от 10−3с−1 до
10−2с−1.

Рис. 4. Средняя энергия E (Дж) в зависимости от α (c−1)

Определим отношение вклада сил трения (Df ) и вязкости (Dv) в энергетический баланс:

Df =
1

tf − t0

tf∑
t=t0

Df

Df +Dv
· 100%,

Dv =
1

tf − t0

tf∑
t=t0

Dv

Df +Dv
· 100%,

Для этого рассчитываем диссипацию энергии за счёт трения и вязкости, используя формулы
(8) и (9), и усредняем их в интервале от t0 = 200 с до tf = 250 с. На рис. 5 показана зависимость
вклада в диссипацию энергии от сил донного трения (чёрная кривая) и сил вязкости (красная
кривая) от параметра α.

Чёрная кривая показывает монотонное увеличение Df в зависимости от параметра α
(см. рис. 5). При низких значениях коэффициента донного трения (α = 10−4с−1) вклад дис-
сипации за счёт трения составляет около 30% от общей диссипации. Наиболее интенсивное
увеличение Df происходит в диапазоне α от 10−4с−1 до 10−3с−1, где процент диссипации за
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Рис. 5. Процент диссипации энергии D (%) за счёт трения (Df ) и вязкости (Dv)
в зависимости от α (c−1)

счёт донного трения Df возрастает до 90%. При дальнейшем увеличении α, Df возрастает до
99%. График вязкой диссипации Dv демонстрирует противоположную картину (рис. 5, крас-
ная кривая). При α = 10−4с−1 преобладают вязкостные силы, обеспечивающие около 70% от
общей диссипации энергии. С ростом α наблюдается резкое снижение вклада вязкости. Наибо-
лее интенсивное снижение наблюдается в диапазоне α от 10−4с−1 до 10−3с−1. При α > 10−2с−1

вязкая диссипация становится менее 5% и продолжает снижаться до 1% при значениях коэф-
фициента донного трения α = 1с−1. Таким образом, диссипация энергии за счёт силы донного
трения преобладает во всех режимах течения, за исключением вихревого. В этом случае (при α
от 10−4с−1 до 10−3с−1) мы не наблюдаем преобладания какого либо типа диссипации энергии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследован энергетический баланс для ламинарного, турбулентного и вихревого
режимов течения Колмогорова. Предложен метод расчёта энергетического баланса, основан-
ный на вычислении вязкой диссипации и диссипации, обусловленной трением о дно. Показано,
что в наших численных экспериментах диссипация энергии, вызванная трением о дно, вносит
доминирующий вклад в энергетический баланс в ламинарном и турбулентном режимах тече-
ния.
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Рассматривается трёхслойное стратифицированное течение с массообменом над наклон-
ным дном. Предполагается, что генерация вихрей в промежуточном слое уравновешива-
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кой. Для течений с пассивным верхним слоем модель редуцируется к уравнениям одно-
слойной мелкой воды, включающим в качестве параметра прослоечное число Ричардсона.
С использованием критерия Уизема получены условия, при которых малые возмущения
постоянного решения трансформируются в нелинейные квазипериодические волновые па-
кеты конечной амплитуды. Выполнены численные расчёты эволюции малых возмущений,
демонстрирующие формирование катящихся волн. Построен двухпараметрический класс
точных кусочно-гладких периодических решений, соответствующий режиму катящихся
волн.
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ВВЕДЕНИЕ

Гравитационные течения над склоном играют важную роль в различных геофизических
процессах и практических приложениях [1]. Характерной особенностью таких течений явля-
ется генерация волновых возмущений и развитие сдвиговой неустойчивости на внутренних
границах слоёв различной плотности, приводящее к турбулентному перемешиванию и форми-
рованию слоёв смешения. Совместное влияние нелинейности, плавучести, топографических
эффектов и перемешивания порождает многообразие волновых конфигураций в стратифи-
цированных течениях. Недавний обзор [2] подтверждает высокий интерес к этой тематике
и предлагает направления дальнейших исследований. Влияние процессов перемешивания на
структуру внутренних гидравлических прыжков рассматривается в [3, 4]. Работы [5, 6, 7] фоку-
сируются на анализе скорости распространения фронта гравитационного потока над склоном
при учёте формирования слоя смешения. Основные аспекты моделирования гравитационных
течений, включая построение математических моделей, изложены в монографии [8].

Метод построения длинноволновых моделей стратифицированных течений с массообме-
ном, основанный на трёхслойном представлении течения и осреднении уравнений Эйлера, поз-
воляет описывать динамику внутренних волн и процессы перемешивания замкнутыми одно-
мерными системами законов сохранения [9]. С использованием этого подхода разработаны мо-
дели формирования и эволюции слоя смешения, возникающего вследствие развития неустой-
чивости Кельвина — Гельмгольца в двухслойном течении [10, 11]. В этих работах построены
стационарные решения, определены понятия сверхкритического и докритического слоистого
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течения, а также проведена валидация моделей сравнением с известными экспериментальны-
ми данными. Указанный подход получил дальнейшее развитие на случай негидростатических
течений и применяется для моделирования эволюции и обрушения внутренних волн большой
амплитуды [12, 13], процессов перемешивания в приповерхностных [14, 15] и глубоководных
течениях [16, 17].

Равновесная модель по отношению к исходной системе получается заменой некоторых
уравнений системы конечными соотношениями. Хорошо известен переход от классической
модели мелкой воды, описывающей течение тонкого слоя над наклонным дном, к кинематиче-
ской модели распространения длинных волн [18]. Применяемая в этом случае гипотеза состоит
в том, что скатывающая сила уравновешивается донным трением и, соответственно, скорость
потока выражается через толщину слоя жидкости. Для рассматриваемых стратифицирован-
ных течений с массообменом переход к равновесной модели менее очевиден. Как показано
в [11], при описании развития слоя смешения в сверхкритическом режиме можно использовать
равновесную модель, в которой уравнение для скорости “больших вихрей”, определяющее мас-
сообмен между слоями, заменяется конечным соотношением (законом вовлечения). При этом
скорость “больших вихрей” выражается через остальные параметры потока и непосредственно
следует из структуры уравнений трёхслойного течения. Ещё более простая равновесная мо-
дель, характеризующаяся постоянством прослоечного числа Ричардсона, предложена в [19].
Дополнительные предположения ограничивают возможности применения модели, но позволя-
ют продвинуться в аналитическом исследовании отдельных классов течений. В рамках такого
подхода получено решение задачи о распаде произвольного разрыва, а также описаны тран-
скритические режимы трёхслойного течения над локальным препятствием [19].

Данная работа продолжает исследования трёхслойных течений над наклонным дном на
основе равновесной модели с постоянным прослоечным числом Ричардсона. Основное внима-
ние уделяется рассмотрению течений с пассивным верхним слоем (покоящийся и бесконечно
глубокий). В такой постановке модель сводится к гиперболической системе двух неоднородных
законов сохранения. С использованием критерия Уизема сформулированы условия устойчиво-
сти постоянного решения и определены параметры потока, при которых возможно формиро-
вание катящихся волн. Выполнены численные расчёты, иллюстрирующие нелинейную эволю-
цию малых возмущений и формирование квазипериодических волн конечной амплитуды для
течений в затопленном пространстве и под крышкой. В классе бегущих волн построены точ-
ные кусочно-гладкие периодические решения, зависящие от двух параметров – критической
толщины слоя и амплитуды волны. При соответствующем выборе этих параметров профиль
волны совпадает с полученным численным решением нестационарной задачи о формировании
волн конечной амплитуды.

1. РАВНОВЕСНАЯ МОДЕЛЬ ТРЁХСЛОЙНОГО ТЕЧЕНИЯ

Рассматривается движение трёхслойной стратифицированной жидкости с массообменом
между слоями в области, ограниченной дном z = Z(x) и непроницаемой крышкой z = H0 =

const (см. рис. 1). Во внешних однородных слоях с плотностями ρ1 и ρ2 течение потенци-
альное, а вовлечение в промежуточную прослойку (при наличии) является симметричным.
Поэтому в промежуточной вихревой прослойке средняя плотность ρ̄ постоянна и равна по-
лусумме плотностей внешних слоёв. Осреднённые по толщине слоёв уравнения трёхслойного
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течения в приближении Буссинеска имеют вид [10]:

ht + (uh)x = −σq, ηt + (vη)x = 2σq, ζt + (wζ)x = −σq,

ut +
(u2

2
+ bh+ b̄η + p

)
x

= −bZx −
cfu|u|
h

, wt +
(w2

2
+ p
)
x

= 0,

vt +
(v2

2
+ b̄h+ b̄η + p

)
x

= −b̄Zx +
σq

η

(
u+ w − 2v

)
,

qt + vqx =
σ

2η

(
(u− v)2 + (w − v)2 − (2 + κ)q2 − bη

)
.

(1)

Здесь x, t — пространственная координата и время; h, η, ζ — толщины нижнего, верхнего
и промежуточного слоёв; u, v, w — средние скорости жидкости в слоях; q — средняя скорость
«больших вихрей» в промежуточном слое (пропорциональна скорости вовлечения в прослой-
ку); p — давление на верхней крышке канала; b = g(ρ1 − ρ2)/ρ2 > 0 и b̄ = b/2 – коэффици-
енты плавучести; g — ускорение силы тяжести; cf — коэффициент донного трения; σ = 0.15,
κ ∈ [2, 8] — эмпирические постоянные, отвечающие за массообмен и диссипацию. Поскольку
полная толщина жидкости H(x) = H0 − Z(x) = h + η + ζ известна, то из первых трёх урав-
нений (1) следует, что Qx = 0, Q = uh + vη + wζ. Далее полный расход Q(t) будем считать
заданным.

Рис. 1. Схема трёхслойного течения с вовлечением в промежуточный слой

В недавней работе [11] показано, что для моделирования сверхкритических и транскри-
тических течений над локальным препятствием применима равновесная модель, в которой
последнее уравнение в системе (1) заменяется конечным соотношением

q2 = max
{

0,
(u− v)2 + (w − v)2 − bη

2 + κ

}
, q =

√
q2, (2)

определяющим закон вовлечения жидкости в промежуточную прослойку. Заметим, что со-
отношение (2) соответствует обращению в нуль правой части последнего уравнения (1). При
течении стратифицированной жидкости в длинном канале с относительно небольшим укло-
ном дна средняя скорость турбулентного вовлечения в прослойку близка к нулю и генерация
«больших вихрей» в промежуточном слое уравновешивается диссипацией [19]. В этом случае
возможно дальнейшее упрощение системы (1), при котором, помимо (2), выполняются соот-
ношения:

Ri =
bη

(u− w)2
= const, v =

u+ w

2
. (3)

Безразмерный параметр Ri (прослоечное число Ричардсона) характеризует отношение между
силами плавучести и силами сдвига потока. Нетрудно видеть, что только при Ri = 1/2 подста-
новка величин η и v, определяемых формулами (3), в соотношении (2) обеспечивает обращение
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в нуль переменной q и выполнение условий равновесия. Однако число Ричардсона Ri удобно
оставить в модели как параметр.

Введём новые искомые функции m = h+ η/2 и r = u− w, определяющие сумму толщин
нижнего и половины промежуточного слоёв и разность скоростей во внешних слоях, соот-
ветственно. Сложение первого и второго (с множителем 1/2) уравнений системы (1), а также
разность четвёртого и пятого уравнений этой системы, позволяет получить замкнутую систему
законов сохранения для определения переменных m и r

mt +

((
ū+

(
1− m

H

)
r
)
m− Ri

4b
r3
)

x

= 0,

rt +

(
r2

2
+
(
ū− mr

H

)
r + bm

)
x

= −bZx −
cfu|u|
h

.

(4)

Здесь ū = Q/H – средняя скорость потока. С использованием (3) переменные u, w, h, η и ζ
выражаются через функции m, r, полную толщину жидкости H(x) и расход Q(t) формулами

w =
Q−mr
H

, u = r + w, η =
Ri

b
r2, h = m− η

2
, ζ = H − h− η.

Если принять Ri = 0 (т. е. η = 0), то уравнения (4) являются классическими уравне-
ниями двухслойной мелкой воды под крышкой, исследованными в [1, 9]. Тем не менее, при
значениях прослоечного числа Ричардсона Ri отличных от 1/2 и нуля уравнения (4) также
имеют физический смысл и могут быть использованы для прогнозирования и интерпретации
гравитационных течений над склоном. В частности, при «отключении» возможности вовле-
чения (σ = 0 в уравнениях (1)), соотношения (3) выделяют однопараметрический подкласс
трёхслойных течений, в которых параметры потока в промежуточном слое определяются ско-
ростями внешних слоёв и числом Ричардсона. Кроме того, учёт особенностей распределения
профиля скорости по глубине при выводе осреднённых уравнений трёхслойного течения с
перемешиванием может модифицировать закон вовлечения (2) и, соответственно, отклонять
«равновесное» число Ричардсона от значения Ri = 1/2.

Для анализа модели и проведения расчётов удобно перейти к безразмерным переменным
с помощью преобразования:

x =
h0
cf
x′, t =

1

cf

√
h0
b
t′, (u,w) =

√
bh0 (u′, w′), (h, η) = h0 (h′, η′).

Далее полагаем, что рельеф дна является прямолинейным Z(x) = −kx с коэффициентом на-
клона k > 0, а скорость жидкости в нижнем слое считаем неотрицательной u > 0. Введём без-
размерный параметр α = k/cf , являющийся отношением уклона дна к коэффициенту донного
трения. В безразмерных переменных уравнения (4) в дифференциальной форме принимают
вид (штрихи опущены)

mt +

(
ū+

(
1− 2m

H

)
r

)
mx +

((
1− m

H

)
m− 3Ri

4
r2
)
rx = 0,

rt +
(

1− r2

H

)
mx +

(
ū+

(
1− 2m

H

)
r

)
rx = α− u2

h
.

(5)

Несложные вычисления позволяют найти скорости характеристик уравнений (5)

λ± = ū+
(

1− 2m

H

)
r ±
√
D, D =

(
1− r2

H

)((
1− m

H

)
m− 3Ri

4
r2
)
.
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Система (5) является гиперболической при выполнении условия D > 0, налагающем ограни-
чения на параметры потока. Далее будет получена модификация уравнений (4) для течений
с пассивным верхним слоем и проведено сопоставление решений этих моделей.

2. РАВНОВЕСНАЯ МОДЕЛЬ ТЕЧЕНИЯ С ПАССИВНЫМ ВЕРХНИМ
СЛОЕМ

Пусть толщина верхнего слоя значительно больше толщин других слоёв, а его средняя ско-
рость равна нулю: ζ � h, ζ � η, w = 0. В пределе при ζ →∞ имеем ū = Q/H→ 0, m/H → 0.
Такая конфигурация с пассивным верхним слоем соответствует придонному гравитационному
течению над склонном. Равновесная модель (4) в этом случае упрощается и в безразмерных
переменных принимает вид

mt+
(
um− Ri

4
u3
)
x
= 0, ut+

(u2
2

+m
)
x
= α− u2

h
. (6)

Заметим, что в частном случае Ri = 0 уравнения (6) совпадают с классическими уравнениями
однослойной мелкой воды [9, 18].

Скорости характеристик системы (6) определяются формулами

λ± = u±
√
m− 3Ri

4
u2. (7)

Условие гиперболичности модели требует, чтобы характеристики были вещественными и раз-
личными. Поскольку w = 0, из (3) следует, что η = Riu2 и, соответственно, m = h + Riu2/2.
Поэтому в терминах переменных h и u условие гиперболичности уравнений (6) принимает вид

h

u2
>

Ri

4
. (8)

Легко видеть, что система (6) имеет постоянное решение

m =
(

1 +
αRi

2

)
h, u =

√
αh, h = he = const. (9)

Замена второго уравнения системы (6) равновесным соотношением u =
√
αh позволяет перей-

ти к кинематической модели

mt+

((
1− αRi

2(2 + αRi)

)√
2αm3

2 + αRi

)
x

= 0. (10)

Скорость характеристики λe кинематического уравнения (10) выражается через толщину h
и определяется выражением

λe(h) =
3

2

(
1− αRi

2(2 + αRi)

)√
αh. (11)

Подстановка зависимости u =
√
αh в формулы (7) определяет скорости замороженных харак-

теристик λ̂±(h). При этом условие гиперболичности (8) принимает вид αRi < 4.
Критерий Уизема устойчивости постоянного решения неоднородной гиперболической си-

стемы из двух уравнений (см. [18], гл. 10) состоит в том, что скорость равновесной характери-
стики λe ограничена скоростями замороженных характеристик λ̂±, т. е.

λ̂−(h) < λe(h) < λ̂+(h).
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Принимая во внимание представления характеристик (7) и (11), предыдущие неравенства за-
писываются следующим образом:

−
√

1− αRi

4
<

1

2

(
1− 3αRi

2(2− αRi)

)√
α <

√
1− αRi

4
. (12)

Интересно отметить, что в данном случае условие устойчивости не зависит от выбранной тол-
щины нижнего слоя h, а определяется только прослоечным числом Ричардсона Ri и парамет-
ром α, являющимся отношением коэффициентов наклона дна и трения. Для этих параметров,
лежащих в диапазоне 0 6 Ri 6 1, 0 6 α 6 10, область выполнения критерия устойчивости (12)
приведена на рис. 2 (закрашенная часть).

Рис. 2. Закрашенная область соответствует устойчивости постоянного решения (9)
системы (6) согласно критерию Уизема (12)

Как видно из графика, чем больше коэффициент α (более крутой наклон дна), тем уже
диапазон чисел Ричардсона Ri, для которых выполнены условия устойчивости Уизема (12).
При этом в верхней не закрашенной области параметров на рис. 2 система (6) является эллип-
тической, а в нижней – гиперболической.

Взаимное расположение равновесной λe и замороженных характеристик λ̂± в зависимости
от параметра α ∈ (0, 8) при фиксированной толщине нижнего слоя h = 1 и числе Ричардсо-
на равном Ri = 0.02 и Ri = 0.5 показано на рис. 3. В первом случае (см. рис. 3 (a)) при
α > α∗ ≈ 4.5 нарушается неравенство λe < λ̂+, что говорит о неустойчивости постоянного ре-
шения для указанных параметров. Во втором случае (см. рис. 3 (b)) условия устойчивости (12)
не нарушаются. Условие гиперболичности (8) ограничивает диапазон изменения α значением
α∗ = 8, при котором скорости равновесной и замороженных характеристик совпадают. Приве-
дённые ниже расчёты иллюстрируют неустойчивость постоянного решения (9) при нарушении
условий (12).

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕШЕНИЯ

Нелинейная модель (6) допускает решения с сильными разрывами, которые могут возник-
нуть в результате эволюции гладкого решения. Для корректного моделирования внутренних
гидравлических скачков необходимо выбрать физически корректную консервативную форму
модели [9, 18]. Для проведения численных расчётов и построения кусочно-гладких решений
в классе бегущих волн будем использовать следующую консервативную форму уравнений (6),
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Рис. 3. Равновесная λe (кривые 2) и замороженные λ̂± (кривые 1 и 3) скорости
характеристик в зависимости от параметра α при Ri = 0.02 (a) и Ri = 0.5 (b)

соответствующую законам сохранения массы и импульса:

mt+

((
m− Ri

4
u2
)
u

)
x

= 0,

(um)t+

(
u2m+

m2

2
− 3Ri

16
u4
)

x

= αm− mu2

h
.

(13)

Численное моделирование выполняется на основе простой и надёжной схемы второго по-
рядка, разработанной для решения гиперболических законов сохранения [20]. Программный
код реализован в MATLAB. Расчёты проводятся в промежутке [0, L] на равномерной сетке
с числом узлов N , шаг по времени определяется автоматически из условия Куранта с ис-
пользованием скоростей характеристик (7). В качестве начальных данных берётся постоянное
решение m = m0, u = u0, определяемое формулами (9) с he = 1. На левой границе x = 0
в поток вносятся малые периодические возмущения m = m0 + 0.01 sin(4πt), u = u0. На правой
границе задаются условия Неймана UN = UN−1 (Ui – значение искомых функций в i-м узле).
Во всех рассмотренных ниже случаях длина расчётного интервала L = 100 и число узлов
N = 8000, что обеспечивает достаточное пространственное разрешение.

Формирование квазипериодических волн конечной амплитуды в результате эволюции ма-
лых периодических возмущений постоянного решения показано на рис. 4. Приведены графики
скорости u(x) для Ri = 0.02, α = 6 и α = 7 в момент времени t = 40, при котором возмуще-
ния достигли правой границы расчётной области. Качественное поведение переменных m и h
аналогично. Указанные параметры (α,Ri) принадлежат нижней не закрашенной области на
рис. 2, при которых система (6) является гиперболической, но нарушаются условия устойчи-
вости (12). Как видно из рис. 4 с ростом α при фиксированном Ri увеличивается амплитуда a
сформировавшихся волн, которая для переменной u составляет a = 0.27 при α = 6 и a = 0.45
при α = 7. Увеличение прослоечного числа Ричардсона напротив ведёт к уменьшению ам-
плитуды волны, а при переходе в область выполнения условий устойчивости (12) к затуханию
малых возмущений.

Далее будет показано, что профиль сформировавшихся волн конечной амплитуды, на-
зываемых катящимися волнами [21], совпадает с точным кусочно-гладким решением уравне-
ний (13) в классе бегущих волн, в котором искомые функции зависят от переменной ξ = x−Dt.
Прежде чем перейти к построению катящихся волн покажем, что решения уравнений (5) в ка-
нале конечной толщины H(x) стремятся к решению системы (6) для течений в затопленном
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Рис. 4. Распределение скорости u(x) при t = 40, полученное в результате эволюции малых
периодических возмущений решения уравнений (13) при Ri = 0.02 и α = 6 (a), α = 7 (b)

пространстве при увеличении толщины верхнего слоя ζ. При этом более общая система урав-
нений (5) не допускает решений в классе бегущих волн.

Выполним расчёты по моделям (6) и (5) (в консервативной форме для переменных m и r)
c начальными и граничными условиями, как в предыдущем примере (см.рис. 4). Для модели
(5) при t = 0 дополнительно зададим нулевую скорость верхнего слоя w = 0 и уровень верхней
границы H0, равный полной толщине слоя жидкости в сечении x = 0. Как и прежде, значения
параметров α = 6 и Ri = 0.02. На рис. 5 приведены графики, полученные приH0 = 50 (верхняя
панель) и H0 = 1000 (нижняя панель) в момент времени t = 40.

Решение уравнений (6) и (5) показано сплошными и пунктирными линиями, соответствен-
но. При указанных параметрах в рамках более старшей модели (5) также наблюдается рост
малых возмущений и формирование квазипериодических волн конечной амплитуды, несколько
превышающих амплитуду волн для модели (6). На рис. 5 (a, b) для переменных m и u наблю-
дается заметное различие в результатах расчёта, особенно на промежутке x ∈ (30, 60), что
обусловлено влиянием конечной толщины канала H = H0 + αx в модели (5). При увеличении
значения H0 различия в решениях моделей уменьшаются. Это демонстрирует рис. 5 (c, d),
полученный при H0 = 1000. На графиках приведено распределение m(x) на промежутке
x ∈ (40, 60) и более узком интервале. Таким образом, решения уравнений (5) при увеличе-
нии толщины H(x) стремятся к решениям модели глубководного течения (6).

В представленных на рис. 4 и 5 расчётах развития катящихся волн прослеживается ста-
билизация волнового пакета по периоду и амплитуде. Одним из способов выяснения устой-
чивости пакета нелинейных волн является вывод уравнений модуляций для средних величин,
характеризующих параметры волн, и определение типа полученной системы [9, 18]. Здесь этот
анализ не проводится, но поскольку уравнения (6) близки к классическим уравнениям мелкой
воды (совпадают при Ri = 0), то результаты будут аналогичны полученным в [9] (гл. 3, пар.
2).

4. КАТЯЩИЕСЯ ВОЛНЫ

В работе [21] предложен метод построения двухпараметрических периодических реше-
ний уравнений мелкой воды в классе бегущих волн (искомые функции зависят от переменной
ξ = x − Dt, D > 0). Решения состоят из гладких участков, на которых происходит непре-
рывный переход докритического течения в сверхкритическое относительно скорости волны
D, и сильных разрывов (гидравлических прыжков). Следуя [9, 21], будем называть такие
решения катящимися волнами. Этот подход известен и применяется к различным моделям
механики жидкости. В частности, катящиеся волны для двухслойных течений в наклонном
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Рис. 5. Решения уравнений (5) (пунктир) и (6) (сплошные линии) при t = 40,
полученные в результате эволюции малых возмущений постоянного решения (9)

с параметрами α = 6 и Ri = 0.02 при H0 = 50 (a, b) и H0 = 1000 (c, d)

канале построены в [22], для течений газа с внешним источником энергии в [23]. Применим
технику [21] для построения кусочно-гладких периодических решений системы (13).

В классе бегущих волн система уравнений (13) принимает вид

(u−D)m− Ri

4
u3 = (uc −D)mc −

Ri

4
u3c ,(

(u−D)um+
m2

2
− 3Ri

16
u4
)′

= αm− mu2

h
.

(14)

Здесь штрих означает дифференцирование по ξ, uc и mc – постоянные. Выразим из первого
уравнения (14) переменную m = m(u) и введём обозначения

G(u) = (u−D)um+
m2

2
− 3Ri

16
u4, F (u) = αm− mu2

h
, ∆(u) =

dG

du
.

Тогда система (14) сводится к ОДУ
du

dξ
=
F

∆
. (15)

Как отмечалось выше, в катящейся волне происходит непрерывный переход докритиче-
ского течения ∆ > 0 в сверхкритическое ∆ < 0. Для этого необходимо, чтобы функции F (u)
и ∆(u) обращались в нуль в одной точке: F (uc) = 0, ∆(uc) = 0. Из первого соотношения
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следует, что uc =
√
αhc и mc = (1 + αRi/2)hc, т. е. соответствует постоянному решению (9)

с критической глубиной hc. Значение hc выбирается произвольно. Из условия ∆(uc) = 0 опре-
деляем скорость волны

D =

(√
α+

√
1− αRi

4

)√
hc,

которая равна скорости характеристики λ+(m,u) в точке m = mc, u = uc. Графики функ-
ций G(u), F (u) и ∆(u) с параметрами α = 6, Ri = 0.02 и критической скоростью uc = 2.5
представлены на рис. 6.

Рис. 6. График функции G(u) (a) и взаимное расположение кривых F (u) и ∆(u) (b),
полученные при α = 6, Ri = 0.02 и uc = 2.5

Периодическое решение системы (14) состоит из гладкого участка течения BCA (кривая
2 на рис. 6 (a), на котором поток непрерывно переходит из докритического состояния в сверх-
критическое (∆ = 0 в точке C), и сильного разрыва (кривая 1), связывающего точки A и
B. Амплитуда скачка (длина отрезка AB) или значение uA (скорость в точке A) выбирается
произвольно, но так, чтобы правая часть уравнения (15) не меняла знак при изменении u на
промежутке AB. Значение uB в точке B находится из условия Ренкина–Гюгонио [G] = 0. Вза-
имное расположение кривых F и ∆ показано на рис. 6 (b). Как видно из графика отношение
F/∆ > 0, если uA > u∗ ≈ 2.31. Поэтому значение uA точки A, лежащей на кривой G = G(u),
должно быть в промежутке от u∗ до uc. Таким образом, гладкий профиль волны определяется
решением ОДУ (15) и сильным разрывом [G] = 0, являющимся условием Ренкина — Гюгонио
для системы (14).

Построенное кусочно-гладкое периодическое решение соответствует профилю волны, по-
лученному в нестационарном расчёте на рис. 4. При x > 80 минимальное значение переменной
u ≈ 2.347 (см. рис. 4 (a)). Для данного значения uA при α = 6 и Ri = 0.02 подбираем зна-
чение критической скорости uc, обеспечивающее наилучшее совпадение решений. На рис. 7
пунктиром показан профиль бегущей волны (решение ОДУ (15)) при uc = 2.5. Сплошной
линией показана часть рис. 4 (a). Сплошная и пунктирная линия на интервале x ∈ (85, 86.6)
практически совпадают. Таким образом, эволюция малых возмущений постоянного решения
(9) системы уравнений (13) приводит к формированию катящихся волн.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена предложенная в [19] равновесная длинноволновая модель (4), описываю-
щая в приближении Буссинеска трёхслойное течение над склоном в канале конечной тол-
щины (см. рис. 1). Эта нелинейная модель характеризуется постоянным прослоечным числом
Ричардсона и является более простой по сравнению с известными моделями формирования
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Рис. 7. Сравнение решения системы (13) (часть рис. 4 (a), сплошная линия) и профиля
катящейся волны (15) (пунктир) при α = 6, Ri = 0.02, uA = 2.347 и uc = 2.5

и эволюции слоя смешения в двухслойных течениях [10, 11]. Для движений стратифициро-
ванной жидкости с пассивным верхним слоем (покоящимся и бесконечно глубоким) модель
редуцируется к системе уравнений (6), близкой по структуре к классическим уравнениям тео-
рии мелкой воды. Найдены скорости характеристик (7) и с использованием критерия Уизема
сформулированы условия устойчивости (13) постоянного решения системы (6), определяемые
прослоечным числом Ричардсона Ri и параметром α (отношение наклона дна к донному тре-
нию).

Уравнения (6) представлены в виде системы законов сохранения массы и импульса (13),
на основе которой проведены нестационарные расчёты распространения внутренних волн. По-
казано, что при нарушении условий устойчивости Уизема в процессе эволюции малых возму-
щений постоянного решения модели могут формироваться квазипериодические волны конеч-
ной амплитуды (рис. 4). При этом для рассматриваемых примеров система уравнений остаётся
в области гиперболичности. Сравнение с исходной моделью течения в канале конечной толщи-
ны показывает, что решения уравнений (5) при увеличении толщины канала H(x) стремятся
к решению системы (6) для течения в затопленном пространстве (рис. 5). В классе бегущих
волн построены точные периодические кусочно-гладкие решения (катящиеся волны), опреде-
ляемые двумя параметрами – критической толщиной и амплитудой волны. Рис. 7 показывает,
что профиль волн конечной амплитуды, формирующихся в процессе нелинейной эволюции
малых возмущений постоянного решения уравнений (13), совпадает с решением ОДУ (15) при
подходящем выборе параметров катящихся волн.
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В работе методом усреднения Крылова — Боголюбова — Митропольского исследуется ком-
бинационный параметрический резонанс в гильбертовом пространстве H для нелинейного
уравнения Матьё — Хилла вида u′′(t) +A2u(t) = εF (ωt, u(t)), где A2 — самосопряжённый
положительный оператор в H с компактной резольвентой. Правая часть εF (ωt, u(t)) пред-
полагается периодическим по времени t возмущением с частотой ω > 0, ε > 0 — малый
скалярный параметр. Показано, что в первом приближении наряду с основными парамет-
рическими резонансами возникают комбинационные резонансы, определяемые резонанс-
ными соотношениями kω = νp ± νq, k ∈ Z \ {0}, p 6= q, где νn — собственные значения
оператора A = (A2)

1
2 , n ∈ N. В случае комбинационного резонанса установлены усло-

вия конечности резонансных наборов индексов (p, q) при фиксированной частоте ω, что
обеспечивает отделённость нерезонансных частотных комбинаций от нуля. Также постро-
ена усреднённая конечномерная резонансная система первого приближения и доказано,
что решения исходного уравнения аппроксимируются решениями построенной усреднён-
ной системы с оценкой погрешности в норме пространства H порядка O(ε) на промежутке
длины T/ε.

Ключевые слова: уравнение Матьё — Хилла, оператор Штурма — Лиувилля, комбина-
ционный параметрический резонанс, метод усреднения, усреднённая резонансная система
первого приближения
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ВВЕДЕНИЕ

Параметрический резонанс является одним из наиболее характерных проявлений неустой-
чивости в системах, в которых параметры изменяются периодически по времени [1]–[5]. Для
уравнений вида

u′′(t) +A2u(t) = εF (ωt, u(t)), 0 6 t 6 T, (1)

где T > 0 — фиксированный момент времени, резонансные явления возникают при опреде-
лённых частотах внешнего воздействия, согласующихся со спектральными характеристиками
невозмущённой задачи, и в резонансных режимах могут приводить к заметному росту ампли-
туд решений даже при малых возмущениях. В нелинейных задачах это явление, как правило,
сопровождается появлением медленной динамики амплитуд [3]–[5]; при этом картина резонан-
са существенно отличается от линейного случая, что было показано в [6].

Уравнение (1) в гильбертовом пространстве H относится к классу операторных уравне-
ний Матьё — Хилла, возникающих при описании колебательных процессов в распределённых
системах, когда периодическое по времени возмущение действует на параметры или на со-
стояние системы [6], [7]. В [6] предложен подход к исследованию основного параметрического
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резонанса для абстрактных уравнений Матьё — Хилла (1) в гильбертовом пространстве H, ос-
нованный на применении модифицированного метода усреднения Крылова — Боголюбова —
Митропольского [8], [9]. В настоящей работе, как и в [6], оператор A2 является самосопря-
жённым, положительным оператором в H с компактной резольвентой; поэтому спектр опе-
ратора A состоит из счётного набора собственных значений νn, νn → ∞, а соответствующие
собственные функции ϕn образуют ортонормированный базис в H. В связи с колебательной
интерпретацией решений невозмущённого уравнения эти собственные значения νn оператора
A = (A2)1/2, n ∈ N, далее будем называть собственными частотами невозмущённой задачи.
Важная особенность подобных задач в H состоит в том, что резонансные режимы определя-
ются этими собственными частотами. В [6] рассматривались резонансные случаи, связанные
с одной собственной частотой νp: внешние резонансы задавались соотношениями kω = νp, а
основные параметрические резонансы — соотношениями kω = 2νp, k ∈ Z\{0}. В нашей работе
методом усреднения Крылова — Боголюбова — Митропольского для уравнения Матьё — Хил-
ла (1) исследуется комбинационный параметрический резонанс. В этом случае резонансные
соотношения имеют вид kω = νp ± νq, p 6= q, k ∈ Z \ {0}, то есть внешняя частота связана с
суммой или разностью двух различных собственных частот.

Метод усреднения возник в задачах теории нелинейных колебаний и небесной механи-
ки [10] и получил систематическое развитие в работах Н. М. Крылова, Н. Н. Боголюбова
и Ю. А. Митропольского [8], [9]. Для линейных задач параметрического резонанса близкие
вопросы рассматривались в [1], а для конечномерных нелинейных систем — в [11].

Непосредственно к рассматриваемой тематике примыкают работы [12], [13]. Задачи о
нелинейных комбинационных резонансах для конкретных механических и осцилляторных мо-
делей рассматривались в [14]–[16]: в [14] изучалась система связанных нелинейных уравнений
Матьё, в [15] — аксиально движущаяся вязкоупругая балка, в [16] — аксиально движущаяся
пьезоэлектрическая пластина.

Цель настоящей работы состоит в выделении условий комбинационного параметрическо-
го резонанса для уравнения (1) в гильбертовом пространстве H, построении соответствующей
конечномерной усреднённой системы первого приближения и обосновании этого приближения
на промежутках времени порядка T/ε с погрешностью O(ε) в норме пространства H. Для
этого исходное уравнение сводится к системе для медленных амплитуд, затем выделяются ре-
зонансные частотные комбинации, доказывается отделённость нерезонансных комбинаций от
нуля и строится усреднённая резонансная система. В результате исследование решений урав-
нения (1) в комбинационном резонансном режиме сводится к анализу конечномерной системы
для резонансных амплитуд.

Структура работы следующая. В разд. 1 приводятся предварительные сведения и по-
становка задачи. В разд. 2 выводятся уравнения для медленных амплитуд и резонансные
соотношения. В разд. 3 устанавливается контроль малых знаменателей. В разд. 4 строится
усреднённая резонансная система первого приближения. В разд. 5 доказывается оценка по-
грешности первого приближения. В заключении обсуждается переход к почти-периодическим
возмущениям.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть H — гильбертово пространство со скалярным произведением 〈·, ·〉H и нормой

‖u‖H = 〈u, u〉1/2H .

Обозначим через L(H) пространство линейных ограниченных операторов T : H → H, опреде-
лённых на всём пространстве H, с нормой

‖T‖L(H) = sup
‖u‖H=1

‖Tu‖H .
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1.1. Метод усреднения для построения первого приближения

При исследовании уравнений вида (1) исходное уравнение с помощью замены переменных
записывают в стандартном виде в смысле Н.Н.Боголюбова (см. [8])

dz

dt
= εZ(t, z, ε),

где z обозначает новую неизвестную функцию, а правая часть периодически зависит от време-
ни t. Так как ε стоит перед функцией Z(t, z, ε), то за один период изменения коэффициентов
функция z(t) меняется мало, а основной вклад в её изменение накапливается на промежутках
времени порядка O(1/ε).

Пусть правая часть допускает следующее разложение по степеням малого параметра ε:

Z(t, z, ε) = Z0(t, z) + εZ1(t, z) + ε2Z2(t, z) + · · · . (2)

При построении первого приближения решения z учитывают только главный член Z0(t, z).
Если его период по времени равен T0, то средним значением главного члена называется функ-
ция

Z0(z) =
1

T0

T0∫
0

Z0(s, z) ds.

Система первого усреднённого приближения имеет вид

z′1(t) = εZ0(z1(t))

относительно неизвестной функции z1. Она называется системой первого приближения потому,
что в ней сохраняется только средний вклад главного члена правой части системы, записанной
в стандартном виде. При выполнении определённых условий гладкости и ограниченности пра-
вой части Z(t, z, ε) решение этой системы приближает решение исходной системы, записанной
в стандартном виде, на промежутках времени порядка 1/ε.

Для построения следующих n-х приближений вводят замену переменных с поправками

z(t) = ξ(t) + εv1(t, ξ(t)) + ε2v2(t, ξ(t)) + · · ·+ εnvn(t, ξ(t)).

Функции v1, v2, . . . , vn выбираются периодическими по времени и подбираются последователь-
но по степеням ε: на каждом шаге слагаемые преобразованной правой части, имеющие среднее
значение, включаются в усреднённую систему, а слагаемые с нулевым средним устраняются за
счёт очередной периодической поправки (см. [8], [9]). В итоге получается усреднённая система

ξ′(t) = εG1(ξ(t)) + ε2G2(ξ(t)) + · · ·+ εnGn(ξ(t)) + εn+1R(ξ(t), t, ε),

где R обозначает остаточный член. Здесь G1 = Z0, а функции G2, . . . , Gn возникают при учёте
поправок v1, . . . , vn и членов Z1, Z2, . . . в разложении правой части (2). В частности, при n = 1
для переменной ξ получается преобразованная система

ξ′(t) = εG1(ξ(t)) + ε2R(ξ(t), t, ε).

После отбрасывания остаточного члена порядка ε2 она даёт систему первого усреднённого при-
ближения для z1(t), записанную выше. Чем выше порядок приближения, тем больше условий
требуется на гладкость правой части в разложении (2) и тем сложнее становится контроль
остаточных членов.
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В задачах параметрического резонанса особую роль играет то, какие слагаемые преобра-
зованной правой части имеют ненулевое среднее. В дальнейшем будут встречаться множители
вида eiΦt, где Φ ∈ R. Для отдельного такого множителя среднее по времени понимается как

lim
S→∞

1

S

S∫
0

eiΦt dt.

Это среднее равно единице при Φ = 0 и равно нулю при Φ 6= 0. Поэтому построение первого
приближения в резонансной задаче сводится к выделению слагаемых с ненулевым средним и
оценке вклада остальных слагаемых.

1.2. Оператор A и спектральные обозначения

По предположению оператор A2 является самосопряжённым в H, имеет компактную ре-
зольвенту и положительно определён в следующем смысле: существует число α > 0 такое,
что

〈A2u, u〉H > α2‖u‖2H , u ∈ D(A2).

Положим A = (A2)1/2, где A — положительный квадратный корень оператора A2 (см. [17]).
Тогда A является самосопряжённым положительным оператором. Кроме того, для u ∈ D(A)
имеем

‖Au‖2H > α2‖u‖2H ,

откуда следует, что A−1 ∈ L(H).
Компактность резольвенты оператора A2 обеспечивает дискретность спектра и существо-

вание в H ортонормированного базиса {ϕn}n>1 ⊂ H из собственных векторов оператора
A (см. [17]). Обозначим соответствующие собственные значения оператора A через νn > 0,
νn →∞. Тогда

Aϕn = νnϕn, A2ϕn = ν2
nϕn, n = 1, 2, . . . .

Для любого u ∈ H имеет место единственное разложение в ряд Фурье

u =
∑
n>1

unϕn, un = 〈u, ϕn〉H , ‖u‖2H =
∑
n>1

|un|2. (3)

Пример. Оператор Штурма — Лиувилля. В качестве A2 можно рассматривать опе-
ратор Штурма — Лиувилля с однородными граничными условиями Дирихле

(A2u)(x) = −u′′(x) + q(x)u(x), u(a) = u(b) = 0,

где q ∈ L∞([a, b]) и q(x) > q0 > 0 почти всюду на [a, b]. Его область определения имеет вид

D(A2) = {u ∈W 2
2 (a, b) : u(a) = u(b) = 0}.

Тогда оператор A2 является самосопряжённым и положительно определённым в L2(a, b).
Компактность его резольвенты следует из того, что резольвента действует из L2(a, b) в
D(A2) ⊂ W 2

2 (a, b), а вложение W 2
2 (a, b) ↪→ L2(a, b) компактно. Собственные значения опе-

ратора A имеют асимптотику (см. [18])

νn = c1n+
c2

n
+ rn, |rn| 6

c

n2
, n > 1, (4)

где c1 > 0, c2 ∈ R, c > 0. Именно это спектральное свойство будет использовано далее для
контроля малых знаменателей при усреднении уравнения (1).
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1.3. Задача Коши для уравнения (1)

Для уравнения (1) рассмотрим задачу Коши с начальными условиями

u(0) = u0, u′(0) = u1. (5)

Предположим, что начальные данные согласованы с операторами A и A2 следующим образом:

u0 ∈ D(A2), u1 ∈ D(A),

где D(A2) и D(A) — области определения операторов A2 и A соответственно.
Невозмущённое уравнение (1) (ε = 0) имеет вид

u′′(t) +A2u(t) = 0. (6)

Покажем, что все решения задачи (5), (6) ограничены. Для этого рассмотрим функционал

E(t) =
1

2

(
‖u′(t)‖2H + ‖Au(t)‖2H

)
, (7)

заданный на решении u(t) задачи (5), (6). Дифференцируя (7) по t, получаем

dE

dt
=

1

2

(
〈u′′(t), u′(t)〉H + 〈u′(t), u′′(t)〉H + 〈Au′(t), Au(t)〉H + 〈Au(t), Au′(t)〉H

)
.

Так как A самосопряжён, имеем

〈Au(t), Au′(t)〉H = 〈A2u(t), u′(t)〉H , 〈Au′(t), Au(t)〉H = 〈u′(t), A2u(t)〉H .

Поэтому
dE

dt
=

1

2

(
〈u′′(t) +A2u(t), u′(t)〉H + 〈u′(t), u′′(t) +A2u(t)〉H

)
.

С учётом (6) отсюда следует, что
dE

dt
= 0, то есть E(t) = E(0), t > 0. Из соотношений (5), (7)

получаем
‖u′(t)‖2H + ‖Au(t)‖2H = ‖u1‖2H + ‖Au0‖2H .

Итак, величины ‖u′(t)‖H и ‖Au(t)‖H остаются ограниченными по t. Кроме того, из положи-
тельной определённости оператора A2 следует оценка ‖Au‖H > α‖u‖H для u ∈ D(A). Следо-
вательно, ограниченность ‖Au(t)‖H влечёт ограниченность ‖u(t)‖H . Таким образом, решения
невозмущённой задачи (5), (6) остаются ограниченными по t. Возможный рост решений воз-
мущённой задачи связан с действием периодического возмущения в уравнении (1).

Объясним понятия непрерывности и дифференцируемости по времени t для функций
u(t) со значениями в D(A) и D(A2). Для этого рассмотрим данные области определения как
гильбертовы пространства со следующими нормами:

H1 := D(A), ‖x‖21 := ‖x‖2H + ‖Ax‖2H ,
H2 := D(A2), ‖x‖22 := ‖x‖2H + ‖A2x‖2H .

Очевидно, что вложения H1 ↪→ H и H2 ↪→ H непрерывны, поскольку ‖x‖H 6 ‖x‖1 для x ∈ H1

и ‖x‖H 6 ‖x‖2 для x ∈ H2. Кроме того, H2 ⊂ H1, причём вложение H2 ↪→ H1 непрерывно. В
силу самосопряжённости и положительности оператора A, для x ∈ D(A2) имеем

‖Ax‖2H = 〈Ax,Ax〉H = 〈A2x, x〉H 6 ‖A2x‖H ‖x‖H 6
1

2

(
‖A2x‖2H + ‖x‖2H

)
,
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откуда следует оценка
‖x‖1 6 C ‖x‖2, x ∈ H2,

где C > 0 — некоторая константа.
Далее будет использоваться свойство плотности множества H2 в H1 по норме ‖ · ‖1, то

есть
H1 = H2

‖·‖1 , (8)

где H2
‖·‖1 обозначает замыкание множества H2 по норме ‖ · ‖1.

Докажем свойство (8). Пусть x ∈ H1 и x =
∑∞

n=1 xnϕn, xn = 〈x, ϕn〉H . Тогда

∞∑
n=1

(1 + ν2
n)|xn|2 <∞.

Для t > 0 по определению положим

xt := e−tAx =
∞∑
n=1

e−tνnxnϕn.

В силу равенства Парсеваля (см. (3)) и того, что Mt := supλ>0 λ
2e−tλ <∞, имеем

‖A2xt‖2H =
∞∑
n=1

ν4
ne
−2tνn |xn|2 6M2

t

∞∑
n=1

|xn|2 <∞.

Следовательно, xt ∈ H2. Кроме того,

‖xt − x‖21 =

∞∑
n=1

(1 + ν2
n)|e−tνn − 1|2|xn|2.

Для каждого n множитель |e−tνn − 1|2 стремится к нулю при t → +0 и не превосходит 1,

а ряд
∞∑
n=1

(1 + ν2
n)|xn|2 сходится. По теореме о мажорируемой сходимости для рядов получаем

‖xt − x‖1 → 0 при t→ +0, т. е. свойство (8) доказано.
Решением задачи (1), (5) на отрезке [0, T ] будем называть функцию

u(t) ∈ C([0, T ];H2) ∩ C1([0, T ];H1) ∩ C2([0, T ];H), (9)

удовлетворяющую уравнению (1) как равенству в пространстве H при всех t ∈ [0, T ], и на-
чальным условиям (5). Здесь условие u(t) ∈ C1([0, T ];H1) означает дифференцируемость по t
в норме ‖ · ‖1. Поскольку отображение A : H1 → H непрерывно (‖Ax‖H 6 ‖x‖1), то из условия
u(t) ∈ C1([0, T ];H1) следует, что Au ∈ C1([0, T ];H), причём для всех t ∈ [0, T ] выполнено

(Au(t))′ = Au′(t).

1.4. Предположения о правой части F (ωt, u(t))

Пусть отображение F (θ, u), θ = ωt, определено на R×H1 и принимает значения вH. Пред-
положим, что F (θ, u) непрерывно по совокупности аргументов и является 2π-периодическим
по θ.

Для локальной корректности задачи Коши (1), (5) будем использовать условие гладкости
правой части, применяемое при приведении абстрактного уравнения Матьё — Хилла к системе
первого порядка в работе [6]. Предположим, что в некоторой окрестности нуля по переменной
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u отображение u 7→ F (θ, u) имеет непрерывный дифференциал Фреше как отображение из H1

в H.
Далее будем использовать значение правой части и её дифференциала при u = 0. Поло-

жим
g(θ) := F (θ, 0) ∈ H, B(θ) := DuF (θ, 0) : H1 → H.

Будем предполагать, что оператор B(θ) допускает продолжение до ограниченного линейно-
го оператора на все пространство H. Это продолжение также будем обозначать через B(θ).
Тогда B(θ) ∈ L(H). Отметим, что это является дополнительным условием на линейную по u
часть возмущения: оно означает ограниченность B(θ) относительно нормы пространства H,
а не только относительно нормы H1. Поскольку H1 плотно вложено в H, такое продолжение,
если оно существует, единственно. Будем также предполагать, что отображение θ 7→ B(θ),
понимаемое как функция со значениями в L(H), непрерывно и 2π-периодично по θ.

Тогда справедливо разложение

F (θ, u) = g(θ) +B(θ)u+R(θ, u), (10)

где остаточный член R(θ, u) ∈ H удовлетворяет следующему условию: для каждого фиксиро-
ванного θ

‖R(θ, u)‖H
‖u‖1

→ 0 при ‖u‖1 → 0.

Иными словами, разложение (10) понимается как разложение по переменной u в окрестности
нуля при фиксированном значении параметра θ.

2. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ МЕДЛЕННЫХ АМПЛИТУД. РЕЗОНАНСНЫЕ
СООТНОШЕНИЯ

Так как A является самосопряжённым положительным оператором, операторная экспо-
нента eitA определяется по спектральной теореме и образует сильно непрерывную унитарную
группу в H; используемые ниже свойства этой группы и формула сильной производной на
D(A) следуют из стандартной теории однопараметрических групп, порождённых самосопря-
жёнными операторами (см. [17, гл. IX, разд. 1, пример 1.6, стр. 485–486]). В частности, для
каждого t ∈ R оператор eitA принадлежит L(H), и справедливы равенства

e0·iA = I,
(
eitA

)∗
= e−itA, ‖eitAu‖H = ‖u‖H , t ∈ R, u ∈ H.

Для произвольного u0 ∈ H функция v(t) = eitAu0 является корректно определённой и
сильно непрерывной по t функцией со значениями в H. Если дополнительно u0 ∈ D(A), то эта
функция является классическим решением задачи Коши

v′(t) = iAv(t), v(0) = u0.

Кроме того, для каждого фиксированного u ∈ D(A) отображение t 7→ e±itAu дифференцируе-
мо и выполняется формула сильной производной

d

dt

(
e±itAu

)
= ±iAe±itAu. (11)

2.1. Сведение задачи (1), (5) к эквивалентной системе первого порядка

Пусть u(t) принадлежит классу (9). Тогда для всех t ∈ [0, T ] имеем u(t) ∈ D(A2) ⊂ D(A),
u′(t) ∈ D(A), и поэтому выражения Au(t), u′(t) + iAu(t), u′(t)− iAu(t) корректно определены
как элементы пространства H. Введём функции x(t) и y(t) со значениями в H по формулам

x(t) := e−itA
(
u′(t) + iAu(t)

)
, y(t) := eitA

(
u′(t)− iAu(t)

)
. (12)
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Умножим в (12) первое равенство на eitA, а второе — на e−itA. Тогда получим

eitAx(t) = u′(t) + iAu(t), e−itAy(t) = u′(t)− iAu(t).

Складывая и вычитая эти равенства, имеем

u′(t) =
1

2

(
eitAx(t) + e−itAy(t)

)
, Au(t) =

1

2i

(
eitAx(t)− e−itAy(t)

)
. (13)

Так как A−1 ∈ L(H), то из второго равенства (13) следует представление

u(t) =
1

2i
A−1

(
eitAx(t)− e−itAy(t)

)
. (14)

Дифференцируя соотношения (12) и используя формулу сильной производной (11), полу-
чаем

x′(t) =
d

dt

(
e−itA

(
u′(t) + iAu(t)

))
= e−itA

(
u′′(t) +A2u(t)

)
,

y′(t) =
d

dt

(
eitA

(
u′(t)− iAu(t)

))
= eitA

(
u′′(t) +A2u(t)

)
.

Если функция u(t) является решением задачи (1), (5), то имеем систему

x′(t) = εe−itAF (ωt, u(t)), y′(t) = εeitAF (ωt, u(t)), 0 6 t 6 T, (15)

где u(t) выражается через x(t), y(t) по формуле (14). Начальные значения для x, y находятся
из (12) при t = 0:

x(0) = u1 + iAu0, y(0) = u1 − iAu0. (16)

Таким образом, всякому решению u задачи (1), (5) соответствует решение x, y задачи Ко-
ши (15), (16).

Обратно, пусть x(t), y(t) удовлетворяют системе (15) с начальными данными (16), а функ-
ция u(t) определяется формулой (14). Тогда из системы (15) следует, что при дифференциро-
вании (14) слагаемые, содержащие x′(t) и y′(t), взаимно сокращаются, поэтому выполняется
первое равенство (13). Второе равенство (13) следует непосредственно из (14). Дифференцируя
первое равенство (13), используя систему (15) и второе равенство (13), получаем

u′′(t) +A2u(t) = εF (ωt, u(t)).

Кроме того, начальные условия (5) восстанавливаются из (16). Следовательно, задача (1), (5)
эквивалентна задаче Коши (15), (16).

Из условий на F , сформулированных в пункте 1.4, следует локальная липшицевость пра-
вой части системы (15) по переменным x и y на каждой ограниченной области пространства
H × H. Поэтому по теореме Коши–Липшица задача (15), (16) имеет единственное локаль-
ное решение, а формула (14) определяет соответствующее единственное локальное решение
задачи (1), (5).

Подставляя разложение (10) в систему (15) и используя представление (14), получаем
следующую систему для x(t), y(t):

x′(t) = εe−itA
(
g(ωt) +B(ωt)u(t) +R(ωt, u(t))

)
,

y′(t) = εeitA
(
g(ωt) +B(ωt)u(t) +R(ωt, u(t))

)
,

(17)

где u(t) выражается через x(t), y(t) по формуле (14).
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2.2. Координатная форма системы и частотные комбинации

Для каждого фиксированного t ∈ [0, T ] функции x(t), y(t), u(t) являются элементами
пространства H. Поэтому из (3) имеем единственные разложения в ряды Фурье по базису
{ϕn}n>1:

x(t) =
∑
n>1

xn(t)ϕn, y(t) =
∑
n>1

yn(t)ϕn, u(t) =
∑
n>1

un(t)ϕn,

где
xn(t) = 〈x(t), ϕn〉H , yn(t) = 〈y(t), ϕn〉H , un(t) = 〈u(t), ϕn〉H .

Коэффициенты xn(t), yn(t) будем называть амплитудными коэффициентами функций x(t),
y(t). Из формул (13), (14) и равенства e±itAϕn = e±iνntϕn получаем

u′n(t) =
1

2

(
eiνntxn(t) + e−iνntyn(t)

)
, un(t) =

1

2iνn

(
eiνntxn(t)− e−iνntyn(t)

)
.

Умножим систему (17) скалярно на ϕn. Получим координатную форму системы (17) для
амплитудных коэффициентов:

x′n(t) = εe−iνntfn(t), y′n(t) = εeiνntfn(t), n = 1, 2, . . . , (18)

где
fn(t) = 〈g(ωt), ϕn〉H + 〈B(ωt)u(t), ϕn〉H + 〈R(ωt, u(t)), ϕn〉H .

Начальные значения для координатной системы получаются из (16):

xn(0) = 〈u1 + iAu0, ϕn〉H , yn(0) = 〈u1 − iAu0, ϕn〉H , n = 1, 2, . . . .

Для построения конечномерной усреднённой системы первого приближения далее пола-
гаем, что g(θ) и B(θ) являются тригонометрическими полиномами по переменной θ. Тогда
существует конечное множество K ⊂ Z такое, что

g(θ) =
∑
k∈K

gke
ikθ, B(θ) =

∑
k∈K

Bke
ikθ, (19)

где gk ∈ H, Bk ∈ L(H).
Рассмотрим линейный по u член в fn(t). Из (14) и (19) имеем

〈B(ωt)u(t), ϕn〉H =
∑
k∈K

eikωt
∑
p>1

1

2iνp

(
eiνptxp(t)− e−iνptyp(t)

)
〈Bkϕp, ϕn〉H . (20)

Подставляя разложение (20) в систему (18) и обозначая внешний индекс n через q, полу-
чаем четыре типа частотных комбинаций, встречающихся в показателях экспонент правых
частей (18):

kω + νp + νq, kω + νp − νq, kω − νp + νq, kω − νp − νq, k ∈ K, p, q ∈ N. (21)

Именно комбинации (21) далее используются при выделении резонансных и нерезонансных
слагаемых в системе (18).
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2.3. Резонансные соотношения

Рассмотрим систему (18) при произвольном фиксированном q ∈ N. Из разложений (19) и
представления up(t) в (14) следует, что линейный по u член в уравнении для x′q(t) содержит
сумму слагаемых вида

ε
∑
k∈K

∑
p>1

〈Bkϕp, ϕq〉H
2iνp

(
ei(kω+νp−νq)txp(t)− ei(kω−νp−νq)typ(t)

)
,

а в уравнении для y′q(t) содержится сумма слагаемых вида

ε
∑
k∈K

∑
p>1

〈Bkϕp, ϕq〉H
2iνp

(
ei(kω+νp+νq)txp(t)− ei(kω−νp+νq)typ(t)

)
.

Поэтому в правых частях координатной системы (18) возникают множители eiΦt, где Φ при-
нимает одно из значений, перечисленных в (21). Свободный член g(ωt) даёт аналогичные ос-
циллирующие множители с частотами kω − νq и kω + νq; они отвечают внешним резонансам.

Согласно схеме усреднения, описанной в п. 1.1, в усреднённой системе первого прибли-
жения сохраняются слагаемые правых частей системы (18), имеющие ненулевое среднее по
времени. Так как g(θ) и B(θ) являются тригонометрическими полиномами, после подстановки
разложений (19) возникают конечные суммы слагаемых с множителями eiΦt, где Φ принимает
одно из значений, перечисленных в (21). По сказанному выше, среднее такого множителя от-
лично от нуля только при Φ = 0. Поэтому резонансные соотношения возникают тогда, когда
для некоторого набора индексов и некоторого k ∈ K \ {0} одна из частотных комбинаций (21)
обращается в нуль; остальные слагаемые относятся к нерезонансной части.

Выделим следующие виды резонансов:
1) внешние резонансы, связанные со свободным членом g(ωt):

kω = νp, k ∈ K \ {0}, p ∈ N;

2) основные параметрические резонансы, задаваемые соотношением между внешней
частотой и удвоенной собственной частотой:

kω = 2νp, k ∈ K \ {0}, p ∈ N;

3) комбинационные параметрические резонансы, задаваемые соотношениями меж-
ду внешней частотой и суммой или разностью двух различных собственных частот:

kω = νp ± νq, k ∈ K \ {0}, p, q ∈ N, p 6= q. (22)

Далее рассматривается комбинационный резонанс: частота ω выбирается так, что внеш-
ние резонансы kω = ±νq и основные параметрические резонансы kω = 2νq, k ∈ K, q ∈ N,
не возникают. Поэтому дальнейшее исследование сосредоточено на резонансных соотноше-
ниях (22), а координатная система (18) используется для построения усреднённой системы
первого приближения (см. [2], [19]).

3. АСИМПТОТИКА СПЕКТРА И КОНТРОЛЬ «МАЛЫХ ЗНАМЕНАТЕЛЕЙ»

В правых частях координатной системы (18) возникают частотные комбинации вида (21).
Каждое слагаемое с такой комбинацией имеет вид произведения коэффициента, содержащего
коэффициенты разложений (19), одного из амплитудных коэффициентов xp(t) или yp(t) и
осциллирующего множителя eiΦt, где Φ — одна из комбинаций (21).
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При Φ = 0 множитель eiΦt равен единице, поэтому такое слагаемое входит в усреднённую
систему. При Φ 6= 0 при интегрировании по времени t на отрезке [0, t] возникает выражение

t∫
0

eiΦs ds =
eiΦt − 1

iΦ
.

Поэтому для оценки вклада нерезонансных слагаемых необходимо контролировать величину
|Φ|−1, то есть установить отделённость от нуля нерезонансных значений частотных комбина-
ций (21). Контроль таких делителей является стандартной частью обоснования усреднения в
задачах параметрического резонанса (см. [20]).

Далее предполагаем, что собственные значения оператора A удовлетворяют асимптоти-
ке (4). Тогда существует N0 ∈ N такое, что

νn >
c1

2
n, n > N0.

Используя эту оценку, докажем конечность резонансных наборов индексов и отделённость от
нуля нерезонансных частотных комбинаций.

Лемма 3.1. Для любых фиксированных Ω ∈ R и δ > 0 множество пар

S+(Ω, δ) := {(p, q) ∈ N× N : |νp + νq − Ω| < δ}

является конечным.

Доказательство. Пусть p, q > N0. Тогда νp + νq >
c1

2
(p + q). Если |νp + νq − Ω| < δ, то

νp+νq < |Ω|+δ, откуда p+q ограничено сверху константой
2(|Ω|+ δ)

c1
. Значит, возможных пар

(p, q) конечное число. Случаи, когда хотя бы один индекс не превышает N0, также, очевидно,
дают лишь конечное число пар. �

Из леммы 3.1 следует, что для каждого фиксированного k множество пар (p, q), удовле-
творяющих соотношению kω = νp + νq, конечно. Следовательно, существует δ+

k > 0 такое, что
для всех нерезонансных пар вне некоторого конечного множества выполнено

|kω − νp − νq| > δ+
k .

Для разностных комбинаций положим Ω = kω и рассмотрим выражения Ω − (νp − νq).
Запишем асимптотику (4) в виде

νn = c1n+ εn, εn → 0, n→∞.

Тогда вдоль диагоналей p− q = m разности νp− νq имеют предельные значения c1m. Поэтому
введём множество

Zc1 := {c1m : m ∈ Z}.

Лемма 3.2. Пусть Ω ∈ R \ Zc1. Тогда существуют число δ−(Ω) > 0 и конечное множе-
ство пар индексов M−(Ω) ⊂ N× N такие, что для всех (p, q) /∈M−(Ω) выполнена оценка

|νp − νq − Ω| > δ−(Ω).
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Доказательство. Покажем, что для некоторых N(Ω) ∈ N и δ(Ω) > 0 выполнено

|νp − νq − Ω| > δ(Ω), p, q > N(Ω).

Положим m = p− q. Из νn = c1n+ εn имеем

νp − νq = c1m+ εp − εq.

Так как εn → 0, существует C > 0, для которого |εn| 6 C. Поэтому

|νp − νq| > c1|m| − |εp − εq| > c1|m| − 2C.

Выберем M ∈ N так, что c1|m| − 2C > |Ω|+ 1 при |m| > M . Тогда при |p− q| > M

|νp − νq − Ω| > |νp − νq| − |Ω| > 1.

Значит, остаётся рассмотреть пары с |p − q| 6 M . Зафиксируем m ∈ {−M, . . . ,M}. Если
p−q = m, то νp−νq = c1m+εp−εq, и при p, q →∞ вдоль этой диагонали имеем νp−νq → c1m.
Поскольку Ω /∈ Zc1 , для всех |m| 6M выполнено Ω 6= c1m, поэтому

d := min
|m|6M

|Ω− c1m| > 0.

Для каждого такого m существует Nm ∈ N такое, что при p − q = m и p, q > Nm выполнено
|νp − νq − c1m| < d/2. Тогда

|νp − νq − Ω| > |Ω− c1m| − |νp − νq − c1m| > d/2.

Положим
N(Ω) := max

|m|6M
Nm, δ(Ω) := min{1, d/2}.

Тогда |νp−νq−Ω| > δ(Ω) для всех p, q > N(Ω). Остаётся вынести в исключительное множество
конечное число пар с малым индексом:

M−(Ω) := {(p, q) ∈ N× N | |p− q| 6M, min{p, q} < N(Ω)}, δ−(Ω) := δ(Ω).

Множество M−(Ω) конечно, и для всех (p, q) /∈ M−(Ω) получаем требуемую оценку. Лемма
доказана. �

Замечание 3.1. Условие Ω /∈ Zc1 существенно: если Ω = c1m для некоторого m ∈ Z, то
при q → ∞, p = q + m, вдоль диагонали p − q = m имеем νp − νq → Ω, поэтому разностные
знаменатели могут сколь угодно близко приближаться к нулю.

Из лемм 3.1 и 3.2 следует необходимый для первого приближения контроль малых зна-
менателей. Будем предполагать, что внешняя частота ω удовлетворяет условию

kω /∈ Zc1 , k ∈ K \ {0}. (23)

Следствие 3.1. Пусть выполнено условие (23). Тогда резонансных троек (k, p, q) ∈
(K \ {0}) × N × N, для которых одна из частотных комбинаций (21) равна нулю, может
быть только конечное число. Кроме того, существует δ∗ > 0 такое, что все нерезонансные
значения этих комбинаций отделены от нуля величиной не меньше δ∗.
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Доказательство. Для каждого фиксированного k ∈ K \ {0} лемма 3.1 даёт требуемую
оценку для суммарных комбинаций. Для разностных комбинаций применяем лемму 3.2 с Ω =
kω; условие Ω /∈ Zc1 при этом выполнено в силу (23). Оставшиеся пары индексов образуют
конечное множество. В нём нулевые значения соответствуют резонансным тройкам, а среди
ненулевых значений можно выбрать наименьшее по модулю. Поскольку множество K \ {0}
конечно, минимум всех полученных положительных оценок также положителен. Обозначим
его через δ∗. Следствие 3.1 доказано. �

По следствию 3.1 ненулевые комбинации из (21) при k ∈ K \{0} отделены от нуля. Поэто-
му в резонансную часть первого приближения входят только слагаемые с нулевой частотной
комбинацией.

4. УСРЕДНЁННАЯ РЕЗОНАНСНАЯ СИСТЕМА ПЕРВОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ
ПРИ КОМБИНАЦИОННОМ РЕЗОНАНСЕ

Пусть внешняя частота ω > 0 удовлетворяет условию (23). Далее учитываются суммарные
и разностные комбинационные резонансы; возможные внешние и основные параметрические
резонансы в эту систему не включаются. Положим

R+ = {(k, p, q) | k ∈ K \ {0}, p, q ∈ N, p 6= q, kω = νp + νq},
R− = {(k, p, q) | k ∈ K \ {0}, p, q ∈ N, p 6= q, kω = νp − νq}.

(24)

По следствию 3.1 множества R+ и R− конечны. Обозначим

IR = {n ∈ N | n = p или n = q для некоторой тройки (k, p, q) ∈ R+ ∪R−}.

Усреднённая система строится для амплитудных коэффициентов xn(t), yn(t), n ∈ IR, с началь-
ными данными

xn(0) = 〈u1 + iAu0, ϕn〉H , yn(0) = 〈u1 − iAu0, ϕn〉H , n ∈ IR.

Для тройки (k, p, q) ∈ R+ вклад в уравнения для xp, yp, xq, yq имеет вид

x′p(t) = −ε 1

2iνq
〈Bkϕq, ϕp〉H yq(t),

x′q(t) = −ε 1

2iνp
〈Bkϕp, ϕq〉H yp(t),

y′p(t) = ε
1

2iνq
〈B−kϕq, ϕp〉H xq(t),

y′q(t) = ε
1

2iνp
〈B−kϕp, ϕq〉H xp(t).

(25)

Если один и тот же индекс n встречается в нескольких тройках из R+, то в уравнениях для
xn(t), yn(t) суммируются слагаемые, полученные по формуле (25) для этих троек.

Для тройки (k, p, q) ∈ R− получаем систему

x′p(t) = ε
1

2iνq
〈Bkϕq, ϕp〉H xq(t),

x′q(t) = ε
1

2iνp
〈B−kϕp, ϕq〉H xp(t),

y′p(t) = −ε 1

2iνq
〈B−kϕq, ϕp〉H yq(t),

y′q(t) = −ε 1

2iνp
〈Bkϕp, ϕq〉H yp(t).

(26)
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Полная усреднённая резонансная система первого приближения получается суммированием
вкладов вида (25) по всем тройкам из R+ и вкладов вида (26) по всем тройкам из R−. Так
как множества R+ и R− конечны, система конечномерна: для каждого n ∈ IR она содержит
уравнения для двух амплитудных коэффициентов xn(t) и yn(t).

Первое приближение резонансной части решения имеет вид

u(1)(t) =
∑
n∈IR

u(1)
n (t)ϕn, (27)

где
u(1)
n (t) =

1

2iνn

(
eiνntxn(t)− e−iνntyn(t)

)
, n ∈ IR. (28)

Если IR = {p, q}, то
u(1)(t) = u(1)

p (t)ϕp + u(1)
q (t)ϕq.

В общем случае сумма в (27) берётся по всем n ∈ IR. Остаётся обосновать связь построенного
первого приближения с решениями исходной задачи.

5. ОБОСНОВАНИЕ ПЕРВОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Пусть u(t) — точное решение задачи (1), (5) на промежутке 0 6 t 6 T/ε, а u(1)(t) задано
формулами (27), (28). Амплитуды xn(t), yn(t), n ∈ IR, определяются конечной усреднённой
системой, полученной суммированием слагаемых (25), (26) по тройкам из R+, R−.

Предположим, что начальные данные задачи (1), (5) имеют вид

u0 =
∑
n∈IR

u0
nϕn, u1 =

∑
n∈IR

u1
nϕn.

Начальные значения амплитуд задаём по формулам (16):

xn(0) = 〈u1 + iAu0, ϕn〉H , yn(0) = 〈u1 − iAu0, ϕn〉H , n ∈ IR.

Тогда из (27), (28) следует

u(1)(0) = u(0), (u(1))′(0) = u′(0). (29)

Разность u(t) − u(1)(t) будем называть погрешностью первого усреднённого приближе-
ния. При вычитании системы, построенной по формулам (25), (26), из полной координатной
системы (18) слагаемые, заданные резонансными условиями (22) и множествами (24), сокра-
щаются. В уравнении для погрешности остаются нерезонансные слагаемые с ненулевыми ча-
стотными комбинациями (21) и остаточные нелинейные члены, возникающие из R(ωt, u(t)) и
R(ωt, u(1)(t)). Нерезонансные частотные комбинации отделены от нуля по следствию 3.1. Для
остаточных членов предполагаем, что существуют ε0 > 0 и CR > 0 такие, что при 0 < ε 6 ε0,
0 6 t 6 T/ε выполнена оценка

‖R(ωt, u(t))‖H + ‖R(ωt, u(1)(t))‖H 6 CRε. (30)

Замечание 5.1. Оценка (30) не исключает нелинейные правые части в уравнении (1).
Она накладывается только на остаток R, не включённый в первое приближение, и проверяется
вдоль сравниваемых траекторий u(t), u(1)(t). Например, если при H = L2(a, b) остаток имеет
вид R(θ, u)(x) = a(θ, x)u2(x), где a ограничена, то ‖R(θ, u)‖H 6 C‖u‖2H1

. Поэтому условие (30)
выполняется, когда соответствующий остаточный член на рассматриваемом промежутке имеет
порядок O(ε).

Докажем оценку погрешности первого приближения.
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Теорема 5.1. Пусть оператор A удовлетворяет условиям пункта 1.2, его собствен-
ные значения νn удовлетворяют асимптотике (4), а правая часть F имеет вид (10). Пусть
частота ω > 0 удовлетворяет условию (23), выполнены резонансные соотношения (22), и
первое приближение u(1)(t) построено по формулам (27), (28) с начальными данными, со-
гласованными с точным решением в смысле (29). Если точное решение u(t) задачи (1), (5)
и приближение u(1)(t) определены на промежутке 0 6 t 6 T/ε, а для остаточных членов
выполнена оценка (30), то существует константа C > 0, не зависящая от ε, такая, что

‖u(t)− u(1)(t)‖H 6 Cε, 0 6 t 6
T

ε
. (31)

Доказательство. Рассмотрим погрешность первого приближения u(t) − u(1)(t). В си-
лу (29) она имеет нулевые начальные данные. Чтобы получить дифференциальную систему
для этой погрешности, вычтем систему, построенную по формулам (25), (26), из полной коор-
динатной системы (18). В правой части полученной системы резонансные слагаемые, задан-
ные условиями (22) и множествами (24), сокращаются. Нерезонансные слагаемые содержат
ненулевые частотные комбинации (21), которые по следствию 3.1 отделены от нуля; поэто-
му возникающие при интегрировании осциллирующие множители равномерно ограничены на
0 6 t 6 T/ε.

Остаточные нелинейные члены оцениваются с помощью неравенства (30). Так как в си-
стеме для амплитуд правая часть умножается на ε, их вклад в уравнение для погрешности
приближения имеет порядок O(ε2). Поэтому после перехода к интегральной форме задачи
Коши (см. [9]) получаем

‖u(t)− u(1)(t)‖H 6 C1ε
2t+ C2ε

t∫
0

‖u(s)− u(1)(s)‖H ds, 0 6 t 6
T

ε
, (32)

где константы C1, C2 не зависят от ε.
Применяя к (32) неравенство Гронуолла, получаем

‖u(t)− u(1)(t)‖H 6 Cε, 0 6 t 6
T

ε
,

где, например, C = C1Te
C2T . Тем самым доказана оценка (31). �

Оценка (31) показывает, что построенное первое приближение (27), (28) описывает реше-
ние задачи (1), (5) с погрешностью порядка O(ε) на промежутке 0 6 t 6 T/ε при начальных
данных из конечномерного резонансного подпространства.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследован комбинационный параметрический резонанс для нелинейного урав-
нения Матьё — Хилла в гильбертовом пространстве H при периодическом возмущении с ча-
стотой ω > 0. Резонансные условия имеют вид kω = νp±νq, p 6= q, k ∈ K\{0}, и описывают вза-
имодействие различных собственных частот невозмущённой задачи. Для периодического воз-
мущения доказана отделённость нерезонансных комбинаций от нуля. В почти-периодическом
случае возникает более общий набор временных частот, поэтому контроль малых знамена-
телей требует отдельного условия отделённости от нуля; этот случай является естественным
продолжением настоящей работы.

Полученные результаты дополняют статью [6], где основное внимание уделялось основ-
ным параметрическим резонансам. Здесь тот же подход применяется к комбинационному па-
раметрическому резонансу, что позволяет описывать эффекты, связанные с суммами и разно-
стями этих частот.
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Abstract. Using the Krylov–Bogolyubov–Mitropolsky averaging method, this paper studies
combinational parametric resonance in a Hilbert space H for a nonlinear Mathieu–Hill equation
of the form u′′(t) + A2u(t) = εF (ωt, u(t)), where A2 is a self-adjoint positive operator in H
with compact resolvent. The right-hand side εF (ωt, u(t)) is assumed to be a time-periodic
perturbation with frequency ω > 0, and ε > 0 is a small scalar parameter. It is shown that, in
the first approximation, alongside principal parametric resonances, combinational resonances
arise, determined by the resonant relations kω = νp ± νq, k ∈ Z \ {0}, p 6= q, where νn are
the eigenvalues of the operator A = (A2)

1
2 , n ∈ N. In the case of combinational resonance,

conditions are established for finiteness of the resonant index sets (p, q) for a fixed frequency ω,
which ensures separation of the nonresonant frequency combinations from zero. An averaged
finite-dimensional resonant system of the first approximation is also constructed, and it is
proved that solutions of the original equation are approximated by solutions of the constructed
averaged system with an O(ε) error estimate in the norm of H on an interval of length T/ε.
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